5. ELEMENTARIOS SEKU RIBU SAVYBES

Teiginys 5.1. Jei lim X, =a,limy, =b, tai lim(X, +Yy,) =a +b.
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[rodymas. Reikia jvertinti skirtuma |(Xn +y,)—(a +b)| . Mokame ivertinti skirtumus

>

|x, —a

Y, — b| . Galime pasinaudoti realiyjy skaiciy trikampio nelygybe
(%, +Y,) —(@+b)| =|(x, —a) +(y, )|
(5.1)
<|x, —a|+|y, =b|
Skirtumas kair¢je (5.1) pus¢je bus mazesnis uz £, jei paskutiniyjy dviejy skirtumy
suma bus mazesné uz £ . Tai bus tada, kai kiekvienas i§ paskutiniyjuy skirtumy bus

mazesnis uz 5 Remiantis teiginio salyga, galima teigti, kad egzistuoja tokie N, ir

N, , jog
n>N, O |% af %

n>N, O |y; b %
Kai n>N,N =max{N,,N,}, bus teisingos abi nelygybés, taigi, ir
(%, +¥,) —(a+b)| <e.
Pastaba. Teiginyje sumos Zenkla galima pakeisti skirtumo zenklu.

Teiginys 5.2. Jei limx, =a,limy, =b, tai lim(x, [y,) = a[Db.

n- o

[rodymas. Reikia skirtuma |Xn Yo~ ab| iSreikSti per skirtumus |Xn —al,|y, —b|. Tam
matematikai turi sugalvoje triuky:
1%,Y, —ab| =[x, (y, —b +b) -ab|
=|X —-b) +x,b —ab
| n(Yn DY+, | (5.2)

=[x, (y, =b) +(x, —2)b|

< |y, ~B|+}s, ~allo
Antraji démen; paskutiniojoje (5.2) nelygyb¢je galime paprastai jvertinti, o pirmajame
yra dar kintamasis — pati seka {X,}. Sekantis (tre€iasis) teiginys tvirtina, kad
konverguojanti seka yra aprézta, t.y. egzistuoja tokia konstanta M, kad |Xn| <M,0n.
Toliau galime samprotauti kaip ir pirmajame teiginyje:
Skirtumas kairiojoje (5.2) nelygybés puséje bus mazesnis uz £, jei paskutiniyjy
dvieju démeny suma bus mazesné uz £ . Tai bus tada, kai kiekvienas i§ paskutiniyju

démeny bus mazesnis uz % . Remiantis teiginio salyga, galima tvirtinti, kad egzistuoja
tokie N, ir N,, jog

n>N, O a 2—1? lblx, <l %

>N Oy b S8 [y, o My, ] 2
Kai n>N,N =max{N,,N,}, bus teisingos abi nelygybés. Taigi, ir |Xn Y, — ab| <E.

Teiginys 5.3. Konverguojanti seka {X,} yra aprézta, t.y. egzistuoja tokia konstanta M,
kad |x,|<M,On.



[rodymas. Sakykime, lim X, = a . Tada, paémg konkrety €, pvz., € =1, galime rasti
n-oo
toki N, kad
n>NO|% & b & £ x$< & 1.
Yra baigtinis skaiCius sekos nariy X, X,,..., X, 0 Kiti sekos nariai yra intervale

(a—La+1). Taigi galime tvirtinti, kad visiems natiiraliesiems n
|X,| <M, M =max{|x,||x,

Teiginys 5.4. Jei lim X, =a, hm y, =b,b #0, tai hm——%

n-oo nﬁooy

R .. . X
[rodymas. Reikia jvertinti skirtumg |— —
n

naudosime panaéq triuka, kaip sekuy sandaugai
_|xb- yna| (x, —a+a)b -y, |(x -a)b +ab -y, a|
b| | | |vb] [y,
|u—mw|mbym_v—a|Mbym_

|vib] bl vl [vibl
Pastaryju démeny skaitiklius mokame jvertinti, bet vardikliuose yra seka, kuri

kintama. Jei sekos riba yra ne nulis, tai sekos nariai nuo tam tikro N yra aprézti
moduliu i$ apacios tam tikra konstanta (sekantis teiginys), t.y. egzistuoja tam tikra

—b| . Tam vél

a .
B‘ per skirtumus

(5.3)

konstanta, pvz. g, ir toks N, kad

2
n>N O |yr;lt Ltz)é | | o (5.4)
01 2
poal e o BB N
| | <2 0 el O >n max{N,N,}, (5.5)
Yn axn_a|<T 0w Nl
o1 2
<—0Om N,
|a(b yn)| %ﬂ bl 0 >n max{N,N,}. (5.6)

[v.bl 2 %b <ﬂDn> N,

Viena syki reikéjo dalinti i3 |al . Jei tai butq lygu nuliui, tai dalinti negalétume, bet
tada kairiojoje nelygybés (5.6) pusé€je biity nulis ir nelygybé¢ biity visada teisinga.
Teiginys 5.5. Jei limx, =a,a # 0, tai bet kokiam d,lal > & >0, egzistuoja toks N, kad

n>N0O|[xt .
[rodymas. Sakykime, a >0 . Tada paimkime d,a > 9 >0, ir apibrézkime € =a-9.
Pagal sekos ribos apibrézima egzistuoja toks N,
n>NDO|x & 8+a> x -a=¢-a fa & 0.
Jei a <0, tai jrodymas analogiskas.
Teiginys 5.6. Jei limx, =a, hm y, =bir x, <vy,,0n,tai a<bh.

n- o



[rodymas. Tai elementarus jrodymas priestaros buidu. Sakykime, a >b. Apibrézkime
£E= %(a —b). Svarbu, kad bty b+¢& <a —€. Tada

N,n> NOa € X 4 &
N,,n> N,Obh € w b g
n>max{N,,N,} 0 y< b & & & Xx,.
Tai priestarauja teiginio salygai.
Pastaba. Jei teiginio formuluotéje biity grieZtas nelygybés Zenklas, tai vis tiek

e 1 1
tvirtinime lieka Zenklas “<”. Pavyzdys. X, =—-—,y, =—,X, <Y,, bet
n n

limx, =limy, =0.

n—o n-oo

Teiginys 5.7. Jei X, <Yy, <z,,0n,irlimx, =a,limz,  =a, taiir limy, =a.

n - oo n - oo n - oo
Sitas teiginys rusiskoje literatiiroje vadinamas dviejuy milicininky (policininky)
principu, o angliSkoje — sumustinio (sandwich).
[rodymas. Bet kokiam &,& >0,

[N,n> NO-a € x 4 ¢

[N,,n> N, a € % 4 ¢,
n>max{N,,N,} 0 a & x$ ys £ & &
O limys a.

n— oo

Teiginys 5.8. Jei X, <Y,,Un, ir limX, = +oo, tai limy, = +co.

n- o n-— oo

[rodymas. Patikrinama pagal apibrézima. Pasirenkame bet koki E. Egzistuoja toks N,

kadn>ND{E<XyD <E vy,

Teiginys 5.9. Jei seka {X, } monotoniska ir koks nors jos posekis {X, } konverguoja,
tai ir pati seka konverguoja ir jos riba yra lygi posekio ribai.

[rodymas. Sakykime, Rmm X, =a ir seka yra did¢janti. Tada bet kokiam €,€ >0,
egzistuoja toks K, kad k >K I & & X< a.Paémg maziausia K,, tenkinantj
nelygybe K, > K, galime apibrézti N =n, . Tada n>N [ )& XgF X> & E. Bet
visi sekos nariai X, < a. Jei bty prieSingai, t.y. atsirasty toks n, kad buty x, >a, tai
atsirasty ir toks k, kad n, >n ir X, =X, >a. Taip buti negali.

Pastaba. Teiginys teisingas ir kai ribos begalinés (sekos — monotoniskos).

Teiginys 5.10. Jei sekos {X,} posekiai {X,,},{X,,,,;} konverguoja i ta pacia riba, tai ir

pati seka konverguoja { ta pati skaiciy.
Toki teiginj kiekvienas turi sugebéti jrodyti pats.

Kai kurie paprasciausiy riby savybiy taikymai.
Pavyzdys 5.1. Pereitame skyrelyje nagrin¢jome dvi sekas

ﬁna

Y, _1+|+—+ +— _;
k!

Buvo jrodyta, kad X, <y, ,o0seka {y,} aprézta. Akivaizdu, kad seka {y,} didéjanti
(kai i teigiamas). Abi sekos didéjancios ir apréztos. Vadinasi, abi konverguoja ir



limx, <limy, (5.7)

n — oo n — o

Irodysime, kad Sios ribos lygios. Apibrézkime nauja seka

I s i i‘0, 1M, 2 k11
Z”"‘_HHEﬁ HH+...+I(—!Hl F%l E E@D —rEL Jk <n. (5.8)

Teisingos nelygybés

o SX <Y, (5.9)
Pereikime nelygybese (5.9) prie ribos, kai N — co. Gausime

r11irr°102nk Shmx <11n01°yn. (5.10)

Dabar apskalcluok1me sekos {z,,} riba

: ‘0. Im, o k- O
limz, , =lim[] +i +—ﬁ Al -1 - Eﬁ[ﬂ ——EL
n- e n-e 2! nE —H FHH E n 5(5_11)
i2
=1+i +a +.. +E =Y,.-
Istatg rezultata (5.11) 1 nelygybg (5.10), gauname nelygybe
Y, <limx, <limy,, (5.12)

kuri teisinga visiems nattiraliesiems K. Antrasis ir treCiasis nariai nelygybéje (5.12)
yra konstantos. Pereikime Sioje nelygybéje prie ribos, kai kK — o . Gausime

&ig Y < }me X, < }11% Y, (5.13)
Pirmasis ir treCiasis nariai Sioje nelygybéje yra lygus, neziiirint to, kad kintamieji
pazymeéti skirtingomis raidémis. Vadinasi, seky {X,} ir {y,} ribos yra lygios. Tai
uztvirtinsime Vaizdingiau'

lim h 1+i+i2+ +nD
oo nH 2! nd
|
—Rmm ) T (5.14)
o :k ) n
=5 L=yl iso
= k! &n!

Pavyzdys 5.2. lim¥n =1.

n - o

Aisku, kad Un >1. Galime pazymeti
Yn=1+a,,a >0,
n=(Yn) =(1+a,)" =1 +na, +n(r12'—1) al +.. +a
(-1 n-b e '
2|
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Pavyzdys 5.3. Pereitame skyrelyje nagrin¢jome kaupimo funkcijos, kai paliikanos

perskaiciuojamos nuolat, reik§mg taske t =1/2. [rodéme, kad
1.

lim . hm + 5.15

O e (5.15)
Uzdavinyje 4.2 reikéjo 1r0dyt1 kad apibréze funkcija

+ 5.16

Aonn E§ B El e 1 (5.16)

kitaip, riba turétume gauti tokia pat. Kaupimo funkcija A, ,,(t,1), kai palikanos

perskaic¢iuojamos 2n+1 karta, turi biti did¢janti funkcija (tai bet kokios kaupimo
funkcijos savybe). Sios funkcijos reikSmés vienareikSmiskai apibréztos
perskaiciavimo taskuose, t.y.

A2”+1E2n+1 HH _ i (5.17)
On+1 .00 i Q"

Pons EZn +1 IH_HI 2n +E

Vadinasi,

n+1

i 1 ] i [
+ <A, O+ . 5.18
ﬁ anen = e O 19
Pastarojoje nelygybéje peréjeg prie ribos ir pasinaudojg dviejy policininky principu
(teiginys 5.7), gauname, kad

1.
fim Amﬁé—,iﬁmz (5.19)
nepriklausomai nuo to, kaip konkreciai mes apibrésime kaupimo funkcijos reikSme
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