4. PALUKANU NUOLATINIS SKAICIAVIMAS. SKAICIUS “e”

Finansy matematika. Pereitame skyrelyje susipazinome su keletu savoky —
nominaliaja ir efektyviaja paliikany normomis. Matéme, kad kaupimo funkcija ir
efektyvioji palikany norma didéja kai perskaiciavimy skaicius did¢ja. Kyla

(m)

klausimas, ar i, ir 4, (1) = El+ H artéja i kokia nors riba ar didéja neapréztai.
Laikysime, kad nominalioji paliikany norma i nekinta. Tada indeksa m praleisime.
Norint pasiremti monotonisky aprézty seku ribu savybe, reikia iSsiaiskinti, ar aprésta

seka x, =4 (1) = ﬁ +Lﬁ . Prisiminkime sekos {x,} monotoniSkumo jrodyma:
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jet 0<i<2.Gavome, kad seka {x, } apréZta. Vadinasi, remiantis monotonisky ir

aprézty seky savybe, seka konverguoja. Ypatingai svarbi §i riba, kai parametras i =1.
Tada ta riba turi specialy Zyméjima, kuri pirma syki panaudojo Leonardas Oileris
(Leonard Euler, 1707-1783)
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Tai viena svarbiausiy matematiniy konstanty. Jos apytikslé reikSmé e =2.718281828.
Ji pasirodo daugelyje uzdaviniy.
Pazymékime
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Uzduotis 4.1. Irodyklte, kad seka { y, } aprézta, kai i <3,i <4, o po to ir bet kokiam
teigiamam i.
Kai nominali paltikany norma yra i, o paltikanos perskai¢iuojamos nuolat, tai
kaupimo funkcija po vieno periodo natiiralu apibrézti taip
A(Li) = lim +iﬁ . (4)
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Kad nekilty dviprasmiskumy, kaupimo funkcijai ijvedéme antraji argumenta.
Pasinaudoje tik ka jvestu skaiciaus e apibrézimu, gauname, kad A(1,1) =e. [domu,
koks rySys funkcijos A(1,i) su skai¢iumi e.Tai gana i{domus uzdavinélis. Pradziai

laikykime, kad i = % Tada
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Desiniojoje (5) lygybés puséje yra sekos x, = @ +lﬁ posekis {x,, } irjis
n

konverguoja ie. Seka kairiojoje lygybés puséje reikia perraSyti truputi kitaip
g o

Gavome paZistama seka su i =1/2. Zinome, kad ji didéjanti ir apréZta, taigi
konverguoja. Tada galima pereiti prie ribos ankstesnéje lygybéje
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Panagrinékime bendresni atveji, kai i = ; Tada analogiskai
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Sakykime, i = % , ¢ia p ir k — naturalieji skaiciai. Be to, 0 < p <2k . (Mes kol kas

esame jrode, kad A4 (1,1’ ) egzistuoja, kai i <2.) Tada
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Pasinaudojome tuo, kad jei seka {x, } konverguoja, tai bet koks jos posekis {x,,} (Cia

m = np , p- fiksuotas natiiralusis skaicius, o n — kintamas) taip pat konverguoja i ta
pacia riba. Mes skai¢iavome kaupimo funkcijos reikSme taske 1, t.y. lygiai po vieno
periodo. Gavome labai idomy grynai matematinj rezultata: kai i yra racionalusis
skaiCius, mazesnis uz 2 (Sita salyga galima atmesti pasiremiant uzdavinio 4.3
rezultatu), tai
lim +Lﬁn =e'. ©)
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Suskai¢iavome kaupimo funkcijos reikSmg po mety, jei palikanos perskaic¢iuojamos
nuolat. Kaip atrodyty tokia kaupimo funkcija bet kokiu laiko momentu #? Problema
apskaiciuoti tokia kaupimo funkcija yra ta, kad, perskaiciuojant paltikanas m karty per
metus, funkcijos reikSmé vienareikSmiskai yra apibrézta tik perskaiciavimo
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momentais, t.y. —,—,...,—,...,— . Apibrézti funkcijos reik§meg tarpinése reikSmése
m m m m
galima jvairiais buidais. Sekanti kaupimo funkcija vél vienareikSmisSkai apibréziama
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kitais momentais - 0, , yenn k yeens m . Todél iskyla techniniy sunkumuy,
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kuriuos atidésime ateiciai. Taciau problemos suvokimui panagrinékime kaupimo
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funkcijos, kai palikanos perskai¢iuojamos nuolat, reikSme laiko momentu ¢ = 5 Jei

m yra lyginis, t.y. m =2n, tai
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Jei m nelyginis, t.y. m = 2n +1, tai kaupimo funkcija taske ¢ = 5 galima apibréZti taip
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Reikéty irodyti, kad taip apibrézta seka konverguoja. Jei ji konverguoja, tai gauta riba
nattralu bty laikyti ieSkoma kaupimo funkcija 4 5'5’ i ﬁ, kai paltikanos

perskaiCiuojamos nuolat. Apskaiciuosime lyginiy ir nelyginiy nariy posekiy ribas.
Galime para§yti paprasta lygybe
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Sekos $ioje lygybeje didéjancios ir apréztos. Todél jos turi ribas. Lygybéje (12)
galima pereiti prie ribos
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Nelyginiams nariams vél paraéome akivaizdiiq lygybe

2n+l1

i 0
ﬁ+2n+1HHI 2n+EH 2n+hj E 1+_.H - (14)

Turime tris sekas:
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imc, =e. Kq gahme pasakyti apie seka {a,}? Ji aprézta
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Zinome, kad limb, =1
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Ar seka {a,} did¢janti? Galima jq iSreiksti per kitas sekas:
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Seka {c,} didéjanti, seka {b,} mazéjanti, todel seka E);D did¢janti. Didéjanti bus ir
Al

seky sandauga, esanti poSaknyje, o taip pat ir pati seka {a, }. Vadinasi, seka {a,} turi
riba. Galima pereiti prie ribos (14) lygybéje:
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[rodéme, kad lyginiy nariy posekis 4,, % N ﬁ ir nelyginiy nariy posekis 4,,., % N ﬁ

konverguoja i ta pacia rlbq e? Todel ir visa seka konverguoja i ta pacia riba, t.y.

lim 4, %,i@= eZ. (18)



