3. SEKOS RIBA. GEOMETRINE PROGRESIJA

Realieji skaiciai. Mes laikysime, kad egzistuoja tokie skaiciai, kuriuos vadiname
realiaisiais skaiciais. Su jais mokame atlikti du aritmetinius veiksmus — sudétj ir
atimtj. Sie veiksmai tenkina tam tikras savybes, kurias jprasta vadinti aksiomomis. Be
to, realiuosius skaicius mokame palyginti, t. y. pasakyti,kuris i§ dvieju yra didesnis,
mazesnis arba jie yra lygiis. Pagrindinis skirtumas tarp realiyjy ir racionaliyjy skaiciy
yra ta, kad realieji skai¢iai yra pilnoji aibé. Pilnumo savoka geriausiai pasireisSkia
kalbant apie ribas. Tod¢l nuo riby ir pradésime. Riba irgi neatsiranda i§ dangaus, bet
sprendziant konkrec¢ius uzdavinius. Pirmasis uzdavinys bus susij¢s su geometrine
progresija. Geometriné progresija yra gana turiningas objektas.

1. Geometrinés progresijos apibréZimas. Sumos formulé. Tai Zinomas
objektas 1§ vidurinés mokyklos.
Apibrézimas. Sakysime, kad skaiciai b,,b,,b,,...,b,,... sudaro geometring progresija,

.
jei b, =b, 4 visiems n=0,1,2,..., o q kazkoks pastovus skaicius. Jis vadinamas
progresijos vardikliu. Su geometrine progresija yra susijj¢ du uzdaviniai:
1. Rasti iSreiksting n-tojo nario b, formulg,
2. Rasti sumos S, =b, +b, +... +b, formulg.
Pirmasis uzdavinys — tai pats paprasciausias matematinés indukcijos taikymas.
Atsakymas visiems gerai zinomas b, =b,q" arba b, =bq"" . Skirtumas atsiranda dél
to, nuo kokio nario pradedame progresija. Daznai patogu pradéti nuo nulio.
Zinodami geometrijos progresijos n-tojo nario formulg, sumavimo uzdavinj galime
performuluoti:
s, =b, +b, +... +b,
=b, +b,q +... +b,q"
=b,(1+q +... +q").
Taigi uztenka rasti paprastesng suma: S, =1+q +q” +... +q". Ja apskai¢iuosime
keletu buduy.
Baigtiniy skirtumy metodas. Prisiminsime id¢ja, kuria taikéme binominiy koeficienty
skyriuje. Reikia q* uzrasyti kaip g(k +1) —g(k). Jei pabandytume imti g(k) =q*, tai
gautume:

gk +1)—g(k) =g -q"

=q"(q-D.
Matome, kad gavome beveik tai, ko nor¢jome. Trukdo tik daugiklis (g-1), kuris
k
nepriklauso nuo k. Todél galima i$ jo padalinti: g(k) = g . Dabar:
k+1 k
g(k+1)-g(k) =—
q-1 g-1
_9"-a" _g‘@-D _
= =q".
q-1 q-1

Vadinasi,
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Kitas budas. Tq pacia suma S,,, =b, +b, +... b, +b ,, iSreik§ime dviem budais:
Sn+1 = Sn +bn+1)

Spet =0 +0b, +by +... +ab,, +qb,
=b, +q(b, +b, +... +b,)
=b, +0s,.

Sn +bn+1 :qsn +b09

s,(1-q) =b, =b,,,,

— b0 _bn+l — b0 _boqn+1 — bo(l _qnﬂ)
1-q 1-q 1-q

Beje, antroji sumos iSraiska S,,, =b, +0s, yra i{domi pati savaime. Ji labai panasi {

n

geometrinés progresijos apibrézima.
2. Finansy matematika. Sudétinés paliikanos.
Savokos:

» Palukany norma (angl. interest rate) i — piniginio vieneto prieaugis per perioda
(periodas dazniausiai biina vieneri metai).

* Kaupimo funkcija (angl. accumulation factor) A(t) — piniginio vieneto
sukauptoji verte laiko momentu t. Gali buti, kad laikas t gali igyti tik reikSmes
0,1,2,3,.... AiSku, kad A(0) =1, nes piniginis vienetas laiko momentu nulis
dar nepasikeité. Tada

A(l) =1+i,
A2) = A(D) WL +i) =(1+i)(1 +) =(1 +)’,
AG3) = AQ2) [ +i) =(1 +i)*(1 +) =(1 +)’,

A(n) = AN =1 [ +i) =(1 +i)".
* Nominalioji paliikany norma — piniginio vieneto prieaugis per metus, tariant,
kad palukanos skai¢iuojamos tik vieng karta mety pabaigoje.
Jei paliikanos skai¢iuojamos m karty per metus, tai nominalioji paltikany norma
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zymima i"™ . Tada kaupimo funkcija laiko momentais —,—,...,— atrodys taip
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» Efektyvioji (P.Katauskis -faktin¢, A.Bakstys -veiksmingoji) paliikany norma
(angl. effective rate of interest) I — piniginio vieneto prieaugis per pirmuosius
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Jeigu paluikanos skaiéiuojamos m karty per metus, nominalioji palikany norma i"™,

tai A1) = ﬁ +_E ,0

¢ = A -1
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Sakykime, nominalioji palikany norma yra pastovi, o kinta perskaiciavimy per metus
skaicius m. [domu palyginti kaupimo funkcijos A(l) elgesi. Siuolaikinés skaiciavimo
priemongs tai leidZia nesunkiai padaryti.

m A(1),i=0.01 A(1),i=0.02 A(l),i=0.1 A(1),i=0.5 A(l),i=1
1 1.01 1.02 1.1 1.5 2
2 1.010025 1.0201 1.1025 1.5625 2.25
3 1.01003337 1.02013363  1.10337037  1.587962963  2.37037
4 1.010037563 1.020150501 1.103812891  1.601806641 2.441406
5 1.01004008 1.020160641  1.104080803 1.61051  2.48832
6 1.010041759 1.020167409 1.104260424  1.616488568 2.521626
7 1.010042959 1.020172247 1.104389225  1.620849023  2.5465
8 1.01004386 1.020175878 1.104486101  1.624170095 2.565785
9 1.01004456 1.020178703 1.104561613  1.626783889 2.581175
10 1.01004512 1.020180963  1.104622125  1.628894627 2.593742
20 1.010047643 1.020191145 1.104895577 1.63861644 2.653298
30 1.010048484 1.020194542  1.104987147  1.641940967 2.674319
40 1.010048905 1.020196241  1.10503301  1.643619463 2.685064
50 1.010049157 1.02019726 1.105060554  1.644631822 2.691588
60 1.010049325 1.02019794 1.105078927  1.645308935  2.69597
70 1.010049446 1.020198426  1.105092055  1.645793673 2.699116
80 1.010049536 1.02019879 1.105101905  1.646157822 2.701485
90 1.010049606 1.020199073  1.105109567  1.646441404 2.703332
100 1.010049662 1.0201993 1.105115698  1.646668492 2.704814

200 1.010049915 1.02020032 1.105143298  1.647692855 2.711517

300 1.010049999 1.02020066 1.105152503  1.648035209 2.713765

400 1.010050041 1.02020083 1.105157106  1.648206555 2.714892

500 1.010050066 1.020200932  1.105159868  1.648309416 2.715569

600 1.010050083 1.020201 1.105161709  1.648378014  2.71602

700 1.010050095 1.020201049 1.105163025  1.648427023 2.716343

800 1.010050104 1.020201085 1.105164011  1.648463785 2.716585

900 1.010050111 1.020201113  1.105164779  1.648492382 2.716773

1000 1.010050117 1.020201136  1.105165393  1.648515262 2.716924

Matome, kad didinant perskai¢iavimy skaiciy, kaupimo funkcijos reikSme, tuo paciu
ir veiksmingoji paliikany norma, did¢ja. Pabandykime tai jrodyti. Laikykime



nominalia paliikany norma nepriklausoma nuo perskai¢iavimy skaiciaus, t.y. i’V =i.

Pazymeékime X, = A (1) = ﬁ +Lﬁ. Tada

—_ _ i3 _ n;
X, _@ H -1 +n n(n 1) |2 n(n—1)(n 2)|—3... +n(n D L. D]Q
n n 12 n IEIB n IEIBEL h n"

e e g g 1 B0
] g, 1l 1 m_ 20 0, 1M, _ 20 nel
<1+|+5@ n+IEI +3!ﬁ n+1%1 n+i X +"'+n 1 n+ 1 FH %Eﬂ n &1 !

1 n =[] O .o

1 m 20 _ _
+(n+1)'§ n+1%1 n+ED'@]1 0+l : nd !

Periodiniai mokéjimai. Finansiné renta.
s = (D)™ +(1+)" . +(1 H) H.
Tai verté n vienetiniy periodiniy imoky tuo metu, kai mokama paskutiné imoka.
Pritaikg geometrinés progresijos sumos formulg, gauname
_(1+D" =1 _(1a+)" -1

(1 +i) -1 i
Apibrésime dar keleta sudétiniy paltikany funkeiju:
Verté periodiniy vienetiniy imokuy po vieno periodo, kai imokéta paskutiné jmoka
§.=(L+D)" +(1+D)" +. +(1 ).
Verté periodiniy vienetiniy imokuy vienu laiko periodu prie§ pirmaji inasa
a. = L — + : — +..+ L

"o+t A+ 1+i
Verté periodiniy vienetiniy imokuy pirmojo inaSo metu

- 1 1 1
4 =t .t

oA+ (1+D)" 1+i
1.UZduotis. Apskaiciuokite apibréztasias funkcijas.

+1.

Kol kas naudojome tik baigting matematika, t.y. geometrin€s progresijos N-tojo nario
ir baigtinés geometrineés progresijos sumos formules. Pabandysime susieti geometring
progresija su geometrija (bent jau pavadinimas to reikalauty).

3. Sekos ribos savoka. Nulin¢ riba. Geometrinés progresijos “voratinklis”.
Pabandysime geometring progresija pavaizduoti geometriskai. Tai leis mums
geometriskai pajusti geometrinés progresijos kitimo pobiidi. Tam matematikai
sugalvojo instrumenta, vadinama “voratinkliu”. Klausimas toks — kaip geometriskai
galima konstruoti geometring progresija?

Tam reikia koordinatingje plok§tumoje nubreézti dviejy tirsiy Yy =0gx,0 <q <l, iry =X

grafikus. Atidéje X asyje b, , ieSkome b, = q 0, . Sia reikime randame i§vesdami tiesg,
lygiagrecia y-ku asiai iki susikirtimo su funkcijos y =gx grafiku. Belieka ta reikSme
nukelti | x-sy asj. Tai galima padaryti naudojant funkcijos y = X grafika. Ir t.t. Mes
geometriskai matome, kad seka b, =b,q",0 <q <1, mazédama artéja { nulj (jei

b, >0).



Panasiai galima nubrézti geometrinés progresijos, kai —1 <q <0 voratinklj. Taip pat
1§ brézinio galime matyti, kad seka artéja i 0, tik $i syki néra monotoniskumo.

Dar reikéty paimti q =1/4,b, =1 ir bandyti aritmetiskai skaiciuoti progresijos narius.
Fiksuokime skaiciuoklyje 4 skaitmenis po kablelio ir skai¢iuokime:

1; 0.2500; 0.0625; 0.0156; 0.0039; 0.0010; 0.0002; 0.0001; 0.0000.

Gavome 0. Ka tai reiskia? Tikriausiai, kad b, <0.00005 . Jei fiksuosime 6 skaitmenis,

tai gausime tokia seka:

1; 0.250000; 0.062500; 0.015625; 0.003906; 0.000977; 0.000244; 0.000061;
0.000015; 0.000004; 0.000001; 0.000000. Ka reiskia, kad dvyliktas sekos narys lygus
nuliui? b, <0.0000005.

Fiksuokime 8 skaitmenis.

1; 0.25; 0.0625; 0.015625; 0.00390625; 0.00097656; 0.00024414; 0.00006104;.... Ir
t.t., kol displ¢juje atsiras skaitmuo 0. Ka tai reiks?

Vél matome, kad sekos nariai maz¢ja. Dabar manau, kiekvienas gali pasakyti, ka

reiskia, kas seka b, = 41—n, n=0,1,... artéja | nulj arba sekos b, = 4—1n, n=0,1,... riba yra

nulis.

Apibrézimo bandymas. Geometriné progresija b, = VIR n=0,1,... artgja10, jei

kiekvienam €,& >0, atsiras toks N, kad 0 < % <¢g, kain>N.

Nagrinédami geometring progresija, kai —1 <q <0, pastebétume, kad sekos nariai
keicia Zenkla, t.y. jie buina ir teigiami ir neigiami. Bet seka vistiek artéja { 0. Galime
bandyti pasakyti apibrézima.

Apibrézimas. Sekos {q",nON}, riba yra 0, jei kieckvienam &€,€ >0, atsiras toks N,
kad |q"| <€, kain>N.

Mes i$ “voratinklio” geometriskai matéme, kad geometrinés progresijos riba yra nulis.
Konkreciu atveju, kai q =1/4, aritmetiSkai jautéme, kad riba yra nulis. ParaSéme
ribos apibrézima. O kaip yra i8 tikryjy? Reikia patikrinti pagal apibrézima, arba, kitais
zodZiais sakant, tai jrodyti.




Teiginys. Geometrinés progresijos b, =q",

q| <1, riba yra 0.
[rodymas. Pradziai laikykime, kad g > 0. Pagal apibréZima patikrinti, kad sekos riba
yra nulis, tai reSkia reikia iSspresti nelygybe:
q"<e€.
Jei nezinome logaritminés funkcijos, tai tiesiogiai tokiy nelygybiy sprgsti nemokame.
Tipiska situacija. Tada darome taip: duota seka pakei¢iame didesne, t.y. ieSkome
tokios sekos C, , kuri tenkinty tokias salygas:

« q'<c,

* mokétume spresti nelygybeg C, <€.

Vadovéline procedira: jei 0 <q <1, tai 1 >1. Tada egzistuoja toks a >0, kad
q

1 1 +a. Tada pagal Bernuli nelygybg

q

Ln:(1+a)n >1+na,n >I.
. 1 1

q" = <E&.

<
(1+a)" 1+na
Pastaraja nelygybg mokame spresti:
1

I+na

1
—<1+na,
£

l—1<na,

<é&,

1-¢
n>——.
£a

Galime apibrézti N = 1_—8 Teiginys jrodytas (bent, kai g >0).
ga

L . e : I, .1
Palyginkime gauta rezultata su konkreciais skaiCiavimais. Jei = 7 tai —=4=1+3.
q

Taigi a = 3. Pirmuose skai¢iavimuose tur¢jome € =0.00005 ir b, <0.00005.
1-0.00005 _ 0.99995

30[0.00005 0.00015
rezultatas teigia, kad b, <0.00005. IS tikryjy jau b, tenkino norima nelygybg. Toks
didelis neatitikimas atsirado dél to, kad Bernuli nelygybé yra labai “grubi”.

Bendras sekos ribos apibrézimas. [domu, kaip elgiasi geometrinés progresijos suma,
kai n didéja. Naudosimés formule s ,, =b, +0s, , kuria i$sivedéme. Galime nubrézti

Pabandykime apskaiciuoti N = =6666.33. Musy gautas

sekos “voratinkli”. Nubrézkime tuo atveju, kai —1<q <0.
IS brézinio matome, kad seka s, artéja i reikSme, kuri nusakoma tiesiy sankirta. Sia
reik§mg galime rasti, i§sprendg lygciy sistema:



Galime spéti, kad lims, =——. Pirmiausia reikia sukurti gera apibrézima.

n-oo 1-— q
Mums padés geometrinés progresijos sumos formul¢, kurig truputj pertvarkysime:
- bo _boanr1 - bo _ bo qn
I-qg  1-q 1-q
b, q.

S

n

b
I-qg 1-q
Kair¢je lygybés puseje yra skirtumas tarp sekos n-tojo nario ir skaiciaus, kuri mes

Sn

itariame, esant sekos riba; deSinéje puséje yra konstanta ﬁ_lﬁﬁ ir seka {q“} , kuri,
—-q

kaip jau zinome, artéja i nuli. Kai n pakankamai didelis, tai deSinioji lygybés pusé bus
pakankamai maza, t.y. deSinioji lygybés pusé artés | nuli. Tada ir skirtumas, esantis
kairioje pus¢je bus pakankamai mazas. Galima formuluoti apibrézima

Sekos ribos apibrézimas. Skai¢iy a vadinsime sekos {X,} riba, jei skirtumo X, —a

riba yra nulis, t.y. r11irr°10(xn —a)=00 rl]molo X=  a.
Prisiming nulinés rii)os apibrézima, gezlime suformuluoti taip
Seka {x,} konverguoja i skaiCiy a, jei bet kokiam &,& >0, galima rasti tokj N, kad
n>NO | a &.

by

Galime jrodyti, kad lims, = limb, (1+q +... +q") =
n-o n-o —q

q| <.

Mums reikia i8spresti nelygybe:

‘ bO n
-—q"|<e.
1-q
Ji ekvivalenti kitai nelygybei
eli-q
g
kurig mes mokame i$spresti.
Atvejis q =1. Tai trivialus atvejis. b,,, =1[0, =b, . Visi sekos nariai yra lygis. Tokios

9| <

sekos vadinamos pastoviosiomis. Tokios sekos net nelaikomos geometrinémis
progresijomis. Pastovios sekos riba yra tas skaicius, i§ kurio sudaryta pastovioji seka.

Begalinés ribos. Panagrinékime geometring progresija, kai q >1.
“Voratinklis”. Nubréziame dvi tieses y =X ir y =0X,q >1.




Geometriskai matome, kad seka did¢ja ir did¢ja gana greitai, nes tuojau “islipa”is
brézinio. Galima paimti konkrecia q reikSmg, pvz.: q =4. galime skaiciuoti
progresijos narius:

1; 4; 16; 64; 256; 1024; 4096; 16384; 65536; 262144; 1048576;...

Matome, kad jau 4'° >1000000 . Galime sakyti, kad seka auga i begalybe. K3 tai
turéty reiksti?

Apibrézimas. Sakysime, kad seka {q"}auga i +oo, jei kiekvienam E galime rasti toki
N, kad " > E, kai n> N. Tai Zymésime limq" = +co,

GeometriSkai ir aritmeti§kai matome, kad sekos {4"} ir {q"},q >1, auga i begalybg.
Kaip tai grieztai jrodyti? Mums reikia spresti nelygybe q" > E . Sakykime, kad tokios
nelygybés spresti nemokame. Tai labai tipiska situacija. Seka {q"} pakeisime
mazesne seka. V¢l pasinaudosime Bernuli nelygybe. Jei q >1, tai galime paraSyti
q=1+(q —1).Pazymékime a =q —1. Aisku, kad a >0. Tada

q"=(1+a)" >1+na >na.

q" >na > E . Sia nelygybe labai paprastai i§sprendzime:

n> E :il . Skai¢iy N galime apibrézti N = il Jei q=4,E =1000000, tai
a gq- q-
N = 10200100 = 1000000 =333333,3 . Matome, kaip miisy teorinis N daug skiriasi

nuo pavyzdzio, kuriame jau 4'° >1000000 . Tai yra dél to, kad, kaip jau minéjome,
Bernuli nelygybé yra gana “grubi”. Taciau musy tikslas yra ne gauti patj geriausia
{verti, bet gauti principinj rezultata — teoriSkai pagristi, kad sekos riba yra +oo.

Jei paimtume b, neigiama, o g >1, tai, nubréz¢ “voratinkl{”, matytume, kad seka
artéja | —oo.

2 uzduotis. ParaSykitei apibrézima ir irodykite, kad

%it{loboqn = —oo(b, <0,q >1).

Nekonverguojanti seka. Atvejis g = —1. Paprastumo délei laikykime b, =1. Tada

geometring progersija atrodys taip:1,—1,1,-1,1,...arba b, = (-1)". Panasu, kad i seka
nekonverguos. Ka reiskia, kad seka nekonverguoja? Tai néra toks paprastas



klausimas, kaip gali atrodyti i§ pirmo Zvilgsnio. IS duotos sekos galime sudaryti dvi
naujas sekas:

= X, =h, =(-D)T =1,

" Y =h, =) =) () =4
Sios dvi naujos sekos vadinamos pirmosios sekos {b,} posekiais, nes jos gautos,
paimant kai kuriuos narius i§ sekos {b,}. Matome, kad naujosios sekos yra labai

paprastos - jos pastovios. Taigi jos konverguoja
limx, =limb,, =lim1 =1,
n - oo n—oo n- oo
limy, =limb, , =lim(-1) =-1.
n — oo n - oo

n — oo

Bet nei 1, nei —1 nebus sekos {b,} riba. Jei paimsime € = % , tai koki N bepaimtume,

vienu metu negalés biiti teisingos abi nelygybés visiems n didesniems uz N
-1 <h, <- +l,1 1 <b, <l +l,

2 2 2 2
nes kai n lyginis — galios antroji nelygyb¢, kai n nelyginis — pirmoji. Joks kitas
skaiCius a, a # —1 arba a #1 taip pat negalés biti sekos {b,} riba. Paémg

g,& <minf{la +1|,]a -1}, gausime, kad jokiem n negalios nelygybé |bn —a|<e&. Taigi

irodéme, kad seka b, =(-1)" nekonverguoja arba diverguoja. Pats zodis “diverguoti”
reiSkia iSsiskikrti. Tai néra tik zodzio “nekonverguoti” sinonimas.

Labai paprastu pavyzdziu pademonstravome gana bendra metoda, leidZiant] jrodyti,
kad seka diverguoja. Tereikia suformuluoti bendra posekio apibrézima ir truputi
pakoreguoti samprotavimus.

Grisime prie realiyjy skai¢iy savybiy. Realieji skaic¢iai skiriasi nuo racionaliyjy viena
svarbia savybe — pilnumu. Si savybé prie tam tikry salygy garantuoja riby
egzistavima. Pilnumo savybe galima formuluoti keletu ekvivalenciy biidy. Dabar
apibrésime viena i$ ju.

4. MonotoniSky seky riby egzistavimas. Pereitame skyrelyje apibrézéme ivairias
ribas ir visais atvejais suradome jas, patikrindami pagal apibrézima. Tai nevisada
imanoma padaryti. Su tuo mes jau susitiksime sekanciuose skyriuose. Matematikoje
iprasta jrodyti tam tikry objekty egzistavima. Tai jau kartais duoda tam tikrus
rezultatus. IS pradziy tai atrodo truputi mistiskai.

Realiyjy skaiciy savybé. Jei realiyjy skaiciy seka {X,} monotoniska ir aprézta tai ji
turi riba.

Si savybeé véliau bus jrodyta. Bet dabar tai priimsime kaip aksioma. Pasiaiskinkime,
ka reiSkia paminétos savokos.

Seka monotoniska —tai seka didéjanti (X, < X,,,,n=0,1,...)arba

n=0,1,..).

Seka aprézta- tai seka aprézta 1§ virSaus ([M,x.< M,n= 0,1,...) ir

n+1°

mazejanti (X, = X

n+1>

aprézta 1§ apacios (Lm,x = m,n= 0,1,...).

Parodysime, kaip $i savyb¢ veikia. Grizkime prie sekos {q"},0<q <1. Si seka yra

n+l1

mazéjanti, t.y. 0<q"" =q" [d <q". Be to, $i seka aprézta i$ apacios, t.y. visi sekos

nariai yra didesni uz 0. Akivaizdu, kad maz¢janti seka visada yra aprézta i§ virSaus



savo pirmuoju nariu. Pagal monotoniSky aprézty seky savybe §i seka turi riba, t.y.
egzistuoja 1imQq" =c . Pereikime prie ribos lygybéje
n-o

9" =q" [@.
Naudosimés seky riby elementariomis savybémis, kurias jrodysime véliau. Gausime
limg"' =qimq",
el qc’nm
c(1-q) =0.
Jei dviejy skaiciy sandauga lygi nuliui, tai bent vienas iS jy turi buti lygus nuliui. Bet
q#1,q-1#0, tai liecka c = 0. Kitu badu jrodéme, kad sekos {q"},0<q <1, riba yra
nulis.
Panagrinékime atveji, kai ¢ >1. Seka {q"} yra didéjanti, t.y. q"" =q"[[G>q".
Mums bus reikalingas toks paprastas
Teiginys. Du tvirtinimai:

* did¢jancios sekos {X,} riba yra +oo,

* did¢janti seka {X,} yra neaprézta i§ virSaus
yra ekvivalentiski.
Irodymas. Jei seka yra neapréZzta 1§ virSaus, tai bet kokiam E galima rasti tokj sekos
nar X, , kad x, >E . Kadangi seka yra didéjanti, tai visi kiti sekos nariai, kuriems
n>n,, tenkins nelygybg X, > X, >E . Pagal begalinés ribos apibréZima tai reiSkia,

kad lim X, = +oo.

n - o

Jei sekos riba yra +oo, tai akivaizdu, kad seka yra neaprézta.
Grizkime prie didéjancios sekos X, =q",q >1. Sakykime, kad §i seka aprézta. Tada ji

turi baigting riba, t.y. egzistuoja limq" =c . Pereikime prie ribos lygybéje
n-o
q"'=q"[g

Gausime

limg""' =qimq",

" e=qe

c(l—q)=0.

Jei dviejy skaic¢iy sandauga lygi nuliui, tai bent vienas i$ jy turi buti lygus nuliui. Bet
q#1,g-1#20irc#0,nesiSto,kad gq>10 g> T lim%y" =c 1. Vadinasi, abu

N oo
daugikliai nelygts nuliui. Prielaida, kad seka x, =q",q >1, aprézta, atvedé prie
klaidingo sarySio. Vadinasi, tokia prielaida neteisinga, o teisingas prieSingas
tvirtinimas — seka neaprézta. Taigi sekos riba yra +oo.

Pritaikysime monotoniSkos apréztos sekos savybg sumy sekai. Naudosime rekursing
formule s, ,, =qs, +b,. Si formulé yra labai panasi { geometrinés progresijos

apibrézima. Nubrézkime Siai sekai “voratinkli”, kai 0 < <1. Tam nubréziame tieses
Yy=X,y =0x +b,.



>

IS brézinio matome, kas seka s, didéja iki X reikSmés, kuri nusakoma tiesiy sankirta.
Sia reik¥me galime rasti, iSsprendg lygciy sistema:

y=X,

y =qgx+b,,

y=X,

X=0x+b,’
X = by )

1-q

. . . b,
Mes jau vienu budu esame jrodg, kad lims, =—

n- oo 1_

. dabar tai jrodysime kitu budu.

[rodysime, kad seka {s,} did¢janti ir aprézta.

n+l

Sy =S, tb.,, =S, +b,q"" >s ,jei b, >0. I8 brézinio galime spéti, kad seka yra

o . . Db .. : L .
aprézta ska101um11—°. Tai jrodysime matematinés indukcijos metodu.
—-q

s, =h, < b, :
1-q
Sakykime, kad tvirtinimas teisingas, kai n =k, t.y.
by
5, < :
1-q
Tada
Skl ~ qSkb+ by
<g——+h,
1-q
— qbo + bo _qbo
1-q
— bO
— q ’

Jei seka {s,} did¢janti ir apréZta, tai egzistuoja S =1lims, . Pereikime prie ribos

n- o

pagrindingje lygybéje s.,, =Qs, +b,. Gausime



lims,,, =qlims, +b,,
"7 s=gs+h,.
s=——.
1-q

3 uzduotis. Nagrinékime geometrinés progresijos sumy seka {S,}, kai —1<q <0. Jau

“voratinklis” rodo, kad §i seka néra monotoniné. Bet gal posekiai {s,,},{S,,.,} yra
monotoniski ir aprézti? Gal jie konverguoja i ta pacia riba? “Voratinklis™ ir
rekurentiné formul¢ turi bati pagrindiniai instrumentai.

4 uzduotis. Kaip elgiasi geometrinés progresijos sumy {S.} seka, kai q=-1?

5. Aibés tikslusis virSutinis réZis. Si tema gal ir néra tiesiogiai susijusi su
geometrine progresija, bet ji susijusi su didéjancios ir apréztos sekos ribos
egzistavimu.

Sakykime, turime goemetrinés progresijos sumy seka, 0 <q <lI,

s, =1+q+q’ +... +q". Koks did~iausias $ios sekos narys? Seka didZiausio nario
neturi. Joks sekos narys negali biiti didziausiu, nes tuojau po jo esantis yra didesnis uz
pries ji buvusi. Mes suprantame, kad baigtine realiyjy skai¢iy aibé turi maziausiaji ir
didziausiaji elemnetus. IS pavyzdzio matome, kad begalin¢ aibé
A=1{S),5,,5,,.eS5-e-}

= L1140 +Qh S O]
= {;qk,n =0,1,..}

neturi didziausiojo elemento. Aibé A yra aprézta 18 virSaus. Kiekvienas
1 _ Nt
g = q

n

o 1 ) VPP o )
" < o SkaiCius —a vadinamas aibés virsutiniu réziu, nes jis didesnis
—-q —-q —-q

uz bet koki aibés A elementa. Bet koks skaicius, didesnis uz , taip pat bus aibés

e e . ” o 1 C e e e
A virSutiniu réziu. Bet kuo ypatingas Sis skai¢ius —— ? Tai maziausiasis A virSutinis

1-q

rézis. Ka tai reiskia? Bet koks skai¢ius, mazesnis uz

jau nebus A virSutiniu

. N 1 1 o C
réZiu. Paimkime €, >0. Tada ———¢& <——. Reikia surasti tokj S, kad

1-q 1-q

L—é: <s, <L. Istatykime s, iSraiSka
1-¢ 1-q
1 _g<l—q < 1 ’
1-q 1-q 1-q
1 1 q" 1
-£< - <

1-q 1-qg 1-q9 1-q’
—g<—q <0,
-q

1
qn
1-q

0< £



Tai jau matyta nelygybé. Ja mokame spresti, t.y. rasti toki N, kad

n

n>NO & < & 1 & s,. Vadinasi, skai¢ius maZesnis uz

1-q 1-q 1-q
buti aibés A virSutiniu réziu. Maziausiasis aibés virsSutinis rézis vadinamas tiksliuoju
virSutiniu réziu. Daznai Matematinés analizés vadovéliuose galima rasti tokia realiyjy
skaiciy savybe
Tiksliojo virSutinio rézio aksioma. Bet koks netus¢ias ir apréztas i§ virSaus realiyjy
skai¢iy poaibis turi tikslyji virSutini rézi. Aibés A tikslyji virSutini rézi zymime sup A,
tariam supremum.
Nagrinédami pavyzdj apie geometrin€s progresijos sumas, matéme, kad

negali

lim g gt = sup{g g“,n=0,1,2,...} . Sis rydys néra atsitiktinis. Mes jrodysime, kad

egzistuoja bendresnis rySys tarp $iu dvieju realiyjy skaiciy savybiu.
Teiginys. Jei teisinga tiksliojo virSutinio rézio aksioma, tai teisinga ir monotonisSky
aprezty seky savybé.
Duota:
* MonotoniSka apréZta seka {X},

= AAOR, Az0 irAaprézta [1] supA.
Reikia jrodyti. [lim X, .

N oo
[rodymas. Sakykime, seka {X } didéjanti ir M yra sekos virSutinis réZis, t.y.
X, < M,0n. ApibréZiame aibg A ={X,,X,,...,X,,...} . J1 yra netus¢ia ir apréZta 1§
virSaus tuo paciu M. Tada egzistuoja a =sup A. Natiiralu manyti, kad $is skaicius a
yra sekos riba. Prisiminkime: a yra maziausias aibés A virSutinis rézis, t.y.
= X, <a,Unl] ayraaibés A virSutinis rézis.
= [e,& 0,a € néraaibés A virSutinis rézis [1 a yra aibés A maziausiasis
virsutinis rézis.
Xy, XU Aba & Xg.Turime n>N 00 X§ X, , nes seka did¢janti. Gavome,
kad Ue,& OON,r NI —a<e «, <a-a &
Jeigu aibé A, AL R, néra apréZzta i§ virSaus, tai susitariame, kad sup A = +co.
Analogiskai galima apibrézti aibés tikslyji apatinj rézi inf A, (lot. infimum).
Akivaizdu, kad inf A= —sup(—A), —A ={-a;a UA}. Jei aibé A néra aprézta i apacios,
tai susitariama inf A = —co,
6. Jvairis. Istorija. Archimedo parabolés kvadratiiros skai¢iavimas. Archimedas
skai¢iuodamas parabolés kvadratiira, turbiit, pirmasis suskaiciavo begalinés
geometrinés progresijos su vardikliu 7 suma ir irod¢, kad ji lygi 4/3. Tam jis iSvede
tokia lema
Lema. Geometrinés progresijos suma (su vardikliu %), sudéta su tre¢daliu paskutinio
nario, lygi 4/3 pirmojo nario.
Formuliy kalba tai atrodyty taip
1,1 1 1 EI1_ o
42 7 4" 34 3
Archimedo samprotavimai yra visiskai ekvivalentiis matematinés indukcijos metodui,
o galutinis rezultatas naudoja samprotavimus, ekvivalentiskus ribos savokai, kuri
pilnai buvo iSvystyta tik XIX amziuje.
Archimedo samprotavimai tikrai verti démesio, o ju grieztumas — nepriekaistingas.



Binominiai koeficientai. PerraSykime begalinés geometrinés progresijos suma truputi
kita forma

T+Xx+Xx*+... +x" +.. =1—, kai x| <1. Jei kintamaji X pakeisime —X, tai formulé
- X

o 1 - Ce . ..

pasikeis { 1-X+X> —... +(-1)"x" +... =1— =(1 +x)™". Prisiminkime binominiy
+X

. q n\_nn-1)LL0n -k +1) o e
koeficienty apibréZzima ( ) = . Mes anks¢iau nagrinéjome
P k 120K S
atvejus, kai n buvo sveiki teigiami skaiciai, taiau padaréme pastaba, kad binominius
koeficientus galima apibrézti ir kitoms virSutinio indekso reikSméms. Imkime n = -1.
Gausime

—1) _ (=D [-1-1) 0. 01 =k +])

k k!
_ (=D(=2)..()

Taigi jrodéme nauja binoming formulg

(1+x)" = Z(El)xk’l’d <l.



