Binominiai skai¢iai, indukcija
Apibrézimai. Mokykloje yra iSvedama Niutono binomo formulé:
n
(4" =3 X,
Cia C,‘f - deriniy i$ n elementy po k skai¢ius. Tai labai svarbi formulé matematikoje. I$
Sios formulés kilgs ir pavadinimas - C{ vadinami binominiais skia¢iais. Kodél $ioje
formuléje yra deriniy skaiCius truputi mislingas. Mes sustosime prie binominiy
skaiciy truputi ilgéliau.

Deriniai (kombinatorinis apibréZimas). Pradésime Zinomiausiu dalyku. Jei turime n
skirtingy elementy ir sudarome rinkinj po k elementy, tai ji vadiname deriniu i$ n po k

(sutrumpintai). Visy deriniy i§ n po k skai¢ius zymimas C¥ (c — i§ Zodzio
combination). Zinome, kad pvz.,

Cl=3,C2 =3,C =,

C,=4,C; =6,C; =4,C; =1,

ir t.t. Specialiai reikia apibrézti C_. Tai galima suprasti kaip galimy poaibiy i§ n po 0
elementy. Tokiy poaibiy yra tik vienas, vadinamas tusc¢iaja aibe. Todél nattiralu
apbrézti C? =1 visiems natiiraliesiems n.

Binomas (algebrinis apibrézimas). Sakykime, turime pakelta n-tuoju laipsniu
dvinarj (1+x)". Jei atliktume veiksmus, tai gautume suma, sudaryta i jvairiy X
laipsniy x*, &ia k =0,1,...,n. Kokie biity koeficientai prie ty x* i§ anksto nezinoma.
Koeficienta prie x* binomo (1+ x)" skleidinyje pazymékime BY. Tada gautume
formule:

(1+x)" = z B x“.

Pavyzdziai:

(1+x)° =10 B=1,

(1+x)' =1+x O B’ =1,B/ =1,

(1+x)* =1+2x +x* O BE 1,BF 2,BF 1,

ir t.t. Beje, §iuos skai¢ius B! geriausiai ir tikty vadinti binominiais skaiciais. Niutono
binomo formulé, nuo kurios mes pradéjome, reiskia, kad C* = BY.

Paskalio skaifiai (indukcinis apibrézimas). Blezas Paskalis (1623-1662) isdéliojo
binominius skaicius i toki trikampi:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Pazymékime Siuos skaicius Pnk (P — Paskalis), ¢ian=0,1,2,...,0k=0,1, ..., n.
Juos apibrézkime taip:




P’ =1, P" =1 visiems n, 0 P%, =P‘" +P!, kai k =1,...,n.

Keliy skaicius (geometrinis - kombinatorinis apibréZzimas). NupaiSykime miesta su
taisyklingomis gatvémis, kokie yra Amerikoje:

¥ N

A

4,3

Taska pradzioje pazymékime A, ,, o taSka apacioje A, ;. Reikia nukeliauti i§ pirmojo
tasko i antraji. Galima keliauti, kaip parodyta rodyklémis. Kiek yra skirtingy keliy i$
taSko A, itaska A,;? Visy galimy keliy skai¢iy pazymékime K .. Analogiskai, visy
galimy keliy 1§ tasko A, itaska A, paZymekime K.
Nesunku matyti, kad K =1,K =1, nes i§ tasko A, {taskus A , ir A , galima
nukeliauti tik vienu budu.
ISreikstinis (aritmetinis apibrézimas). Mokykloje buvo iSvesta formulé:

K n!

" Tl —k)!
_ n(n—=1)L.Mn -k +1)

k!

Pastarajam reiSkiniui matematikai turi specialy Zyméjima - (E) Taigi apibrésime:

n\_n(n-DL.0n -k +1)
(k) B k1 ’

Pirmoji formulé yra susijusi su kombinatorika, kur n ir k yra natiiralieji skaiciai.
Antroje formuléje n gali igyti bet kokias realias reikSmes. Galima spéti, kad turéty
biti teisingas toks

Teiginys.

Ck=BK =pk =KX :(E)

¢ia n=0,1,2,..., o k=0,1,...,n.

Pastabos.
1. Zyméjimai BY,P/,K! yra laikini ir naudojami tik $iame tekste; C* ,(E) -
standartiniai ir visuose matematiniuose tekstuose reiskia ta pati.
2. Galime kelti klausimus:
* Kiek maziausiai lygybiy reikia jrodyti, kad bty teisingas teiginys?
» Kiek i§ viso galima jrodyti skirtingu lygybiu?
Irodymas.



1. Cl =P!
Nagrin¢kime elementus a,,a,,...,a,,a,,,. Sudarykime derinius po k +1 elementa.

Juos visus galime suskirstyti | dvi grupes:

* Tuos, kurie turi elementa a,,,,

* Tuos, kurie neturi elemento a,,.
Pirmoje grupéje yra deriniai i§ n elementy po k, o po to prie jy pridétas elementas
a,,, - Antroje grupéje yra visi deriniai i§ n elementypo k +1. Vadinasi,
Cyli =Cq +C™.
C yralygis 1, nes galima sudaryti tik viena derinj i§ n elementy po n. Taip pat
sutariame, kad C,? =1. Tai interpretuojame, kaip vininteli galima poaibi, neturintj
elementy, tuscia aibe.

2. Kf =P¥
Nagrinekime taSka A, ., . [ ji galima patekti i$ taSky A, ir A ,,,. Jei patekome |
minétus taSkus, tai po to i taSka A, ., galima nukeliauti vieninteliu biidu.

Vadinasi, K} = Ky + K¢, Taip pat aisku, kad K; =1L K =1, nes keliai i§ A, i

n+l1

taSkus A, ,, A, yra vieninteliai.

3. B¥=Pr.
Pateiksime du Sios lygybés irodymus. Pirmasis — tai standartinis jrodymas, kurj
galima rasti daugelyje vadovéliy; binominiai koeficientai tenkina tam tikra sarysi.

(1+x)" =Bx" +B'x"" +... +B}x +B'x’
=x"+B X" +.. +Bx +1.
Vadinasi, B] =1,B’ =1. Reigkinji (1+Xx)""" apskai¢iuosime dviem biidais:
n+l
. (1 + X)n+l - z Br|]+1X| ,
[ ]

1+X)™ =(1+X)" @ +X)
=(3 Bl +x)

= 2 B! X' +2 B! x'"!

=1+ Z (B, +B, )X +x""

Sulyging koeficientus prie atitinkamy X laipsniy, gauname
Bk+l - Brll( + B:H.

n+l
Antrasis irodymas. Jis realizuoja pozitiri, kuris biidingas kombinatorikai, tikimybiy
teorijai. Sakykime, turime skai¢ius P!, kurie buvo apibrézti ankséiau. Mes sudarome

funkcija
f (x)= z Px*.

Apskaiciuojame pirmasias funkcijas:



f,(x) =R =1,

f,(X)=P'x+R’ =x+1,

f,00 = PAxC +Px +P =x* +2x +1 =(x +)’.
Skaic¢iuojame funkcija

n+l

f L (X)= Z’ P¥ x¥

n+l
=1 (R +PMX" +. +(Pf +P X+ HPy +P))x H
=PIX" +. +PX L +PIX H
+X" +PIXT 4+ +PI X+ +PY
= 1,00 +x 1, (%)
=1+ f,(%).

galime iskelti hipotezg, kad
f,(x) =(1+x)".
Ja nesunku jrodyti matematinés indukcijos metodu. Tada

Z Px* = (1+x)" :2 BXx* .
Vadinasi, P* =B, k =0,1,....n (kodél?).

Funkcija f,(X) vadinama skai¢iy Pnk,k =0,1,....,n generuojancia funkcija. Si funkcija

turi visa informacija apie duotuosius skaicius.

N\ _ pk
L [1)-r

(n +1) _(n+D) MM -1) . [n +1 —(k +1) +1)

k+1 120.0k [k +1)
_(n—k+k+1) @ n -1) 0. [ =k +))
- 10200 Tk [Tk +1)
_(=K) M-I 0n =k +1)  (k +1) [ 0 1) 0 (h & +)
120Kk +1) 120Kk +1)

_[n n
(ko))
Galima nubraizyti tokia jrodymy schema:

KK | ==>| P! = BX
<—
Ck

1. Uzduotis. Tiesiogiai irodykite kitas galimas lygybes.



Ateityje mes binominius koeficientus Zymésime (E) Ankstesnio teiginio moralas

yra tas, kad bet kuri miisy iSnagrinéta savybé vienareikSmiskai apibrézia
binominius koeficientus. ISreikstiné forma nereiskia, kad ji yra geriausia.
Panagrinésime kai kurias binominiy koeficienty savybes.

UZduotys.
2. Irodykite simetriSkumo savybeg

nj_(n —
(1)1 =0,

naudodamiesi visais apibrézimais.
3. Irodykite ikélimo (iSkélimo) savybe

ny_nNfn-1 _
[0)=2{22t) kc=1n.

naudodamiesi visais apibrézimais.
4. Labai daznai reikia sumuoti binominius koeficientus. Prisiminsime i§ mokyklos
Zinoma savybe:

()=

Paprasciausias irodymas yra pasinaudoti binomo savybe (generuojancia funkcija):
n
(1+x)" = z BXx*.

Pastarojoje lygybéje paéme X =1, gausime reikiama lygybe. [rodykite Sia lygybe,
naudodamiesi kitais binominiy koeficienty apibrézimais.
5. TIrodykite, kad

Daznai reikia sumuoti ir kitokias sumas, kuriose yra binominiai koeficientai. Stai gana
tipiSkas uzdavinys. Raskite suma:
12+203+3@+...+kk -1) K +.. «(n <) ol

Padalinsime kiekviena démeni i§ 1[2 ir suma perraSysime binominiais koeficientais:
—{2),(3 k n
s, = (2)+(2) . +(2) .. +(2).

Pateiksime keleta Sios sumos apskaic¢iavimo biidy. Be to, suformuoluosime truputj
bendresnj uzdavinj:

B N B

Naudosimés jvairiais binominiy koeficienty apibrézimais.
1. Algebrinis biidas. Trumpam prisiminkime ankstesnius zyméjimus BY. Mums

reikia rasti suma s, = B* + B/, +... +B}. Si suma bus koeficientas prie X"



sumoje (1+x)" +(1+x)"" +... +(1 +x)*, kuria mokame suskai¢iuoti:
L+ X)" +...+(1+X) =1 %) 1 H1 +X) +.. H1 #)"¥]
+ n-k+1 _
(g H07

R I+x-1

=S H 0™ -1
X

:ial #X)™ =1 +x)E

Nesunku apskai¢iuoti koeficienta prie X* pastarojoje israikoje. Tai bus

n+1

k+1

koeficientas prie x“*' déstinyje (1+x)"™" ir lygus BX;'. Vadinasi, jrodéme lygybe

k k k — pk+l
BX+B!, +..+B =B

n+l°

2. Geometrinis budas.

IS tasko A, pakliati i taSka A, ,,, galima tik per taskus A, A, ,---» A,x» O PO to
keliaujant punktyrinémis linijjomis. Vadinasi, keliy skaicius
KE = KE+KE +. +K

n+l

3. Indukcinis badas. Pradékime pagrindine Paskalio skai¢iy savybe:

P! = P* + P*"', Pastarajj skai¢iy vél galime skaidyti, t.y. P*' =P* +P",

n+l
Gauname P*"' =P +P¥, +P*!" Taip galime testi procesa iki

n+l1
P =P +P¥, +..+PX, +PX!". Paskutinijji skai¢iy P! galime pakeisti P, nes
jie abu lygiis 1. Gauname lygybe:
P =P +P* +...+PX, +PX. Tai ir reikéjo irodyti.
4. Aritmetinis budas. Kai k =1, tai mtisy formulé tampa gerai zinoma

natiraliyjy skai¢iy sumos formule:
nln+1) _(n+1)
2 2 )

Jos radimas yra gerai zinomas (galbiit, net daugeliu biidy). Mes pabandysime iSvystyti
viena id¢ja, kuri analogiSka integravimui tolydzioje analizéje. Pradziai paaiSkinsime
bendra idéja. Sakykime, reikia rasti tokia suma:
s(n)=fM)+fQ)+...+f(k) +..+f(n).

1+2+...+n =



Jei pasisekty rasti tokia funkcija g, kuri tenkinty tokia salyga: f (k) =g(k +1) —g(k),
visiems k =1,2,...,n. Tada

s(n) =(9(2) —9() +(9(3) =9(2)) +... +(g(k +) -g(k)) +.. g(n ) -g(n)
=g(n+h-g

Pabandykime:
k=1K =(k +1-k) K
=(k+1) K-k K

=(k +1) & —k [k -1 +1)
= (k +1) & —k Ik -1) —k.

Gavome labai idomy sarysi. DeSinioje lygybés puséje yra beveik dviejy vienos
funkcijos reik§miy skirtumas. Reikia tik K perkelti i kairiaja lygybés puse:
2k =(k +1) & =k [k -1)
arba
Kk :%[(k +1) [R =K [k —1)]
_(k+D)k kk-1)
2 2
Jei f(k)=Kk, tai g(k) :@. Tada suma

s(n)=g(n+1)-g()
_(n+hn _10

2
_(n+Dn
—2 .

Pabandykime idé¢ja pritaikyti Siek tiek bendresniam atvejui, kai f (k) =k(k —1).

k(k =1) =[(k +1) =kIk(k =1)
(k +Dk(k =1) =k ®(k =1)
(k +Dk(k =1) =k(k =1 +1)(k -1)
(k +Dk(k =1) =k [k =1)(k -1) —k(k -1)
(k +Dk(k =1) =k [k =1)(k =2 +1) &k(k )
=(k +Dk(k =1) =k [k -1)(k =2) =k(k 1) «(k )
=(k +Dk(k =1) =k [k -1)(k =2) =2k(k 1)
Perkéle paskutini démeni i§ paskutinés eilutés i kairiaja lygybes puseg, gauname
3k(k =1) =(k +Dk(k =1) =k(k -1)(k =2)

arba

k(k -1) :%[(k +D)k(k =1) —k(k ~T)(k =2)].

Padaling abi lygybés puses i§ 1[2, gauname
k) _(k+1)_(k
2]\3 3
. . . .. . . (k+1)_ [k k) .. .
Tai mums gerai Zinomas binominiy koeficienty sarysis 3 =13 + 2 , tik truputi

k(k-1) k(k =1)(k —2)
2

11203

kitaip uzrasytas. Taigi, jei (k)= , tai g(k)= . Tada



L k(k-1) _ :
ZT— g(n+1)-g(2)

_(n+hn(n-1) 200
1203

1203
_(n+n(n-1)
23

6. Uzduotis. Dar viena suma (Vandermondo sasiika).

()6

Tai nelengvas uzdavinys. Pirmiausiai reikia nurodyti sumavimo indekso kitimo
rézius.



