1. Pirmojo laipsnio funkcijos, tiesés lygtys

Pirmojo laipsnio funkcijos grafikas

Universitete mokymas i§ esmés skiriasi nuo mokymo vidurinéje mokykloje.
Pirmiausiai, tai skiriasi déstymo grieztumas. Viduringje mokykloje yra labai mazai
irodymu. Studentai daznai iSsigasta paties zodzio jrodymas. Kad biity suprantamiau,
panagrinékime viena pavyzdi. Matematinés analizés kalba yra perdém geometriska.
Analizing arba algebring kalba su geometrija sieja grafiko savoka. Labai daznai mes
turime kokia nors funkcija uzrasyta formule y = f{x), pvz.: funkcija y = kx . Tai viena
i$§ paprasciausiy funkcijy, vadinamy tiesioginio proporcingumo fukcija. Jei turime
funkcija, tai galima sudaryti skaiciy pora (x; f{x)); Siai skaiCiy porai galima priskirti
taska koordinaciy plokStumoje. Visy §iy tasky aibé yra vadinama funkcijos y = f{(x)
grafiku ir Zzymima

Graph (f) = {(x: /(x)).x0D(f} ,

¢ia D(f) zymime funkcijos fapibrézimo sriti. Grizkime prie pavyzdzio, funkcijos
v = kx . Sakykime, jus zinote, galvojate, kad zZinote arba gird¢jote, kad funkcijos
vy = kx grafikas yra ties¢. Pabandykime pasiaiskinti, kokio lygio yra jiisy Zinojimas
arba supratimas. Kaip turéty atrodyti pavyzdinis jrodymas?
1. Sakykime, mes nieko nezinome apie funkcijos y = kx grafika. Pirmiausia reikia
prisiminti grafiko apibrézima. Tai visuma (aib¢) tasky su koordinatémis (x; kx).
Galima paimti keleta argumento reikSmiy, apskai¢iuoti atitinkamas funkcijos
reikSmes. Geriausiai tas reikSmes suraSyti i lentelg:

X -2 -1 0 1 2 3

y 2k X 0 k 2k 3k

Atidékime taskus koordinaciy ploks§tumoje su atitinkamomis koordinatémis:

Matome, kad visi atidétieji taskai yra vienoje tieséje. Ar tikrai taip? Tai galima
isitikinti pasinaudojus staciyjy trikampiy lygumo pozymiu. Ar gautoji tiesé yra miisy
funkcijos y = kx grafikas? PanaSu, kad taip. Galima pabandyti suformuluoti teiginj.
Dar reikia nusakyti tiesg. IS geometrijos zinome, kad tiesei nusakyti pakanka dvieju
tasky. Kokius taskus reikéty pasirinkti? Viena — koordinaciy pradzia, t.y. taska, su
koordinatémis (0; 0). Koki kita? Geriausiai — pati papras¢iausia. Toks taskas galéty
biti (1; k). Dabar galima formuluoti teigini:

1 teiginys. Funkcijos y = kx grafikas yra tiesé, einanti per taskus (0; 0) ir (1; k).



2. Teiginio formuluotés apmastymas. Pirmiausia reikia suvokti, kad teiginio
formuluotéje kalbama apie du skirtingus objektus plokStumoje:
= tiesg, einancig per taskus (0; 0) ir (1; k); pazymékime ja raide /;
= funkcijos y =kx grafika, t.y. aibg tasky plokStumoje su koordinatémis (x; kx),
pazymékime ji graph(kx).
Reikia jrodyti, kad / = graph(kx). Ka reiskia, kad dvi aibés lygios? Tai ekvivalentu
dviem sarySiams:
» [0 graph(kx)= tiesé yra grafiko poaibis < kiekvienas tiesés / taskas
P =(x;y) yra funkcijos grafiko taskas < bet kokio tiesés / taSko P =(x; )
kordinatés tenkina sarysi y = kx .
» graph(kx) Ul grafikas yra tiesés poaibis < kiekvienas grafiko taskas yra
ir tiesés / taSkas « taskas su koordinatémis (x; kx) yra tieséje /.
3. Sarysio [ [0 graph(kx) irodymas. Nusibrézkime brézinj.
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Nubrézkime brézinj
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O Kampai lygis 04080 POQ

U Taskai P, O ir 4 yra vienoje ties€je.
5. Pabaigti irodyma galima ir prieStaros biidu, t.y. irodyti, kad POl [P graph(kx).
Tai labai suvokiama geometriSkai. Mes jau jrodéme (3 dalyje), kad tiesé / yra grafiko
dalis. Jei irodysime, kad tiesei / nepriklausantys taskai néra ir grafiko taskai, tai ir
reiks, kad tiesé sudaro visg funkcijos grafika.

1 uzduotis. [rodykite, kad funkcijos y = kx +b grafikas yra ties¢, einanti per taSkus
(0;6) ir (Lk+b).
Irodzius $i bendresnj teigini, galima pakoreguoti terminologija:
* Pirmojo laipsnio funkcija y = kx +b vadinama tiesine, nes jos grafikas yra
tiese.
* Tiesé, kuri yra yra funkcijos y = kx +b grafikas, vadinama paprastai “ties¢
y=hkx+b”.
Koeficienty k ir b analiziné ir geometriné prasmé
Analiziné prasmé. Pazymékime f(x) =kx+b. Tada
e b=k[0+b=f(0), ty. funkcijos reikSmé taske 0.
e k=kO+b-b=(k D+b) —«(k @ +b) =f(1) —f(0) arba
f(x+1) = f(x) =k(x +1) +b —kx —b =k, t.y koeficientas k yra funkcijos
reikSmiy prieaugis, kai argumentas pakinta vienetu. Tai galima vadinti ir
funkcijos kitimo greiciu.
Geometriné prasmé. Pirmoje uzduotyje teigiama, kad funkcijos y = kx +b grafikas
eina per taska (0;0), taigi
e ) yra ordinaté tasko, kuriame ties¢ (funkcijos y =kx +b grafikas) kerta
ordinaciy a$j.
Nubrézkime ties¢ plokstumoje, ne vertikalia ir ne horizontalig. Kokia yra svarbi tiesés
charakteristika? Jos pasvirimas — kampas su abscise. Kuo galima isreiksti $i
pasvirima? Jei paimsime ties¢je taSkus A(x;; y,), B(x,;y,) ir taska C(x,;,), tai
staciojo trikampio ABC statiniy santykis % =20 nepriklauso nuo konkreciy
X T
tasky parinkimo. (galima jrodyti naudojantis trikampiy panasumu). Siuo santykiu
galime apibréZti tiesés / posvyrj
)= Yo~ h
X3 X
(plg. agl. slope, vok. Anstieg, rus. Haxnon). Jis rodo, kiek tiesé yra pasvirusi | abscisiy
asi.
Laikykime, kad pasirinktoji ties¢ yra funkcijos y = kx +b grafikas. Tada
7V _ kx, +b —kx, —b - k(x, —x,)
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Gavome, kad funkcijos y =kx +b koeficientas k lygus grafiko posvyriui, t.y.

k = posv(graph(kx)) .

Be to, algebriniai skaiciavimai dar sykj irodo, kad Sis santykis nepriklauso nuo tasky
parinkimo tieséje.

Tiesés lygtis. Mes iki Siol pradédavome algebra, t.y. turédavome algebrini objekta -
funkcija y = kx +b ir jai priskirdavome geometrinj objekta - tiesg, kaip funkcijos
grafika. Galima kelti ir atvirks¢ia klausima. Turime tiesg. Kokius sarySius tenkina
tiesés tasky koordinatés? Tas sarySis vadinamas tiesés lygtimi. Kaip ja surasti? Ties¢
galima nusakyti jvairiais biidais:

1. dviem taskais (x;;,),(x,;¥,),

2. taSku ir posvyriu,

3. ir dar daug budy, kuriy ¢ia nenagrinésime.
2 uzduotis. Nusakykite ties¢ kitais biidais ir parasykite atitinkamas lygtis.
1. Sakykime, kad ties¢ yra apibrézta dviem taskais (x;;),),(x,;»,). Jei tie taSkai yra
(0;0),(1;a), tai atsakymas y =ax.
Jei taskai (0;b),(1;¢), tai antrojo tasko koordinates pertvarkome (1;¢) =(1;6 +(c —b)).
Tada lygtis bus y =(c —b)x +b.
Ka daryti tuo atveju, kai tasky abscisés néra 0 ir 1? Galimi du mastymo biidai —
geometrinis ir algebrinis. Pradékime geometriniais samprotavimais.

Jei taSkas P priklauso tiesei, einanciai per 4 ir B, tai trikampiai ABC ir POA yra
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panasis. Tada BC =— arba
AC P

Y2 ™

RARNPI, desinéje lygybés pusé¢je skaitiklj ir vardikli padauginsime i§ —1,
X, =X, X, =X

tai gausime
Y™ N _ V™0

X—x X, X

Atvirksciai, jei tasSko P koordinatés tenkina pastaraji sarysi, tai j—g = ﬁ—g ir pagal
staciyjy trikampiy panaSumo pozymi trikampiai ABC ir PQOA yra panasus. Tada
kampai BAC ir APQ yra lygiis. Tai gali biiti tik tada, kai visi trys taskai yra vienoje
tieséje.



Algebriniai samprotavimai. Gal egzistuoja tokia funkcija y = kx +b, kurios grafikas
yra ties€, einanti per taSkus (x,;,),(x,;y,)? Tokiu atveju tasky koordinatés turi
tenkinti lygti y =kx +b, t.y.

Y, =kx, +b,

V, =kx, +b.

I Sias dvi lygybes galime zitiréti, kaip i lyg€iy sistema nezinomuyju & ir b atzvilgiu ir ja
iSspresti.

Yo =V =k(x, —x)).

Jei x; # x, (tasSkai néra ties¢je, lygiagrecioje ordinaciy aSiai), tai

k:yZ_yl .
Xy =X
Tada
_ _ Y7y Xy TV X
b=y, —kx =y —F——tx ===,
Xy =Xy X, =Xy
y=J’2_y1x+y1x2 _yle‘
X, TXy X, TX

Pastaroji lygtis yra nattiralus atsakymas. Mes ieskojome lygties tokios formos
y =kx +b . Matome, kad atsakymas néra patrauklus, nes koeficiento b iSraiska
nesuprantama. Kyla keletas klausimy:

* Ar gavome ta pacia lygti?

» Kurie samprotavimai labiau priimtini?
3 uzduotis. Sakykime, ties¢ nusakyta tasku (x,;y,) ir posvyriu k. Samprotaudami
algebriSkai ir geomteriskai iSveskite tokios tiesés lygti
Y=y th(x —x).

Funkcija, lygtis, atvirkstiné funkcija.
Parasykime keleta stulpeliy lygybiy

v =kx, y=2x+4, y=kx+b,
y—hkx =0, y=2x-4=0, y—kx—-b =0,
kx—y =0, 2x—y+4 =0, Lhx—y+b =0,
kx =y, 2x =y —4, kx=y-b,
x—1 k#0 x—1 2 x—1 bkiO
ky’ 2y ky s

Pirmosios lygybés reiskia funkcijas, kartais sakysime — tiesiogines funkcijas. Visas
lygybes galime vadinti ir lygtimis. Kiekvieno stulpelio visos lygybés iSreiskia tam
tikra (beje, ta pati) sarysi tarp dvieju kintamyjy — x ir y. Paskutiniosios lygybés reiskia
ir funkcing priklausomybg — kintamasis x yra isreiksStas kaip kintamojo y funkcija. Ji
vadinama atvirkstine (pirmajai — tiesioginei) funkcija.

Sakykime, turime pirmojo laipsnio lygti su dviem nezinomaisiais

ax+by+c =0, a#0 arba bZ0. Tada i$ jos galima iSspresti

e y= —éx—g,a #0 arba
a a

a ¢
e x=-—y-—-—,b#0.
b” b
Abiem atvejais gauname pirmojo laipsnio funkcijas, kuriy grafikai yra tiesés.
Vadinasi, bendra pirmojo laipsnio lygtis su dviem nezinomaisiais nusako tiesg. Todél



mes galime sakyti “ties¢ ax+by +c =07, turédami galvoje ta plokStumos tasky aibg,
kurig apibrézia duotoji lygtis.
Terminologiniai niuansai. Mes galime sakyti:
e funkcija y =kx+b,
o lygtis y=kx+b,
o ties¢ y=kx+b,
kiekviena syki pabrézdami kita tos pacios algebrinés iSraiSkos aspekta.

Finansy matematika.

Paprastosios paliikanos. Pagrindinés savokos:

principal). Paskolinto kapitalo didumas po n periody vadinamas sukauptaja verte ir
zymimas C (n). Jei C =1, tai sukauptoji verté zymima A(n) (accumulation factor) ir
vadinama kaupimo funkcija. Tada

C(n)=C[HA(n)

Sukauptosios vertés ir pradinio kapitalo skirtumas vadinamas paliikanomis (interest).
I =C(n)-C(n-1).

Vieno piniginio vieneto palikanos per viena perioda vadinamos paliikany norma
(rate of interest) ir Zymima i , t.y.

;= l, _Cm)-C(n-1)
" C(n-1 Cin-1)

Jeigu palukanos skai¢iuojamos pagal désni

A(t) =1+it,

Cia t — laikas iSreikStas metais (arba kitais laiko vienetais) ir nebtitinai sveikas
skaicius, tai sakome, kad paliikanos yra paprastosios (simple interest). Tada
kaupimo fukcijos, kai paltikanos skaiiuojamos bet kokiu laiku, grafikas atrodys taip

A

Be zinomu funkcijos A(¢) =1+it koeficiento i analizinés bei geometrinés prasmiy
galime pridéti jo finansing prasmg — tai palikany norma. Praktikoje paprastyju
paliikany modelis retai taikomas. Dazniausiai, kai laikas yra nedidelis, t.y.
skolinamasi trumpam laikotarpiui. Kad biity realiau, laikykime, kad laiko periodas yra
diena. Be to, tiesés jvaizdis néra visiskai tikslus. Realesnis modelis biity toks:
Pirmaja diena dar nemokamos paliikanos. GraZinant skolg bet kuriuo antrosios dienos
metu, mokamos paliikanos 7, grazinant skola bet kuriuo treciosios dienos metu,
mokamos paliikanos 2i ir t.t. Tada kaupimo funkcijos grafikas biity ne tiesé, bet
kazkas panasaus i laiptelius. Klausimas — kaip reikéty uzrasyti analiziskai tokia
funkcija?



F(x)=0,0<x <1,
F(x)=L1<x<2,
F(x)=2,2<x<3,

f(x)=nn<x<n+l,
Tokia funkcija turi savo pavadinima ir Zzymé&jimus. Deja, zyméjimy yra keletas:
[x], klasikinis zyméjimas. Sakome — skaigiaus x sveikoji dalis.
Ent(x) -pranciiziSskas Zyméjimas. Entier — pranciizi$kai “sveikasis (skaicius)”. Jis
retai sutinkamas, nebent Pranciizijoje.
(3] - naujas zym¢jimas. Pirma syki §i zymé&jima ir funkcijos pavadinima pavartojo
Keneth Iverson 1962 m. Jis reiksty — skaidiaus grindys. Si funkcija turi ir prieSinga
funkcija - [3{1- skaiciaus lubos.
Gali kilti klausimas — kuo blogas klasikinis Zyméjimas, kodél ji reikéty keisti?
Parasykime [0,5]. Ka tai galéty reiksti? Ar tai skaiCiaus 0,5 sveikoji dalis ir ji lygi
nuliui, ar tai uzdaras intervalas nuo nulio iki penkiu? Aisku, kad bet kokia
dviprasmybé matematikoje yra nepageidautina.
Man asmeniskai patinka naujieji zyméjimai ir as nusiteikgs juos vartoti. Taigi
3= didziausias sveikas skaiCius, mazesnis arba lygus x; tai skaiciaus grindys;
(0= maziausias sveikas skaiCius, didesnis arba lygus x; tai skaic¢iaus lubos.
Tada kaupimo funkcija biity uzraSoma taip
A(t)=1+ild1t 20.
Cia atsiranda subtilus skirtumas tarp keleto teoriniy modeliy
1. tolydaus, kai argumentas ¢ kinta visame intervale [0, +),
2. diskretaus modelio, kai argumentas yra tik natiiralieji skaiciai arba ¢ = nh , kai
n — natiiralusis skaicius, o # — kazkoks fiksuotas Zingsnis.
3. miSraus, kai argumentas kinta visame intervale [0,+), bet kazkas keiCiasi
tik sveikuose skaic¢iuose arba kazkokio zingsnio 4 kartotiniuose.
Paprastasis diskontas. (Zr. A. Baks¢io “Finansy matematika”)
Vertybinio popieriaus pirkimas, atskaitant dalj jo biisimos vertés, vadinamas diskontu
(angl. discount — nuolaida, diskontas).
Vertybinio popieriaus pirkimo kaina vadinama diskontuotgja verte (discounted value).
Diskonto norma vadinama vieno periodo atskaitymo dalis nuo galutinés sumos
(discount rate) ir zymima d; apskai¢iuojama taip
c-pP

d=—"
c

Jei kapitala C diskontuojame t laikotarpiui su diskonto norma d, tai diskontuota verté
apskaiciuojama pagal tokia formulg:

P=C(—-dt),0<t s%.

P — taip pat vadinama dabartine kapitalo C verte (present value)
RySys tarp paliikany ir diskonto.
Sakykime, P ir C yra susij¢ per paliikany norma i arba diskonto norma d. Mes
vadinsime P — diskontuota arba dabartine C verte, o C — vadinsime sukauptaja P
verte.
Cc-P
Pt

Paltikany norma i =

3



Diskonto norma d = c-p

_C-P_C-P P _ i _ i _ i
¢t P C C-P+P C-P 1+ill
P Pt

Pasataroji formulé sako, kad diskonto norma yra paliikany normos dabartiné verté.
Analogiskai
l__C—P_C—Pg_ d _ d _d

Pt Ct p P-C+C | C-P 1-d0@

Ct

a



