12. KONTROLINIO DARBO UZDUOCIU SPRENDIMAI

1. Sitas uzdavinys galéjo ir turéjo biiti sprestas per pratybas.

a) Z B¥ =2". Pagal apibrézima skai¢iai B,nON,k= 0,1,...,n yra koeficientai prie
=0

x* binomo déstinyje
n

(1) =3 B (1)
Istate Sioje lygybéjze X =1, gauname

i B =(1+1)" =2".
Beje, tai E)uvo pasakyta per paskaita ir yra paraSyta internetiniame konspekte.
b) 2@]‘ =2" , &ia C! - skaicius deriniy i§ n elementy po K. [rodysime indukcijos
met;du.
Indukcijos bazé. Kai n =1, tai C/ =C| =1 ir ZC:‘ =C/ +C/ =1+1 =2.
Indukcijos prielaida. Sakykime, teisinga 1ygybé=

zC: =2" kokiam nors n.

Indukcijos Zingsnis. Nagrinékime skirtingus elementus a,,a,,...,a,,4a,,,. Visus
galimus derinius i$ Siy elementy suskirstykime { dvi grupes:
e derinius, kurie neturi elemento a

n+l >

* derinius, kurie turi elementg a,,, .
n
Pirmaja grupg sudaro visi deriniai i§ elementy a,,a,,...,a,. Ju yra g Cr.

Antraja grupg deriniy galima isivaizduoti taip: paimame bet koki derinj i§ pirmosios
grupés, pridedame prie jo elementa a_,,, gauname derini i§ antrosios grupés. Ir

n+l>
atvirk§c¢iai — paimame bet kokj derinj 1§ antrosios grupés; jis turi elementa a_,, ;
atimame ji; gauname derinj i$ pirmosios grupés, nes jis jau sudarytas tik i§ pirmyjy
a,,a,,...,a, elementy. Akivaizdu, kad skirtingiems deriniams 1§ vienos grupés atitiks
skirtingi deriniai i8 kitos grupés. Vadinasi, pirmojoje ir antrojoje grupése yra po
vienoda deriniy skaiciy. Taigi

n+l

gck = gc: +;Cﬁ{kombinatoriniai [Samprotavimai}

n+l
=2" +2"{indukcijos [prielaida}
=2[2" =2"" {aritmetika}
c) Z P¥ =2", ¢ia P* - Paskalio trikampio skaiciai, apibrézti taip
=0

P’=P"=1,0n,P= P4 P*' k= 1,2,..,n.

s I n+l™

Irodymas indukcijos metodu.
1

Indukcijos bazé: n=1. B’ =P' =1. Z P“=P’+P' =1+ =2.
=0



Indukcijos prielaida: teisinga z P¥ =2" kokiam nors n.

Indukcijos zingsnis:

n+l

n

k — po k n+l1
g F)n+1 - F)n+1 + Z I:)n+1 +Pn+1
=i =1

=13 (R eR )
=T

— PnO + Z Pnk +Z Pnk—l +Pnn
=1 =1

n+l

:nPk+ Pk—l

=2n +2n :2n+1
n
d) Z KX =2", &a K{ - skai¢ius visy skirtingy keliy i§ tasko A, itaska A, .
=0

1
Indukcijos bazé: n=1. K} =K| =1. Z Kf =K' +K/ =1+l =2.
=

Indukcijos prielaida: teisinga g K} =2" kokiam nors n.

A

Indukcijos zingsnis:

n-toji horozontalé

“® n+1-0ji horizontalé

Pasieke bet koki taSka A,, n-tojoje horizontaléje, galime dviem ir tik dviem kelio
atkarpomis patekti | n+1-aja horizontalg. Vadinasi, skaiCius visy keliy 18 tasko A, |

n+l

n+1-aja horizontale , t.y . Z KX
=

n+l »

yra dvigubai didesnis, negu skaicius keliy 1§ tasko

A, 1n-taja horizontalg. Taigi
n+l

Z KE, = 2; K ¥ {geometriniai [Samprotavimai}
=0 =0

n+l

=2 [2"{indukcijos [prielaida}

= 2" {aritmetika}
Pastaba. Galéjome indukcijos bazg laikyti ir n =0 . Bet tada kai kuriy skai¢iy
apibrézimai yra truputj dirbtiniai ir, galbiit, nelabai jtikinantys.
2. a) Pazymékime traSy kieki prie§ pat naujaji trgS§ima a,,n =0,1,.... Patiksliname:

a, =0. Tai reiskia, kad pries pirmaji tr¢S§ima biotraSy vazone nebuvo. Po pirmojo



trgSimo pra¢jus savaitei, biotraSy bus lik¢ a, =10-10[0,25 =10 %— =(a, +10) %,
praéjus dviem savaitém - a, =(a, +10) G:;—, ir t.t.

:(an+10)52t, n=0,1,2,.. )

b) Galima suskaiciuoti

a =1,5,

a, =17,500,75 =13,125,

a, =23,125[0,75=17,34375,

a, =27,3437510,75 =20,5078125..
Uzdaviniui pabaigti taikysime indukcijos metoda.
Indukcijos bazé: n=4,a, >20.
Indukcijos prielaida: sakykime, a, >20 kokiam nors n.
Indukcijos Zingsnis:

a,. :%an +10 >%20 +10 =15 +10 >20.

Vadinasi, po ketvirto treg§imo vazone visa laika bus daugiau nei 20 g biotrasuy.
c) Pazymékime biotrasy kieki tuojau pat po n-tojo patrgsimo b, . Tada

b,., :%bn +10,n =1,2,...,.b, =10. 3)

d) Pirmasis irodymas indukcija.
Bazé: b, =10 <50.
Prielaida: b, <50 kokiam nors n.

Zingsnis: b, =%bn +10 <%50 +10 =37,5 +10 <50.

Hipotez¢ negali atsirasti tus¢ioje vietoje. Mes mokémés “voratinkliy” metoda, kuris
padeda nagrinéti sekas, nusakytas rekurentiskai, t.y. formulémis (2) ir (3).

Antrasis biidas remiasi tuo, jog mes zinome, kad seka, nusakyta (3) formule, yra

geometrinés progresijos nariy suma, t.y.

-1
b, =10+10 @ +...+10 %ﬁ

10[1 ﬁﬁm l(ljlﬂ% 0

4 4

<40 <50

0 B
i

-

3. a) Seka
id o ./

X =0+ :Hl ] 4
- did¢janti ir aprezta 1§ virSaus (jrodyta per paskaitas). Tode¢l egzistuoja riba
a=limx =lim LY
n e n e 3n
Parasome lygybe



ﬁ Hl+—'ﬂ%%l+—a El+43%L . (5)

Sios lygybés desiniojoje puséje yra sekos Y, = ﬁ +Lﬁ posekis {Y,,}. Jo riba tokia
n

pati kaip ir sekos {Yy,} riba, kurig Zinome. Pereiname prie ribos lygybeje (5)

. igh
imfir st v
amm—e_,
a=e’,

b) IS sekos dviejy iSraisky (4) formuléje, galima pasakyti:

1 x, = ﬁ +|/—3§ gali biiti kaupimo funkcijos reik§mé laiko momentu t =1, kai
n
paliikanos perskaic¢iuojamos n karty per perioda, o palikany norma yra % ;

(1) x, = ﬁ +3Lﬁ gali biiti kaupimo funkcijos reikSmé laiko momentu t = %, kai
n

paliikanos perskai¢iuojamos 3n karty per perioda, o paliikany norma yra i.

(1) limx, =lim +£ =e? gali biiti kaupimo funkcijos reiksmé laiko momentu
n - o n - oo n

t =1, kai paliikanos perskai¢iuojamos nuolat, nominali palikany norma yra 3

y NP L . if_,01g
i1) Remdamiesi (b,i1) interpretacija, galime pazyméti X, :ﬁ+— =A0-.0.
(i) (b,ii) interpretacija, galime pazym 3nH = A3

o . g5 0, [ . .0, O .
Todeél limx, =lim[]+—[] =e? yra tik sekos N osekio NE
i, =Jimf] + 3o} =" wa ik skos [ B Y posekio [, B
riba. Jei jrodyméme, kad kiti du posekiai atitinkantys natiiraliyjy skaiciy sekas

m=2n+1,m =2n +2 konverguoty i ta pacia riba, tai e’ baty kaupimo funkcijos
reik§Smé laiko momentu t = 3’ kai paliikanos perskai¢iujamos nuolat, o nominali

paliikany norma yra i.

4. a)
lim X, = +o0

n - oo

M EX O, \sn IN> x> E 0
L1

De =< — 6
. E (6)

1 1
<
Xn

1
=<
E
1} 1
X,| E

U




Jei turime bet koki €,€ >0, tai galime apibrézti E = l Paémg Sitokj E formulése (6),
&
gautume, kad

e, O N,p NI

Tai reiskia, kad limL =0.
n—oo Xn

b) Neteisinga. Pakanka paimti seka y, = —l. Tada limL =lim(—n) = —oo,
n

ey, e
c) Kad galioty (b) pakanka papildomos salygos Yy, > 0.

lim——=+eo (00 E;£ O, Nsn [N > E}

Y Ya
O EX D, Men N< 0<y, 4
O limy= 0,y> 0.

5. a) Pries§ paiSant “voratinkli”, blity neblogai i$siaiskinti, kokiuose taSkuose kertasi

funkciju y =X,y =%(1 +x?) grafikai. Tam reikia iSspresti lygti
l@+%):&
2

L+x2)-x =0,
2

+x* -
1+Xx 2X:Q
2
_ 2
=" _,
2
X, =1

Vadinasi, parabol¢ y = %(1 +x°) lietia tiesg y =X taske x =1,y =1.

1+x2-2x 1

) 1 ) 2
b) (i) X, — X, :5(1 +x2) -x, : :5(1 =, )’ 20. (7)

Seka didéjanti. Jei [x,| =1, tai X :%(1+x§) :%(1 1) =Lx =1, Ch,n2 1.

(i1) Irodymas indukcija. Bazé: |X0| <1. Duota salygoje. Tada

X :%(ij) <%(1 +1) =1, x, :%(ij) >0,

Prielaida: 0 <X, <1 kokiam nors n,n=>1.

Zingsnis: X ,, = %(1 +x2) <%(1 +1) =1,

X 1:%(1+x§)>0.

n+



c) (i) |XO| <1. Seka didéjanti (visada) ir aprézta (b,ii); egzistuoja riba limx, =a.
Pereiname prie ribos lygyb¢je

(1+x2). (8)

X =

n+1

N | =

Gauname lygti
a=L(1+a’ ),
2

o, ©)
a=1.

(i1) X, >1. Sakykime seka {X,} yra aprézta iS virSaus. Tada egzistuoja riba (seka

visada didéjanti — (b,1)) lim X, =a . Peréjg prie ribos (8) lygybéje ir iSsprendg (9)

lygti, gauname a =1. Tai prieStarauja tam, kad X, >1 ir seka did¢janti. Vadinasi, seka

neapréZta i virSaus ir lim X, = +oo.

n— oo
Pasinaudoje (7) lygybe ir sekos monotoniSkumu, galime gauti ir sekos jvertj
1 1
X~ X, :E(I—Xn)2 25(1 ~x,)" =c >0, [h. (10)
Tada
Xy =Xy =X X =X T TX B Xy X
= (Xy =Xoo) FXsy =X05) T 7% HX X)) X
>C+C+... +C +X,
n

=nc +X,
Akivaizdu, kad lim(nc +X,) = +o. Tada ir lim X, = +oo (vieno policininko principas).
n — oo n — oo

6. a) Duota:

* teisinga Supremumo aksioma ““ NetuScCias apréztas i$ virSaus realiyjy skaiciy

poaibis turi tikslyji virSutini rézi”;
* susitraukian¢iyjy intervaly seka,t.y.
I, =[a,;:b,],1 01,0 nlim(s; a3 0. (11)

n+l
b) Reikia jrodyti: egzistuoja vienintelis ¢,cLIR,&] I [ n.
¢) (i) Reikety sukonstruoti dvi aibes
A={a,,n0OR},B= {b,,iJ R}.
Abi aibés apréztos: a, <a, <b, <b,,0On] m.
(i1) Reikéty pasinaudoti supremumo aksioma:
Ckup A= adinf B= Db.
Akivaizdu, kad a, <a<b<b, ,0n.
(ii1) Reikeéty irodyti, kad a =b. Tai ir biity ieSkomas realusis skai¢ius. Galima tai ir
irodyti. Sakykime, a # b . Pasirinkime bet koki £, >0. Tada a—& nebebus aibés A
virSutiniu réziu, o b +& - aibés B apatiniu réziu. Todél egzistuos tokie
a,,a-€<a, <a,

b,.b<b, <b+e. (12)



Dél to, kad abi sekos monotoniskos ({a,} - did¢janti, o {b,} - maz¢janti), tai galios
nelygybés
a-£<a,<a, <a,
b<b, <b, <b+e,
kai n=max{p,m}, o taip pat ir nelygybe
b,—a,=2b-a. (14)
Bet 1§ (11) salygos iSplaukia, kad
(N,n> NO b, & b aE b a). (15)
Kai n>max{m, p, N}, turéty galioti abi prieSingos nelygybes (14,15). Taip biiti
negali. Vadinasi, a =b. Tai ir yra ieSkomasis skaiCius. Vienati galima jrodyti kaip
lemoje (6.2).

(13)



