VIENO UZDAVINIO VARIACIJOS

Uzdavinys 10.1. Apskaiciuokite riba
limng",0<q<l1.

n — oo

Sprendimai.
1. Pazymékime X, =nq". I$siaiskinkime, ar seka monotoni$ka. Tam galima tirti

santyki
n+l
Xos1 (n+1)nq _n ﬁ Hq (10.1)
X, ng n
arba skirtuma
X0 =%, =(N+Dg"™" =ng" =" ((n +1)q —n) (10.2)

=q"(n(q =1) +Q)
Aisku, kad santykio (10.1) riba yra lygi . Bet 0 <q <1, tai nuo tam tikro N $is
santykis bus mazesnis uz 1 ir seka bus maz¢janti. Galime ta N ir tiksliai surasti

n—lq <],
(n+1)q <n,
g<n-nq=n(-q), (103)
L< n,N :L
1-q 1-q

Nagrin¢kime skirtuma (10.2). AiSku, kad reiskinys paskutiniuose skliausteliuose nuo
tam tikro N bus neigiamas. Galime ji surasti iSsprendeg nelygybg

n(g-1)+q <0,
n(@-<-g,
n>—— _q = i
q-1 1-q
Savaime aiSku, kad gavome ta pati, ka ir nelygyb¢je (10.3). Taigi seka mazéja, kai
n> i . Be to, seka aprézta i§ apacios nuliu. To uztenka, kad galétume teigti, jog
—-q

imx,= a.
IS (10.1) galime para§yti rekurentinq formule

Xos = X, —q—x ﬁ Hq (10.4)
arba kitaip

n+l n+l n+l

=(n+1g"™" =ng"" +q =X,q +q"". (10.5)

Pereikime prie ribos lygybéje (10.4)

. . 10
limx,,, =limx, ﬁ +-a.
a=alldg,
a(l-g)=0,1-qz00 & 0
arba lygyb¢je (10.5)
limx,,, =qlimx, +limqQ

i a—qalo, i
al-g)=00 & 0.

=nq’q +q

n+1



2. Apibrézkime nauja seka

Yo =3x, =4ng" =q¥n. (10.6)
Galime rasti naujos sekos riba

limy, =limg¥/n =q. (10.7)

Kadangi g <1, tai galime rasti tokj teigiama €, kad q+& <1.Pvz.: € = 1_Tq Tada i$

sekos ribos apibrézimo iSplaukia, kad egzistuoja toks N, jog

n>NDUeg & y< & €. (10.8)
Jei q—¢& <0, tai apatinj {vertj galime pakeisti nuliu. Pakélg nelygybeg (10.8) n-tuoju
laipsniu ir turddami galvoje lygybe (Y,)" = X,, gauname

(@-¢€)" <x, <(q+&)",n >N, (10.9)
Bet

lim(g-¢)" =lim(q +¢)" =0,(0 <(q —¢€) <(q +&) <L,!) (10.10)
Remiameés dviejy policininky principu

limx, =0.
3. Kadangi q <1, tai 1 >1. Galime paraSyti 1. l1+a,a >0. Tada seka {X,} galima

q q

perrasyti kitaip

X =nq" = N -1 as0
" o (+a)"

atla

Parasome Niutono binomo formule

(1+a)" =1+na +@a2 +.. +a" >@a2, (10.12)

(10.11)

1 2
< —,n>1

(1+a)" n(n-la

(10.13)
Istatome nelygybe (10.13) 1 sekos iSraiska (10.11)

n ni2 2
0<X, = < = :
(1+a)" n(n-Da*> (n-1a’

Akivaizdu, kad

(10.14)

lim———=
n-e(n-1)a

Taigiir limx, =0.

UZdavinys 10.2 Spreskime sunkesnj uzdavinj. Apskai¢iuokite riba
limn*q",0<q<1. (10.15)

n-o
Sprendimai. Sj uzdavinj pabandysime spresti tais padiais metodais kaip ir ankstesniji.
Be to, pabandysime pasinaudoti ankstesniojo uzdavinio rezultatu.

1. Pazymékime z, =n’q". Pabandykime pasiaiskinti, ar seka néra monotoniska. Tam

galime nagrinéti santyki



Zuy — (N+D'Q™ _(n+D°q _,

z, - nzqn - n2
(n+1)*q <n’,
n*(q-1)+2nq +q <1, (10.16)
) —q+\/q EE _9%/q _axq
" qg-1  1-q°
q f q+\/_
—q " g

Aisku, kad antroji §aknis yra didesné uz pirmaja ir kad kvadratinis trinaris bus
neigiamas, kai n>n,. Taigi seka {z,} bus maZ¢janti, pradedant nuo nario z, . Be to,
akivaizdu, kad seka yra teigiama, t.y. aprézta i§ apacios. Tada egzistuoja riba

lim z, = lim n‘q" =b. (10.17)

Raskime rekurenting formulg. IS (10.16) galime gauti
(n+1)* ﬁ 2. .10
Z.,=-2,——0q=2z 1+—+—=[(q. 10.18
n+l n n2 q n n n2 Bq ( )

Pereikime prie ribos Sioje lygybé¢je

b=blLg,
bl-gq)=00& 0.
2. Pazymékime
u, =4z, =n*q =¥Yn%ng (10.19)
Galime rasti sekos {u,} riba
limu, —qhm\/—\/_—qhm\/_hm\/_ =qII=q. (10.20)

[

. . 2. 10
limz, =11mznﬁ+—+— ,
" n g

Toliau reikia daryti visiskai taip pat, kaip ir uzdavinio (10.1) antrajame sprendimo
variante.
3. Kaip ir uzdavinio (10.1) sprendime, prading seka parasykime kita forma
2
2 =n’q"=—"_a>0. (10.21)
(1+a)"
Naudokimés Niutono binomu

nn=0 ., n=HM=2) 5, .«
2 6

(1+a)" =1+na+

L 0-D(-2)

b

2 ﬁz 6 6n (10.22)
< =
(1+a)" n(n-1)(n-2)a’> (n-1)(n-2)a’ =5

0<7 < 6n

- O,n — 00,
" (n-DH(n-2)a’

4. ParaSykime

n*q" =nq nq5 = (\/a)n n(\/a)n =ng'nq’, (10.23)
¢ia q, = \/a <1. Sekai {nqln} galime taikyti rezultata 1S uzdavinio (10.1), t.y.



limng, =0. Tada

timn’q" =limn(Ja) n(Ja) =timn(Ja) timn(Ja)" =0m =0.(10.24)

5. Parasykime seka panasiai kaip lygybéje (10.23)

z, =n’q" =ng?nq? :quEq2 ! (10.25)
Nagriné¢kime seka
v, = qu . (10.26)
Pastebime, kad sekos {v,} lyginiy nariy posekis
_2K gk =
Vak —7(] =kq" =x,
yra seka i§ uzdavinio (10.1). Zinome, kad
0= &im X, = &imv2k . (10.27)
Nagrinekime sekos (10.26) nelyginiy nariy poseki
2k +1 2k2+l
e =74
2
1
= @( +lﬁqk*z
2 1 (10.28)
~k k+E + 1 qk+E
d 2

1
= qu \/a +Eqk\/a
Apskaiciuojame posekio {v,,,,} riba
. . .1
lim v, = lim quﬁ+&lgquﬁ
= \/alim kg +%\/a£im q“ (10.29)

:\/Emw%ﬁm:o

Jei lyginiy ir nelyginiy nariy posekiai konverguoja i nulj, tai ir pati seka
{v,} konverguoja | nulj. Lygyb¢je (10.25) pereikime prie ribos
limz, =limn’q"

.. n->n >
=4limv, limv,

=400 =0
Pastaba. Pritaikyti lygybe (10.25) pasitilé Eugenija Krisciukaityté ir Dalia
UZdavinys 10.3. [vairiais btudais apskai¢iuokite riba
limn*q",0<q <1k ON.

[

Pastaba. Sekos monotoniskuma irodyti buity sunkiau, bet galima pabandyti indukcijos
metoda. Kai k =1,k =2 uzdavinys jau i$sprestas.



