2.9. ISKILUMAS

9.1. JZangélé. Labai daznai prireikia brézti funkcijy grafikus. Tam yra du svarbiausi
biudai:

* Vienas — tai kompiuterinis. Parasai funkcijos analizing iSraiska ir kompiuteris
nubrézia grafika. Kompiuteris labai greitai apskaiciuoja daug funkcijos
reikSmiy, taSkus atideda monitoriaus ekrane ir atspausdina, jei reikia.

» Kitas — matematinis. Matematika (matematin¢ analiz¢) moko pamatyti
svarbiausias funkcijos savybes — did¢jima, maz¢jima, maksimumus,
minimumus, asimptotes ir t.t. Tam reikia mokéti tirti funkcijos iSvesting ir
apskaiciuoti kai kurias ribas. Tada i§ keleto charakteringy tasky galima
nubrézti teisinga funkcijos grafiko eskiza. Tac¢iau daznai didéjimas ar
maz¢jimas dar ne viska pasako apie funkcija. Pazitrékime | pavyzdzius:

A

\

Kairiojoje pus¢je yra maze¢janciy funkcijy grafikai, o deSiniojoje — did¢janciy. Bet
matome, kad kreiviy forma gana ryskiai skiriasi. Skiriasi jy charakteristika, vadinama
iSkilumu. Misy pirminiai samprotavimai remsis geometrinémis id¢jomis, veliau jas
uzraSysime analizés kalba.

Matematingje literatiroje yra truputi painiavos su terminologija. Mes susitarsime
funkcija, kurios grafikas panasus 1 antraji ar treciaji, vadinti iskilgja (angl. convex, rus.
swinyknas). Kartais tokia funkcija dar vadinama iskila Zemyn (angl. convex down,
concave upward, convex-cup).

Funkecija, kurios grafikas panaSus i pirmaji ar ketvirtaji, vadinsime jgaubtqja (angl.
concave, rus. soenymast) arba iskila aukstyn (angl. concave downward , convex up,
convex-cap).

9.2. Apibrézimai. Sugrieztinsime geometrinius samprotavimus. Sakykime, turime

funkcija f, apibrézta intervale /. Nusibrézkime brézini:
A

T

\
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Geometrinis apibrézimas. Funkcijq f, apibréztq intervale I, vadinsime iskilgja, jei
bet kokioms trims argumento reiksmeéms x,,Xx,x,,x, <x <x,, funkcijos grafiko taskas
C(x; f(x)) bus zZemiau (ne auksciau) tasko D, esancio atkarpoje, jungiancioje grafiko
taskus A(x; (), B(x,3 £ (x,)).
Perveskime §i apibrézima | analizés kalba. Apskaiciuokime taSko D koordinates. Jo
abscisé¢ lygi x. Ordinatei surasti parasSykime tiesés, einancios per taskus 4 ir B, lygti:
_ () = f(x)
y= Sy + I () ©.)
Xy X

ISraiska, esancig lygties (9.1) deSinéje pus¢je, pazymékime y ,,(x). Tada tasko D
ordinaté lygi

Yp =yu(X) =f(x) + (x =x,).

S(x) = f(x)
Xy T X
Fraz¢ “taskas C yra Zemiau tasko D” algebros kalba reiskia nelygybe

F) < fxy+ 20
- X

Xy TX

(x=x)

_ _x—x O X=X
—f(xl)ﬁ e S S

X, —X X—Xx

JSx)+

S(xy).
X, T X X T

Analizinis apibrézimas. Funkcijq f, apibréztq intervale I, vadinsime iskilgja, jei bet
kokioms trims argumento reikSméms x,,x,x,,x, <x <Xx,, galios nelygybé
f= ACHA S (xy). 9.2)
X T X Xy TX
Tiesiogiai patikrinti nelygybe (9.2) néra paprasta. Norésime gauti paprasta analizini
funkecijos iSkilumo kriterijy. Ivairiy samprotavimy metu naudosime geometring ir

algebring-analizing kalbas. Suformuluosime labai paprasta lema, suriSancia Sias
kalbas.

X, =X X —X,

9.3. Lema (N. Burbaki, Funkcii deistvitelnogo peremennogo, psl.55). Sakykime,
A(x;59,),B(xp;35), C(xp5¥c) - trys taSkai, tenkinantys sqlygq x, < x. <x,.

A B

Y

X4 Xc Xp
Tada sios sqlygos ekvivalencios:
1. TasSkas C yra Zemiau atkarpos AB. 4. posv(AC) <posv(A4B).
2. TaSkas B yra virs tiesés, einancios 5. posv(AB) <posv(BC).
pertaskus Air C. 6. posv(AC)<posv(BC).
3. TasSkas A yra virs tiesés, einancios
per taskus B ir C.
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Irodymas. Geometriskai Siy salygu ekvivalentiSkumas yra akivaizdus. Taciau
pademonstruosime viena pavyzdi, kaip tai isitikinti analiziSkai. ParaSykime funkcija

V(X)) =y, +M(x —X,).
Xp ~ Xy
Tada pirmoji salyga analiziSkai atrodys taip:
Ve < Yap(xc),

Ye <V4 +M(xc _xA)a

Xp —Xy
Y "V
Ve =Yy < (xc _XA)>
Xz =X,

Ye T Va4 < Ve " Va4 )
Xe =Xy XpTXy
posv(AC) <posv(AB).

Irodéme, kad 1S salygos (1) iSplaukia (4). AnalogiSkai galima jrodyti bet kuriu salygu

ekvivalentuma.

Matome, kad geometrin¢ iSkilumo salyga lemos formuluotés atveju reiskia salyga (1).
Lema sako, kad iSkilumo salyga galima pasakyti SeSiais ekvivalenciais buidais.
9.4. Ekvivalentiski iSkilyjy funkcijy apibrézimai. Parasykime (6) lemos salyga

trimis kalbomis:

A Geometrija Geometrija- algebra

posv(4C) < posv(CB)

Algebra-analizé

ACIRNACH W AC Y INAC)
X=X X, =X

(9.3)

Analogiskai uzrasykime (4) lemos salyga.

N Geometrija Geometrija- algebra
' posv(4C) < posv(A4B),
A ! a<x <x,
a XX

Algebra-analizé

J)=fa)  fOn)=fa)

X —a X, —a

Funkcija, apibrézta lygybe

Posv(f;a;x) SAC RN AC)] ,
x—a

didéjanti, kai x >a.

9.5. Diferencijuojamy funkcijy iSkilumo Kkriterijai.

Teorema. Sakykime, funkcija f yra diferencijuojama intervale 1. Ji iskila tada ir tik

tada, kai jos isvestiné yra didéjanti.

Irodymas. Biitinumas. Laikykime, kad a <b i§ intervalo /. Paimkime dar du taSkus

X, X,,a<Xx, <x, <b.
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A Geometrija Geometrija-algebra Algebra-analizé

posv(AC) <posv(CD), | f(x)=f(a) _ [(x)=f(x)
posv(CD) < posv(DB) X —a X, X ’

f(5)= 1) _ S B)=f(x)

X, — X, b-x,

Pereikime prie ribos, kai
xla.

Kadangi funkcija f
diferencijuojama, tai virSutinio
kairiojo santykio riba yra
funkcijos iSvestiné taske a, o

posv(liest(A)) < posv(AD), funkcija tolydi. Todel
posv(AD) <posv(DB). f(a)< S(x) = f(a) ,
X, —a
fO)=f(@) _ f(B)=f(x,)
xX,—a b-x,
Pereikime prie ribos, kai
posv(liest(A)) < posv(A4B), %, 1 b. Tada
posv(AB) < posv(liest(B)).| SO)-fa) _
f(a) D— <f®).
(9.4)

Vadinasi, iSvestin¢ did¢janti.

Pakankamumas. Paimkime tris intervalo / taSkus x;, x,,x;,x; <x, <x;. Pagal

Lagranzo teorema egzistuoja tokie ¢,,c, U(x;;x,),c,,c] (x,;x;), kad

f(xz):){()ﬂ) :f'(Cl),f'(Cz) :%){(xz)_ (9.5)

Xy 7K X3 T X
Kadangi funkcijos i§vestiné didéjanti, o ¢, <x, <c,, tai f'(¢,) < f'(c,) ir

JO)=f(x) SO = ()

X, TX X3 TX

IS salygos (9.3) iSplaukia, kad funkecija iskila.

9.6. Geometrinis diferencijuojamy funkcijy iSkilumo Kkriterijus.

Teorema. Diferencijuojama funkcija iskila tada ir tik tada, kai jos grafikas yra
auksciau liestinés, nubréztos bet kokiame grafiko taske.

Irodymas. Biitinumas. Pasirinkime bet kokj intervalo 7 taska a ir imkime x,x >a . Jei
funkecija iskila, tai teisingos nelygybés (9.4). Parasykime kairiaja Sios nelygybés pusg,
su b =x ir ja pertvarkykime

Py < 1@

x—a
f(a)(x=a) < f(x) = f(a), (9.6)
fla)+ f(a)(x=a) < f(x).
Paskutinioji nelygybé¢ ir reiskia, kad funkcijos grafikas yra auksciau liestings,
einancios per taska (a; f'(a)).
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Jei x <a, tai reikéty paimti deSinigja nelygybés (9.4) pusg su b=a,0 a =x.
Gautume

S@=f(x) _
——<f@),

f@)= f(x) < f'(a)(a —x), .7)
f(a)=f'(a)a=x) < f(x),
Sfa)+ f'(a)(x —a) < f(x).
Pakankamumui irodyti reikéty nelygybes (9.6) ir (9.7) rasyti atvirkscia tvarka.

9.7. Dukart diferencijuojamy funkcijy iSkilumo kriterijus.

Teorema. Sakykime, funkcija dukart diferencijuojama intervale 1. Ji iskila tada ir tik
tada, kai f'(x)=0.

[rodymas. Jei funkcija i8kila, tai jos iSvestiné didéjanti. Tada antroji iSvestiné
f"(x)=0. Jei antroji i§vestiné tenkina salyga ' (x) =0, tai pirmoji iSvestiné yra
didéjanti. Tada funkcija iskila.

UZduotis. Performuluokite visus apibrézimus ir teiginius jgaubtosioms funkcijoms ir
viska irodykite.

9.8. Perlinkio taskai. ISsiaiSkinome, kad i8kily ir jgaubty funkcijy grafikai labai
skiriasi. Taskai, kur grafikas keicia iSkiluma, turi specialy pavadinima.
Apibrézimas. Taskas x,, kuriame funkcija keicia iskilumq, vadinamas funkcijos
perlinkio tasku (angl. point of inflexion ar inflection, rus. mouxa nepezuba).
Natiralu tikétis, kad funkcija perlinkio taSkuose turéty tenkinti salyga f"(x)=0.

Pavyzdziai. y, =x°,y, =3x.

¥ =3x,)! =6x,
1 2 2 S
=—x3,), =—x 3.
R CEY

Y

TaSkas x =0 yra perlinkio taSkas abiem funkcijom. Pirmoji funkecija, 18 tikryjuy,
tenkina salyga y;(0) =0, taciau antroji funkcija taske x =0 néra diferencijuojama.
Teorema. Jei funkcija f turi antrqjq isvestine perlinkio tasko x, aplinkoje, tai

f'(xo) =0.
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[rodymas toks pat, kaip Ferma teoremos. Sakykime, funkcija ikila, kai x <x, (tada
f' didéja) ir igaubta, kai x > x, (' mazéja).

0 X=X,
x1xy x—xo

I$ abieju nelygybiy iSplaukia, kad " (x,)=0.

Pavyzdys y, = Ix rodo, kad iskilumas gali keistis ir taSkuose, kur antroji iSvestiné
yra begaline.

9.9. Dar vienas apibrézimas. ISraiSka (9.2) iskilumo apibrézime

mﬂﬂﬁxfmfﬁn+;_2fwﬁ,m<x<%h

X, =X
2

buvo naudinga, kai dirbome su posvyriais. TaCiau paprastai ji uzraSoma kitokia forma.

Pazymeékime

_ XX _XTX
a, = a, =

2

X =X X TX ‘
Lengva matyti, kad 0<a, <L,i=1,2,a, +a, =1,x = x, 40 ,x, . Tada nelygybé (9.2)
pasikeic€ia kita ir iSkilumo apibrézimas skamba taip:
Apibrézimas. Funkcijq f, apibréztq intervale I, vadinsime iskilgja, jei bet kokioms
dviems argumento reikSméms x,,x, ir neneigiamiems realiesiems skaiciams
a,,0,,0,+a, =1 galioja nelygybé

fax +a,x,) <a, f(x)+a, f(x,). 9.8)

9.10. Teorema (Jenseno nelygybé). Jei funkcija fiskila intervale I, x, 11, a, =20,

a,20,i=12,..,n, zai =1, tai

FEpasEs Y a ). 0.9

Kai n =2, tai nelygybé¢ (9.9) virsta iskilumo apibrézimu, t.y. nelygybe (9.8).
Irodymas indukcija paliekamas skaitytojui.

9.11. Aritmetinio — geometrinio vidurkiy nelygybé. Imkime funkcija
f(x)=¢",xOR. Zinome, kad (e* ) =er () =(e) =e >o0. Taigi eksponentiné

funkcija yra i8kila. Paimkime o, = l,i =1,2,...,n ir pritaikykime Jenseno nelygybe
n

=1
1. n
e;"Y‘ < le""
=T N
L
;ZXi 1 B
e~ S—ze'
n =

b
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n 1 n
" Ts—)e". 9.10
~/|:1|e <n;€ (9.10)

Pazyméjg e* =a,,i =1,2,...,n, gauname

n 1 n
M <25, 9.1
|:1|a,<n;a, ©.11)

arba labiau paZzistama aritmetinio—geometrinio vidurkiy nelygybés iSraiska

2a,a, U.Ld, S%(a1 ta,+..+a,)). (9.12)

9.12. ISkily monotonisky funkcijy atvirkStinés. Sakykime, funkcija y = f(x) i8kila
ir grieztai maz¢&janti intervale 1. Tada egzistuoja atvirkstiné x = £~ (y), apibrézta
intervale J = f(/). IStirsime atvirkstinés funkcijos iSkiluma, naudodamiesi jvairiais
i8kilumo apibrézimais ir kriterijais.

a) Funkcija diferencijuojama. Laikykime, kad f'(x) <0 visiems x 7. Galime
rasti atvirkStinés funkcijos iSvesting

= s 9.13
(r) = f()y = f(x). (9.13)

Imkime y,,y, 0J,y< y,. Tada egzistuoja tokie x,,x, [/, kad
v =f(x),y, =f(x,) ir x, >Xx, (f—maz¢janti),
f(x)>f(x,) (f' didéjanti, nes fiskila),

oy 1
(r) o= f(1> T =(r") ().

Vadinasi, funkcijos /' i§vestiné didéjanti ir atvirkstiné funkcija igkila.

b) Funkcija dukart diferencijuojama. IS formulés (9.13) galime rasti
atvirkstinés funkcijos antrqjq iévestinq

(r) 0= Y o)
Bf(f (y))B Ef( E 014
Sy A CO NI Sy A €))
N
Uy T (x> (Fw)
¢ia y = f(x). ReiSkinio (9.14) zenklas yra neneigiamas, nes f'(x)<0,0 f'(x)=0.
Todeél atvirkstiné funkcija i8kila.
c) Pagrindinis analizinis apibrézimas. Sakykime, x,,x, 07, y, = f(x,),
y, = f(x,),a,>0,a,>0 ir a, +a, =1. Laikykime, kad funkcija yra grieztai iskila.
Tada

flax +a,x,) <a,f(x)+0,f(x,), (iSkilumo apibrézimas 9.9)
(o +a,x) > 7@, f(x) L, f(x,)), (™" - mazéjanti)
ax +a,x, <f_l(a1f(x1) a0, f(x,)), (f_l (f(x)) =x visiems xI1)
alf_l(y1)+azf_l(y2) >f_l(aly1 H,),), (x :f_l(yl)axz :f_l(yz))

f_l(alyl +a,y,) <a1f_1(J/1) -l'azf_l(Jb) .
Paskutinioji nelygybé ir yra (griezto) iskilumo salyga atvirkstinei funkcijai .
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d) Pagrindinis geometrinis apibrézimas. Prisiminkime pagrindinj geometrini
i8kilos funkcijos apibrézima 9.2. Kad viskas biity paprasc¢iau, galime nesitukslinti sau
galvy taskais su kintamaisiais ir indeksais. Nubrézkime brézinj.

A
y

x= ()

)
y=fx)

\/

Viso ko esmé yra ta, kad tiesioginés ir atvirkstinés funkcijy grafikai yra viena ir ta pati
kreive. Nieko naujo brézti nereikia — tik paziiiréti | grafika ir styga 18 y-ky aSies ir
pamatyti, kad funkcijos grafiko taskai bus Zemiau atitinkamy stygos tasky. Taigi
atvirkstiné funkcija Siuo atveju taip pat yra iskila.

Kam nepatinka ziiiréti i grafika i$ Sono (i$ y-ky asies), sitilau brézini pasukti 45°
kampu pries laikrodzio rodyklg.

y=Erx) x

P.S. Jei rasite klaidy skyreliuose 2.8, 2.9 ar kontrolinio uzduociy sprendimuose,
praneskite. Tikekites, kad busite jvertinti.
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