2.7. VIDURINIU REIKSMIU TEOREMOS, JU TAIKYMAI

7.1. Ferma teorema. (Pierre de Fermat, 1601-1665, http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fermat.html). Jei funkcija, apibrézta intervale /
vidiniame jo taSke a turi lokaly maksimuma (ar minimuma) ir tame taske funkcija yra
diferencijuojama, tai f'(a) =0.

[rodymas. Sakykime, U yra taSko a aplinka, kurioje f(x) < f(a),xUU . Tada

SOOI o ai x>air 20U, (7.1)
X—a

SOOI 5 kai x<air xOU . (7.2)
X—a

Dél to, kad funkcija diferencijuojama taske a, egzistuoja parasyty santykiy nelygybése
(7.1) ir (7.2) ribos ir jos lygios funkcijos iSvestinei taSke a. Per¢je Siose nelygybése
prie ribos, gausime

f(@)<0,f"(a)200 f'(&5 0.

7.2. Rolio teorema. (Michel Rolle, 1652-1719, http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Rolle.html). Jei funkcija f tolydi uzdarajame
intervale [a;b], diferencijuojama atvirajame intervale (a;b) ir f(a) = f(b), tai
egzistuoja toks taskas c¢,c(a;b), kad f'(c) =0.

[rodymas. IS VejerStraso teoremos iSplaukia, kad egzistuoja tokie ¢, ,c,, , kad

f(e,) =inf{f(x);x Ola; b1}, f(c\, F sup{f(x);2] [a;b]}.

Jei abu taskai ¢, ,c,, yra intervalo galai, tai funkcija yra pastovi. Tada kiekviename

intervalo taske iSvestiné yra lygi nuliui.
Jei bent vienas i§ tasky ¢, ,c,, yra intervalo viduje, tai remiamés Ferma teorema ir

gauname, kad i$vestin¢ tame taske yra nulis.

7.3. Uzduotis. Sukonstruokite kontrapavyzdzius Rolio teoremai, t.y. raskite tokias
funkcijas, kurios netenkina kokios nors (bent vienos!) teoremos salygos. Tada néra
teisingas teoremos tvirtinimas.

7.4. LagranZo teorema. (Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lagrange.html). Jei funkcija f
tolydi uzdarajame intervale [a;b] ir diferencijuojama atvirajame intervale (a;b), tai
egzistuoja toks taskas c,cl(a;b), kad

S @)= f(a)=f'(c)b-a) (7.3)
arba
J®)-/ta) (b; ACIErIRY (7.4)
—-a

Lagranzo teorema yra labai placiai taikomas matematinis instrumentas. ISraiSka (7.4)
turi labai aiSkia geometring prasme — taske (c; f(c)) liestinés posvyris yra lygus
atkarpos, jungiancios funkcijos grafiko galus, posvyriui (liestiné lygiagreti tai
atkarpai).

Lagranzo teorema kartais vadinama baigtiniy pokyc¢iy teorema, nes ji iSreiskia
funkcijos pokyti argumento pokycio ir i§vestinés sandauga.

[rodymas. [rodymo id¢ja labai paprasta — atlieckama tiesin¢ funkcijos f transformacija,
kad naujoji funkcija tenkinty Rolio teoremos salygas.



g(x)=f(x)- (x—a). (7.5)
Labai lengva suskaiciuoti, kad g(a) = g(b) = f(a) ir
f®)- (@)

g'()=0+< f(o) B

S(®) - f(a)
b—a

7.5. KoSi teorema. (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cauchy.html). Jei funkcijos f, g tolydzios
intervale [a;b], diferencijuojamos intervale (a;b), g'(x) pastovaus zenklo visame

intervale, tai egzistuoja tok taskas c i§ intervalo vidaus, kad
SO~/ @ [ 76
gb)-gla) g'(c)
[rodymas. [rodymo id¢ja tokia pat, kaip ir Lagranzo teoremos jrodymo -
konstruojame funkcija, tenkinancia Rolio teoremos salygas.

F) = f(x) =L O @D (- g(a). (1.7)
2(b)-g(a)

Sitilau pabaigti irodyma patiems.

7.6. Funkcijos monotoniSkumas. Jei funkcijos fiSvestiné intervale / pastovaus
zenklo, tai funkcija tame intervale yra grieZtai monotoniska.
[rodymas. Sakykime, f'(x)>0,[lx,X] I.]IS intervalo I paimkime du taskus

X, X,,X, <Xx,.LagranZo teorema teigia, kad atsiras toks c(x,,x,),x, <c(x,x,) <x,,
jog

Fx) = f(x) = F(e(x, 0,))(x;, —x,) . (7.8)
Jei iSvesting visur teigiama, tai sandauga, esanti desiniojoje lygybés (7.8) puséje bus
teigiama. Tada kairioji pusé bus teigiamas ir funkcija bus grieztai did¢janti.

7.7. Klausimas. Sakykime, funkcijos iSvestiné yra pastovaus Zenklo, iSskyrus viena,
du ar bet koki baigtinj skaiiy tasky, kuriuose ji lygi nuliui. Ar galime teigti, jog
funkcija yra grieztai didéjanti? Panagrinékite pavyzdi y =x,x OR..

7.8. Liopitalio taisyklé(s). (Guillaume Francois Antoine Marquis de L’Hopital, 1661-
1704, http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/De_L.’Hopital.html ). Jei funkcijos f, g tolydzios
intervale (a;b], diferencijuojamos intervale (a;b), g'(x) pastovaus zenklo visame

intervale, lim f(x) =limg(x) =0 ir
xla xla

1im@ =4, (7.9)
e gi(x)

tai
limZ&) = 4 (7.10)
e g(x)

[rodymas. Apibrézkime funkcijas fir g papildomai taske x = a, suteikdami abiem
funkcijom reikSmes lygias nuliui. Tada abi funkcijos bus tolydzios intervale [a;b] ir
joms galésime taikyti KoSi teorema:



f@) _f@)=0 _ f(x)=f(a) _f(c(a;x)) 11
gx) g(x)-0 gx)-gla) g'(c(a;x))
Cla a<c(a;x)<x.Kai x - a,x>a,taiir c(a;x) - a. Todél
G SO fe@n) L )
wa g(x)  wagle(ax))  wagl(x)
Mes irodéme paprascCiausia Liopitalio taisyklés varianta. Sudétingesni atvejai, kai
ribinis taskas yra begalinis ar funkcijy ribos begalinés yra labai graziai iSnagrinéti
V .Kabailos “Matematinés analizés™ 1-oje dalyje 116-118 psl. Taciau aisku, kad
svarbiausia salyga Liopitalio taisyklése yra (7.9).

7.9. Pavyzdys. Apskaiciuokime riba

\/l+x 1
“0 \3/1+x 1

Akivaizdu, kad patenkintos pirmosios Liopitalio teoremos salygos. Taisyklé taikoma
taip: skaiCiuojame iSvestines skaitiklyje ir vardiklyje; jei iSvestiniy santykio riba
mokame apskaiCiuoti, tai ji bus lygi ir funkciju santykio ribai.

PIRVIEE Sl g 2,/1+x i 3 +x) _3
=0 fT+x -1 i 0 2fT+x 2
33 (1 +x)’
Taigi salyga (7.9) mes tikriname spr¢sdami uzdavinj.

7.10. Atvirkstinés funkcijos iSvestiné. Sakykime, funkcija f'yra diferencijuojama
intervale / ir iSvesting yra pastovaus zenklo visame intervale. Tada egziztuoja
diferencijuojama atvirkstiné funkcija ir

(f)(w—?73J=fux@wauy (7.12)

[rodymas. Sakykime, f'(x)>0,[lx,x] 7. Tada funkcija yra grieztai didéjanti
(teiginys 7.6) ir egzistuoja atvirkstiné funkcija /', apibrézta intervale f([).
Grafinis jrodymas. Fiksuokime taska x,,x, U/, nubréZkime grafiko liesting taske

(x5 ¥0)> Vo = f(x,) . Liestinés posvyris yra f"(x,) . Atvirkstinés funkcijos grafikas yra
tas pats (!!!).Tame paCiame taske grafikas turi ta pacia liesting. Tik atvirkstinés
funkcijos nepriklausomas kintamasis yra y, o priklausomas kintamasis yra x. Tod¢l ir
liestinés posvyriai { skirtingas koordinatines asis turéty tenkinti salyga
1
osv (liest) = ———, 7.13
posv, (liest) posv_(liest) (7-13)
¢ia indeksas x reikSty posvyri 1 abscisg, o y — posvyri | ordinate. Jei perraSysime
posvyrius i§vestiniy kalba, tai gausime salyga (7.12).
Analizinis jrodymas.
-1 -1
Y oy = g W-f )
(fl)(yo)_hmf y f yO
Yoo Y=o
A PAC) RV UAEY)
x% J(x)=f(x)

(iSvestinés apibrézimas)

(pakeitiame y = £(x),y, = f(x,) ; kai

Y = ¥, tai x - x, dél £ tolydumo)



:limA
w0 f(x) = f(x)
1 _ 1
TG )

X=X XX,

(ST =27 (f(x) =x)

(L' (%) ir f'(x) #0)

7.11. Pavyzdziai.
1. Nataralusis logaritmas. Funkcija y =exp(x) apibréZta visoje ties¢je R, jos
reikSmiy sritis exp(R) = (0; +o0) . [Svestiné y' =exp(x) >0, [x, X1 R . Taigi egzistuoja
atvirkstiné funkcija ' :(0;+00) — (—oo; +00), kuri turi savo Zyméjima ir pavadinima
— natiiralusis logaritmas
() =hy. (7.14)

Remiantis teiginiu 7.10, apskai¢iuokime atvirkstinés funkcijos iSvesting

1 _ 1 _1
exp'(x) exp(x) y
Arba pakeite argumenty Zymejimus, gauname

(nx) =+, x >0. (7.15)
X

In'y= (ln y)' = (exp_1 )' (y) =

2. Arktangentas. Nagrin¢kime funkcija y = tgx, —g <x <g . Funkcijos iSvestiné

(tgx) = ! >0. Vadinasi, funkcija grieztai didéjanti.

cos” x
lirr}rtgx = —w,linlthgx = +o0,
xl —5 xt 5
Egzistuoja atvirksting, apibrézZta intervale (—oo; +00), jgyjanti reikSmes intervale
ﬁ—g;gﬁir vadinama arktangentu x =tg ' (y) =arctg y . Skai¢iuokime i§vestine
gy 1 1 1
arctg'(y) = (tg™ = =—— =cos’x = = .
g0)=(g") )= =— ey Ty
cos’ x
Pakeiskime argumentus
arctg'(x) = (arctg X)’ :H%,X UR. (7.16)
X
Patys iSveskite formules
3. Arksinusas.
(arcsin x)' =;,|x| <. (7.17)
1-x°
4. Arkkosinusas.
(arccosx) = —;,le <l. (7.18)
1-x>
5. Arkkotangentas.
(arcetgx) =-— xOR. (7.19)
I+x

Jei patiems neiSeina iSvesti Siy formuliy, tai suraskite jas kokiame nors vadovélyje.



7.12. Laipsniné funkcija. Apibréziame
x* =exp(aInx) =" ,a OR, %> 0. (7.20)
Patikrinkite, kad taip apibrézta funkcija sutampa su jprasta laipsnine funkcija, kai

a= £, p,q UN. Galime apskaiciuoti i§vesting
q

(x*) =(e"™) =™ (aInx) = D g, (7.21)
x

Kai a =n N, tai (7.21) sutampa su gerai Zinoma i§ mokykliniy laiky formule.

7.13. Kai kurios klasikinés ribos.

1 lim& !
x-0 X

5 im0 1
x-0 X

3. lim 20+ %)
x-0 X
. lim
X — too xB

Noréciau pastebti, kad Siy riby statusas kai kuriuose matematinés analizes
vadovéliuose yra visiskai kitas, nei miisy kurse. Sios ribos tenai reikalingos
eksponentinés ir su ja susijusiy funkcijy iSvestinéms apskaiciuoti. Mes eksponenting
funkcija apibrézéme labai konstruktyviai. Jos i§vesting suradome taip pat nesunkiai.
Mes naudosimés eksponentingés ir kity funkciju iSvestinémis. Atidziai paziiiréje i
pirmasias tris ribas, matome, kad tai yra funkciju y =a*,y =(1 +x)?,y =In(l +x)
iSvestiniy taske x =0 apibrézimai. Todéel iSkart galime paraSyti atsakymus

lima ()] L =a ndly =Ina. (7.22)
I n’(}w =(a1+x) ‘O =a(l+xy7| _ =a. (7.23)
Jim 20X L (7.24)
x-0 X + =0
Apskaiciuokime paskutiniaja riba
xlirgo + %ﬁ = xlir?w exp Exlnﬁl +% ﬁ (funkcijy apibrézimai)
In @ @D
=exp Dhm (funkcijos y =exp(x) tolydumas)

R

- In(1+u)C o1
= exp[Jim —H (pakeiCiame —=u )
- u X

=exp(l) =e. (riba (7.24)) (7.25)

Pradinéje riboje gali x — —oo0, nes ir tada 1 =u - 0.
X



7.14. Finansy matematika. Situacija finansy rinkoje galima nusakyti keletu
parametry. Labiausiai priimtas parametras realiajame pasaulyje — tai paliikany norma.
Taciau teoriniuose darbuose labiausiai taikoma yra kita charakteristika. Sakykime,
turime kaupimo funkcija A(z), parametras ¢ — tolydus, t.y. #[J[0fo0 ). Skirtumas
A(t+h)— A(t) parodo absoliutyji kapitalo prieaugi per laiko tarpa /, o santykis
A(t+h)— A1)
A(r)
iprasta paltikany norma laiko momentu n. Sakykime, kad egzistuoja riba
+ [—

im A(t+h) — A1) _ 5.

hi0 A(Z‘) th
Ji vadinama palitkany galia (force of interest). Jei kaupimo funkcija nusakyta formule
A(t) = €%, tai

+ - O(t+h) _ ot oh _

lim AU ZAD _ % =limZ ey (7.27)

hi0 A(t) Tk hi 0 e’'h mo h
Vadinasi, paliikany galia yra pastovi ir lygi & . Siuo atveju galima paraSyti sarysj tarp
paliikany normos ir paliikany galios

AQ)=€® =1+i. (7.28)

i=e® -1;0 =In(1 +i). (7.29)
ROy .

B , kai i'" - nominali

- santykinj prieaugi. Jei t =n,nUN, 0 h =1, tai tas santykis ir yra

(7.26)

Pirmoje kurso dalyje skai¢iavome riba sekos x, = @ +
n

paliikany norma buvo pastovi, o perskai¢iavimy skaicius neapréztai didéjo. Tada
effektyvioji palukany norma i didéjo, didéjant #, ir buvo surandama i$ sarysio

1+ :ﬁﬂmﬁ, (7.30)

n
Dabar laikykime, kad effektyvioji paliikany norma i nekinta, o kinta nominalioji
palukany norma, kuria galima rasti i$ sarysio (7.30)

«(n)
dfi+i =1+,
n
1
i :n((1+i)2 —1).

IS ribos (7.22) ir pagrindinés riby teoremos i$plaukia, kad
1
1 +i)n —
limi™ = limn((l +i)n —1) =1imw

n— o n— o n-o 1

=In(1 +i). (7.31)

n
Jei prisiminsime sarysi (7.29), tai gausime
limi"™ =In(1+i) =9. (7.32)

Jei kaupimo funkcija A(¢) diferencijuojama, tai sarysi (7.26) galima perrasyti taip

L i AN ZAD _AO _ 1 )Y . (7.33)

CTA®r) mo h A(t)




