2.6. ISVESTINE, DIFERENCIJAVIMAS

6.1. ISvestinés savoka. Funkcijos iSvestinés savoka yra matematikos instrumentas,
kurio reikSme sunku jvertinti. Galbt, tai galima palyginti su vidaus degimo variklio
suktrimu. Diferencijuoti paprasciausias funkcijas (surasti jy iSvestines) mokoma
mokykloje. Grieztai apibrézti iSvesting reikia grieztos ribos savokos. Geometring
iSvestinés prasme susijusi su funkcijos grafiko liestine. Liesting paprastom kreivém
galima apibrézti ir be ribos. Senovés graikai mokejo apibrézti apskritimy ir kai kuriy
kity kreiviy liestines bei zinojo ju pagrindines savybes.
Sakykime, turime funkcija y = f(Xx),x I, ¢ia | — intervalas.

* Nubréziame funkcijos f grafika.

* Fiksuojame taska a,al]| ir taska grafike (a; f(a)).

* Pasirenkame taska X[ 1,% a ir taSka grafike (X; f (X)).

* Nubréziame grafiko kirsting per pasirinktus taskus.

fx)-f@

X—a

o Uzrasome kirstinés posvyrj posv(kirst) =

* Apskai¢iuojame riba (jei egzistuoja)
lim X =@ (6.1)
X-a X -_ a
» Riba pavadiname funkcijos iSvestine taske a, zymime f'(a). Jei riba (6.1)
egzistuoja, tai reiSkia, kad funkcijos grafikas turi liesting tame taSke, o grafiko
liestinés posvyris yra f'(a).
* ParaSome liestinés lygti
y=f(@)+f'(@)x-a). (6.2)
Kartais riba (6.1) pakeiciama kita, kuri labai daznai turi paprastesng iSraiska.
Pakeiciami kintamieji x—a=h,x =a+h,x -a <h -0
p f00=f@ . f@+h-f@ _

a). 6.3
e im h (@) (6.3)
6.2. Pavyzdys. Funkcija f(x)=x". Tada
= [Nk
f(a+h) =gB‘Ba h
=a"+na""h +ma”‘2h2 +..+h". (6.4)
@+h) -a hr)] 8 —pa™ +_n(n2—1) a"’h+..+h"", (6.5)

Matome, kad (6.5) lygybés deSinéje puséje visi nariai, iSskyrus pirmaji yra h laipsniai.
Ju visy ribos lygios nuliui, kai h - 0. Todél
+h)" —3"
lim @~ _
h-0 h

Cia iskyla zyméjimo kolizija. Mes skaitome “ f'(a) - funkcijos f i§vestiné taske a”.

na"" = f'(a), f(x) =a". (6.6)

Jei a fiksuojame, tai negalime rasyti (a") = na"", nes tada a" yra konstanta ir jos

iSvestine nulis. Galima Zyméti taip (x") =na""'.Dabar galime parasyti liestinés

lygti

X=a



y=a"+na""(x-a). (6.7)
Jei atidziai pazitrésime i lygybés (6.4) deSiniaja puse, prisiminsime, kad h =x —a, tai
pastebésime, kad jos pirmieji du nariai sutampa su liestinés lygties (6.7) desSiniaja
puse. Tie pirmieji du nariai vadinami tiesine funkcijos dalimi. Ko reikia, kad jie ir
nusakyty liesting? Pazymékime

r(h) =@a“‘2h2 o +h" (6.8)

Raide r zymime nuo angliSko Zodzio “rest” — lieckana. Tada

(a+hy-a" _ ., 1)

(6.9)
h h
Kad egzistuoty (6.9) lygybés kairiosios pusés riba, kai h — 0, reikia, jog
| mLh) =0. (6.10)
h-0 h

Kad galioty salyga (6.10), pakanka turéti (gauti) tokj jverti

Ir(h|<Clhl,Ihl<3, (6.11)
¢ia C ir 0 — kokie nors teigiami skaiciai, t.y. nelygybé (6.11) galioja kokioje nors
tasko h =0 aplinkoje. Toki jvertj gauti visai nesunku

| (h)| n(n 1) n 2h2 +“.+hn

gmm“ I+ +]h"

D a2 4 n2H (iskeliame |hl")
> H
2[N(N=1), -2 U

<lh T4+ kai |h|<1
HﬂTld ] (kai [hl<1)

s|h|2 iaﬂ +nlal" + n(n2 1)| " 2 +1ﬁ (pridedame du narius)

=Ih* (lal +1)". (binomo formulé) (6.12)
Koks visy $iy iSvedziojimy moralas? Tai apibendrinsime ir suformuluosime kaip
teorema.

6.3. Teorema. Jei egzistuoja tokios konstantos A ir C, kad

f(x)=f(a+h)y=1f(a)+AM +r(h), (6.13)
o r(h) tenkina salyga (6.11), tai funkcija f turi iSvesting taske air f'(a)=A.
[rodymas. Perkéle du narius 18 lygybés (6.13) deSiniosios pusés i kairiaja, padaling 18
h ir pasinaudojg nelygybe (6.11), gauname

| fa+h)-f(h) _A‘ |r(h)| clh?

h “Th ST

Pacia paskuting (6.14) nelygybg spresti mokame.IS to iSplaukia, kad
lm| f(a+hg—f(h)_A‘ ~0,

h-0

=Clhl <¢. (6.14)

bet tai ekvivalentu, kad



f'(a):Lin(} f(a+hz—f(h) _A

6.4. Pavyzdys. Rodiklinés funkcijos y =exp(X) =e*,x OR, iSvestiné. Kadangi
rodikliné funkcija buvo apibrézta kaip riba, tai jstate ta apibrézima i iSvestinés
apibrézima (6.3), nelabai Zinotume, kq daryti

hm@ ﬁ —11

Is pradzm nagrinésime rodlkhnq funkcija nulio tasko aplinkoje. ISskleiskime funkcija

X, (h)= ﬁ +Dﬁ pagal binomo formulg
n

xn(h)=ﬁ+%ﬁ =1 +h +Mﬁﬂ %E (6.15)

Pastarosios nelygybés desiniojoje pus¢je pirmieji du nariai sudaro tiesing dalj.
Perkelkime juos i kairiaja puse ir likuti ivertinkime'
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2 n n" [
(n-1) 1 10
<|nf o+
i 2 n’ n"

<|h’ §+nd+n(n_l)i+...+iD
n 2 B

n’ n"
1
= h2§+_
Il e

<lhe. (6.16)
Tai jau ne karta matyta! IS Sio jvercio, gauname
Ix,(hy=1=h| =[r.(h)| <elhl’. (6.17)

Pereikime prie ribos $ioje nelygybéje, kai n — o

lim|x, () ~1-h| <elnl’,

‘lim x (h)-1 —h‘ <elnl’,

lexp(h)—1-h| <elhl’. (6.18)
Teorema 6.3 teigia, kad i nelygybés (6.18) iSplaukia, jog rodikliné funkcija taske

X =0 turi i$vesting ir exp'(0) = (e*) ‘X:O =1. Dabar apskaic¢iuosime rodiklinés
funkcijos iSvesting bet kokiame taske.



exp(a+h)—exp(a)

exp(a)= LIEI(}

h
i exp(@exp(h) =)
h-0 h
= exp(a) lim &P L oa
h-0  h
t.y.
exp'(X) = exp(x) arba (e*) =¢*, Ox,XJ R. (6.19)

6.5. Pastabos. Kad galioty teoremos (6.3) tvirtinimas, salyga (6.11) néra biitina,
pakanka ir salygos (6.10). Jei tartume, kad funkcija taSke a turi iSvesting ir
paZymétume
r(hy=f(a+h)-f(a)-f'(a)h,
tai akivaizdu, kad
Qim T @V =@ ¢ F@FD =F@ =@, v
h-0 h h-0 h h-0 h

Jei funkcija r(h) tenkina salygas (6.10) ar (6.11), tai tokioms funkcijoms yra sugalvoti
specialiis Zyméjimai:
* jei hm ( ) =0, tai r(h)y=o(h),h - 0, (6.20)

* lhls 8, tai r(hy=0(h*),h - 0. (621

Salyga (6.21) yra stipresné uz salyga (6.20). Tai matyti 1§ paskutiniLU'q (6.14)

r(h)
h

* jei

nelygybiy. Bet ne atvirksciai. Pvz., r(h) = h2 Tada - 0,kai h - 0, bet

funkcija r(h) salygos (6.21) netenkina.
Mes laikysime, kad pasakymai “funkcija turi iSvesting taske (arba aibé&je)” ir “funkcija
yra diferencijuojama taSke (arba aib¢je)” yra ekvivalencios. Kai kurie autoriai skiria
Sias savokas ir sako:

* funkcija turi iSvesting taske a, jei

Clim @+ h; “T@_ ¢ (6.22)

h-0
* funkcija diferencijuojama taske a, jei egzistuoja konstanta A, kad
f(a+h)=f(a)+Al +o(h),h -0. (6.23)
Mes isitikinome, kad, i§ tikryjy, abi salygos yra ekvivalencios ir tada A= f'(a).

6.6. Tolydumo ir diferencijuojamumo rySys. Jei funkcija diferencijuojama taske, tai
jiir tolydi tame taske taske, bet ne atvirksciai.

Kontrapavyzdys. Funkcija f(x) =|x|. Ji yra tolydi visur, bet nediferencijuojama taske
X=0.

i |x|—|0|_1 Xy
x10 X xL0 X
X0l X
x10 X xt0 ¥



x| -0l
X

IS ¢ia iSplaukia, kad neegzistuoja lirr(} , t.y. neegzistuoja funkcijos i§vestiné
X -

taske x=0.
Sakykime, funkcija diferencijuojama taske a, t.y. galioja salyga (6.23). Tada paémeg
€ =1, gauname, kad egzistuoja toks 0,0 >0, kad

%g,w <5, arba Jo(|<Ih
| f(@a+h) - f(a)| =|Ah +o(h)| <lAllnl +hl =(|Al +1)Ihl. (6.24)

IS pastarojo jvercio iSplaukia funkcijos tolydumas taske a.

6.7. Teorema (Aritmetinés iSvestiniy savybés). Jei funkcios f ir g turi iSvestines
taSke a, c(OR, tai funkcijos cf, f g, fg,é turi iSvestines taske a ir
* CH@=cl'(@,
- (f+g) @=f'@+d (@,
- () @=f@B@+ @@,
0fd,_ _ f'@g@-f(@g(a)

" BA® 9°(@)

[rodymas. Pirmosios dvi lygybés yra tiesioginés atitinkamy funkcijy riby savybés.
Irodykime treciaja lygybe.

(1 ) (@) =1 L E DI = ((@0(@)
q@*thg@+h -f(ag(a+h) +f(a)g(@ +h) -f(a)g(a)

,jei g(a)#0.

=l

h-0 h
= 1im @ =@ g o 4y i £ () @ F ~0@)
h-0 h h-0 h

=f'(a)[g(a)+ f(a) @' (a).
Paskutinioje lygybéje reikéjo pasinaudoti funkcijos g tolydumu tasSke a. Panasiai
irodoma ir funkcijy santykio i§vestinés formulé.

6.8. Trigonometriniy funkcijy iSvestinés.

(sinx) =lim sin(x+h) ~sinx
h-0
.h 2x+h
2sin—cos
= Lll’l’(} 2 . (sinusy skirtumo formulé)
sin h
N .
= lim ——2 cos 2x+h (naudojamés riba limﬂ =1)
h=0 D 2 t-0
2
=CosX. (naudojames kosinuso tolydumu) (6.25)
Analogiskai gautume
(cosx) =-sinx. (6.26)



Tangento ir kotangento iSvestines galima apskai¢iuoti pagal funkcijy santykio
1Svestiniy formules:

(tan X ) _ ﬁln X ﬁ' _ (sin X)' cos X —Zsin x (cos X)' _ 12 (6.27)
0s X cos” X cos” X
ir analogiSkai
(ctgx) = —— 12 . (6.28)
sin” X

6.9. Teorema (sudétinés funkcijos iSvestine). Jei funkcija y = f(x) yra
diferencijuojama taske a, b = f(a), funkcija z = g(y) yra diferencijuojama taske b,

tai sudétiné funkcija z =(go f)(x) =g(f(x)) yra diferencijuojama taske a ir

(9o 1) @=g'(f@)T'(@). (629)
[rodymas. Galime paraSyti paprasta lygybe
g(f())-9(f(@) _ 9(f(x))-g(f(@) f(x)-f(@) (6.30)
X-a f(x)-f(a) x-a '

Jei Sioje lygybéje pakeisime f (X) =y, f(a) =b, pereisime prie ribos, kai X - a , tai
y — b (diferencijuojama taske a funkcija f yra tolydi tame taske). Tada
30N -g(f@) _ . 9(f(x))-g(f(@) f)-f(@)
X~ X—a X~a f(x)-f(a) X-a
i S =M L F00 - f (@)
y=by-pb x-a  x-a

=g'(bd'(a) =g (f(a) I (a).
Gavome tai, ko reikéjo. Tik reikia jsitikinti, kad vardiklis lygybéje (6.30) nelygus
nuliui. Jei f'(a) #0, tai egzistuoja tokia tasko a aplinka V, kad

covo fo-f@l [f'@]
x-a | 2

O(feo f(ag @Ix

& 0,kai x#a.

Jei f'(a)=0, tai tiesiogiai jrodysime, kad (f og) (a)=0. Tada abi lygybés (6.29)
pusés bus lygios nuliui. Funkcijai g parasykime nelygybe (6.24), kuri galioja tam
tikroje tasko b aplinkoje:

lg(y)—g(b) < (|g' ()] + )]y —b]. (6.31)
[statykime i Sig nelygybe y = f (x),b = f(a), padalinkime i§ x—a ir pereikime prie
ribos, kai X — a.

|9(f () -g(f(@)|<(g'()+D)|f (%)

f f f f
906D 81@ g 00 (a)

|g(f(x)) g(f(a))| : : f(x)—f(a)
xﬁa X—a s (|g (b)|+1)£1£r611 X—a

S (9')[+D|f' (@)=
Matome, kad jrodymas i$¢jo nevisai trumpas. Buvo galima jrodyti neskiriant i atvejus,
bet tada biity reikéje naudotis apibrézimu (6.23).



