2.5. KLASIKINES TOLYDZIU FUNKCIJU TEOREMOS

5.1. Pirmoji Bolcano — Kosi teorema. Jei funkcija f tolydi intervale [a;b], intervalo
galuose igyja prieSingy zenkly reikSmes, tai egzistuoja toks taskas c,c(a;b),
kuriame f(c)=0.

Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, 1781-1848,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Bolzano.html,
Augustin Louis Cauchy, 1789-1857,
http://www-history.mes.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cauchy.html.
Kontrapavyzdys. Tolydumo salyga yra esminé. Funkcija

f(x)= Bm—é,x D[o;%], 5.1)

néra tolydi taske x =1. Nors f(0) = —%, yAQY! :% , bet funkcija jokiame taske nelygi

nuliui.
[rodymas. Jei nubréSime grafika tolydzios funkcijos, intervalo galuose igyjancios
priesingu zenkly reikSmes, tai teoremos tvirtinimas pasidaro labai suprantamas.
Sakykime, f(a)<0, f(b) >0.Pazymekime intervala [a;b] =[a,;b,]. Paimkime
a+

) e b e . . y
intervalo [a;b] vidurio taska , apskaiciuokime funkcijos reikSme tame taske.

Galimi trys atvejai:
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Turime susitraukianciyju intervaly lemos prielaida. Todél egzistuoja
c,clla,;;b 1] n.Beto, lima, =limb, =c ir cU[a;b]. Nelygybése (5.2) ir (5.3)

n-—o n-oo

pereikime prie ribos. I$ funkcijos tolydumo iSplaukia
f(e)=lim f(a,) <0,
f(c)=1lim f(b,) 20.

Abi Sios nelygybés reiskia, kad f(c) =0.

5.2. ISvada (Bolcano — KoSi teorema apie tarping reik§me). Jei funkcija f'yra tolydi
inervale [a; b], fla) <f(b) ir C, f(a) <C < f(b), tai egzistuoja toks c,c(a;b), kad

flo=C.



[rodymas. Tai labai paprasta. Nauja funkcija g(x) = f(x) —C tenkins pirmosios
Bolcano — Kosi teoremos salygas. Tod¢l egzistuos toks taskas c¢,cU(a;b), g(cF 0.
Tai ekvivalentu, kad f(c)=C.

5.3. ISvada. Jei funkcija f'yra tolydi intervale /, tai f(/) ={f(x),x L/} yra intervalas.
[rodymas. IS pradziy reikéty gero intervalo apibrézimo. Mes suprantame, kad aibés
[0;1],[a;b], (a;b),[a;b),(—o0;1],(—o0; +00) ir dar kitokios yra intervalai. Taip pat
suprantame, kad aibé A4 =[0;1][J {3} néra intervalas. Kokios savybés nusakyty
intervala? Ka reiskia “inter”? Gal “tarp”? Tai jau raktas apibrézimui.

Aibg 1,1 U R, vadinsime intervalu, jei su bet kokiais dviem taSkais x,, x, 18 aibés /
bet koks tarpinis taskas x,x, <x <x,, taip pat priklauso aibei /.

Paimkime bet kokius du taskus y,,y, U f (1), y< y,. Tada egzistuos tokie du skirtingi
taSkai x,,x, U7, kad f(x)=y,f(x,)=y,.Sakykime, kad x, <x,. Taikome i§vada
5.2. Paimkime bet koki taSka y,,y, <y, <y,. Egzistuos toks taSkas x,,x, <x, <x,,
kad f(x,)=y,. Vadinasi, y,U (/) ir f(I) - intervalas.

5.4. Teorema apie atvirksStinés funkcijos tolydumg. Jei funkcija f intervale / yra
grieztai did¢janti (ar maze¢janti) ir tolydi, tai intervale f(/) egzistuoja atvirkstiné
funkcija ir ji tolydi.
[rodymas. IS iSvados 5.3 gauname, kad aibé (/) yra intervalas. Taigi kiekvienam
yv,yUOf(Ddx,d 1, f(=) y.Toksx galiatsirasti tik vienas. Jei biity du
X, f(x)=y,x,, f(x,) =p,x, <x,, tai del funkcijos griezto did¢jimo (ar maz¢jimo)
gautume priestara. Toks priskyrimas y U f(/),y— x,X] I,kad f(x)=y, vadinamas
atvirkstine funkcija ir Zymimas £~ : f(I) - I, x = f'(y). Abi funkcijos susijusios
akivaizdziais sarysiais

Ox, & 1, £ (f (P x, (5.4)

Oy S,/ (/0% v (5:5)
Irodysime atvirkstinés funkcijos tolyduma. Paimkime bet kokj y, i§ aibés f(1)
vidaus ir pazymékime x, = f'(y,) . Paimkime bet koki €,& >0,x, —€ O/, xz &1 I,
taigi fiksuokime taSko x, aplinka U =(x, —€;x, +€). PaZymékime
y=f(x,—€),y, = f(x, +€) . Dél funkcijos griezto didéjimo gauname y, <y, <y,.
Gavome tasko y, aplinka V' =(y,;»,). Akivaizdu, kad

yOVs yg < y0 3 Ik U. (5.6)
Bet tai reiskia funkcijos ' tolyduma taske y, .

5.5. Vejerstraso pirmoji teorema. Tolydi funkcija intervale [a;b] yra aprézta.
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815-1897,
http://www-history.mes.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Weierstrass.html.
Kontrapavyzdys. Intervalo uzdarumas yra svarbi salyga. Nagrinékime funkcija

y= l,x 1J(0;1]. Ji yra tolydi, bet néra aprézta.
X
[rodymas. Sakykime, funkcija néra aprézta. Tada



OMO x,8 [a;b],|f(®)| M. (5.7)
Vietoje vieno M paimkime seka {M },lim M = +oo (paprasCiausias atvejis M, =n).

Remdamiesi salyga (5.7), galime surasti seka {x,},x, U[a;b],
|f(x,)|>M,,On. (5.8)
Seka {x,} yra apréZta, todél ji turi konverguojanti poseki (pagal VejerStraso teorema),

sakykime {x, },}im x, =c¢,cU[a;b]. I8 funkeijos f tolydumo iSplaukia, kad seka

{f(x, )} konverguoja | f(c), todel ji turi buti apréZta. Antra vertus, i§ salygos (5.8)

iSplaukia, kad
}im‘ f(x,)|2 lim M, = +eo,

t.y. seka {f(x, )} neapZrézta. Gauta prieStara jrodo, kad prielaida (5.7) apie funkcjos
neapréztuma yra neteisinga.

5.6. Antroji Vejerstraso teorema. Tolydi funkcija uzdarame intervale igyja savo
didziausig ir maziausia reikSme.
[rodymas. Sakykime, turime tolydzia funkcija fintervale [a;b]. Ji yra aprézta
(Vejerstraso teorema 5.5). Tada funkcijos reikSmiy aibé { f(x);xU[a;b]} yra aprézta
ir egzistuoja M =sup{f(x);x U[a;b]} . Paémg bet koki &,& >0, galésime rasti toki
x,xU[a;b], kad

M-e<f(x)sM, (5.9)
nes skaiCius M — € jau nebebus funkcijos reikSmiy aibés virSutiniu réziu. Paimkime

seka {€,},lim¢g, =0, pvz.: €, = l Tada galésime rasti seka {x,},x, U[a;b], kad
n— o n

M-¢ <f(x)<M,[n. (5.10)
[rodymo pabaiga panasi kaip ir ankstesnéje teoremoje. Seka {x } yra apréZta, todeél ji
turi konverguojantj poseki (pagal Vejerstraso teorema), sakykime
{x, ) ;1%2 X, =€y, Ula;b]. Del funkeijos ftolydumo

lim £(x, )= f(c,). (5.11)
Istate poseki 1 nelygybes (5.10)

M=, <f(x,) <M
ir pasinaudoj¢ dvieju policininky principu, gausime

%im f(x,)=M. (5.12)

Sulyging (5.11) ir (5.12), gauname teoremos tvirtinima, kad funkcija igyja savo
didZiausia reikSmg, t.y. egzistuoja toks c,,,c,, U[a;b], kad

f(ey) =M =sup{f(x);x Ula;b]}. (5.13)
Analogiskai irodoma, kad funkcija igyja savo maziausiaja reikSmg.
Kontrapavyzdziai. Funkcijos tolydumas bei intervalo uzdarumas yra esminés
teoremos salygos. Panagriné¢kime funkcija

f(x)=x-O30intervale [0;1) arba [0;1].
Akivaizdu, kad sup{f(x),x[0;)F sup{f(x),X] [0;1F 1, bet funkcija niekada
nelygi vienetui nei pirmajame, nei antrajame intervale.




Pastaba. Pastaroji teorema yra tipiska egzistencijos teorema. Nei jos formuluoté, nei
irodymas nieko nesako, kaip surasti ta argumento reikSme, kurioje funkcija igyja
didziausia reikSme. Pirmosios Bolcano — Kosi teoremos irodymas be egzistencijos
duoda ir metoda, kaip surasti lygties f(x) =0 Sakni.

5.7. Finansy matematika. Nagrinékime diskretu pinigy srauta C =(c,,c,,...,c,). Cia
¢, - suprantane kaip mokéjima laiko momentu k,k =0,1,...,n . Tokiu srautu galima
aprasyti investicinj projekta. Tada pirmieji ¢,,c,,...,c, mokéjimai gali biiti neigiami
(investicijos), o likusieji ¢, ,,,...,c, - teigiami (graza, pelnas). Jei i — laikysime
paliikany norma, tai galime apskaiciuoti $io srauto dabarting vertg

P=c, + 9 4 & -+t S (5.14)
1+i (1+9) (1+0)"
Daugiklis
1
V=—o 5.15
1+i ©-15)
vadinamas diskonto daugikliu. Lygties
c0+i+ e -+t % =g (5.16)
I+i (1+9) 1+
arba
c, oV +eV’ +. +ev" =0 (5.17)

sprendinys i, vadinamas pinigy srauto vidinés grqzos norma (internal rate of return)
arba pelningumo norma (yield rate). Vienokio ar kitokio termino vartojimas priklauso
nuo finansinio konteksto, taCiau matematiné juy abiejy prasmeé yra ta pati. ISsprendg
(5.16) arba (5.17) lygti ir suradg i,, lyginame ji su palikany norma, esancia
realiajame pasaulyje, ir sprendZiame apie investicinio projekto prasminguma, arba
lyginame ji su kitu projektu (jo vidinés grazos norma) ir sprendziame, kuris i$ ju yra
naudingesnis.
Pavyzdys. Suraskime pinigy srauto (-5,0,1,2,3)vidinés grazos norma. Apibrézkime
funkcija

P(V)=-5+v> +2v° +3v*, (5.18)
Funkcija P yra tolydi (polinomas), P(0) = =5, P(1) =1. Pirmoji Bolcano — Kosi
teorema teigia, kad lygtis

P(v)=-=5+v> +2v° +3v* =0 (5.19)
intervale (0;1) turi sprendinj. Ar vieninteli?

P'(V)=2v+6v> +12v° >0, kai v >0.
Vadinasi, funkcija P yra grieZtai didéjanti, kai v > 0. Todél intervale (0;1) lygtis
(5.19) tures tik viena Sakni. Jq galima rasti Bolcano — Kosi intervalo dalijimo pusiau
metodu, kuris naudojamas teoremos irodyme. Si metoda nesunku realizuoti Microsoft
Excel skaiciuokle. Skai¢iavimai pateikti lenteléje.

a, =0,b, =1,c, Z%(an +b)),
a, =if(P(c,,)>0,a,,,c,,),n =12,..., (5.20)
b, =if(P(c,,)>0,c,,b,),n =1,2,.... (5.21)

n-1°



Funkecija if igyja antraja reikSmg, jei pirmoji loginé salyga yra teisinga, ir treciaja
reikSmg prieSingu atveju. Lentel¢je stulpeliy su reikSmémis P(a, ), P(b,) galéty ir
nebiiti, bet jie suteikia saugumo jausma, kad skaic¢iavimai vyksta teisingai.

n| 4 b, ¢, P(a,) P@,) Pc,)
0| 0.0000 1.0000 0.5000 -5.0000 1.0000 -4.3125
1| 0.5000 1.0000 0.7500 -4.3125 1.0000 -2.6445
2| 0.7500 1.0000 0.8750 -2.6445 1.0000 -1.1360
3| 0.8750 1.0000 0.9375 -1.1360 1.0000 -0.1557
4| 0.9375 1.0000 0.9688 -0.1557 1.0000 0.3990
5| 0.9375 0.9688 0.9531 -0.1557 0.3990 0.1160
6| 0.9375 0.9531 0.9453 -0.1557 0.1160 -0.0212
7| 0.9453 0.9531 0.9492 -0.0212 0.1160 0.0470
8| 0.9453 0.9492 0.9473 -0.0212 0.0470 0.0128
9| 0.9453 0.9473 0.9463 -0.0212 0.0128 -0.0042
10] 0.9463 0.9473 0.9468 -0.0042 0.0128 0.0043
11| 0.9463 0.9468 0.9465 -0.0042 0.0043 0.0000
12| 0.9463 0.9465 0.9464 -0.0042 0.0000 -0.0021
13] 0.9464 0.9465 0.9465 -0.0021 0.0000 -0.0010

Taigi galime laikyti, kad v, =0.946. Tada i$ lygybés (5.15) apskaiciuojame
;= 1-v, _1-0.946 _0.054

oy, 0.946  0.946
arba i, =5.7% . Tai, tikriausiai, labai nedidelé vidiné graZos norma.

=0.057



