2.4. EKSPONENTINE (RODIKLINE) FUNKCIJA

4.1. Klasikinis apibréZimas. Eksponentinés (rodiklinés) funkcijos y =a*,a >0,
xR apibrézimas yra gana subtilus. Funkcija skaitome taip - a laipsniu X. Kai
argumentas X yra natiiralusis, atvirkStinis natiraliajam, teigiamas ar neigiamas
trupmeninis (racionalusis) skai¢ius, tai mes suprantame, ka reiskia a*.
Elementariojoje (mokyklin¢je) matematikoje irodomos pagrindinés rodiklinés
funkcijos savybeés racionaliajam argumentui
a'[@'=a""
q
(a)' =am, 4.1)
|
a f= ?7 ra q DQ)

Pratesti funkcija bet kokiam realiajam skaic¢iui galima taip. Paimkime bet kokj realyji
skaiCiy X. Suraskime racionaliyjy skaiciy seka {r,},limr, = x. Apibrézkime
n— oo

a* =lima". 4.2)
Kyla keletas natiiraliy klausimu:
* Arscka {ar”} konverguoja?
* Jei paimsime kita seka {r, } hm r =X, tai ar lima" = lima"

n — oo n - oo

Tai néra visiskai paprasti klausimai, bet i§sprendziami. Panagrinékime apibrézima

315 1\
(4.2) skai¢iavimo prasme. Sakykime, I, = % Tada a™ =a*?¢ = (am") )

Pradziai reikéty surasti 4126 laipsnio Sakni, po to pakelti 315 laipsniu. Tai biity tik
vienas sekos {a'"} narys. Procediira nedziuginanti.

4.2. Pamastymai. Matematiné analizé yra galingas mokslas. Mes per pirmuosius
keleta ménesiy susipazinome su kai kuriais matematinés analizés metodais.
Prisiminkime, ka jau esame irodg.

. Scka x, = ﬁ +l§,i >0, didéjanti.
n
n :k

» Sekay, = g% yra didesné uz x,, t.y. X, <y,,0n.

* Seka {y,} aprézta, kai 0<i<2.
n ok
e limy, =lim I—=11m H =limX, .
n
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* Kai i =1, tai apibrézéme skaiciy e = lim +_H .
n

i P
Jei | —racionalus, t.y. i :B, p,q UN, tai hm +Lﬁ =e =g9,
q n

— 00

Pastarasis sarysis labai jdomus ir svarbus. Seka {X, } apibrézta visiems realiesiems i.
Ji didéjanti, kai i >0, ir aprézta, kai i <2 . Vadinasi, konverguoja. Kai i —
racionalusis, tai sekos riba yra skaiciaus e laipsnis. Gal galima apibrézti



e’ =1lim +Eﬁ,u OR 2 (4.3)
n

n - o

Laikinai atsiribosime nuo finansinés interpretacijos, todél argumenta i pakeisime kitu.

Pazymeékime seka X, (U) = ﬁ +E§ , o ribing funkcija f(u), t.y. apibrézkime
n

f(u) = lim x, (U) ﬂimﬁ +%§ UOR. (4.4)
Irodysime Sios funkcijos egzistencijq ir tirsime jos savybes. Akivaizdu
£(0) :nmﬁﬁﬁ =Lim1" =lim] =1 (4.5)
n-o n n-o n-—oo
Taip pat jau jrodyta
1
f(1 :limﬁ+— —e. 4.6
() =limd +-0 (4.6)
4.3. Sekos {y, } apréZtumas. Pazymékime
n Uk
=) — 4.
Y, (U) g o (4.7)
ir nagrinékime Sia sekq, kai O <usM,MON.
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= k' M =C(M). (taip apibréziame C(M)) (4.8)

Kai M =2, tai toks ivertlmmas buvo atliktas skyrelyje (1.4). Matome, kad aprézimo
konstanta C(M) priklauso nuo ilgio intervalo [0; M ], kuriame nagrin¢jame seka.

Kadangi abi sekos {X (u)} ir {y,(u)} didéjancios ir apréZtos bet kokiame intervale
[0; M ], tai jos konverguoja (be to, ju ribos yra lygios!).

4.4. Pagrindiné rodiklinés funkcijos savybé.
f(u+v)="f)f(v),u,vOR. (4.9)
IS pradZiy nagrinésime teigiamus argumentus U ir V. Reikia jvertinti skirtuma



%, ()X, (V) =X (u +V)| =

U+E

= ﬁ nHHl +% E 1 +_E (apibrézimai)

= ﬁafhgﬁﬁl+vj

:ﬁJ’u v uvﬁ 0

+
- 1 +u Y (laipsniy sandauga)

1 +_H ‘ (aritmetika - daugyba)
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n k
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n
< % y,(U+Vv+uv) (Zinoma nelygybé)
< %C(M D, ((4.8) ivertis) (4.10)

kai 0SU<SM,0<v<M,M, =2M +M?. Kaip matome, $ioje didziuléje nelygybéje
modulio Zenklo nereikia, nes po juo esantis reiSkinys yra teigiamas. Galime pereiti
prie ribos

0<limx (u)limX, (V) —limX_ (u+Vv) SC(Ml)liml,
n- o n- o n-o n-on

0< fu)f(v)-fu+v)<0.

Tai reiSkia, kad teisinga (4.9) su teigiamais argumentais. Panagrin¢kime funkcija, kai
argumentas neigiamas. Tada patogiau raSyti

f(~0) =lim X, (-u) =£imwﬁ —%ﬁ u >0, @.11)

Seka {X, (—u)}nebeturi monotoniskumo savybés. Net neZinome, ar seka konverguoja.
Reikia suktis kitaip. ParaSykime akivaizdzia lygybe



ﬁud" @ @EH% Eq o 4.12)
R

Seka, esanti (4.12) lygybés vardiklyje, konverguoja. [rodysime, kad sekos, esancios
skaitiklyje, riba yra vienetas. Analogiskai samprotaudami kaip ir nelygybés (4.10)
irodyme, jvertinsime skirtuma

ﬁ_l;_jﬁ -1 = ; Ekﬁ_—uzﬁ -1 (binomo formul¢)
RENE S =R : o
= ; &HBn_ZH (suprastiname narj, kai k =0)
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nll nU
slcavl ) lul< M. (¥inomi jverdiai) (4.13)
n
IS ivercio (4.13) iSplaukia, kad
v’
Iim-— =1. 4.14
n — oo nZE ( )
Tada i§ (4.12) gauname
TR
ug o5
f(-u) =lim - u >0. (4.15)

g

Jei abu argumentai neigiami (U >0,v >0), tai

_ _ 1 _
f(-u-v) =f(Hu+v)) fuy  ffw =f(w)f(v).

Jei argumentai prieSingy zenkly (u >0,v >0,u —v >0), tai
f(uy=fu-v+v)=fu-v)f(),
f(u-v) —Q =fu)f(~v).
f(v)

Taigi jrodéme (4.9) savybg bet kokiems realiesiems U ir V.




4.5. Uzduotis. Indukcijos metodu irodykite
f(u+..+u)="fu) L OW,)u OR, = 1,..,n. (4.16)
4.6. UZduotis. Naudodamiesi funkcijos f savybémis (4.16) ir f (1) =e, irodykite

. Ijll]: %:k
fH:E ek =4/e.k ON,

p

e  f ﬁgﬁ: ea, p,qLUN.

4.7. Funkcijos f tolydumas. IS pradziy tirkime funkcijos f tolyduma taske u=0.
Reikia prisiminti, kad f(0) =1. Tam reikia jvertinti skirtuma

%, () =1 = @ +%ﬁ —1‘ (apibrézimas)
= ; @ﬁ%ﬁ -1 (binomo formulé)
=0
= @ﬁ%ﬁ‘ (pasinaikina du nariai)
=1
< N [n]|h|k (ivertiname moduliais)
- ; K n®
N ke
= i_'m " (iSkeliame bendra daugiklj !)
= Ll n
<|hl i%n% (ivertiname, kai Ih| < 1)
=1 L
<|h| ifn% (pridedame viena nari)
=|h| ﬁ +lﬁ (binomo formulé)
n
<lhle. (Zinomas jvertis) (4.17)

Per¢jg Sioje nelygybéje prie ribos, kai n — o, gauname
lim|x, (h)~1<elhl,
‘lim X, (h)— 1‘ <elhl, (funkcijos y =|x| tolydumas)
|f(h)—1|<elnl. (funkcijos f apibrézimas) (4.18)

IS pastarojo ivercio iSplaukia funkcijos tolydumas taske u = 0. Bet kokiame taske u
galime pasinaudoti pagrindine funkcijos f savybe (4.9) ir nelygybe (4.18)

|f(u+hy=f)|=|f)fh)=fw)|=|fw)fh) -1| < fu)elnl. (4.19)
Ivertis (4.19) garantuoja funkcijos tolyduma taske u.

4.8. Eksponentinés funkcijos apibrézimas. Jos savybés. Dabar galime iSnagrinéta
funkcija f tikrai pavadinti eksponentine ir sugrizti prie jprasto zyméjimo

exp(U) =" = 1imﬁ +%@r UOR. (4.20)



Funkcijos f savybé (4.9) tampa jprasta (laukiama) savybe
e'" =¢e'e",u,vOR.

Eksponentiné funkcija grieztai didéjanti.
u<vO¥ o hb 0,
ev = eu+h :eueh >eu’

nes
x. (h) = ﬁ H =1 +h +200 = D@?r+ +:—n > +h,h >0, 4.21)
e"=limx (h)=1+h>1h>0. (4.22)
Is nelygybésn(zlo.o22) gauname
lim e" = lim (1+u) = +oo, (4.23)

IS sarysiy (4.15) ir (4.23) gauname
lime’ = lime™ = lim L =0. (4.24)

V - —00 U — +oo ua+noeu

Formulé (4.20) nusako labai aisky algoritma, kaip apskaiiuoti funkcijos reikSmg.
n k
AiSku, seka y, (u) = g% geriau tinka funkcijos reikSmés skaic¢iavimui, nes

sekan¢iam sekos nariui apskaiciuoti nereikia perskaiciuoti visos sekos, o tik pridéti
vieng papildoma démeni. Taigi galima eksponenting funkcija apibrézti ir taip
n k

e’ =lim t— uOR, (4.25)

n - o
=0

bet tai biity jau kita istorija.

4.9. Rodikliné funkcija su bet kokiu pagrindu. Jei pagrindas a yra bet koks
teigiamas skaicius, tai rodikling funkcija apibréziame taip

a' =e"" uOR, (4.26)
¢ia X =InYy yra atvirkStin¢ funkcijai y =exp(X). Bendrasias atvirkstiniy funkeijy
savybes nagrinésime truputj véliau. Taciau galime pastebéti, kad funkcija, apibrézta
formule (4.26), turi iprastas rodiklinés funkcijos savybes

. aO:eOIna :eo :1,
. a.u+v - a‘(u+v)lna :aulna+vlna :aulnaavlna :auav’
1 1
-U — q-Ulna _— —
* a =¢€ ~ ulha  .u "
€ a

Funkcija g(u)=a" tolydi, nes g(u) = f (h(u)) yra dviejy tolydziy funkcijuy f(v)=¢e"
ir v=h(u) =ulna sudétiné.

4.10. Finansy matematika. Apibrézimas (4.20) idomus tuo, kad turi finansing
prasme. Riba
i

¢ =lim nH _hn;HH—H =A() 4.27)

galima interpretuoti, kaip kaupimo funkcijos reik§mg po vieno periodo, kai paliikanos
perskai¢iuojamos nuolat, o nominali paliikany norma, perskai¢iuojant n karty i



nepriklauso nuo n ir lygi i. Jei i yra neigiamas, tai finansing interpretacija sugalvoti
sunkiau.

Mes nagrin¢jome anksciau ir susidiiréme su techniniais sunkumais skai¢iuodami
kaupimo funkecijos reik§mg bet kokiu laiko momentu. Pabandysime i Sia problema
pazitréti truputi kitaip. Reikéty nagrinéti dviejuy argumenty kaupimo funkcija
At,t),t, <t,. JireikSty esancio laiko momentu t;, piniginio vieneto sukauptaja iki
laiko momento t, vertg. Jei argumenta t; fiksuotume, tai funkcija pagal argumenta t,
turéty biti did¢janti. Be to, A(t;,t,) =1. Laikoma, kad finansy rinka turi tenkinti
suderinamumo principa (principle of consistency)

A(t,t) = AL, L) AL, L), t <t, <t,. (4.28)
Sakykime, kad finansin¢ situacija yra visa laika vienoda (stacionari), t.y. kapitalo
prieaugis priklauso tik nuo laiko skirtumo. Matematiskai tai reiksty, kad

At,t) = f(t, -t),
¢ia f kazkokia funkcija. Jei pazymésime u =t, —t,v =t, —t,, tai t, =t, =u +v. Tada
salyga (4.28) virsta matyta lygybe (4.9)

f(u+v)y=~fu)f(v). (4.29)
Pradzioje galime laikyti, kad u ir v yra teigiami realieji skaiciai. [domu, kokios
funkcijos tenkina salyga (4.29)? Tokia salyga, jei funkcija nezinoma, galima vadinti
funkcine lygtimi. [state¢ u =0,v =0  (4.29) gauname f (0) = f(0) f(0). I$ ¢ia f(0)=0
arba f(0) = 1. Akivaizdu, kad f(0) = 0 biiti negali. Analogiskai kaip uzduotyje 4.6
gautume, kad

¢ 2P0 e = £(1). .

HEH a’,p,g0N,o0 a=f(l) (4.30)
Sakykime, kad funkcinés lygties (4.29) sprendinys turi biiti tolydi funkcija. Tada
paémg seka racionaliyjy skaiciy {r.}, rlllmw r =u,ul]R, gautume

f(u)=1im f(r)) (funkcijos f tolydumas)
=lima" (irodyta (4.30))
=a". (funkcijos v=2a" tolydumas)

Vadinasi, funkcinés lygties (4.29) tolydus sprendinys gali biiti tik laipsniné funkcija.
Kas yra a? Tai f(1) = A(0;1), t.y. ka piniginis vienetas sukaupé per viena perioda. Jei
paliikanos perskai¢iuojamos nuolat, tai a = f (1) =€’ . Vietoje ankséiau vartoto i
para$éme Kita raide, nes i turés kita prasme. Tada

a' =(e%) =" =g, 4.31)
Jei | pastaraja formulg vietoje kintamojo U jstatysime t, kuris turés laiko prasme ir
funkcija f vél zymésime raide A, kuri turés kaupimo funkcijos reikSmg, tai gausime

A(t) =e. (4.32)
Beje, formulé (4.32) turi prasme, kai laikas t <0. Tai reiskia, koks turéjo biiti inaSas
momentu t, kad jis iki momento t =0 sukaupty vieneta.
Finansy matematikoje raide i be jokiy indeksy dazniausiai Zymima efektyvioji
paliikany norma, t.y. piniginio vieneto prieaugis per perioda. Sioje situacijoje ji gali
buti surasta i$ lygties

e’ =1+i. (4.33)
Vadinasi, i =e° —1.



