2.3. FUNKCIJOS TOLYDUMAS

3.1. Pavyzdys. Nagriné¢kime funkcija y = Jx ,X >0, tasko x =1 aplinkoje. Pradziai
pakeiskime kintamuosius X =1+h . Gausime funkcija y =+/1 +h,h > -1. Ieskokime
tokios pirmojo laipsnio funkcijos y =1+kh , kuri biity didesné uz kvadrating Sakni.
Kokioms k reik§méms teisinga nelygybé

v1+h <1+kh, Ch,l> - 1? (3.1)
Pakeliame (3.1) nelygybe kvadartu
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1+h<1+2kh+k°h", (3.2)

h(1-2k) <k*h’.
Jei k= % , tai antroji (3.2) nelygybé bus visada teisinga. Galime parasyti tokias
nelygybes

1<J/1+h s1+%h,h >0,

limyi+h =1.

Kai h <0, tai funkcija y =~/1+h,h > -1 vertinti i§ apacios reikia kitaip. Tikétina, kad
bus teisinga tokia nelygybé
I+h< \/m ,
1+2h+h* <1 +h,
h+h* <0,
h(1+h)<0,-1<h <0.
Daugikliai kairiojoje paskutinés (3.4) nelygybés puséje yra prieSingy Zzenkly. Todél ji
teisinga. IS ¢ia gauname, kad
1+h<1+h <1 +%h, -1 <h <0,

lim+/1+h =1.
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

Gavome, kad funkcijos y =+/1+h ribos i$ kairés ir deSinés taske h =0 yra lygios 1.
Taigi ir bendra riba Lm(} VJ1+h =1. Jei paimsime bet kokj taska a,a >0, tai galime
taip pertvarkyti funkcija

Jx=+a+x-a= a + 2 aD =Ja 1+— (3.6)

Jei pazymésime h =—— tai matome, kad h - 0, kai X - a. Vadinasi,

hm\/_—hm\/_ 1+ =a. (3.7)

Reikéty dar apskaicuoti riba hrglx/_ . Negalime talkytl pertvarkymy (3.6), nes a = 0.
Xl

\/_hm 1+

X-a

Todél riba skaiciuosime pagal apibrézima, t.y. spresime nelygybe
0<x <e,
0<x<eg’
Matome, kad galime paimti & = £°. Taigi 1)}%1\/; =0. Vadinasi, jrodéme, kad



lim~/x =+/a,0a,& 0. (3.8)

3.2. Apibrézimas Funkcija f, apibrézta aibéje A, AR, vadinsime
* tolydzia taske a,al] A, jei lim f(x) = f(a);
* tolydzia aibgje A, jei ji tolydi kiekviename aibés A taSke.
Sarysis (3.8) reiskia, kad kvadratin¢ Saknis yra tolydi intervale [0;+o0) . Kvadratinés
Saknies tolyduma galima jrodyti ir paprasciau.
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Jei paimsime O = 1.5Va [, tai
Ix-al<8,x>00 Ve Jat . (3.10)
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3.3. Pastaba. Prisiminkime sekos y, = ﬁ +2Lﬁ ribos skai¢iavima. Galima rasyti
n
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¢ia X, = ﬁ +2LB yra posekis Zinomos sekos z, = ﬁ +l§ , kuri konverguoja i e.
n n
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X n-o 2n
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n-c 2nd0 g e (3.12)
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1
=e =e2.
Mes pastarosiose lygybése naudojamés kvadratinés Saknies tolydumu ir pagrindine
funkcijos riby teorema (arba sudétinés funkcijos riba). Jei nenorime arba negalime
naudotis funkcijos tolydumu (jo tuo metu dar neturéjome), tai reikia gudrauti
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Dabar jau galima pereiti prie ribos (pirma isitikinus, kad ribos egzistuoja). ISraiSkoje
n|

(3.12) reikia tik vienos sekos % +2Lﬁ % ribos egzistavimo, o (3.13) — abieju.
no g

3.4. Uzduotis. a) Irodykite funkcijy y = 3/;, y = k/x ,k =4,5,... tolyduma.
b) Apskaiciuokite skirtingais biidais riba

i
=0+— .,k ON.
Yo @ knC
3.5. Pavyzdys. Nagriné¢kime funkcija y = l, X #0. Zinome , kad
X

.1 .1
lim— = —oo, lim— = +o0,
Xt0 X xL0 X
Kai bent viena vienpusé riba yra begaliné, tai laikome, kad funkcija yra netolydi tame

taske.
.1
3.6. Pavyzdys. y =sin—,x Z0.
X
Nagrinékime argumenty sekas {X },x, >0,lim x, =0 ir atitinkamas funkcijos
n- o

reikSmiy sekas

X, =L,yn =sinL =sin2rm =0,limy, =0.
2rm X, n-o
1 N S my_ . T
Xo =——» Yo =sIn— :sm@Zﬂn +EH:sm5 =1.
2nn+§ *a

Paéme bet koki a,lal <1, galime rasti toki x(a), —g <x(@)< g, kad sin x(a) =a.
Tada

= ;, y, = sini =sin(27m +x(a)) =sinx(a) =a.

2mm+x(a) X,
Taigi funkcijos riba, kai x — 0 budamas teigiamas, neegzistuoja. Aisku, funkcija
néra tolydi taske x =0.

n

3.7. Apibrézimas. Jei funkcijos f bent viena vienpusé riba (t.y. riba is kairés ar i§
desinés) taske a yra begaliné ar i§vis neegzistuoja, tai sakome, kad funkcija f taske a
turi antros rusies truki.

Taigi abi funkcijos 1§ pavyzdziy 3.5 ir 3.6 taske x =0 turi antros raiSies trikj.

3.8. Pavyzdys. Funkcija y = x —[X[1. UZraSykime funkcijos analizing iSraiSka
-1<x<0,x0=-1,x 11K =X +];
0<x<1,3O0=0,x 11X =x;
I<x<2,xX0=1Lx -1 =x —L; (3.14)

k<x<k+1,xO=k,x 110 =x —k.
Apskaiciuokime ribas i$ kairés ir desinés tasSkuose x=k,k 0Z,



lirE(x— x0) =1ir£1(x —k -10) =k —(k -1) =,
X1 Xt
lim (x - 30 =1lim (x - k0) =k -k =0.
Xl Xl
Matome, kad sveikuose skaiCiuose egzistuoja funkcijos ribos i$ kairés ir deSinés, bet

jos néra lygios.

3.9. Apibrézimas. Jei funkcija taske a turi nelygias baigtines ribas i§ kairés ir desinés,
tai sakome, kad funkcija turi pirmos rusies triikj tame taSke. Funkcija vadiname
* tolydzia i§ deSinés, jei lim f (x) = f(a),
xla
* tolydzia i§ kairés, jei lim f (x) = f (a).
Xta

Mes esame sutike dvi labai svarbias funkcijas y = X(0ir y = [X[. Panagrinékime

pirmaja.
kOZ,k x kb IO O k. (3.15)
lim O= limJX = lim (k —-1) =k -1, (3.16)
Xk P I
lir{l oxO= 1ir£1D)D = likm k =k. (3.17)
X1 X— K, X- K,
k<x k<x<k +

IS (3.15-3.17) matome, kad funkcija y = (X[ tolydi 1§ deSinés.
3.10. Uzduotis. [rodykite, kad funkcija y = (X[ tolydi i$ kairés.

3.11. Teiginys (Aritmetinés tolydZiy funkcijy savybés). Jei f,g: A - R tolydzios
taske a, tai

 fxg tolydi taske a,

o f [ tolydi taske a,

. f tolydi taske a, jei g(a)# 0.
g

[rodymas. Tai tiesioginé analogisku funkcijy riby savybiy iSvada.
lim( f (x)+g(x)) =lim f (X) +lim g(X) (riby savybé)
=f(a)+g(a). (funkcijy tolydumas)
Taip pat jrodomos ir kitos savybés.

3.12. Teiginys (Sudétinés funkcijos tolydumas). Sakykime, funkcija f :R - R
(y = f(x))tolydi taske a, b = f(a), funkcija g:R - R (z=g(y)) tolydi taske b.
Tada sudétiné funkcija z = g( f(x)) tolydi taske a.

[rodymas. Tai taip pat tiesiogin¢ sudétinés funkcijos ribos iSvada. Taciau irodyma
pateiksiu. Sakykime, ¢ = g(b) = g(f(a)). Reikia jrodyti, kad

limg(f(x))=c. (3.18)
De,e 005,8 0]y BE & |g&y) <| &, (3.19)
3,0n,n> O,Ix-al< nO |[f(» # J. (3.20)

M e O, ;0 Glx<al O |g(HX)¥x ¢ €.
Paskutinioji eilute reiskia (3.18).



3.13. Trigonometriniy funkcijy tolydumas. Jei laikysime, kad trigonometrinés
funkcijos yra gerai apibréztos, tai i§ nelygybés (2.5) ir elementariy trigonometriniy
funkcijy savybiy gauname

|sinx—sina|=2sinx_acosX+a
“a 2|x—a| x| 621
< 2|sin ‘=25in <2 <|x-al.
2 177 2 |

Si nelygybeé reiskia funkcijos y =sin x tolyduma. Analogiskai jrodykite kosinuso
tolyduma (pratimas namie). IS teiginio 3.12 iSplaukia tangento ir kotangento
tolydumas tuose taskuose, kur funkcijos apibréztos (vardiklis nelygus nuliui).

3.14. Elementariosios funkcijos. Teiginiai 3.11, 3.12 leidzia konstruoti naujas
tolydziasias funkcijas i§ turimy. Viena paprasciausiy tolydziy funkcijy yra y = X.

Tada 1S teiginio 3.11 iSplaukia, kad polinomas p(X) = z a x“,a OR, yra tolydi
funkcija visoje realiojoje ties¢je. Racionalioji funkcija (dviejy polinomy santykis)

f(x)= %)) yra tolydi visoje ties€je, iSskyrus tuos taskus, kur vardiklis q(x) =0.
q(Xx

Kvadratinés Saknies tolydumas ir teiginys 3.12 leidzia teigti, kad funkcija

f(X) =4/ p(X), ¢ia p — polinomas, yra tolydi aibéje A={xR, p(xg 0}. Kaip tik ka
irodéme, trigonometrinés funkcijos ir jvairios ju kombinacijos yra tolydzios funkcijos.
Kad eksponentiné funkcija yra tolydi, irodysime sekanc¢iame skyrelyje.
Laipsninés, rodiklinés, trigonometrinés, ju atvirkstinés funkcijos ir funkcijos, kurios
gaunamos i§ minéty baigtiniu skai¢iumi aritmetiniy operacijy arba sudarant sudétines
funkcijas vadinamos elementariosiomis. Elementariyjy funkciju savoka néra visiskai
griezta. Skyrelyje 2.4 pamatysime, kad elementariosios rodiklinés funkcijos
apibrézimas yra visiSkai neelementarus.



