2.2. FUNKCLJU RIBU SAVYBES, JU EGZISTENCIJA
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2.1. Pavyzdys. Nagrinékime funkcija f(x) = pyvERv— Apskaiciuokime ribas
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KaZkas negerai. Negahma formahal pasmaudotl elementariomis funkcijy riby
savybémis (kurios bus tuojau jrodytos). Reikia pertvarkyti funkcija
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Dabar galime skaiciuoti riba
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2.2. Teiginys. Aritmetinés funkcijy riby savybés. Sakykime, AOR, f,g: A-> R, a-—
aibés A ribinis taskas. Jei egzistuoja lim f (x) =b,lim g(x) =c, tai

o lim(f(x)+g(x)) =lim f(x) +limg(X);

o lim(f(x)[g(x)) =lim f(x)dim g(x);
f(X) lim f (X)

m =X=4 limg(x) =c #0.
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[rodymas. Pateiksime du panasiy teiginiy jrodymo budus.
1. Pirmasis pakartoja analogisky savybiy jrodyma sekoms.
[ (0 +9(x) = (b +0)| =|(f(x) —b) +(g(x) —°)| @.1)
<|f(x)—b|+|g(x) —c| <e, '




kai |f(x)=b| < % g(x) —¢| <§ . I3 riby apibrézimy isplaukia, kad
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kai xOOUn A= Un U,, tai galios abi (2.2) nelygybeés ir tuo paciu nelygybé (2.1).
2. Taikysime pagrinding riby teorema (PRT).
* Paimkime bet kokia seka {X },X, A X# al n,limx% a.ISPRT bitinumo
iSplaukia, kad lim f(x,) =b,limg(x,) =c;
* Pasinaudojame elementariomis seky riby savybémis
lim (f(x,)+9(x,)) = lim f(x,)+lim g(x,) =b +c.
e I§ PRT pakankamumo iSplaukia, kad
lim( f (xy+ g(x))= b+ c= lim f (x)+ lim g(X).

Antruoju biidu galima jrodyti ir kitus teiginio tvirtinimus. Norint jrodyti pirmuoju
biidu, reikéty pagalbiniy teiginiy, analogisky sekoms.

2.3. Teiginys. Jei egzistuoja funkcijos y = f(X) riba, kai x artéja i a,
* tai tam tikroje tasko a aplinkoje funkcija aprézta;
* jei funkcijos riba nelygi nuliui, tai tam tikroje tasko a aplinkoje funkcijos
reikSmiy moduliai yra didesni uz tam tikra teigiama konstanta.

[rodymas.

¢ Paimkime € =1. Tada
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» Sakykime, b >0. Paimkime &€ = g
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Jei b <0, tai paimkime & =g = —g . Tada
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Abu atvejus galima sujungti i vieng ir paraSyti apibendrinta nelygybe
|f(x)|>|¥;|>o,kai xOVn A,

2.4. Teiginys. (Dvieju policininky principas). Sakykime, AOR, f,g,h: A~ R, a-—
aibés A ribinis taskas. Be to,
e f(X)=<g(X)<h(x),xOUn AU V(a)
e lim f(x) =limh(x) =b.
Tada (limg(x)= b.
[rodymas. Siiilau tai kiekvienam jrodyti paciam dviem biidais.

2.5. Teiginys. Sudétinés funkcijos riba. Sakykime,



e« AOR,f:A> B,B] R, a-—aibés A ribinis taskas, lxlrr; f(x)=b,
* ¢:B - R, b—aibés B ribinis taskas, lylfrg g(y)=c. ﬂ

Tada E[lin; g(f(x)= c.

Igod}@axsjPaiymékime y=1(x),z=g(y).

Ou,ud vl VIV vy Vi B Of(y) U; (2.3)
Tasko b aplinkai V i$ (2.3)
WwdV(),x w A fx) V. (2.4)

Tada
xOWn Al =y f@Ow= z g(f(x) U.
Tai reiskia, kad limg(f (x))=c.

2.6. Uzduotis. Paéme a, b, ¢ baigtinj skai¢iy, +o arba —co, jrodykite sudétinés
funkcijos ribos teorema raSydami nelygybes, o ne aplinkas. Kiek skirtigy atveju gali
biiti? Kokia puiki uzduotis egzaminui!

2.7. Svarbi riba. A

[u—y

Ivardinkime kai kuriuos dydzius, esancius brézinyje: t = lanko AC ilgis,
sint =CD, tant = AB . Galime paraSyti akivaizdZias geometrines nelygybes

. int
sint <t <tant = S

' ‘ cost’
sint <1< sint , (2.5)
t tcost
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cost <m <L,0<t <—.
t 2

Galima tikétis, kad ltlrgl cost=1.
1

1t

0<1-cost =2sin2%<2%ﬁ = (2.6)

Taigi 18 tikryju, ltlr(r)l cost =1. Tada is$ paskutiniosios (2.5) nelygybés iSplaukia, kad
1



sint

Apskaiciuosime riba i8 kairés.
lim S1L = fjp SICS) (pakeidiame t = -s)
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Kad gautume norima rezultata, reikia jrodyti dar viena paprasta teigini.

2.8. Teiginys. Tam, kad egzistuoty funkcijos riba, kai X artéja i a, biitina ir
pakankama, kad egzistuoty ribos i$ kairés ir deSinés ir jos buty lygios.
[rodymas.

Butinumas.
Oim f(x)= b &e 0, 8,0 6lx<alle HH bl ¢

Da & x aira<x<a+eO|[f(x bt &

O lim f (g b,limf(F b.
Pakankamumas.

Tlim £ ()= b lim f (¢ b
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Jei apibrésime 0 =min{J,, 4}, tai

Ix-al<d O |fog bt e,

0 lim f(%) b.
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2.9. Funkcijos ribos KoSsi kriterijus. Nagrin¢jant sekas buvo pabrézta, kad ribos
egzistencija yra pirmiausias klausimas, i kurj reikia atsakyti. Po to galima kalbéti apie
ribos radima ir jos savybes. Funkcijoms irgi yra panass riby egzistencijos kriterijai.
Prisiminsime Kosi kriteriju sekoms

Oimx,- O&2 @ Noam N x, <%,| €. (2.10)

Kad biity kuo didesné analogija su sekomis, nagrinésime atveji, kai funkcija uzraSoma
X = f(t),t O[040 ),t— +oo . Jei apribotume funkcija f natiiraliyjy skaiciy aib¢je N,
tai gautume seka X, = f(n). PerrasSykime Kosi kriteriju (2.10) tokiai sekai

Oim f(n)- O &2 O N,nom N |[Hn) fean) «. (2.11)

N
Formulése (2.11) kintamieji n ir m jgyja reikSmes tik i§ nattiraliyjy skaiciy aibés N.
Mes tai suvokiame i§ Zyméjimy n ir m, nes jprat¢ natiiraliuosius kintamuosius taip
zymeéti. Bity galima tai uzrasyti formaliau

Oim f(n)~ O &2 O N,nm Nymm (N H(@n) Km)| &. (2.12)

Siose formulése pakeite tik viena simbolj, gautume Kosi kriterijy funkcijoms
Oim f(n)~ O &2 @ N,nm Rmm N H(@m) Km)| &. (2.13)

n - o



Taciau formulése (2.13) kintamiesiems n, m suteikiama nejprasta prasme - nmR .
Todél reikéty kintamuosius n, m pakeisti i t, s arba t',t" , arba t,,t, (kad masy bosui
buty ramiau, miisy kaimynams biity ramiau, mums visiems biity ramiau). Po tokiy
pastaby Kosi kriterijus skambéty taip

Oimf(H)= D&z @ N, Rrs [N () €£(s) e. (2.14)

t- o
Jeigu 1§ konteksto akivaizdu, kad kalbame apie tolydaus argumento funkcija (tLJR ),
tai to visa laika nekartojame.
Teorema. Kosi kriterijus funkcijy riboms. Sakykime, f :[1;+c) — R. Tada

Oim f()= D&z @ tzsAL |£(t) f<s)| €. (2.15)
[rodymas. Biitinumas trivialus.
limf(t)=b e M >A0  H(tx bl %

t>As>A0[f® f(sk [fEy B b f(s)

<|f(t)-b|+|f(s) -b| sg +§ =€.
Pakankamumas. Naudosimés pagrindine riby teorema. Paimkime seka
{t.},t, 2 L0n,limt= +c (2.16)

ir £,A 18 (2.15). Tada egzistuos toks N (i$ (2.16)), kad
nm>NOtA t>A0 |fe) ftg)| e.
Tai reiskia, kad funkcijos reikSmiy seka {f(t,)} tenkina Kosi salyga. Vadinasi ji

konverguoja. IS pagrindinés riby teoremos iSplaukia, kad D%im f(t).

Galima suformuluoti Kosi kriterijy ir kai a baigtinis.

Kosi kriterijus baigtiniam ribiniam taskui. Sakykime, f : A - R,a - aibés A
baigtinis ribinis taskas. Tada

Oim f()= Oz 0 62 043 (a &a J.%sla Ht) £6)| & (2.17)

Irodymas analogiskas atvejui, kai a = +oo,

2.10. Pavyzdys. Nubrézkime sekos {X,} grafika, t.y. atidékime taSkus (n;x,),nIN,
koordinaciy ploks§tumoje. Sujunkime tuos taskus tiesiy atkarpomis. Gausime funkcija
x = f (t), apibrézta intervale [1;+o0), tenkinancia salyga x, = f(n),[n. Galima
parasyti tokios funkcijos analizing iSraiSka

f(t)=x, +(t =n)(X,,, —X,),n <t <n +1, [h. (2.18)
Akivaizdu, kad f(n)=x,, f(n+1) =x
salyga, tai ir funkcija tenkins Kosi salyga. Reikia iSreiksti skirtuma | f(t)—f(s)

Galima tiketis, kad jei seka tenkina Kosi
, kai

t,sOR per sekos {X,} nariy skirtumus. Tam labai gerai tikty anksciau apibréZtos

n+l*

funkcijos [ ir O (grindys ir lubos). Galima paraSyti tokias nelygybes
[f )~ f(s)|=[f(t)-F(OD +f D) ~f0E ) +E(> ) ~f(s)|
<|f () - f ()| +| (D) - f O8] +|f (D) - (9)|
Kai 00<t <[], tai
[~ ()| <ft - od| f (D) - f 0|
<10jf (I - f )| =/ f (D) - f (D)

(2.19)

(2.20)



Paskutinysis narys (2.20) nelygybéje yra skirtumas tarp dviejy gretimy sekos nariy.
Taip pat isivertinty ir

|f(s)- F(3D)]<|f(BD-fO). (2.21)
Jei seka tenkina Kosi salyga, t.y.

Oe,e 0ON,n@ Nonm N |&n) fem) %

tai paéme¢ A =N +1 ir pasinaudoj¢ (2.19),(2.20),(2.21), gausime
ts>A0|f® fs¥ [f(3 faoy |[f(@y faof |[f(ED fOD)

2.11. Monotonisky funkcijy ribos. Pastaba dél terminologijos. Funkcija f, apibrézta
intervale | ir [X;, X[J | tenkinanti atitinkama salyga vadinama
» grieztai didéjancia (did¢jancia), jei X, <x, O f(xF f(X,);
» grieZtai maZéjanc¢ia (maz¢jancia), jei X, <x, O f(x> f(X,);
* nemazéjancia (didéjancia), jei x, <x, O f(x3 f(X,);
* nedidéjancia (mazéjancia), jei X, <X, O f(xx f(X,)).
Ne skliausteliuose paminéti terminai visada suprantami vienareik§miskai. Taciau
terminai su neigiama dalelyte “ne” truputi neskamba, todél mes labiau vartosime
pajuodintus terminus.
Tokias pat pastabas dél terminijos galima padaryti ir sekoms.
Teorema. Sakykime, funkcija f yra didéjanti ir aprézta intervale (a; b). Tada
Dlxlgl f(x)[J l}gl f(X).
[rodymas. Sakykime,
m< f(x)<M,0Ox,xJ (a;b).
Funkcijos f reikSmiy aibé A ={f (x);x(a;b)} yra aprézta, todél egzistuoja jos
tikslusis virSutinis rézis sup A =sup{f(x);x(a;b)}= c. Natiralu tikétis, kad Sitas ¢
turéty bati funkcijos riba, kai X artéja i b i$ kairés. Paimkime bet kokj teigiama € .
Tada skaiCius ¢ —& nebebus aibés A virSutiniu réziu. Todél
X', xO (a;b),e & f(X). (2.22)
Kadangi funkcija didéjanti, tai
Ox,x< x bd—< < f(e) f(®¥) c.
Tai reiskia, kad 1X1Tr£1 f(x)=c.
Analogiskai galima jrodyti, kad 1)}}1;1 f(x) =inf{f (x);x O(a;b)}.

2.12. Uzduotis. Kodé¢l teoremos (2.11) jrodymui nebuvo naudota pagrindiné riby
teorema?



