2.1. Funkcijos riba

Motyvacija. Matematinés analizés pagrindinis instrumentas yra diferencialinis
skaiciavimas. Pirmiausia reikia mokéti apibrézti funkcijos iSvesting. Sakykime, turime
funkcija y = f(x),x UR. Nubrézkime jos grafika. Pasirinkime du taskus grafike

(XO; f (XO)), (Xl; f (Xl)) . Nubrézkime per $iuos taskus kirsting. Apskai¢iuokime §ios
kirstinés posvyri

posv(kirst) =

f(Xl)—f(XO). (1.1)

X1 XO
Jei argumenta X, artinsime prie X,, tai kirstiné artés (gali artéti) prie tam tikros tiesés,
kuria natiiralu laikyti funkcijos grafiko liestine, o riba
hmM: f'(x,) (1.2)

=% X; — %
vadiname funkcijos f iSvestine taske Xx,. Akivaizdu, kad i§vestinés geometriné prasmeé

yra liestinés posvyris. Taigi norint apibrézti iSvestinés savoka, reikia turéti griezta
ribos apibrézima.

Pavyzdys. Funkcijos ribos apibrézimai. Miisy patirtis 1§ pirmosios dalies yra trys
sekos riby apibrézimai:
limx,=a = Og,& 0ON,p NI +x, <a| ¢€;

n - oo

limx, = +00 = OE,B> OON,» NI X E;

n — oo

limx, =-0 « [JE,BE> OJN,p, NI - E.

n - oo

Nagrin¢kime funkcija y = l, XOR, % 0. IS mokyklos laiky mokame brezti tokios
X

funkcijos grafika. Gauta kreivé yra vadinama hiperbole. Zitrédami i grafika galime
uzrasyti keleta riby

liml=0;

X =00 ¥

.1 .1 .

lim—=-o00 =lim — = —00 =lim— = —oo; (1.3)
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lim — = +o0 = lim — = +00 =]lim— = +o0; (1.4)
XHOO’X X-+0 X X0 ¥
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Riba (1.3) vadinama riba i$ kairés, o (1.4) —riba 1§ deSinés. Literatiiroje galima rasti
tris skirtingus Siy riby zymeéjimus. Mes laikysime, kad visi trys Zyméjimai yra geri.
Dabar galime pabandyti apibrézti, ka turéty reiksti tie uzrasai. Ribas uzraséme eidami
1§ kairés | deSing, bet apibrézimus rasykime atvirksciai, nes taip bus paprasciau juos
apibrézti.



Apibrézimai 1.1.

liml:OQDe,a 0AA> 0,%A0 % £; (1.5)
Xt X X

1 1

lim=—=1 < Oe,e 005,8 0l ¥ & { & (1.6)
x-1 X X

hn(r)11—+ooc»DE,E> 005,85 0,& x & Sl E; (1.7)
-0, X X

x>0

hrgll=—ooc»DE,E< 05,8 6; & x O© L E; (1.8)
-0, X X

x<0

! 1

lim—=0 « Og,& 0JE,B 0,x- K (1.9)
X X X

Pastaba 1.1. Mazosiomis raidémis priimta Zyméti tuos dydzius, kurie igyja mazas
reikSmes (&,0), o didziosiomis tuos dydzius, kurie jgyja dideles reikSmes (N, E,A).
Aisku, tai néra butina. Bet, jei Zmogus, raSydamas apibrézima, skiria didziaja raide
nuo mazosios, tai rodo, kad jis “jaucia” apibrézima, o ne tik formaliai raso i$
atminties. Norint patikrinti, kad riby sarySiai parasyti teisingai, reikia iSspresti
nelygybes, kurios yra deSiniosiose apibrézimy 1.5 — 1.9 pusése. Visos nelygybés yra
labai paprastos ir sprendzamos vienu veiksmu, i§skyrus (1.6), kuria ir spregsime.
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Tiksliai i§sprendéme nelygybg (1.6). Taciau negavome simetrisko intervalo
(1-90;1+9). Jei norime gauti tokj intervala, tai reikia apibrézti
e &

0 =min 1.11
El+£ 1- E% 1+£ ( )
Galime reziumuoti
Ix-1<5,5 = —D+ ELIPN L J(lq‘ £ (1.12)
1+& 1+¢ 1-¢ X

Mes paraséme penkis skirtingus riby apibrézimus funkcijai f(x) = 1 . Tikiuosi, kad
X

kiekvienam akivaizdu, kaip reikia paraSyti atitinkamus apibrézimus bet kokiai
funkecijai.

Kaip toliau déstyti riby teorija? Matéme, kad visi apibrézimai truputj skiriasi vienas
nuo kito. Galimi du krastiniai variantai:



* suformuluoti ir idéstyti gana bendra teorija, kad visi paminéti atvejai
iSplaukty 1§ bendros teorijos;
* viska déstyti atskiru atveju, o po to pasakyti, kad kiti atvejai nagrinéjami
analogiskai.
Mes bandysime déstyti gana bendra teorija, bet viska iliustruosime pavyzdziais.
Pradziai reikés naujos — aplinkos — savokos.

Aplinkos. Riby apibrézimuose jau buvome sytikq intervalus
(a—0;a+9),(b—gb +¢),(E; +o),(—oq A . Sie intervalai ir yra atitinkamy tasky
a,b, +o0, —c0 paprasciausios aplinkos. Taciau matematikoje yra patogu truputi
praplésti aplinkos savoka. Apibrésime prapléstaja realiyjy skaiciy aibg
R=R [J{oo 400 } . Nagrinésime trijy riiSiy aplinkas — tai baigtiniy tasky, —oo ir +oo.
Apibrézimai 1.2. Realiyjy skaiciy poaibi U vadinsime

* tasko a,allR, aplinka, jei [k,&> 0, kad (a—¢&;a+¢) UU ;

e tasko +oo aplinka, jei LE,E> 0, kad (E;+e) U ;

* taSko —oo aplinka, jei LE,E< 0, kad (-o0;E) LU .
Pavyzdziai.
1. R yra bet kokio baigtinio ar begalinio tasko aplinka.
2. N néra jokio baigtinio arba begalinio tasko aplinka.
3. Intervalas [0;1] yra bet kokio taS8ko x1(0;1) aplinka. Galima apibréZti

& =min{X;1 —x} . Bet néra taSko 0 arbal aplinka, nes joks intervalas
(—€&;€) U[0;1] arba (1-&;1+¢&) L[0;1].

4. Aib¢ (-1;0.5) UN yra tasko 0 aplinka.

Visy tasko a aplinky aibg Zymeésime V (a) .

Teiginys 1.1 (aplinky savybés).

1. Baigtinio skaiciaus tasko a,a OR, aplinky sankirta yra to tasko aplinka.

2. Bet kokio skaitiaus tasko a,alR, aplinky sajunga yra to taSko aplinka.

[rodymas.
1. Sakykime, U,,i =1,...,m yra tako a aplinkos. Reikia jrodyti, kad aibé

m
U= ﬂUi yra taSko a aplinka. Skirsime atvejus, kai al[JR,a —c0 ,a= +o0 .
i=1

Jei a baigtinis, tai Oi,F 1,...mJ &,& 0,(a &8 &) U,. Apibrézkime
& =min{¢,,...,£,} . Akivaizdu, kad € >0. Tada

OiF 1..m (& gar &0 @ g:a &) O [, U.
i=1
Jei a =+, tai Oi,F 1,..,mJE,E 0,(Eto )] U,.Apibrézkime
E =max{E,,...E,}. Tada Oi,F 1..,m,(E+o JJ (B J 0O, (U, U.
i=1

Atveji a = —o paliekame skaitytojui.
2. Sakykime U,,a A, yra tasko a aplinkos. Cia A — bet kokia indeksy aibé.
Reikia jrodyti, kad aibe U = U U, yra tasko a aplinka. Paimkime bet kokia
alA
tasko a aplinka U, . Tada priklausomai nuo to, koks yra a, t.y.



allR,a —o ,a= +oo , egzistuos tokie intervalai
(@a-ga+é),(-xE),(E; +oo), kurie bus U, poaibiai, o tuo paciu ir U
poaibiai.
Aplinkos {(a -ga+¢€),¢€ >(} vadinamos bazinémis arba fundamentinémis tasko a
aplinkomis. Dar jos vadinamos € - aplinkomis.
Analogiskai {(E; +00), E D]R} ,{éoo ; E), =0 ]R} vadinamos bazinémis arba

fundamentinémis atitinkamai tasky +oo, —co aplinkomis.

Ribinis taskas. Sakykime, turime funkcija, apibrézta aibéje A, AL R. Tai Zymésime

f:A-R (1.13)
Kad galétume kalbéti apie kokia nors funkcijos riba, reikia, kad aibé A bty
pakankamai turtinga, tiksliau, ji turi turéti ribinj taska.
Apibrézimas 1.3. Taska a,a DK vadinsime aibés A, A[J R, ribiniu tasku, jei bet
kokioje tasko a aplinkoje yra bent vienas aibes A taskas, nesutampantis su paciu a.
Pavyzdziai.

1. A=N. Ribinis taskas a = +oo.

2. A=(0;+) . Visi intervalo (0;+) taskai yra ir ribiniai taSkai. Be to, 0 ir +oo

taip pat yra aibés A ribiniai taskai.

3. A=(—;0). Kiekvienas intervalo taskas, nulis ir —co yra ribiniai taskai.
Dabar galima pateikti bendra funkcijos ribos apibrézima.
Apibrézimas 1.4. Sakykime, A DR, a - aibés A ribinis taskas, f : A -~ R. Taskab,

bOR, vadinsime funkcijos f riba, kai X artéja i a, ir zymésime b =lim f (X), jei

Ou,ud vl viv v@,x» vd A Ofx U. (1.14)
Pastaba 1.2. DaZnai ribinis taskas nepriklauso paciai aibei. Tada salyga (1.14)
nereikalauja jokiu paaiskinimuy. Jei ribinis aibés A taSkas a priklauso aibei, tai salygos
(1.14) pabaiga reikia truputj pataisyti

xOvn A% d] Q@) U. (1.15)
Siuo atveju mes grietai atskiriame funkcijos riba, kai X artéja i a, nuo funkcijos
reik§més taske a. Sie du dydZiai gali nesutapti.

Pavyzdys. Matematikoje yra naudojama Zenklo funkcija, apibrézta visoje realiyjy
skaiciy ties¢je (A=R)

% x>0,
sgn(X) =0,x =0, (1.16)
H1,x <0.
Ieskosime ribos, kai x — 0 (a =0). Sarysiui (1.15) iliustruoti geriau tinka funkcija
_JLx#0,
[sgn(x)| '[o, =0, (1.17)

Panasu, kad lxifr(}|sgn(x)| =1. Patikrinkime tai pagal apibrézima. Salygoje (1.14)
esancias aplinkas pakeiskime paprastesnémis (bazinémis arba fundamentinémis)
aplinkomis. Paimkime bet koki €,0 <& <1. Tai atitinka tasko b =1 aplinka
U =(1-¢;1+¢). Galésime imti bet kokj teigiama O arba tasko a =0 aplinka (=9;9).
Tada

VnA=(-90;0)nR=(-¢9)),



xOVn A= XI-( 0;8 - @ «x O,

f(X)OVe [sgn(x)] €1 el & -1 € |sgnOg] 4 €
ir akivaizdu, kad

-6 <x <o X1-¢ <[sgn(x)| <1+, (1.18)
bet

-0<x<9,x20 01 & [sgn(x)k + €. (1.19)
Taigi salygos (1.14) pakeitimas salyga (1.15) yra esminis ribos apibrézime, kai ribinis
taskas priklauso aibei A.
Teorema 1.1. (Pagrindiné riby teorema). Sakykime, AR, f : A~ R, a—aibés A
ribinis taskas. Tam, kad egzistuoty funkcijos f riba, kai X artéja i a, batina ir
pakankama, kad

O¢x.},x[0 A% B n,limx, lim f (x,). (1.20)
Irodymas. Bitinumas. Reikia jrodyti
(lim f(x)= b U salyga (1.20).

Paimkime bet kokia seka, tenkinancia salygos (1.20) prielaida, t,y.

{X.,},x, OAXx# al nlimx% a. (1.21)
Paimkime bet kokia taSko b bazing aplinka U ( (b—¢&;b +¢€),(—E),(E; +o0) -
priklausomai nuo to, koks yra taskas b). IS funkcijos ribos apibrézimo gauname, kad

v,vOOV(@),x v Ax [ [(x) U. (1.22)

IS salygos (1.21) ir sekos ribos apibréZimo iSplaukia, kad [N,n> NO k] V .Jei
X, OA V,xg da] n, taii$ (1.22) iSplaukia, kad f(x, )0V . Tai reiskia, kad
lim f (x,)=b.
Pakankamumas. Reikia irodyti:
{D{xn},x,D AX B8 nlinx lim f mj lim f(x) (1.23)

n- oo

Paimkime dvi argumenty sekas {X}, {Xn'} , tenkinancias salyga (1.21). Tada i§ (1.23)
prielaidos iplaukia, kad Olim f (x, )= bJlim f (x): b'. Sakykime, kad b # b'.

Tada taskus b ir b" galime atskirti nesikertan¢iomis aplinkomis, t.y. egzistuoja tokios
u,uv(),ull V{b'),d & 0O .Iliustruojame

e bbORU= (b &bt &),U= (b- &0+ ¢),e= lb;—bl
e DOR,b= -+ U= (b- L;b+ 1),U'= (b+ 2:+00),
e b=-wb OR,U= ¢w;b- 2),U'= B- L5+ 1)
IS sekos ribos apibrézimo iSplaukia, kad
[N,n> NO f(x) U, f(k]) U'". (1.24)

I

Sudarykime nauja seka X,, XI' , Xy Xz' yees Xoo X, 5. . J€1ja paZymésime {Z }, tai galime

. ! . . .
paraSyti z,,., = X.,Z,, =X, . Akivaizdu, kad limz, =a, nes

n — oo

limz, , =limx, =a,limz,, =lim Xn' =a, bet funkcijos reiksmiy seka {f(z,)}
n-oo n-o n - oo

n - oo

nekonverguoja (tai iSplaukia i§ (1.24)).



Vadinasi, kokia argumenty seka {X, } , tenkinancia salyga (1.21), bepaimtume,
funkcijos reikSmiy sekos {f(X,)} konverguos i kazkoka vienintelg reik§mg, kuria
galime pazyméti b. Tai, ka irodéme, uzrasysime formaliau

{D{xn},x,D AX 8 nlinx, limf(xn}

0d (%)X, Atx, Oa, nlimxDa O bb R limf(x) b}(1.25)

Galime tikétis, kad lim f (x) =b. Tai irodysime priestaros budu. Tarsime, kad

teoremos tvirtinimas neteisingas ir jrodysime, kad tai prieStarauja salygai (1.25). Tada
reikéty sukonstruoti tokia seka {X,}, tenkinancia salyga (1.21), kad funkcijos
reikSmiy seka {f(X,)} nekonverguoty i b. Pradziai reikia suformuluoti, ka reiskia,
kad funkcijos riba néra b.

U, udVv@b)y VIV V@), kx VzAX al f(x) U (1.26)
Remiantis Sia (1.26) salyga reikia gauti argumenty seka, aptarta anksciau. Antroje
salygos (1.26) frazéje kvantorius [J leidZia paimti aplinky seka {V,} ir kiekvienai
aplinkai surasti atitinkama argumenta X, . Priklausomai nuo to, koks yra taskas a,
imsime tokias aplinkas

alR,V= ﬁa— 1 a lﬁ,a;—oo V.= (oo - n),a= +m,V = (n+oo).(1.27)
n n

Remiantis (1.26) galime rasti tokius x, 0V, [1 n, kad f(x, )OU . Tada visais atvejais
limx, =a, betseka {f(X,)} nekonverguoja ib. Tai priestarauja (1.25).

n — oo



