2.8. Teiloro formulé ir jos taikymai

8.1. Ivadas. LagranZo teorema

F )= (%) = f(E)x =x5), § Uxp5x), (8.1)
galima interpretuoti kaip skirtumo 7,(x) = f(x) — f(x,) iverti. Jei f* yra tolydi taske
Xy, tai f'(x) = f(x,) +o(1),x - x,.Kadangi & =& (x;x,) 0(x,;x), tai

[ = fExx) = £ (x,) +o(D)x - x,. (82)
Tada 18 (8.1) gauname

F )= f(x) = f(x)(x =xp) +o(D)(x =x,),

= f1(5)(x =xp) Ho(x =x)), X — X,.

Jei pazymésime 7 (x) = f(x) = f(x,) = f " (x,)(x —x,), tai sarysis (8.3) reiskia, kad

(8.3)

r(x)=o(x—x,),x - x,, ty. artéja { nulj grei€iau nei x —x, . Kyla klausimas, ar
negalime skirtumo 7 (x) surasti tiksliai kaip Lagranzo teoremoje? Panagrinékime
pavyzdi f(x)=ax’ +bx +c.Tada f(x,)=ax; +bx, +c, f'(x,) =2ax, +b ir nesunku
suskaiciuoti

() = [(0) = f(x) =" (%)(x =) =alx =x)".

Bet a = % (%) :% " (x,) . Taigi Siuo konkreéiu atveju gavome tiksly atsakyma
1,
1 (x) =5f (6 )(x = x,). (8.4)

8.2. Lagranzo formos lieckamasis narys, n = 1. Pateiksiu {rodyma, kuris yra
V.Kabailos vadovélyje. Sakykime, kad x > x,. Apibrézkime funkcija @ :[x,;x] - R

lygybe:
@)= f(x)=f(O) = f () (x ~1). (8.5)
() =0,8(x,) = £(x) ~ f(x,) = "(x,)(x —x,) =r(x). Laikysime, kad funkcija /'yra
dukart diferencijuojama. Apskaiciuokime funkcijos ¢ iSvesting
O'O)==f ()= @)x 1) +f () =~ @)(x ).
Jei ¢ bet kokia tolydi intervale [x,; x], diferencijuojama intervale (x,;x) funkcija ir
Y'(¢) #0 visiems [ (x,;x), tai pagal Kosi teorema egzistuoja toks & [J(x,;x), kad
b ~9(x) _8'E) 56
Y(x)-P(x)  P(d)
Paimkime (¢) = (x —¢)*. Tada @(x) =0,(x,) =(x —x,)" ir Y'(t) = 2(x —1).
Istatykime visus reikiamus dydzius i formulg (8.6):
“n(x) _ —f(E)x =€)
~-(x-x,)° 2(x=&)

b

Tokia pat formulg gautume, jei nagrinétume intervala [x;x,],x <X, .
Irodéme teigini, kurj galima suformuluoti taip:
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Teiloro teorema (Brook Taylor, 1685-1731). Jei funkcija f yra dukart
diferencijuojama intervale (a;b), taskai x,,x,x, # x, priklauso Siam intervalui, tai

egzistuoja toks taskas & tarp x ir x, , kad
S (x) ‘f(xo)+f'(xo)(x —xy) +r(x), (8.7)

Formulé (8.7) vadmama Teiloro formule, polinomas pr,, (x) = f(x,) + f"(x))(x —Xx,)

x—x,)’. (8.8)

vadinamas Teiloro polinomu, o liekamasis narys (8.8) vadinamas Lagranzo formos
liekamuoju nariu.

8.3. Peano formos liekamasis narys, n = 2, (Giuseppe Peano, 1858-1932).
Sakykime, kad funkcijos fantroji iSvestiné f* yra tolydi taske x,. Tada galime
pakartoti samprotavimus kaip 8.1 pradzioje, t.y.

S1(x) = [ (xp) +o(l),x - x,

S =1 (x) to(),x - x,,
nes & =& (x;x,) O(x,;x) ir & - x,,kai x - x,. Pertvarkykime formules (8.7) ir (8.8)

FO)= £ )+ () x = x0)+f ©)

(x _x0)2

A (xo)+0(1)

= f(x) + 1 (x)(x —x,) + (x _xo)2 (8.9)

S 0)(x %) +o((x =)k o

= f(x) + f1(x)(x —x,) +——

nes o(1)(x—x,)° =o((x =x,)°),x — X,. lroderne teorema
Teiloro teorema. Sakykime, kad galioja visos tos pacios sqlygos kaip ir ankstesnéje
Teiloro teoremoje ir funkcijos f antroji isvestiné f" yra tolydi taske x,. Tada teisinga
formuleé (8.9).

/! ( %)

Dabar Teiloro polinomas yra pp,, ,(x) = f(x,) + f"(x,)(x —x,) +——=(x -x,)*, 0

liekamasis narys 7,(x) = f(x) = P, (x) =o((x —x, ), x - X, Vadlnamas Peano

formos lieckamuoju nariu.

8.4. Bendrasis Teiloro teoremos atvejis. Targ, kad egzistuoja trecioji funkcijos f
1Svestiné ir pakartoj¢ analogiskus samprotavimus kaip dalyje 8.2, gautume, kad

/" (5)

n(x)= (x =)’

Jei tartume, kad eg21stu0Ja (n+1) -oji i8vestiné tasko x, aplinkoje, tai gautume
n )

f@=y L)+, (8.10)
L@ e
)= (8.11)

Polinomas formuléje (8.10) vadinamas zn-tuoju Teiloro polinomu, liekamasis narys
(8.11) vadinamas Lagranzo formos lieckamuoju nariu. [rodyti sitilau pabandyti patiems
arba paskaityti V.Kabailos vadovélyje.
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Jei egzistuoja tik n-toji iSvesting ir ji tolydi taske x,, tai i§ Lagranzo formos liekamojo

nario r,_, iSraiSkos gautume

(n) (n)
Vo (X )_f (E)( x)" :f (le)'-l-O(l)(x_xo)n
=/ (")("0)( 5y + 2y (8.12)
:L(,x(’)(x—xo)" Fo((x 7)) ¥ =5
n

Tada formul¢ (8.10) virsta

(k)
1@ =5 L8
o (8.13)
=5 L) o)

Cia liekamasis narys 7, (x) = o((x —x,)") yra Peano formos.

8.5. Pastaba. Teiloras gyveno daug anksc¢iau uz Lagranza ir Peano, taigi jis nezinojo
tokiy liekamyjy nariy iSraiSky. Teiloras 1715 m. iSleido knyga “Methodus
incrementorum directa it inversa”, kuriame iSvysté baigtiniy skirtumy skaiciavimo
metoda. Toje knygoje jis parasé polinomus ir eilutes, kurie dabar vadinami Teiloro
vardu. Teiloro teorema buvo nejvertinta iki 1772 m., kol Lagranzas nepareiské, kad
tai vienas i§ fundamentaliausiy diferencialinio skai¢iavimo principy. Jis reiskia, kad
funkcija tasko aplinkoje galima aproksimuoti polinomais, kurie iSreiSkiami funkcijos
ir jos iSvestinémis taske. Kuo daugiau i§vestiniy turime, tuo tiksliau galime
aproksimuoti funkcija. Fizikoje dazniausiai apsiribojama Teiloro polinomais su
antrosiomis iSvestinémis.

8.6. Pavyzdys f(x) = exp(x). Zinome, kad exp'(x) = (¢*) =e*. Taigi

(e )' = ((ex)’ )’ = (e"j =¢" ir (" )(n) = ((e" )(n_l) )’ =(e* )' =e". Galime paraSyti

Teiloro formulg taSko x, =0 aplinkoje. Beje, (e )(n) =0 =€ =0 =1.
n (k) n
o = Z_exp © k4 = Zixk (o), (8.14)
= k! = k!
(n+1) 3
r(x)= P’ ) = ", (8.15)
(n+1)! (n+1)!
Cia & yra tarp nulio ir x. [vertinsime lieckamaji narj
[l
B = 8.16
1)' (n+1)! (8.16)
IS sekos a, = ' rekurentinés iSraiskos
n!
n+l n
_ |x| :@ |X| —y |X| (8.17)

a,, = ;
"D n! n+l "+l

© Ricardas Kudzma 3



matyti, kad seka mazéjanti, kai n+1>|x|. Be to, seka {a,} aprézta i§ apacios nuliu.

Taigi egzistuoja lima, = a . Pereikime prie ribos rekurentinéje lygybéje (8.17)

n-o
| x|

lima,,, =lima, 2 —lima L lim——,
n- o n—o n+1 n-o nﬁoon+l
a=all,
a=0.

IS jvercio (8.16) i$plaukia, kad limr, (x) =0 kiekvienam x. Lygybéje (8.14) galime

pereiti prie ribos, kai n — o
Z 1
e —llm > Ex +l1%r(x) —)1}2} —x _Z;k' ) (8.18)
Pastaroji eiluté vadinama funkcijos ¢* Teiloro eilute. Prisiminkime, kad eksponenting
funkcija apibrézéme kaip riba

exp(x) = lim ﬁ ¥ fﬁ
n— n
ir lygybe (8.18) buvome jrodg tiesiogiai. Dabar ja iSvedéme kaip didelés teorijos
atskira atveji.

8.7. Pakankamos ekstremumuy salygos. Jei funkcija diferencijuojama ir kazkokiame
taske igyja ekstremuma (maksimuma ar minimuma), tai Ferma teorema tvirtina, kad
iSvestine tame taske turi buti lygi nuliui. Tai biitinoji ekstremumo salyga. Taskai,
kuriuose i§vestiné lygi nuliui, vadinami stacionariaisiais taskais. ISvestinés zenklas
parodo funkcijos didéjima ar maz¢jima. To dazniausiai pakanka nustatyti maksimumo
ar minimumo taskus. Ta¢iau matematinés analizés tekstuose yra jprasta pakankamas
ekstremumuy salygas nusakyti ir antrosiomis i§vestinémis.

Sakykime, funkcija f'yra dukart diferencijuojama, f'(x,) =0, f"(x,) <0. PasiraSome

Teiloro formulg (8.9)
£ fxy) =L °)(x —xg)? +o((x =%,))x =% (8.19)

Pirmasis démuo dGSIDIOJO]e lygybés (8.14) puséje yra neigiamas, antrasis artéja | nulj
greiiau uZ pirmaji, todél mazoje tasko x, aplinkoje viska lemia pirmasis narys.

Vadinasi, deSinioji pusé bus neigiama, o tai ekvivalentiSka, kad f(x) < f(x,). Taigi
taskas x, yra lokalaus maksimumo taSkas.

Dabar samprotaukime grieztai (gal, formaliai?). IS 0 maziuko apibrézimo iSplaukia,
kad pasirinke bet kokij teigiama €, galime rasti tokj teigiama 0, jog

lo(Gr=x)")| _

— €, (8.20)

kai |x—x0| <9 . Paimkime & :%

e (x0)| . Tada 18 (8.20) ir (8.19) iSplaukia

lo((x=x)))| <= | £ (x| (x =x,)?
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(x =x0)" +o((x =x)")
I

<L) oy MOy

4
:f'(xo) _f(xo)
2 4

fe)=flxy =12

(x—x, )2 (x —x, )2

L) (<o

4
kai |x —x0| <9 .Jeibuty f'(x,)=0 ir f'(x,)>0, tai analogiSkai gautume, kad taskas
x, yra lokalaus minimumo taskas. Galime suformuluoti jrodyta teorema.
Teorema. Sakykime, funkcija f yra dukart diferencijuojama ir f'(x,)=0.
Jei f"(x,) <0, tai taskas x, yra lokalaus maksimumo taskas, jei f"(x,)>0, tai
taskas x, yra lokalus minimumo taskas.
Jei f"(x,) =0, tai reikéty skaiciuoti i§vestines, kol gautume iSvesting nelygia nuliui,
t.y. f(k)(xo) =0,k =12,...,n-1, bet f(")(xo) # 0, ir taikyti Teiloro formulg

n-1 £(k) (n)
F0=re)+s %(x —x,) +%(x —x)" +o((x =%,)")
T ‘ (8.21)
= 1)+ L0 (e o e -,

Jei n — lyginis, tai atsakymas analogiSkas kaip iSnagrinétu atveju (n =2), jei n -
nelyginis, tai ekstremumy néra. Formalius irodymus galima pasiskaityti minétame

V .Kabailos vadovélyje. Taciau, kaip min¢jau anksciau, aukstesniy eiliy iSvestiniy
skai¢iuoti dazniausiai nereikia, nes ekstremumy pobiidi galima nusakyti i§ pirmosios
iSvestinés Zenklo.

Panagrinékime papras¢iausia atveji f(x) =x". I§vestingé f'(x) =3x" ir antroji
iSvestiné f"(x) =6x lygi nuliui taske x =0, bet f"(x) =6 nelygi nuliui. Pirmoji
iSvestine teigiama, kai x <0 ir x >0. Vadinasi, funkcija visg laika didé¢ja ir
ekstremumo néra.
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