Matematinés analizés egzamino 2004.06.15
UZduo¢iy sprendimai

1. Duotos funkcijos f(x)=1/(1+x)" ir F(x)=J.OXdu/(1+u)2, x>0

a) Nubrézkite funkcijy y = f(x) ir Y = F(x) grafiky eskizus koordinaciy
sistemoje

-1 X
| y=1f()
Vy
3)
b) Istirkite funkcijos Y = F(x) iskiluma. (1)
F'(x)=f(x)= T F"(x) = f’(x):—(HX)3 <0,x>0.

Funkcija F iSgaubta.

¢) Nubrezkite funkcijos Y = F(X) grafiko liesting taSke (1, F(1)) ir raskite jos
susikirtimo taSko su X-sy asimi koordinates. (1)

Liestinés lygtis

Y=F1)+F'Q)(x-1),

I 1 1
Y=—+—(X-1)==(x+1),
5 4( )4( )
Y=0,x=-1.
2.
3.

/2
a) I8veskite rekurenting formulg |, = L cos" Xdx, n — natiiralusis skaicius. (3)
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n /2 n-1
cos" xdx = L cos" X cos Xdx

I, =

cos"™ xd sin X

/2
J
Iﬁ/Z

0

/2

/2
=cos"" xsinxl; - Ioﬁ sin X(nN—1)cos" > X(—sin x)dx

/2, B
=(n —I)J‘0 sin® X cos" xdx

/2 n_2 /2 n
=m—DL cos xW—@erjcm xdx=(n-DI_,—(n=1)I,

| -n=ly
n

n

n=?2.

n-2»

b) Apskaiciuokite I, , naudodamiesi iSvesta rekurentine formule.

/2 . /2
I1=.[0 cosxdx =sin x|y~ =1,

_2m-1 _2m-12m-3 1 7
™7 om T om om-2 T2 2

_am o am om-2 2
™om+1 ™ 2m+1 2m-1 3

c) ApskaiCiuokte I, , naudodamiesi Euler’io integralais.

o ) . ) Vs
Pakeiskime kintamuosius sinX=uU,X=0,u=0,X = 2 u=1,

1
x =arcsinu,dx = (1-u?) 2 du, cosx=+/1—sin®x =1-u?,
n L
I :I ” cos” xdx:r(l—uzﬁ(l—uz) 2 du
0 0

n-1
=Iol(l—u2)T du.

Pakeiskime kintamuosius U’ =t,u=0,t=0,u=1t=1, u= \/E,du =

1o g
__ _$)2+2
|n_2LU t) * t 2dt

n+l 1

B 1 1 -5 >
‘EL“‘” £2 dt
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a) Parasykite, ka reiskia, kad funkcija f(x)=1/(1+ x)’ yra tolygiai tolydi
intervale [0,1] . Irodykite tai (pagal apibrézima). 3)

Funkcija f(x)=1/(1+ x)’ yra tolygiai tolydi intervale [0,1], jei bet kokiam

g,& >0, galima rasti toki 0 =0(¢),0 >0, kad

1 1
|X1 —X2|<5,X15X2 6[0,1]3%(1_’_)(])2 _(1+X2)2

§<g.

11| faex) -+ %)’
(T+%)* (1+%)*] | (+x)2(1+x) |

2, + %, = 2%, - x|
(1+%)2(1+%,)" |

<[20% = X)+ (% = %)% + X))

= |(X2 - Xl)(2+ X, + X1)|

<4|x,-x|<e.
Pastaroji nelygybé galioja, kai |X2 - X1| < % Vadinasi, galime paimti 0 = %

b) Ar funkcija f(x)=1/(1+ x)’ yra tolygiai tolydi intervale [0, +o0) ? Atsakyma

pagriskite. (2)
Taip.
1. lim a ! v =0. Todéel bet kokiam ¢,& > 0, galima rasti toki A,A >0, kad
X—>+00 + X
X>A= > 5.
1+x)” 2

Kantoro teorema tvirtina, kad tolydi funkcija f(x)=1/(1+ X)’ yra tolygiai tolydi
intervale [0,A]. Todél galima rasti toki 0 =0(¢),0 >0, kad

1 1
|)(1 —X2|<5, XI,X2 E[O,A]j%(l_l_xl)z _(1+X2)2

§<g

Jei X, > A, X, > A, tai
1 1| 1 1 £ &
~— - < ~+ S<—+—=¢.
[1+%)* (1+%)| (1+x) (+x) 2

5=
2. Galima taikyti LagranZo teorema: Bet kokiam intervalui [X,X,],0 < X, <X,
egzistuoja toks C € (X, X,), kad

1 P 1 2|:| _23'|X2_xl
A+x) (1+x)] |1+c)|

b

—1<2,c>0.
(1+c)
Vadinasi,
1 1|

=2x,-x|<¢.

A+x)° (1+%)°|
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Galima paimti 6 = %

6.

7. Duota eiluté Z:: (=D"ne™.

a)

b)

Kokioms X reik§méms ir kokj atsakyma galima pasakyti apie eilutés
konvergavima arba divergavima, pritaikius eilu¢iy konvergavimo pozymius:
1) Dalambero, (1)
_1 n+1 n +1 e—(n+1)x -X
fim [0 (04D _lim (N _ o
n—oo |(_1)n ne’nx| n—oo n
e <lex>0.

Eiluté absoliuciai konverguoja, kai X >0.
i) Kosi, (1)

lim {/|(~=1)"ne™| = lime™%/n =e™*.
n—oo n—o

e <lex>0.
Eiluté absoliuciai konverguoja, kai X >0.

b

1i1) Leibnico, 3)
limne™ =limn(e™)" =0,
kai x>0.

n+1)e ™™ nil
( +)e_x L
ne n

1
1+—<e”,

n
1 <e"—1.

n

Jei x>0, tai deSinioji paskutiniosios nelygybés pusé yra teigiama. Todél
egzistuos toks N, kad paskutinioji nelygybé bus teisinga, kai n > N . Taigi nuo
Sito N seka a, =ne™" bus mazé¢janti. Pagal Leibnico teorema eiluté
konverguoja.

Raskite eilutés tolygaus konvergavimo intervala. 3)

|(—1)n ne ™| <ne ™,

kai x>a.Kai a> 0, tai pagal Dalambero ar Kosi pozymj eilute Z:: ne™"

a

konverguoja. I§ Vejerstraso teoremos iSplaukia, kad eiluté Z: (=D "ne™

konverguoja tolygiai intervale [a,+),a>0.
Suintegruokite eilutg panariui ir raskite jos suma. (4)
Eiluté z:: (-1)"ne™ konverguoja tolygiai intervale [a,b].Pazymékime jos

sumg S(X) . Galima eilutg integruoti panariui
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j: s(x)dx = i(—l)“ﬁ ne ™dx

i( N (e ™)

( l)n(_e—nb+e—na)

I
MS n

n=1
B e—b ~ e—a
l+e® I+e?
1 —a
=1- —— € -
l+e” 1+e°
d (b e’
s(b)=—/ s(x)dx=-——,
db = (1+e™)
e—x
S(X) =———.
(1+e™)
d) Ar i8diferencijuotos panariui eilutés suma bus lygi eilutés sumos iSvestinei?

4)
Kad biity teisinga lygybé

S(X) Z( 1) n —nx) Z( 1)n+l 2 -nx

pakanka.
e Filuté z:: (-=1)"ne™ konverguoty bent viename taike. Dalyje (a) irodéme, kad

ji konverguoja, kai X >0 ir konverguoja tolygiai kiekviename intervale
[a,+x),a>0.

n+1 2

e [3diferencijuota eiluté panariui Z( 1) “™ konverguoty tolygiai intervale

n=1
[a,+x),a>0.
Naudosimés Vejerstraso teorema apie funkciniy eiluciy tolyguyji konvergavima.
Galime jvertinti

|( 1)n+l 2 g™

<n*e™, kai x>a.

Eiluté ane‘”a konverguoja, nes

n=1

lim Yln*e ™| = lime’aQ/n72 e <1,

kai a>0. Vadinasi, eiluté Z( ™' n*e™ konverguoja tolygiai intervale

n=1

[a,+x),a>0.
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