Matematinés analizés kontrolinio darbo uZduoc¢iy sprendimai
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1. Duotas integralas | ——dx.
uotas integralas J'O St X
a) Istirkite integralo konvergavimgq. (1)
TaSkas +co yra vienintelis integralo ypatingas taskas.
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Py 2 ~?,ka1x_>+oo.
3
<

Funkcija Lz integruojama intervale [1;+0) . Todél ir funkcija 8-? T yra
X X

integruojama intervale [1; +) . Intervale [0;1] funkcija 2 al yra integruojama todel,

+ x3
kad tolydi.
b) Isdéstykite pointegraline funkcijq paprastosiomis trupmenomis. (2)
X X
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c) Suraskite pirmykste funkcijq (2)
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Antrojo integralo skaitiklyje padarome (x* -2x +4)' =2x -2
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d) Sustatykite rézius ir apskaiciuokite integralg. (2)
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e) Apskaiciuokite duotqji integralq, isreiksdami ji Eulerio integralais. (2)
Pritaikykime “arbatinuko principa” ir suveskime i sprgsta per paskaita integrala
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dx . Integrale vietoje 8 reikia turéti 1. Tai padaroma, kei¢iant kintamuosius
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Kadangi dviem budais gavome ta patj rezultata, tai tikimybé¢, kad suintegravome
teisingai, labai artima vienetui.

2. Turime logaritminés funkcijos In(1+ x) Teiloro eilute Z( ™ — x

a) Kokioms x reik§meéms ir koki atsakymq galima pasakyti apie eilutés
konvergavimq arba divergavima, pritaikius eiluciy konvergavimo poZymius:
1) Dalambero. (1)
Skaiciuojame santykio riba

|x|n+1
lim n+1—hmT?}=hm —xl =l
n-— o x n - o x }’laoon
1 n—1
(=1 , o

Kai |x] <1, tai eiluté konverguoja absoliu¢iai;
kai |x| > 1, eilute diverguoja, (neidpildyta batinoji eilutés konvergavimo salyga);
kai |x| =1, pozymis atsakymo neduoda.

ii)  Kosi. (1)
Skaiciuojame riba

nm4(1y1x ; hiz_:hk
n— oo n— 00 n

n-o

Atsakymas lygiai toks pat kaip ir taikant Dalambero pozymi.

1i1) Integralinj. (2)
i =t 5y S TS0 51
n =0

n=l n=l

Eilute Z 1 konverguoja ar diverguoja kartu su integralu Ilm@ . Zinome, kad
X

n=1

pastarasis integralas diverguoja. Taigi eiluté Z D diverguoja (jos suma yra —o).
n

n=1



v) Leibnico. (2)
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yra mazéjanti (——<— ir x"" <x")ir lim—=0.
n+tl n n-© p

. . x
Kai 0<x <1, taiseka a, =

Galima taikyti Lebnico pozymi, kuris teigia, kad tada eiluté Z -D"" X
konverguoja.
V) Abelio. 2)

Laikykime a, —l b, =(-1)""x". Tada

x ( l)n n+l

B, =b +b, +...+b =x —x" +.. H{ 4)"'x"
I+x

,kai x #-1.

Kai |x| <1, tai seka {B,} konverguoja (arba eiluté z b ), 0 hma = hml =0.
n—o n

Patenkintos abieju, tiek Abelio, tiek Dirichle, pozymiu salygos. Eiluté konverguoja.

Vi) Dirichle. (2)

Laikykime a, =x—, b, =(-1)"".Tada B, =0, kai n — lyginis ir B, =1, kai —
n

nelyginis; seka {B,} apréZta. Kai 0 <x <1, tai seka {a,} monotoniSka (maZ¢janti) ir

lima, = lim X~ =0. Patenkintos Dirichle pozymio salygos. Eiluté konverguoja.

n-—o n-o p
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b) [rodykite nelygybe In(1+x) <x —% +x? ,kai 0<x<1. (4

n

Kai 0<x<1, taiseka a, =

yra mazéjanti ir lima, = 0. Galima taikyti Leibnico

teorema. Pagrindiné teoremos jrodymo idé¢ja yra ta, kad daliniy sumy {s, (x)} sekos

nelyginiy nariy posekis
2n-1

83, (X) = Z( 1) —
DXZ

¥’ O
B_ 3H —EZn 2 2n -

mazédamas artéja prie eilutés sumos s(x) . Siuo atveju s(x) =In(1 +x) . Taigi
8y, ()2 s(x),n=1,2,..,0<x<I.

Kai n =2, gauname

2 3
X

X
x——+—2=2In(1+x).
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3. Duot, kcij =—[kx—k——[k <x <k +I.
uota funkcija g(x) 7 Bx 25, X



a) Nubrézkite funkcijos g(x) grafiko eskizq intervale [K; k + 1]. Neintegrave

paiskinkite, kodél integralas Ikkﬂ g(x)dx turéty buti neigiamas. (2)
Apskai¢iuojame iSvesting.
D 100 1
k20 1 K*S ok+1-x
gW=p-—2g =-L 2 2

Kai £ < x <k +1, tai i8vestiné teigiama. Tod¢l funkcija g didéjanti. Svarbios trys
funkcijos reikéméS'
1
b=-1g., %: 0, g(k+1
sl =38 H glkrl)= 2(k+D

Y

Funkcija lygi nuliui tiksliai intervalo viduryje, o |g(k)| >|g(k +1)| . Todél apatinis
plotelis turéty biti didesnis uz virSutini. Integraly kalba tai reiksty, kad
Ikkﬂ g(x)dx<0.

b) Suintegruokite Ik " g(x)dx. )

k+ ] (]
Ik g(x)a’x I = Bx—k ——de

k+1 D]

—J' H( Ede
=In x|k+1 ! ﬁ( +lﬁk+l
X 20,

—n(k +1) —Ink +—2k 1 2k~
2k+1) 2k
=1k+1 2k +1)(k —k ~1)
2k +1)k

C2k+1
i Mg
kO 2k(k+1)
¢) Naudodamiesi 2 uzdavinio (b) dalies nelygybe ir ir Sio uzdavinio dalies (b)

rezultatu, jrodykite, kad integralas Ikkﬂ g(x)dx <0 (2)
Pritaikome gauta nelygybe



e+l 1o 1 1 1 6k>-3k+2
I g(x)dx_ln@THSZ_sz M7 TR
I ﬁ 10 2k+1 6k2 -3k +2 2k +l1
kB 2k(k + 1) 6k’ 2k(k +1)
(6K =3k +2)(k +1) —(2k +1)3k?
- 6k> (k +1)
_ 6k’ +6k* =3k =3k +2k +2 -6k -3k’
- 6k> (k +1)

_ —k+2
6k (k+1)
k-2
6k (k+1)
Kai k£ >2, tai J'kk+1 g(x)dx <0.Kai k =1,k =2, tai reikéty integralus apskaiciuoti

(surasti skaitines integraly reikSmes), o ne jvertinti. Sitilau tai padaryti dabar.
Pradiniame kontrolinio variante tai buvo, bet paskutinés paskaitos metu nepabréziau,
kad butina atsinesti skai¢iuoklius. Tod¢l neisdrisau palikti tokio uzdavinio:

“Apskai¢iuokite 107 tikslumu integrala I -1- 5 Hi

k+1
d) Padalinkite integralo Ik g(x)dx integravimo sritj pusiau, pakeiskite

kintamuosius ir suveskite abu gautus integralus i vienq integralq intervale

[O;l] . I§ to isveskite neintegrave (!), kad Ikﬂ g(x)dx <0. 3)

10 [ (il

k+1 1
L x2 ﬁf ZEHi I —Hxﬂk+ﬁdx+f *x xﬁkﬁdx.
Pirmajame integrale kei¢iame & +% -x =u . Tada

dx =—du,x =k,u :l,x =k +l,u =0,
2 2
i1 0 1 0
2~ —_ +— e —
st g( o
o e
Antrajame integrale kei¢iame u = x —k —5 Tada

dx=du,x =k +l,u =0,x =k +L,u :l,
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[t ——
25



+ 10 111 > -
e e e A N
+i

! —u(2k +1)2u

Qa—ugﬁm +

>du

Matome, kad pointegraliné funkcija neigiama. Todél ir 1ntegralas neigiamas.

4. a) Tolydziai diferencijuojamai funkcijai f jrodykite formule:
[, = (7 + 1) =[S (),

.. 1

cia p(x)=x——.
$(x) 5

Integruokime dalimis

J, fed= [ fd -2

PPN (= R s
—f(x)Bx 2%{) fon Edf(x)
= %(f )+ f(0)) - j; ¢ (x) f"(x)dx.

b) Apibrézkime funkcijq
Yx)=¢(x),0<x <1,
Yx)=¢(x—k),k <x <k +Lk =12,....
Nubreézkite funkcijos Y grafiko eskizq intervale [0;4].

| /2

il L

(1

(1

¢) Irodykite, kad J’kk” F(x)dx = %( L)+ f(k +1)) = L"”wm f'(x)dx, kKON. (2)



Integruokime dalimis
k+1 _ K ] a _]D
[ e =[S d Ge=k =0

:f(x)ﬁx—k —%ﬁ _J-kkﬂﬁx -k —% df(x)

= f(k +1)§; +1—k —%@ - f(kﬁk % —% —J’k" x % ﬁ df (x)

S @ £+ =[P f s
d) [rodykite, kad

[ 7= W+ £ +fG) % £ D) 4 ) Y () )

Susumuokime lygybes, irodytas pereitoje dalyje nuo 1 iki n—1:

[ £00dx =2 (F D+ ) =[S (e,
[ rde= 20+ ) =00 £,

[ £y =2 (=D + £ ) [ 90 f )
[ £ =2 F0)+ FQ2)+ 1) o 40 1) 42 ) ~f W0 ()
e) Pritaikykite dalies (d) formule funkcijai f(x) = 1 ir apskaiciuokite i% 3)
X

k=1

I" F(x)dx = I”ldx =Inxll =Inn
1 1y

1 1 11 1 1 1
Ef(1)+f(2)+f(3)+-~-+f(n -1) +5f(n) = +5 +§ .. +—n_1 Z
n : _ _Yx)
[ W e == P
Inn :l+l +l +... +L +L +J,nl,U(;c) dx
2 2 3 n-1 2n N x

Prie abiejy lygybés pusiy pridedame %+2L ir gauname
n

TR UL BSPLI HOHL L —I"w(f)
2 n A

3 n—=1 n X
. . o P ()] :
f) [rodykite, kad integralas Il “——=dx konverguoja. (2)

2
X

dx

Ivertinkime funkcija (x) =x —k —%,k <x <k +1. Funkcija did¢ja intervale

. _ 1 _1 o1 1. .
(k;k +1], lgir?l,ll(x)— E’}ler?ll‘U(x) =5 Taigi 5 SYP(x) < 2,kal k<x<k+1ir



ll/ (x)

|l,U(x)| < —,k<x<k+1.Tada |l,U(x)| < — intervale [1; +o0) ir . Zinome,

kad funkcija —- yra integruojama intervale [1;+c0) . Vadinasi, Siame intervale
X

integruojama ir mazesn¢ funkcija M .
. L OE1 O_1 l,U(x)
rodykite, kad lim ——Innp=—- 4
o) lrody lim S = nng= = [ E 5 )
IS dalies (d) gauname
I EPLIN L L L G N
2 3 n—=1 n 2 2n F x

Belieka irodyti, kad egzistuoja riba Il)im’[lb ch)dx . Suformuluosime Kosi kriteriju
-l x
funkcijai F(b) = Lb@dx
X
De,e O00B,B & KBl |F(h) F®)

Dalyje (f) irodéme, kad integralasJ' mdx konverguoja, t.y egzistuoja riba

hP(x)
Ib x2

dx‘ €.

I de Si riba egzistuoja tada ir tik tada, kai patenkinama Kosi salyga, t.y.
el

bﬂoo

Oe,e 00B,B & K] J’

Pasiréme tikétina nelygybe

M), Iw(x)l
[, < )

b x?

gauname
Iw(jc) I h i )I, <e.
b x

kai b, >b>B.

|
5. Naudodamiesi rezultatu z T =lnn+y+o(l), kai n - oo, kuris isplaukia is 4
k=1
uzdavinio (g) dalies, raskite sumq eilutés (vienas narys teigiamas, du neigiami)
1 1.1 1 1 1 1 1
+ +

2 4 3 6 8 5 10 12
nll

ey

kuri gauta perstacius eilute z( 1) 3)
n=l

Kad neSokiruoty silpnesniy nervy skaltytOJq aritmetika su o( ) (kaip buvo daryta per

paskaita), pakeisime harmonings eilutés daliniy sumy iSraisSka kita ekvivalencia

zl=lnn +y +h,,
k=1
¢ia limh, =0. Beje, ta 4, galima tiksliai uZraSyti.

n-o



Apskaiciuojame perstatytos eilutés dalinq suma

S _ﬁ_ 0.0l N % 1 ~
3n 2 45 Eé 6 SB 21 4n- 2
= +l+l+ + LAl +l+£+ +— 1
35”'2n15E24 anZE
11 ool LIS E A 1
=d+—+—+. + —+—+ 1+ +.
273 zn 1 BE SHH S Y SR
_1g .1
+—+.. +— 1+ +..+
2072 ﬂ %
=%(ln2n +y +h, —Inn -y -h )
1 1
=—In2+—(h, —h
2 2(2n n)
_>lln2
2
kain—>00.
S3pa =85, T—— _>lln2,n - 00,
2n+1 2
1 1
Sz ih =83 0 = -»—=In2,n - o,
3n+2 3n+l 4]’1_2

Trys posekiai, iSsemiantys visa seka, konverguoja

konverguoja i %ln 2.

1 %ln2 . Taigi ir visa seka

6. a) Nubrézkite funkcijos f(x) =~x> -1 grafikq. (1)
A
=Jx* -1
y=x |
1 A >
b) Dalies (a) brézinyje pavaizduokite figiirq, kurios plotq isreiskia integralas
LA(x—\/xz “ydx, A>1. 1)

Reikia pastebéti, kad vx* =1 <x, kai x>1, o tiesé¢ y =x yra kreivés y =+/x> -1

asimptote.
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c) Funkcija x =cht =%(e’ +e™") yra didéjanti intervale [0;+) . Apskaiciuokite
atvirkstine funkcijq t = arch x ir jos iSvestine (pastarqjq dviem buidais). 3)
Pradziai reikéty pastebéti, kad ch(0) =1 ir tlirﬂ, cht = ,liIEo %(e‘ +e ') = +oo. Taigi
hiperbolinio kosinuso reik§miy sritis yra intervalas [1;+0) . Spreskime lygti
1 _
x= E(et +e™),
2x=¢é' +e”’,
e* —2xe' +1 =0,

(et)l,z =x++/x" -1

Logaritmuojame ir gauname
=Inée' =1n(x +\/ﬁ)
Kai x>1,tai x++vx° —1 >1 ir 1n(x+ ,
e \/—_( )(x+\/ﬁ):x2—x2 +1 _ 1
x+ m X +m X +m
Taigi tada In (x - m ) <0. Todél atvirkstinis hiperbolinis kosinusas yra
t =arch x =In(x +\/ﬁ),x >1.

X

<].

1+

arch’ x =In'(x +v/x* —1) = o -1 1 .
x+\/x2 -1 \/x2 -1

Kitas biidas apskaiciuoti iSvesting — tai naudotis atvirkstinés funkcijos iSvestinés
teorema.

arch'(x) =

1 1 _ 1 1
ch'(t) sht Jeh?r-1 x*-1
Naudojomés Zinomomis formulémis ch't =sh¢ ir ch®¢t—sh*¢ =1.
d) Suintegruokite skirtingais buidais integralq (pateikiamas atsakymas)

I\/ x> =ldx = %X\/ x> -1 —% In(x +Vx* -1) +C (uz skirtinga btida po 2 t.)

(Zenklo pakeitimas Euler’io keitiniuose nebus laikomas kitu biidu).
1 bidas. Keiskime kintamuosius

x =cht,
Jx* =1 =+/ch?t -1 =+/sh?¢ =sht,
dx =shtdt ;

11



I\/xz —1dx :J'shtshzdz

:Ich22t—1 ,

=lsh2t —lt +C

4 2

1 1
=—2shtcht——¢t+C

4 2
=%X\/x2 -1 —%ln(x +x* 1) +C

2 biidas. Naudokime Euler’io keitinj x> =1 =x —z . Tada
2 - .2 2
x"—=1=x" -2xz +z~,
2xz =1+2z7,

l+Z lDl

2k ”E

107 10
_ZB? —-2lnz _gH"‘C

lZ +1lnz +L2 +C
8

lln x— X’ - +_E;_Z @+C
2

1

—ln(x - x - +—B; —zﬁ +ZH +C
=%ln (x —/x? —1) +%X\/x2 -1 +C
3 biidas. Integruokime dalimis

I\/xz —ldx =xVx* -1 —Idex

RS i) . P8

T
= /¥ -1 —I\/x —ldx —J'

l\.)

dx
Vxt -1

12



Gavome lygti integralo I\/ x* —1dx atzvilgiu. Ja i§sprendziame, o paskutinj integrala
1

x2 -1

suintegruojame, nes (c) dalyje i§vedéme, kad In'(x ++/x* -1) =

> _l > _l dx
I\/x 1a’x—2x\/x 1 ZIm
=%X\/x2 -1 —%ln(x ++/x’ —1) +C

e) Istirkite integralo Ilw (x —=v/x* =1)dx konvergavima pagal apibrézima. (2)

Kadangi integralas jau beveik paraSytas, tai reikia apskai¢iuoti riba

2
Lim 1A(x—\/x2 —l)dx =}1imEbC2 —%x'\/x2 -1 +%ln(x +/x? —l)a

A

1
|:| 2
= lim Fe L a4 =1 +in (42 a2 1) = H
A-w[12 2
Jei nenorime skaiciuoti pirmyjy démeny ribos, tai reikia pastebéti, kad

A* = AN A* -1 >0.

Tada
. a4 1 10_.. 10 _
}1151010 5 —EA\/A2 -1 +1n(A2 ++/ A? —l) _EE 2}11%5%(/12 + A° —1) ——E = +00

f) Istirkite integralo J;w (x = x* =1)dx konvergavimq naudodami palyginimo

teoremq. (2
Reikia iSsiaiskinti, kokiam x-so laipsniui pointegraliné funkcija yra ekvivalentiska, kai
X — 00,

_ (= o) (e 1)

1

x++/x7 -1

_ 1

1
x+x,/1—-——
x2
—_X—>+00
D 2x
E“ -5

Toki rezultata galima gauti ir kltalp

13
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Funkcija 1 néra integruojama intervale [1;+o0) . Tada tokia pati yra ir funkcija
X

x—+/x* =1 arba integralas J'lw (x—+/x* —1)dx diverguoja.

Pastaba. (Tiems, kurie perskaitys iki galo). Netur¢jau laiko pertikrinti sprendimy. Uz
surastas klaidas premijuosiu. Galite siysti el. paStu Ricardas.Kudzma@maf.vu.It
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