Egzamino (2004.01.08) uzduociy sprendimai

1. [rodykite pagal apibrézimaq, kad funkcija f(x)=x> yra tolydi kiekviename taske.
(2t)
Sprendimas. Patikrinti tolyduma taske a pagal ribos apibrézima - tai bet kokiam
teigiamam ¢ i8spre¢sti nelygybe
|2 —a?<e. (1)
Pirmasis budas.

lx* —a’|= [(x—a)(x+a) (astuntos klasés formulé)
=|x—al-lx+d (moduliy savybé¢)
<|x—al- (x| +lal) (trikampio nelygybe)
<|x—al-2lal+lal) (apribokime x kitima: |x| < 2lal)
=|x—al-3lal< & (sudékime |a|)

Kai a # 0, tai paskutiniaja nelygybe galima i§spresti |x —al atzvilgiu

lx—al < 2.
3|4l
Jei paimsime
5= min(Zlal,i), @
3|4l

tai [x—al <5 = x> —a?l<e. Jeia didelis, tai ¢ apibrézime (2) mazesnis bus antrasis
narys, jei a — mazas, tai mazesnis gali biti pirmasis.
Kai a =0, tai galima iSkart i§spresti nelygybe

I<e = xl<Je = s=+e¢.
Antrasis biidas. Nelygybé¢ (1) ekvivalentiSska dviem nelygybém

a’—e<x'<a’ +e¢. 3)
Jei £ <a’, tai galima traukti kvadratines $aknis nelygybése (3) ir surasti J .

a>0,\/a2—8<x<\/a2+5,§:min(\/a2+€—a,a—\/a2—8),
a<0,—\/a2+8<x<—\/a2—8,§:min(a+\/a2+g,—\/a2—g—a).
Jei e>a’,tai a® —& <0 ir kairioji nelygybé (3) bus visada teisinga.

a>0,0<x<+a’ +8,5:min(\/a2 +g—a,a),

a<0,—Ja’+&<x<0,8 = min(a—i-\/a2 +g,—a).
Kad bty galima geriau suprasti Sias visas nelygybes, reikia nusibrézti brézinius. AS
pirmiausiai tai ir padariau. Po to, zilirédamas { brézinius, rasiau nelygybes ir o .

A A

2
a +¢
2
a a2
2
2 f—
at—c a —¢&

Nal—e 4 a*+¢ ot +e @ it -¢
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2. Nuo antikos laiky zinome, kad apskritimo liestiné — tai tiesé, turinti vienq bendrq
taskq su apskritimu ir statmena apskritimo spinduliui.

a) Nubrézkite virsutiniqjq apskritimo x> + y* =1 dalj, pasirinkite jame taskq
(x05%0), 0<x,<1,0<y, <1, per $j taskq nubrézkite apskritimo liestine.
Parasykite liestinés lygti, nenaudodami isvestinés. (2t)

b) Suformuluokite matematinés analizés rezultatus, kuriais remdamiesi is
apskritimo liestinés lygties, gautos dalyje (), iSvestuméte formule

C
(&):2&' Gt)

c) Siiulau dalyje (b) kvadratinés Saknies funkcijq (angl. square root) laikinai

Zyméti Nz =sqri(z). Kodél taip siilau? (1t
Sprendimas.
a)
\‘P\
A
A
C
/

\

D
O \

A=(x390) 5 %+, =1, B=(x;0), D=(x;0), P=(x;)), O4=1, 04 L.
Liestinés / lygti galima raSyti jvairiais budais:
1. Vektorius O4 = (x,,Y,) statmenas tiesei /, taSkas P /. Vektoriy OA ir
AP = (x—x,,y—y,) statmenumo salyga

X (X =)+ ¥ (¥ =) =0. (4)
2. Atkarpos OA posvyris k =20 Statmenos tiesés / posvyris
Xo
PR
k Mo
Tiesés, nusakytos tasku ir posvyriu, lygtis
X,
Y=y, (x=x,). (5)
Yo
3. Statieji trikampiai ABO ir AOD yra panasis. Teisinga
0B_04 x_1 1
o4 oD’ 1 x ' «x,
Tiesés, einancios per du taskus, lygtis
Y=V _ X%
=N X=X
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Y=V _ X% (6)

Yo i — X,
Xo

4. Galima rasti liestinés / krypties vektoriuy 7 = (e, £) i$ jo statmenumo su
vektoriumi OA = (x,5,) salygos

<a,r>=x0a+yoﬂ20.
Nesunku matyti, kad galime paimti a = y,, f =—x,. Vektoriy AP = (x=x,,y—y,) Ir
7 =(a, f) lygiagretumo salyga ir yra tiesés / lygtis

X=X N
Galima isitikinti, kad visos lygys (4)-(7) sutampa.

Y=V _ "% (7)

b) Uzdavinio sprendimo idéja — sulyginti funkcijos f(x)=+1-x" =sqrt(1—x*)
grafiko liestinés lygti

y=f(x)+ f1(x)(x—x,) ®)
su lygtimi, gauta dalyje (a). Apskai¢iuokime funkcijos fiSvesting:

S0x0) = sqrt’(1=x5) - (=2,) - (€))

y=sqrt(l-x;) +sqrt'(1-x7) - (=2, )(x = X, . (10)

Sulyginimui geriausiai tinka (5) lygtis — nieko nereikia pertvarkyti, tik pastebéti, kad
v, =sqrt(1-x;) . Kitas lygtis reikéty suvesti i toki pavidala. Lyginti reikia tik
posvyrius

sqrt’(l—x2)-(-2x,)=—L=—— 0 11

qrt’( o) (=2x,) " sqrt(l—xé) (11)
IS (11) lygties gauname
1

2sqrt(1—x;) '

Pazyméje 1-x, = z, gauname

sqrt’(1—x;) =

sqrt'(z) = (12)

2sqrt(z)
Matematinés analizes faktai, reikalingi uzdavino sprendimui:
1. Liestinés lygtis (8) diferencijuojamai funkcijai.
2. Kvadrating Saknis yra diferencijuojama funkcija.
3. Sudétinés funkcijos iSvestinés teorema.
4

(1-x*) =—2x.

c) Dalyje (b) reikéjo skaiciuoti sudétinés funkcijos iSvesting. ISraiSka (\/1 —X; )
gali buti suprantama dvejopai. Jei x, laikysime konstanta, tai iSvestiné turéty buti lygi
nuliui, o jei x, laikysime kintamuoju, tai (‘/1 -x; ) niekuo nesiskiria nuo f"(x,).
Dydis sqrt'(1-x;) korektiskai apibréztas ir nusako tai, ko mums reikia sudétinés
funkecijos iSvestinés formuléje (9).
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3.
a) Kokiy eksponentinés ir logaritminés funkcijy savybiy reikia lygybei

exp (%ln xj =Jx irodyti? Naudodamiesi sia lygybe raskite Jx iSvestine.(3t.)

)
b) [rodykite, kad exp (Eln x] =x7, ¢ia p, q — sveikieji skaiciai, g # 0.
q

¢) Naudodamiesi dalies (b) rezultatu pagriskite, kodél natiiralu apibrézti
laipsnine funkcijq formule x* =exp(alnx), (a - bet koks realus)?

Sprendimas.
a) Pirmiausia reikia jsisamoninti, kad kvadratiné Saknis i§ x — tai skaicius,
kuri pakele kvadratu, gausime x. Taigi reikia tikrinti

1 1 1 1
exp(2 lnxje:xp(2 lnx) exp(2 Inx+ 5 lnxj exp(lnx)=x.
Naudojomés eksponentinés funkcijos pagrindine savybe
exp(a +b) = exp(a)exp(b)
ir tuo, kad logaritmas yra eksponentinés funkcjos atvirkstiné funkcija

exp(lnx)=x.

!

R ) B (08 R A TEE

b) Paimkime p=1,geN.

Inx Inx Inx Inx
exp| — |-...-exp| — |=exp| —+...+— |=exp(lnx) =x,
. q q9 ) \ g q9 )

V- g
qkarty q karty

1 1
exp(—ln xj =x?.
q

Paimkime peN,qgeN.

1 1 0 o»r
exp[ﬁlnxJ=exp[m—x]-...~exp(m—xj=xq e x! =(xq) =x7.
q _ 4 :

q /) pkarty

~
pkarty

_r
Jei £<0, tai —£>0 ir exp(—Elnszx n

q q 4
exp( ~LZin exp| Linx | ~exp| ~Lins+ Lin | exp0)=1.
q q q q
P
exp(ﬁlnsz ! = 1,, =x.
q exp(—plnxj x ¢
q

c) Dalyje (b) irodéme, kad exp(rInx) = x", kai r racionalus. Bet kokiam
realiajam ¢« ir racionaliyjy skaiciy sekai{r,} su salyga limr, =« egzistuoja riba

lim x™ = lim exp(7, In x) = exp (lim 7 In x) =exp(alnx).

n—x0 n—x0
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Todél nattiralu apibrézti laipsning funkcija su bet kokiu realiu laipsniu lygybe
x* =exp(alnx).

a) Naudodami matematine indukcijq apskaiciuokite funkcijos f(x)=(1+x)“ n-
tqjq isvestine. (1t.)
b) Parasykite funkcijos f(x)=+1+x Teiloro formule tasko x, =0 aplinkoje su

Lagranzo formos liekamuoju nariu r,(x). Susiekite Teiloro formulés

koeficientus su binominiais koeficientais. (2t)

c) [vertinkite r,(x) ir jrodykite, kad limr,(x)=0, kai 0<x<1. (2t.)

d) [vertinkite r,(x) ir jrodykite, kad limr,(x) =0, kai —% <x<0. (2t.)
Sprendimas.

a) Bazé. ((1+x)" )’ = a(1+x)a—l

(1+x)°) =(a+x)") =a(@-1)1+x)
Priclaida. (1+x)°)" =a(@=1)-.-(@=n+D(1+x)*", neN.
Zingsnis.
(a+07)"" =((a+x7)" ) (apibréimas)
=(a(@=1).-(@—n+1)1+x)*") . (naudojamés prielaida)

= a(a - 1) teedt (a —n+ 1)(a - n)(l + x)a—n—l .
b) ParaSome Teiloro formulg su Lagranzo formos lieckamuoju nariu

(k)

£ = Zf O0) () (). (14)
(n+1)

n(x)=ﬁ(x—xo)"“. (15)

N :%(%—1)-...-(%—k+1)(1+x);_k ,
(Viex)"

L) ()
2\2 2

) 1(1_1j._,_.(1_k+1) 1(1—1)...-(1—11) [
Jix =) 222 2 p 202 2 _Jq &
=0

! e (n+1)! I+

sl

0 T T [ I O [ "

— 2 k+2 2 2 (1+§)2 n+1.
k

X

¢) Vertinsime liekamaji nari
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a1}
—|==11-.s| =—n L
rn(x)=2 2 2 (1+&) 2y

ST X (16)

Kai 0<x<1,tai 0<& < x. Tada

<1, (17)
1
(1+&) " 2= ;<1. (18)
(1 5)17
1
1)) (1)
1-1-2-...- 1
l 123 n~(n+1)2 |S1-2~3~ .n-(Z+1):n+1' (19)
n+1
I8 Siy trijy tverciy (17), (18), (19) gauname
(20)
ir limr, (x)=0.
d) Kai —%sto,tai —%Sx<§<O.Tada
1+§>1———l
27
L<l:2’
1+& 1
2
I DUy
1+& 2
1 | |n+1 n+l
L 2
‘(1+§) s o AT > [T Q1)

|1+§|

Dar paémg binominio koeficiento jvertj (19), gauname ta pati liekamojo nario r,(x)
verti (20).

5. Sakykime, sekos {x,} ir {y,} yra apréztos. [rodykite nelygybe. Galite jrodinéti
skirtigais bidais. Abu bus jvertinti.
limx, + hmy < hm(xn +v,). (po4t.)

n—0

Sprendimas. Pirmasis budas.
Apatiné¢ sekos riba yra maziausioji daliné riba. Egzistuoja toks posekis
{xnk + ynk} , kad

li71/1,1(')@1 + yn) = llfilln(xn,c + ynk ) : (22)
Posekis {xnk} gali ir nekonverguoti, bet i$ jo galima iSrinkti konverguojanti poseki

{xnk } . Tada konverguos ir posekiai:
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{xnkm + ynkm} - konverguojancios sekos {xnk + ynk} posekis,

{ Vo, } - dviejy konverguojanciy seky skirtumas y, = (xnk +Y,, )— X, -

lim

n—0

lim
n—>»0
inf
k>n
inf
k>n
inf
k>n
inf
k>n

lim
n—»0

lim

x,+limy, <limx, +limy, — (apatinés ribos mazesnés uz dalines)

n—0 m—oo " km m—o

= lim (xnk + ) (seky sumosriba lygi riby sumai)

m—»o

= llcim(xnk + ) (posekio riba lygi sekos ribai)

=lim(x, +y,) (taip parinkome poseki — (22) lygybe¢)
Antrasis biidas. Naudosimés teorema
& = iminf s =lim i ) @
x, <x.,k=>n, (infimumas nedidesnis uz aibés
elementa) (24)
Vi <y..k=n, (tas pats kaip (24)) (25)
X, +in Y, Sx, +y,,k=n, (sudedame nelygybes (24), (25))
x, +inf y, <inf (x,+¥) > (infimumas nemaZesnis uz bet
koki apatini rézi) (26)
inf x, +liminf y, <liminf (x,+y,), (pereiname prie ribos (26)) (27)
x,+limy, <lim(x, +y,). (teorema (23))

6.

n—0

Duota didéjanti funkcija y = f(x),x € (0;+0), lim f(x)=+o00, ir mazéjanti

Junkcija z =g(y),y € (—o0;+0), lim g(y)=1.
Y40

a) Kam lygiriba lim g(f(x))? (1t.)
b) [rodykite tai, naudodami nelygybiy kalbq. 3t)
¢) Pavaizduokite tai geometriskai viename brézZinyje. (2t)
d) Sakykime, kad funkcija f jgaubta, o g iskila. Kq galima pasakyti apie
sudeétinés funkcijos z = g(f(x)) iskilumq? (2t)
e) Sugalvokite po viena funkciju y = f(x),z = g(»), tenkinanc¢iy uzduoties
salygas (taip pat salyga (d)), pavyzdi (2t)
Sprendimai.

a) lim g(f(x)=1.

b)

lim g
y—>+o

(»)=1= Ve&,e>0,JE,E>0 toks,kad y>E=1-¢<g(y)<l+¢

lim f(x)=+0o= E,E>0,3A,A >0, toks, kad x>A= f(x)>E

X—>+0

= Ve(e>0)3A(A>0) toks, kad
X>A= f()>E=1-e<g(f(x)<l+¢

= lim g(/(x))=1.
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c) Ay
y=f(x)
______ f@_
| L
< i 1 A ix *
1+g\
g(f (%)
z=g()

d) Reikia apskaiciuoti antraja iSvesting
(g(f(x) =g'(f () f'(x),

14

(7 = (7))

=(g'(f ) f'()
=g"(f () (f'()) +g'(f(x)- [ ().
f_ didéjanti = f7>0,
f—jgaubta = f"(x)<0,
g —mazéjanti = g'(y)<0,
g —iskila = g"(y)>0.
= (g(f(x)) 20 = sudétiné funkcija z = g(f(x)) - iskila.

e) Paprasciausias pavyzdys
y=f(x)=Inx,z=g(y)=exp(-y)+1,

z:g(f(x))zexp(—lnx)+1:l+1.
X

7. Kreivé nusakyta parametrinémis lygtimis y(t) = (x(t); y(¢)) = 3t =1, (t =1)’).
a) Nubrézkite funkcijy x =3t—t",y =(t—-1)’ grafikus.
b) Nubrézkite kreives y eskizq x, y plokstumoje.
¢) Raskite kreivées asimptotes, jei egzistuoja.

d) Apskaiciuokite isvesting y'(t). Nustatykite kreivés y charakteringus taskus.

e) Apskaiciuokite isvesting y! (t). Nustatykite kreivés y daliy iskilumq
(igaubtumq).
f) Patikslinkite kreive brézinyje.
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Sprendimai.

a)
A A
X Y
2 17
1 1\ V3o L
e /1
J_1{-2
b)
Galima surasti keleta A
grafiko tasky Y
4 X |y
_ﬁ 0 |-20,3
-1 2| -8
0 [-1 X
1 210 g
\/3 0|04
2 Sl

¢) Funkcijos x =3¢—¢",y =(t—1)’ auga i begalybe, kai ¢ artéja i begalybe.
Todél reikia skaiciuoti ribg

(-]
yo =y U7

lim =lim

t—o x(t) 1> 3 l‘3 t—m0 t3 (3 B 1)
t2

Gautoji riba baigtiné. Taigi reikia skaiciuoti kita riba
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yn;(y(t) +x(1)) = }irg((t -1’ +(3t-1"))

=lim( =3¢> +3t-1+3t-1)

—w

=lim(=3¢> + 61 —1)

t—w
2 1
=lim(-3£’)(1-=+—) = —.
fim(-3)(1- =+ )
Kadangi riba begaliné, tai asimptoté neegzistuoja.

d)

X()=3-32=3(1-17), V(1) =3t -1)’,
YO 3-17 -1} 1-t 08)

X)) 3(1-2) (A-0)1+1) 1+¢
Kai r <-1,y!(t) <0, funkcija y = y,(x) mazéja.

y(0)=

Kai —1<¢<1,y.(¢) >0, funkcija y = y,(x) didé¢ja.

Kai #>1,y.(¢) <0, funkcija y = y,(x) mazéja.

Matematiné analizés jéga ir grozis, kad mes ty funkciju y,(x), y,(x), y,(x) neturime,
taciau galime tirti jy elgesi, nes mokame apskaiciuoti jy iSvestines. Atskirom kreivés
dalim biity skirtingos funkcijy iSraiskos, o (28) iSvestinés formulé tinka visoms
funkcijoms (!) — keiciasi tik parametro ¢ kitimo intervalai. Maple gali surasti tris
funkcijas y = y(x). Stai viena i$ ju:

3(=5-2x)

1
y:—x—7+%(88+56x+4x2+4\/—16+16x—4x3+x4)3 -

T
(88+56x+4x> +4—16+16x—4x° +x° )}

l f— [—
—%iﬁ %(88+56x+4x2+4\/—l6+16x—4x3+x4)3+ 2(5-2x0) _ |,

(88+56x+4x> +4J—16+16x—4x’ + x* )°
¢ia i — komleksinis menamasis. Ka galima veikti su tokia iSraiska?
Kreivés charakteringi taskai tie, kuriuose i§vestiné y!(¢) yra begaliné arba lygi nuliui.
Jibegaling, kai =-1. Tada
x(=1)=3(-1)—(=1)’ =-3+1=-2,
YD = (11 = (-2) =8,
Kreive taske (—2;-8) turi vertikalia liesting.

e) Kad biity lengviau skaiciuoti antraja iSvesting, pirmaja iSvesting galime truputi
pakeisti

N e e e 2
y()=—= =-1

1+t_ 1+¢ 1+¢

P G
yxx(t)—(yx(t))’ I [ 1+1+tjt x/ (1)

o2 vz 1
(1+1)° 30-¢) 3 (A+t)Y(1-0)
" (t) >0, kreivé (funkcija y = y,(x) ) i8kila.

XX

Kai r<-1,y
Kai —1<z<1,y! (#) <0, kreivé (funkcija y=y,(x)) igaubta.
Kai t>1,y" (t) > 0, kreivé (funkcija y = y,(x) ) i8kila.
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f) Brézini patikslinti palieku patiems.

8. Pereitame uzdavinyje is antrosios lygties galima iSspresti t = %/; +1, istatyti tai j
2
pirmqjq lygti ir gauti funkcijq x=g(y)=2—y—-3y?.
a) Apskaiciuokite g'(y). Nustatykite funkcijos g mazéjimo ir didéjimo intervalus

2t.
b) Apskaiciuokite g"(y). Istirkite funkcijos g iskilumaq. ((2 t.))
c) Kodél tiesé x=2—y néra x = g(y) asimptoté? (1t.)
d) Nubrézkite funkcijos x = g(y) grafikq x, y koordinaciy sistemoje. (1t.)
e) Apribokime funkcijq g intervale [-8,0].
1) Raskite g([-8,0]). (1t.)
1) [rodykite, kad intervale g([—8,0]) egzistuoja atvirkstiné funkcija
y=f(x). (1t)

1i1) Istirkite jos ( f') tolyduma, diferencijuojamumaq, monotoniskumaq.(3t)

1v) Nustatykite funkcijos fiskilumq (jgaubtumq). Galite tai daryti
skirtingais biidais. (Uz skirtingq biidg po 2 t.)
(Galima uzrasyti funkcijos f analizine iSraiska, bet ji uzimty dvi-tris eilutes)

Sprendimas.

, 2 4 3y+2
a) g(y)=-1-3-2y" =—L,
T
3fy+2
Iy
y<—8:>2/;<0,2/;+2<0:>g’(y)<0,
—8<y<0:>%/;<0,3 y+2>0=¢g'(y)>0,
y>0:>%/;>0,3 y+2>0=¢'(y)<0.
Intervale (-8,0) funkcija g didéja, o intervaluose (—o0,—8) ir (0,+o0) - mazéja.
Taskas y =—8 yra lokalaus minimumo taskas. Taskas y =0 - lokalaus maksimumo
taskas. Taciau iSvestiné taske y =0 neegzistuoja, tiksliau

S ()
lglgg(y)ﬂ;pg 5

W +2)

lim g'(y) =lim h

=0 y=-8.

= —}-(X)’

3 3
Funkcijos antroji i§vestiné g”(y) >0 intervaluose (—o0,0) ir (0,+0). Siuose
intervaluose funkcija g iSkila. Taske y =0 antroji iSvestiné neegzistuoja.
c) Reikia skaiciuoti riba

b) g'(y)= (—1 —Zy% ) = —2-(—1) y% = gy%.
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Yy y y—ox© y Yy y 1

_ _ 3
imZ = im2=2 =3 (23 oy
y3

Dabar reikia skaiciuoti dar viena riba

2
lim(x+y)= lirn(2—y—3y3 +y)=—oo.
y—oo Yy

Kadangi riba begaling, tai asimptotés néra. Taigi ir tiesé x=2-y néra asimptote.

d) Uzdavinio salygoje buvo aiskiai pasakyta, kad grafika reikia brézti x, y
koordinaciy sistemoje, t.y. x-u — horizontali asis, o y-u — vertikali. Néra visiskai
iprasta nepriklausoma kintamaji atidélioti vertikalioje aSyje. To buvo praSoma tam,
kad tada funkcijos g grafikas sutapty su 7 uzdavinio kreive. Mes turime viena objekta
— kreive, kurig apraSome dviem skirtingais biidais: parametriniu ir iSreikstiniu. Béda
tik ta, kad iSreikstinis néra iprastos formos y = f(x),0 x=g(y).

Didel¢ dalis studenty y-y asi laiké horizontalia, o x-y — vertikalia. Uz tai taSkai
nebuvo mazinami, bet tada, manau, daugumai studenty 7 ir 8 uzdaviniai buvo nesusij¢
tarpusavyje.

Grafiko eskizas pereitame uzdavinyje (9 psl.).

e) Nusibrézkime funkcijos g grafika tik intervale [—8,0].

A

/7 x=g(»)

I~

y=1()

1) Funkcija g tolydi ir didéjanti intervale [—8,0]. Todél vaizdas g([—8,0])
bus intervalas [g(-8),g(0)].

2(-8)= 2+8—3(—8)§ =10-3-4=-2,g(0)=2.

Taigi g([-8,0]) =[-2,2].

i1) Dalyje (a) irodéme, kad intervale (—8,0) funkcijos g iSvestiné teigiama.
Todél funkcija g yra grieztai didéjanti, ir egzistuoja atvirkstiné funkcija
y=f(x),xe[-2,2],y €[-8,0].

1i1) Analizés teoremos tvirtina:
Jei g tolydi ir didéjanti, tai atvirkstiné funkcija f— taip pat tolydi ir didéjanti.
Jei g diferencijuojama, tai atvirksting f— taip pat diferencijuojama ir
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: 1 oo
S'(x)= 70 \/— > x=g(y) ir ye(=8,0).
v) Galima apskaiCiuoti antraja iSvesting
, LY =0 1 —2'W
f ( ) ( j .yx = 2T = 3"
) (') &0 (g»)

Dalyse (a) ir (b) apskai¢iavome, kad intervale (—8,0) abi g iSvestinés yra teigiamos.

Taigi f"(x) yraneigiama ir funkcija jgaubta. Tai jrodymas, kuris remiasi antrosios
iSvestinés salyga.

Nubrézkime grafike styga, jungiancia du laisvai parinktus grafiko taskus. Jei | grafika
zitirésime 18 y-kuy asies, tai grafikas (jo dalis) bus po styga — funkcija i8kila.

Jei | grafika zitirésime i§ x-sy asies, tai grafikas (jo dalis) bus vir§ stygos — funkcija —
lgaubta.

9. Suformuluokite dvi nejudamo tasko teoremas. Paaiskinkite skirtumus tarp ty
teoremy (prielaidy, tvirtinimy, jrodymuy). Pateikite pavyzdj, tenkinantj vienos
teoremos sqlygas, bet netenkinantj kitos teoremos sqlygy. (6t.)

Sprendimas.

1. Nejudamo tasko teorema. Jei funkcija g tenkina salygas:
g:1—>1,1=[a;b] - uzdaras intervalas (a ir b gali biti ir begalybés)

d¢,0< g <1, kad |g(x') —g(x")| <qly'=x",vx',x" eI, (29)
tai bet kokiai pradinei reikSmei x,,x, € /, rekurentine formule

X, = 8(x,) (30)
nusakyta seka konverguoja i vienintelj lygties

x=g(x) (1)
sprendini.

2. Teorema. Jei g :[a;b] —[a;b] tolydi funkcija, tai egzistuoja toks c,c €[a;b], kad
gle)=c.

Skirtumai.

Prielaidos. Pirmosios teoremos prielaida (29) yra daug stipresné uz tolyduma.
Tvirtinimai. Pirmojoje teoremoje tvirtinima, kad lygtis (31) turi vieninteli sprendini,
o antrojoje, kad sprendinys egzistuoja, bet nebitinai vienintelis.

Irodymai. Pirmosios teoremos irodymas konstruktyvus, t.y. sukonstruojama seka
(30), kuri konverguoja i lygties (31) sprendini. Antroji teorema — grynai egzistencine.
Joje tik teigiama, kad (31) lygtis turi sprendini, bet nekalbama, kaip ji surasti.

Pavyzdys. g(x) = sin%x,x €[-1L;1]. Funkcija tenkina antrosios teoremos salygas, bet

netenkina pirmosios. Egzistuoja trys (31) lygties sprendiniai x =—1,x=0,x=1.
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