Matematinés analizés kontrolinio darbo sprendimai

2003.11.08
1.
a) Apibrézkime o =a—1. a >0,nes a>1. Tada
a"=(1+a)" =1 +ma +n(n2 l)a +.. 40" %
n 2n
n-1 >£,
2E
n>—+1,
a
N —EH.
a’
b) Padidinkime skaitikli, sumazinkime vardikli ir i§sprgskime nelygybe.
n-1 n n _1
2 < <S5 =—<&
nN“+2n-2 n"+2n-2 n° n
1
n>—,
&
N=L,
&
2.

a) Indukcinis jrodymas. Lygybe Z P! = P, galima jrodinéti tik

indukcijos metodu.

1
Bazé. n=1. Z'Pklzpl1 :1:|:>2 - p?2

1+1 °

n+l*

Prielaida. Z P =P’

n+l
ngsms Z P = Z Pl + Pn1+1 = Pn2+1 +Pn1+1 _Pn+2 =P

(nH)H *

b) Geometrinis jrodymas. Pavaizduokime kelius i8 Ay 1 A, ,.

A
£78 A
» A,

© R.Kudzma 1



IS tasko A, paklitti i taSka A, , galima tik per taSkus A , A, ,,..., A .
Pasiekg taska A |, keliaukime { A, ,, 0 po to vieninteliu tiesiu keliu iki A, ,.
Taip visu keliy i8 A, i A,,,, aibg suskaidome i nesikertancius poaibius keliu,
einanCiy per taSkus A ; su fiksuotomis keliu pabaigomis. Kiekvieno tokio poaibio
keliai skiriasi tik patekimu i§ A, i A,,; ju skai¢ius - K, . Vadinasi,

K2, =K +K! +.. +K].
c) Algebrinis jrodymas. Suma B, +B,_ +... +B, yra x-so koeficientas
sumoje (1+X)" +(1+x)"" +... +(1 +X), kuria mokame rasti.
(1+x)™ —(1+x)
1+x-1

=S HI+X (140

A+x)"+...+(1+x) =

= (1 +BL X +BL X . 4BIIX 1 )
_Bl _1+BZ X +.. +Bn+1 n.

n+l1 n+1 n+l

Taigi ieSkomas X-so koeficientas yra BZ,, ir
B,+B,, +..+B/ =B .
d) Komblnatorlms jrodymas. Sakykime, €,€,,...,€,,€,,, - skirtingi
elementai. Sudarykime i$ jy visus dvieju elementy derinius. Juos suskirstykime |
dvi grupes.
* Pirmajai priskirkime tuos dviejuy elementy derinius, kurie turi

clementa €, ,,. Tokiy yra C!.

n+l *
e Likusius derinius v¢l skirkime i dvi grupes. Viena tegul sudaro
deriniai, turintys elementa €, . Tokiy yra C,
» Likusius veél skirkime i dvi grupes. Taip tgskime procesa, kol
paskutiniojoje grupéje liks deriniai, turintys elementa €,, bet nebeturintys
elementy €,,,,€,,...,6,. Tokiy yra C/, nes prie elemento €, galima pridéti tik

n+l>%n>
vieng likusj elementa €, . Taigi jrodéme lygybe
C2

n+l

=C, +C,_ +...+C| =Z C, .

e) Aritmetinis irodymas. Naudosimés lygybe

(k+Dk _k(k-1)

k =
HD 2 2
Sudg¢je Sias lygybes gausime
nkO & [[k+1)k _k(k-DO_(n+hn On+D

ZHDZKZ 2 o 2 Ha2F
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a) Bréziant “voratinkli” svarbu suprasti salygu geometring prasme:
e -—l1<a<0 -ayratiesés y=ax +b posvyris;
* b<0 -ties¢ y=ax +bkerta y-ky asj taske (0;b);

b . . )
- —— yratiesiy Yy =ax +b ir y =X sankirtos

° X0<_
l-a 1-a

abscisé.

— b
N_ax+b X, X =X X

Y

b) Pirmasis buidas (iSreikstinis). IS rekurentinio sekos apibrézimo galima
iSvesti iSreiksting jos forma ir irodyti indukcijos metodu.
x, =a"x, +b@"" +a"” +... +a +1)

_an
=a"x, +b1 ,n=0,1,....
l1-a
Raskime sekos riba
1-a" 1-lima" b
limx, =lima"x, +limb =X, lima" +h—==— = .
n-o n-oo n-oo — n-oo l_a l_a

Naudojomés Zinomu rezultatu lima" =0, kai |a| <1.

n- oo
Antrasis biidas (nejudamo tasko teorema arba KoSi Kkriterijus).
Ivertinkime skirtuma tarp dviejy gretimy sekos nariy.

X0 = X,| =[ax, +b =(ax,_, +b)| =lal|x, —x,_].

n+l

I§ salygos —1<a <0 i$plaukia |al <1. Vadinasi, patenkinta svarbiausia
nejudamo tasko teoremos salyga. Objektai, figliruojantys Sioje teoremoje, tokie:
funkcija g(x) =ax +b, intervalas | =(—oo; +o0). Akivaizdu, kad g:1 - I.
Nejudamo tasko teorema teigia, kad seka {X } konverguoja { vienintelj lygties

X=ax+bh

sprendinj X' = ——.

Buvo galima nesinaudoti nejudamo tasko teorema, bet patikrinti Kosi
salyga ir surasti sekos riba, t.y. pakartoti teoremos irodyma konkreciu atveju.

X ¢6

Treciasis budas. Posekiai. IS “voratinklio” matyti, kad posekis {X,,}

didé¢ja, o posekis {X,,,,} mazéja. ISveskime reikalinga rekurenting formulg
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X ., =ax , +b =a(ax, +b) +b =a’x_ +ab +b.
Skaiciuokime skirtuma
Xone2 ™ Xan :azxzn +ab +b _(a2X2n—2 +ab +0)

— a2
=a (X2n _X2n—2)'
Matome, kad skirtumai yra pastovaus zenklo. Vadinasi, posekis yra
monotoniSkas. Ar jis didéjantis, ar mazéjantis, priklauso nuo pirmojo skirtumo

X, =X, =a’X, +ab +b —x,
=(a* -1)x, +b(a +1)
=(a+1)(a-1)x, +b(a +1)
=(a+D((a-Dx, +b).
IS salygu X, < IL ir —1 <a <0 i8plaukia, kad abu daugikliai paskutiniojoje
—a
lygybéje yra teigiami. Vadinasi, posekis {X,,} yra did¢jantis. IS prielaidos
b
X,, <—— iSplaukia
2n 1_ a p
X

— A2
hney =@ X, +ab +b

<a2i+ab +b
1-a
_a’b+ab+b-a’b -ab
1-a

b

1-a’
Egzistuoja posekio {X,,} riba limX,, =c, kuria randame, peréj¢ prie ribos
n-oo
rekurentiniame sarySyje X,,,, =a’X,, +ab +b,
limx,,,, =a’limx,, +ab +b,
n - o n-o
c=a’c+ab +b,
b
c=——-.
1-a
Analogiskai galima jrodyti, kad posekis {X,,, } mazéja, apréztas i§ apacios

konstanta =2’ kuri ir yra $io posekio riba. Taciau tai reikalauja nemazai darbo.

Pabandykime pagudrauti. Parasykime formulg
Xonsy = 8%, +D.

20+
Tai néra rekurentinis sekos {X,,,,} apibréZimas, bet jos aritmetin¢ iSraiSka
konverguojancia seka {X,,} . Galime naudotis aritmetinémis seky riby savybémis
b ab+b-ab b

=alimx,, +b =a +b = .
n-o l-a I-a I-a

}115130 Xon+

Abu posekiai {X, } ir {X,,,,} tuririba —a Vadinasi, tai yra ir visos sekos {X}

riba.

© R.Kudzma 4



Parasykime funkcijos f(x)=x"—c grafiko liestinés lygtj taske
(Xo5 f (X))
y = f(X)+ £ (X)X =%)),
Y =X —C 44X (X —X,).
Ieskome liestinés ir X-sy aSies susikirtimo tasko.
X§ —C+4% (X —X,) =0,
4X3X = 3%, +C,
1 cO
=3
Gauta reikSmg pazymime X, . Ir t.t., jei turime reikSmg X, tai sekanti
sekos narj apibréziame

=10+ 26
4 X; H

(1) Seka {x.} mazédama artéja prie ic.

b)

(i)  Jei 0<x!<c,tai X' >c arba X, >%/c >x,. Po to seka elgiasi
. . . Ve .o . 4 « v . e v . v .« . ]
kaip atveju (i), t.y. mazédama artéja prie ic. BréZinyje Sie taSkai pazyméti X, ir X, .

Taskas X, nepazymétas, nes funkcijos reikSme taske X iSeina i§ brézinio riby.

c)

a ta,
2

(a +a,)’

—7

aa, < ,
aa, <

4aa, <a’ +2aa, +a;,
0<(a,—a,).
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d)

© R.Kudzma

‘\‘/alazazau :ms\/al ;az L@; ;'34

a+a,  a,+a,
<_ 2 2 _ata, +a, +a,
2 4

(i)  Indukcijos baze.
bl >c = b, >%/c . Tai duota salygoje.
8, = <—— =4c.
b (¥e)
Indukcijos prielaida.
a, <ic<b,.

Indukcijos zingsnis.

bn+1 :%(3bn +an) 24\/br?an :\/E’

_C C
Ay —b3—5

i (4c)

(i) b =530, +a,) <5 (b, +J0) <5Gb, +b,) =D,

=3c.

(iii) Jei seka {b,} mazéjanti, tai seka a, :ﬁ didéjanti.

n

. 1 1 3
(iv) b -4 :Z(3b° +a,) —q SZGb" +a,) -4, :Z(b0 -a,),

Prielaida: b, —a, < %ﬁ (b, —a,).

Zingsnis.
by —8,. =~ (3b, +a,) -a,, <~(3b, +a,) -8, = (b, -a,)
4 4 4

s%%ﬁ (b, —a,) =H%M (b, —ay).

(v)  Dalyse (i) ir (ii) irodéme sekos {b.} apréztuma ir
monotoniskuma. Todél egzistuoja limb, = 3. Pereikime prie
n-oo

ribos lygybéje



a) Duota:
(i) Monotonisky seky teoremos prielaida — monotoniSka aprézta
seka {X,}.
(i1)) Teisingas Kosi kriterijus.
b) Irodyti: Monotonisky seky teoremos tvirtinima - D}Eﬂ X, -
(1) Irodyti, kad seka {X,} tenkina Kosi salyga.
(i) Pasinaudoti Kosi kriterijumi - [lim X, .

noo
(iii) Siuo konkregiu atveju (iii) dalies nebereikia, nes jau viskas
frodyta (i1) dalyje (Llim X, ).
d) Laikykime, kad seka yra did¢janti ir apréZzta i§ virSaus konstanta M,
ty. X, < X, ir X, <M,[n. Sakykime, kad seka netenkina Kosi

salygos. Tada [k,e> OINJ nxn N, mpm N,

Xy = Xn| Z €.

Paimkime N =1. [h,m;m> n> 11X, = X, |= X, = X, 2 € ; Tada

M

m,

Xo =X =Xy X, 2E+X, 2E +X.

Imkime N =m,. [h,,m,;;m,> n,> m,,

X, = X

= Xy~ X, 2 € ir

L)
Xo, = X, — X, +X, 2E +X, 2E +X, 2€ +€ +X =26 #X,.
Suformuluokime hipotez¢ (indukcijos prielaida):

Ky, 5 Xy, ZKE+X,.

Indukcijos Zingsnis.

Imkime N =m, . Tada

(N> Myys My > N> My, Xow ™ %0 |™ Xmew = X, 2
ir

=X X, *+X
M4 My N4 N4

=&+ Xnk+l

2€+X,

2e+ke +x

=(k +1)e +x,.
Sukonstravome sekos {X,} poseki {X; }, kuris neapréztas i§ virSaus,
nes liﬁn;(ks +X,) = +oo. Tai prieStarauja sekos apréZtumui. Vadinasi,

prielaida, kad seka netenkina Kosi salygos neteisinga.
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