4 egzaminas

1. Duota lygtis:
ydx+(y* —=x)dy =0.
a) Suraskite integruojantij daugikli |1 (x arba y funkcijq).

Patikriname biitinaja salyga, kad lygtis biity pilno diferencialo lygtimi.
P= s Q =y = X,

P _ 00 _ 0P 20
dy o "9y ox
Jei funkcija
00 OJP

_ox oy _-1-1_ 2

P(x,y) y
yra tik kintamojo y funkcija, tai integruojantjji daugikli ¢ galima rasti suintegruojant

JoE= frodr=—[

In|u|=-2In[y|+InC,

C
u=—.
Y

b) Kokioje srityje (srityse) forma @ = [ydx+ 1(y’ —x)dy tenkina
Puankare teoremos sqlygas?

Padauginame prading lygti i$ integruojancio daugiklio
1 1 1
o :—zyabc+—2(y3 —x)dy =—dx+ y—i2 dy .
y y y y
Patikriname dalines i$vestines.
1 x
Pl(xay) :_agl(xay) = y__za
y y

OR __ 109 _ 1 0R_0dQ

oo oy ox
Funkcijos P,Q, apibréztos srityse D, ={(x;y),y >0},D, ={(x;y),y <0}, kurios abi
yra zvaigzdings.

¢) Naudodami kreivinius integralus, suraskite funkcijq u(x;y), kad
du=0.

Galima taikyti gatava formulg



u(v.)= [ Ry )de+ [ Oy

X0 Yo
xl y
=J—dt+J(t—12)dt
xoyo Yo 4

2 ]y
X X, (t X
=+ —+—
yO yO 2 tyo
X X 2 X 2 X
E I AN
Yo Yo 2 ¥y 2
2
2y

d) Jei nesugebate atlikti dalies (), tai suraskite funkcijq u kitaip.

.. Ju 1 du X . . .. . x )
Zinant, kad — =—,— =y ——, galima mintinai suintegruoti ir paraSyti u = —+-—.
Xy oy y y 2

e) Nubrézkite lygties fazinj portretq.

Jei turime diferencialinés lygties integrala, t.y. funkcija u(x, y), tai diferencialinés

lygties portretas yra funkcijos u portretas. Taigi reikia nupiesti Seima lygio linijy
2

£+y—+C,

y
y3
x=Cy——.
4 2




) Paaiskinkite, kaip is lygties ydx+(y" —x)dy = 0 gaunama sistema
{;{,i);_ s ? Kuo skiriasi diferencialinés lygties is () ir lygciy
sistemos faziniai portretai?
Diferencialing lygti galima pertvarkyti
ydx = (x—y*)dy,

Y__ ¥y

dc x—y'
Jei ieSkotume sprendinio parametrine forma x(z), y(¢), tai zinodami i§vestiniy
sarysius

LA

de "X
1§ diferencialinés lygties gautume sistema

{x’ =x-’,

Y=y

Faziniai portretai sutapty, tik sistemos trajektorijoms galima priskirti kryptis.
g) Surade sistemos

{x’=x—y3,x(0)=xo,

V'=y,0)=y,
antros lygties sprendini, pirmqjq lygti isspreskite konstanty varijavimo
metodu.

Antrosios lygties sprendinys y = y,e'. Istatome ji i pirmaja lygti ir sprendZiame
X=x—ye".
Sprendziame homogening lygti
X =x.
Jos sprendinys x = Ce'. Laikome, kad C priklauso nuo ¢.
X' =Ce+Cé,
C'e' +Ce' =Ce' — y e
3 3t

C'e =—ye
C'==ye”

3
cm:—%w”+c

Taigi



3
x(t) = [—ﬁezt + C)e’,
2
3
x(0)=x, :—%+ C,

3
C=x0+&,
2

3 3

Yo |0 Yo 3¢
x(t)=|x,+— e ——¢€".
()(0 2) >

h) Patikrinkite, kad sistemos is (g) sprendinys tenkina sqlygq
u(x(2); (1)) = u(xy33,) -

Skai¢iuojame
2
v oox
u(x,y)=—+-—,
(% y) ==
2 2t 3 3
Vo€ 1 Yo Yo 20 |
u(x(t),y())= +t—| X, +———¢" |[e
(x(2), ¥(1)) 5 yoet(o » "5 )
2 2t

2 2
e X
%o F Vo Do

+
2 Vo 2 2
2
X,
:_O+ﬁ =u(xy, ¥)-
Yo 2

1) Patikslinkite dalies (e) fazinj portretq.
Jei y, >0, tai

lim y(z) = lim y,e' = +oo,
f—>4oo f—rtoo

3 3
lim x(z) = lim ([xo + %)e’ - %e” ): —co |

Jei y, <0, tai riby Zenklai buty prieSingi. Lygties portrete galima pripiesti rodykles,
vedancias link begalybiy.

2. Duota kreiviy Seima y —1=(x+C)’.
a) Isveskite gaubtinés lygtj.

Kreiviy Seimos F(x,y,C) =0 gaubting nusako lygciy sistema

F(x,y,C)=0,

oF
—(x,y,C)=0.
ac( »,0)
(x+C)’ —y+1=0,
2(x+C)=0,
y=I.

b) Uzrasykite ir patikrinkite sqlygaq, garantuojanciq gaubtinés ir kreiviy
Seimos liestiniy bendrumq gaubtinés taskuose.



Salyga, garantuojanti gaubtinés ir kreiviy Seimos liestiniy bendruma yra

oF  oF
ox )
: Y lxo0.
o°F o°F
wAC  yIC|
Tikriname salyga
2(x+C) -1
=2#0.
2 0

c) Isveskite kreiviy Seimos diferencialine lygti.

y=l+(x+C)2,
V' =2(x+C),

x+C=%xy-1,
y,:iz\/y_la

V7 =4(y-1).

d) Suraskite lygties y' =2y —1 bendrqji sprendinj.

y,:2\/y_17
ﬂ=2\/y—l,
dx

dy
J2 y—1_dx’

Ny—1=x+C.

e) Kuo skiriasi kreiviy Seima, nusakyta lygties y' =2.]y —1 bendruoju

sprendiniu, nuo kreiviy Seimos y—1=(x+C)*? Kodél?

Diferencialinés lygties sprendiniai /¥ —1 = x+ C sudaro tik deSiniaja pus¢ paraboliy

y—1=(x+C)’. Visa paraboliy $eima aprasyty dvi lygtys 1" =2,/y—1,
Y ==2y-1.

) Suraskite lygties y' =2y —1 ypatingaji sprendinj.
Lygties ypatingasis sprendinys y=1.

g) Patikrinkite Lipsico sqlygq y atzvilgiu funkcijai f(x;y) =~y —1 srityje

y2l+¢g,e>0.

Galime taikyti Lagranzo teorema



d
)= £ oy =L o)y -2l ce (o).
dy
I _ 1
dy  2y-1
| | |
< = ,y=1
21 2ive-1 24" e
|
17+ - S_ 1~ 2l = .
NI 2\/E|y »lyzl+e

h) [rodykite, kad funkcija f(x;y)=+y—1 srityje y =1 netenkina LipSico
salygos y atzvilgiu.

Tai galima jrodyti netiesiogiai. Jei funkcija f(x;y) = \/ﬁ tenkinty srityje y =1
Lipsico salyga, tai diferencialiné lygtis )" = 2\/ﬁ su bet kokia pradine salyga
(x4:%0) > ¥, 21, turéty vienintelj sprendini. Taciau per taska (x,;1) eina be galo daug
integraliniy kreiviy

Lx<x,x >x,,
y(x)= 5
I+ (x—x)",x2x,.

3. Duota diferencialiné lygtis y"+2y +y=e".
a) Naudodami Laplaso transformacijq, raskite homogeninés lygties
V' +2y"+y =0 sprendinius, tenkinancius sqlygas

y1(0)=1,/(0)=0;,(0)=0,,(0)=1.

Randame diferencialinés lygties Laplaso transformacija.
s*Y(s)—sy(0) =y (0)+2sY(s)—2y(0)+ Y(s)=0.

Bus du atvejai

I. s’Y(s)—s+2sY,(s)=2+Y,(s)=0,

s+2  (s+D)+1 1 1

= = +

(s+1)>  (s+1)*  s+1 (s+1)*°
y(@)=e'+te.

IL 5°Y,(s)—1+2sY,(s)+ Y, (s)=0,

1

YZ(S):W’

y,(t)=te™.

Yi(s)=

b) Parasykite trecios eilés poliaus apibrézimgq. Isveskite reziduumo
formule trecios eilés poliui.

Vienas i§ galimy apibrézimuy:
Sakysime, kad funkcija turi trecios eilé poliy taske a, jei jos Lorano eiluté taSko a
pradurtoje aplinkoje turi tokia iSraisSka



a a a
flz)=—"= T+ — >+ L +a,+a(z-a)+..., a, #0.
(z=a) (z—a)" z-a

R:es f(z)=a,.

Norint rasti funkcijos reziduuma, reikia padauginti funkcija i$ (z —a)’, dukart

i8diferencijuoti ir pereiti prie ribos, kai z —> a .

Res /(2)=lim=(/(2)z-a)') =a..

¢) Parasykite funkcijos e skleidinj z+1 laipsniais.

oo

t}’l
tz t(z+1)—t —t _t(z+l) _ -t n
e =e =e e =e E—Z‘i‘l .
'( )

n=01:
d) Naudodami Laplaso transformcijq, raskite nehomogeninés lygties
Y'+2y'+y=e" sprendinj, tenkinanti sqlygq y,(0)=0,y;(0)=0.
Atvirkstine Laplaso transformacijq ieskokite, taikydami kompleksinio
kintamojo integravimq. Sitilau reziduumus skaiciuoti naudojant dalies

(c) skleidinj.

Parasome pagalbing lygti
S()+ 258+ Y (5) =~

s+1°

¥, (s) = —
0 (s+1)*

1 Cc+ioco

H=— | Y.(2)e"dz
2(0) 2m'c_L ,(2)
=Res ¢ 3
=1 (z+1)
t2etz t2e7t

= liml(e’z ) = lim =
z—-1 2 z——1 2 2
IS eksponentés skleidinio gautume

e te 3
— ( n
(z+1) zg RCRE
te”
Kai n=2, gauname a_, = >

e) Pagriskite dalies (d) skaiciavimus, nubrézdami integravimo kontiirq ir

ivertindami reikiamus integralus.

Nubrézkime integravimo kontiirg ir parametrizuokime kelius.



A
y ‘72
(y)=c+iy,-R<y<R, “
YE(S):S+iR90SSSC, ’J/3 “yl
o U RY/
7’3((P):R€(p,53¢37, -Il . s=
Y,(s)=s—iR,0<s<c.
Y4

1z

Apibrézkime konttra y =y, Uy, Uy, UY,. Jo viduje yra tik vienas funkcijos 11y
z+

ypatingas taskas z =—1. Tai trecios eilés polius. Taikome reziduumy teorema.

1 1z iz
— ¢ Tdz =Res ¢ T
2mi s (z+1) =1 (z+1)
Skaic¢iuosime integralus kiekvienu keliu atskirai.
1 e

1

lim dz = lim — | Y, (z)e"dz = y, (1) .

R 2iy (z41) ko 27ri£ o2) %)

Kitus integralus jvertinsime. Visur laikysime, kad ¢ > 0. PradZiai keliu 7, .

—J. ¢ ~dz
(z+1)

72

1z

e
j(z+1)3 z

72

Visiskai analogiSkai jvertintume integrala keliu 7y, . Vertinkime integrala keliu ;.

iz

31/2 (R . i
e iRe"’

de

e
J(z+1)3 =

73

/2 (1+R€i(p )3

3m/2 |etR(cos¢)+isintp)l-Rei(p|

do

- .13
/2 |1+Re"p|
3m/2 etRcos(pR

/2 (R - 1)3
Rr
(R-1)’

<

de

<

— 0,R — +oo.

Ragydami nelygybe ¢”“*? <1, naudojomés tuo, kad cos¢ <0, kai % <p< 377: .

f) Uzrasykite nehomogeninés lygties bendrqji sprendinj.




Bendrojo sprendinio iSraiSka
YO =Cx )+ Cop, (1) + 3, (2)

2
- - P A
=C/(e"+te")+ C,te t+Ee ’

&ia C,,C, - bet kokios konstantos. Zinoma, bendrasis sprendinys gali biiti ir kitoks
t2
y()=Ce ' +Cyte” + Ee_’.

g) Raskite nehomogeninés lygties sprendinj su pradine sqlyga
»(0)=1)(0)=1.

Istatome pradines salygas
1= y(0) = Cy,(0) + C,y,(0) + 3, (0) = C,,
1=(0)=Cy{(0)+ C,)5(0) + 5 (0) = C,.
2

Atsakymas: y(£)=y,(0)+ y,())+ y, (1) =€ +2te”" + %e_’ )

4. Duota diferencialiné lygtis y"+2y +y=0.

) ’ . . 7. . . .. ,:_2 -V,
a) Keitiniu y" = x diferencialine lygti suveskite i sistemq {;, =0,

-2 -1
Pazymékime A= .
1 0

Jei y'=x, tai y”=x". [statome tai { duotaja diferencialing lygti
X +2x+y=0,
X' =-2x—y.

Gavome pirmos eilés tiesiniy diferencialiniy lygciy sistema

x'==-2x-y,
"=x.
b) Suraskite matricq D, suvedanciq matricq A i kanonine Zordano formgq
J=D"4D.

Ieskome matricos A tikriniy reikSmiy.

olet(A—/lE)=‘_2_/l :;‘zaz +2A+1=0,
A, =-1.

IeSkome matricos A tikriniy vektoriy & = (? ]
(A-AE). =0, 2

241 S1YE)_(-G-&)_(0
(7 LG



Gauname vieng nepriklausoma lygti & +&, =0 ir tikriniy vektoriy vienmati poerdvi,

1
generuoty vektoriaus & :[

1
n, = [1 ) Randame vektoriy

N, =(4-AE)m, :( 1

Sudarome matrica D =(n,1,) :[

). Imame vektoriy, kuris néra tikrinis vektorius,

)

: ] Randame atvirkSting matrica

D—1:L a —a :L 1 -1

|D| —a,, a, -4\ -2 =2

Skai¢iuojame
| (1 -1y-2  -1y=2 1
D'AD=——
41 -2 211 0 2 1
(-3 -1y 1
4| 2 2 12 1

c) Pazyméje z = (; ), w= (z ), z = Dw, gaukite sistemq W = Jw.

Istatykime naujus kintamuosius w i lygti
Z'=Az,
Dw = ADw,
w=D"ADw=Jw.

d) Isspreskite (kokiu norite biidu) sistemq W = Jw su pradinéem sqlygom
u(0) = u,,v(0) =v,.

ParaSome trikampg diferencialiniy lyg¢iy sitema
u=—u+v,
{v' =—.
Antrosios lygties sprendinys v(¢) =v,e”’ . Sprendziame pirmaja
u'=—u+ve".

Homogeninés lygties u’=—u sprendinys u = Ce ™. Laikydami C = C(¢), i8vedame jai
diferencialing lygti

10



Ce'+(—Ce")=—-Ce™" +ve”,
Ce' =ve”,

C'=v,,

C(t)= vt +C,
u(t)=(t+Ce™,
u,=u(0)=C,

u(t)= vyt +uy)e.

e) Nubrézkite sistemos is (d) dalies fazine diagramq (u;v) koordinaciy
sistemoje.

u=uge +vte’,
{v =ve .
Akivaizdu, kad
limu(t)=limv(z)=0.
140 (—>te0
Jei v, =0, tai v(¢)=0,V2,0 u(t)=ue’ — 0,6 >+ Jei v, #0, tai i§ funkcijos v
iSraiSkos galima i$spresti ¢ ir istatyti | funkcijos u iSraiska.
v

t=—In—,
Vo

u v
u=—"v—vln—,
Vo Vo
Jei v, >0, tai funkcija u apibrézta teigiamiem v, jei v, <0, tai — neigiamiem.
Randame funkcijos u# =u(v) iSvesting
u v v, 1 u v
u=-"-ln——vLt—=—"L—-]-In—.
v, Vo VY, Vv v,
. . (u v
v, > 0,limu/(v) =lim[ £ —1—In— |=+oo,
w0 w0 v vo

. . (u %
v, <0,limu’(v) =lim| 2 —1—In— |=oo.
vTo vTo VO Vo

Trajektorijos artéja prie tasko (0;0) liesdamos u asj.

11
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A
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\

Brézinyje nubrézta tik viena kreivé (tiksliau dvi).
f) Ivardinkite pusiausvyros taskq (0;0).
Taskas (0;0) yra asimptotiSkai stabilus i§sigimgs mazgas.

5. Kosi integraline fomulé.
a) Suformuluokite teoremq.

Teorema. Sakykime, f'analizin¢ funkcija srityje D, ¥ - uzdara iStiesinama Zordano
kreive, priklausanti sri¢iai D kartu su savo vidumi, z, - taskas kreivés viduje. Tada

==L

2mi s, z -z,

Kreivé apeina taska z, teigiama kryptimi (prie§ laikrodZio rodyklg).
b) Kokiais pagrindiniais faktais remiasi jos jrodymas?

1. Taikoma sudétinio kontiiro teorema. Tada integralas kreive y pakeiiamas
integralu apskritimu y, (1) = z, + pe”,0< 1 < 27.

2. Apskaiciuojamas integralas

! ! dz .

27i 7 272

3. Naudojamasi funkcijos f tolydumu taSke z,. [vertinamas integralas

L (LS,

‘2%1’ zZ—z,

Yo

c) Pateikite vienq, jiisy nuomone vertq démesio, Kosi integralinés
formulés taikymy.

Kosi integraliné formulé taikoma analizinei funkcijai iSskleisti laipsnine eilute.
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