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1. a) Tolydziai diferencijuojamai funkcijai f jrodykite formule:
1 1 1 ,
o/ (e =—(f W)+ FO)= | @, (0)f (),

o 1
cia (01(x):x—5~

Integruokime dalimis

[ o= f(x)d(x—%)

1
1 1 1
= f(x)(x —5]0 - fo(x - E)df(x)
1 ! ,
=~ (fO+ fO)= [/ ().
b) Apibrézkime funkcijq
v, (x)=¢,(x),0<x <1,
v,(x)=@(x—k),k<x<k+Lk=12,...
Nubrézkite funkcijos y, grafikq intervale [0;4].

1/2

il L

¢) Irodykite, kad jk“ F(x)dx = %( )+ f(k+1)— jkk“ w,(x0) f/(x)dx, ke N.

Integruokime dalimis

[ reax=]" f(x)d(x—k—%)

=f(x)(x—k—%]k —jkk“(x—k—%)df(x)
:f(k+1)(k+1—k—%)—f(k)(k—k—%)—jk"”(x—k—%)df(x)
S0+ £ )= [0 f

d) [rodykite, kad

Jo Qe =2 FO)+ )+ F @)+t =15 )= [ (0 ()

Susumuokime lygybes, jrodytas pereitoje dalyje nuo 0 iki n—1:



Jo £ e =)+ £) = [y (0.
J} ey =1+ @)= w0 ds

7 e = 1w+ rhkr )= ods

J/ S @x = (F =D+ £ - [ v (o
Jo @ =2 FO+ F)+ F Q)+t £ =D+ F )= [0 f (e

e) Suraskite antrojo laipsnio polinomq y = @,(x), tenkinantj sqlygas

’ . 1
0, (x)=¢,(x),xe R, ir J.O 0,(x)dx=0.
Nubrézkite funkcijos y = @,(x) grafikq intervale [0;1].
1

0,(x)= fgol(x)dx = J.(x—%)dx =%x2 —5x+ C;

:1—1+C:—L+C,
6 4 12
c=—,
12
, 1 1
X)==—X ——x+—.
Qo) =X ——x+

1) Apibrézkime funkcijq
V,(x)=¢,(x),0<x <1,
V,(x)=0,(x—k),k<x<k+1,k=12,....

Nubreézkite funkcijos v, grafikq intervale [0;4].

g) Dukart tolydziai diferencijuojamai funkcijai f jrodykite lygybe
Ji = FO+ T 1)+ )= (f )= fO)+ [ w0 f (). @4

IS funkeiju @,,v,,9,,y, apibrézimy iSplaukia, kad
v, () =y, (x),k<x<k+1,Vk.
Tada



[ w0 @ =y £ (dx
= [ r 0y, )
= /W@ = [ v 0 (dx
1, 1, k+l ”
= A D)= )= [ () (o)
Galime patikslinti (c) dalies formule

1 rede=2 1w+ rw ) £ 0ds

1 1, 1, . ,
=5(f(k)+f(k+1))—af(k+1)+Ef(k)+fk ¥, (x).f 7 (x)dx

Susumavg pastarasias lygybes nuo 0 iki n—1, gauname reikalaujama rezultata.

h) frodykite, kad [y, (x)dx =0,k =0.1.2,....

k+1 k+1
v dx =gy (x—k)dx.
Pakeiskime integravimo kintamuosius
x—k=u,dx=du,

x=ku=0,x=k+Lu=1,
k+1 1
jk @,(x—k)dx = jo @,(u)du=0.
i) Panaudokite formule, isvestq dalyje (g) funkcijai f(x)=x", ir gaukite

kvadraty sumos formule 2 K = n(n+ 1)6(2n +1) .
k=1

Kadangi (x*) =2x,(x*)" =2, tai

[lv oy dx = 2 [T 0-2-ax =0,

n—1
I xzdleO2 +2k2 +ln2 —L(2n—2-0),
0 2 par 2 12

ikz _n_3+n_2+2_n(n+l)(2n+l)
k=0 3 2 6 6 '

2. Nagrinékime funkcijq f(x)=x",0<x<1. Apibrézkime sekq laiptiniy funkcijy

2 2
gon(x):(E) ,ESx<ﬂ,k:0,l,2,...,n—2, gon(x):(n—_l) ,n—_leSI.
n) n n n n

a) Nubrézkite funkcijy f ir @, grafikus viename brézinyje.



0.0 0.5 1.0 1.5

b) Apskaiciuokite atstumq tarp funkcijy d(f,@,)= sup | f(x)—-o, (x)| .

0<x<1

Pavaizduokite 5i atstumq bréZinyje.

d(f.9,) = sup|f(x)~@,(x)|

0<x<1

=/ (D) -p,0)|

=‘f(l)—f(%]

_‘1_2_1
16/ 16

c) Apskaiciuokite (jvertinkite) atstumq tarp funkcijy
a(f.e,) = sup |/ (x)~¢,(x)|, neN.

<x<1

a(f.e,)= (iugl|f(X) -0, ()|

= |f(1) —§0n(1)|
=‘f(1)—f(n—_1]
n
=
n
_nz—(n2—2n+1)
= ~
2n—-1 2n 2
=7 <—3=—
n n o on

d) Suformuluokite, kq reiskia, kad laiptiniy funkcijy seka {@,} tolygiai
konverguoja i funkcijq f(x)=x" inetrvale [0;1].
Sakysime, kad laiptiniy funkciju seka {¢, } tolygiai konverguoja i funkcija f(x)=x’
inetrvale [0;1], jei kiekvienam ¢&,¢& > 0, egzistuoja toks N, kad



d(f.e,)= Supl|f(X) -9,(x)| <€,
kai n> N .
e) Naudodamiesi Kantoro teorema, jrodykite, kad laiptiniy funkcijy seka {¢,},
apibrézta uzdavinio pradzioje, tolygiai konverguoja i funkcijq f(x)=x" intervale

[0;1].
Kadangi funkcija f(x)=x" yra didéjanti, tai

(e
)

¢ia ¢, (a-0)= li%n ¢, (x). IS Kantoro teoremos iSplaukia, kad bet

d(f.e,)= sup

k=0,...,n—1

kokiame, e > 0, egzistuoja toks teigiamas o , kad
¥ =x"1<8 = |f(x)- f(x")|<e.

Todél pakankamai dideliam » K+l K = 1 <6 .Tadair
n n n
k+1 k
sup f(—)—f(—} =d(f.p,)<Et.
k=0,...,n—1 n n

f) [rodykite tq pati, kq ir dalyje (e), naudodami jverti, gautq dalyje (c).
Dalyje (c) gautas jvertis d(f,@,) < 2 rodo, kad limd(f,p,)=0.
n n—eo

g) Apskaiciuokite integralus Ll @, (x)dx ir ribq lim Ll @, (x)dx.

k+1/n

J.ol P (x)dx - nz_lf.'.k/n P (x)dx

1 (n-Dn2n-1)
n 6
Sumai rasti naudojomeés pirmojo uzdavinio dalyje (i) iSvesta (parasyta) formule.

(n—=Dn(2n-1)

lim [/ @, (x)dx = lim

n—oco Nn—yoo n

il )

e 6 3




3. a) Istirkite iskilumq, suraskite asimptotes ir nubrézkite funkcijos f(x)=~1+x>
grafikq.

Pirmiausia pastebésime, kad funkcija lyginé. Vadinasi, funkcijos grafikas yra
simetriSkas y-y aSies atzvilgiu. Apskai¢iuokime iSvestines

(m):&i‘—ﬁ,

X
(\/1+x2) = " > 1+X2 = ! 3
+x =
(1+x?)?
Pirmoji funkcijos iSvestiné teigiama, kai x >0 ir neigiama, kai x <0. Vadinasi,
taskas x =0 yra minimumo taskas. Antroji iSvestin¢ visada teigiama — funkcija iskila.

1
/ 2 x o 1+—
lim Y i X,
X—>+oo X X—>+oo0 X
2 2
1im(\/1+x2—x):1im(“”x —x)(i+x +x):lim;:0.
X—>+oo X—>+oo \/1+x2+x X—>+oo 1+x2+x

Taigi ties¢ y = x, o taip pat ties¢ y =—x yra grafiko asimptotés. Bréziame grafika.

Y

b) Brézinyje pavaizduokite figiirq, kurios plotq isreiskia integralas

JOA(\/1+x2 —-x)dx, A>0.

c) Suintegruokite skirtingais biidais integralq (pateikiamas atsakymas)
J.\/l+x2dx = %X\/l+x2 +%1n(x+\/1+x2)+ C.

(Zenklo pakeitimas Euler’io keitiniuose nebus laikomas kitu biidu. Neissigqskite, jei
gausite kitokiq pirmykstés funkcijos israiskq. Jei integravote teisingai, tai ji
ekvivalentiska nurodytai formai. Pabandykite tuo jsitikinti).

1 budas. Keiskime kintamuosius



x =sht,
Vx> +1=+/sh%t+1=+/ch’¢ = cht,

dx =cht;
J\/x2+ldx=Jchtchtdt
J‘Ch2t+l
:lsh2t+lt+C
4 2
1 1
=—2shtcht+—¢t+C
4 2

:%x\/xz +1 +%1n(x+\/1+x2)+C.

2 biidas. Naudosime Eulerio keitinj V1+x> =x—z
X H+l=x>-2xz+2°,

2xz=2z" -1,

-1 1 1
xX= =—|z——
2z 2 z

\/_2 z2 -1 -1-z° 1(1 )
I+x" =x-z= —z= =——|=+z|

2z 2z 2\ z
ALY PR PR s /8
2 z 2 z
2 2
[Virrar=—[H2 2ty
2z 2z
4 2
:_l z +23Z +1 I
4 z
1 ( 1
=——||z+=+= Yz
z z
2
:—1(2—+2lnlzl——2)+c

2
:—lln|z|—l Z—l l+Z +C

2 8 z Nz
:—%ln(\/l+x2—x)+%x\/1+x2+C

Atsakymas dar néra toks, koks nurodytas. Galima logaritma pertvarkyti



111(\/@ —x)=In (m — x)(m + X)

)c+\/1+x2

1+x>—x*

x+V1+x’

1
=In———=—In(x +V1+x°)
x+1+x

3 biuidas. Integruokime dalimis

J\/xz +1dx = xVx* +1 —J.ngfdx
240x" +1

=In

2
=xVx’+1— Ll_ldx
I Vx?+1

Gavome lygti integralo J.\/ x” +1dx atzvilgiu. Ja i§sprendziame
J.\/x2+1dx=lx\/x2+l+lf dx .
2 27 Jx+1

Integralas pasatrojoje lygybéje yra lentelinis integralas, t.y.

J dx =In(x+v1+x*)+C.

1+ x*

d) Istirkite integralo J: (V14 x* =x)dx konvergavimq pagal apibréZimaq.
Reikia apskaiciuoti riba
2

A
lim A(\/X2+1—X)dx=}lirri(%m/x2+l+%ln(x+\/x2+1)—%]

A— 0
im| LAV 41+t (as v 51) A
:}11210 EA A +1+In\4+vA" +1 —7

Nesunku pastebéti, kad

ANA +1-4*>0.
2
lim(%A\/Az 1 —A?+%ln(A2 e +1))2}1in0101n(A+\/A2 +1) = oo

Tada

A—>o0

e) Istirkite integralo J? (V14 x> —=x)dx konvergavimq naudodami palyginimo

teoremq.
Integrala suskaidome i du

J:(\/1+x2 —x)a’)c=J‘01(\/l+x2 —)c)abc+'|‘:0(\/1+x2 —x)dx.

Pirmasis integralas konverguoja, nes pointegraliné¢ funkcija tolydi intervale [0,1].
Antrajam iStirti reikia iSsiaiSkinti, kokiam x-so laipsniui pointegraliné funkcija yra
ekvivalentisSka, kai x — oo.



N B C LR )| CO ESR)

x+\/x2+1

1 1
= ~—,X —> +oo,

1 2x
x| I+, /1+—
X

Toki rezultata galima gauti ir kitaip
1

VXt +l-x=x 1+L2)Z—x

X
11 1
=x|1+=—+o|— [|-x
2x X
ol )
=x+—+x-0l— |-x

2x X

1 1 1
=—+o|—|~—,x >

2x X 2x

Funkcija 2L néra integruojama intervale [1;+eo) . Tada tokia pati yra ir funkcija
X

Vx* +1—x arba integralas J‘:o (vx* +1—=x)dx diverguoja. Tada diverguoja ir
integralas J:m (Vx*+1—=x)dx.

4.

a) Apibrézkite tolygaus tolydumo sqvokq. Suformuluokite Kantoro teoremaq.
Apibrézimas. Realaus kintamojo funkcija f vadinsime tolygiai tolydzia aibéje X, jei
bet kokiam teigiamam & galima rasti tokj teigiama o , kad

¥ =x"1<8, ¥, x"'e X = |f(x)-f(x")|<e.

Kantoro teorema. Tolydi funkcija uzdarame intervale [a,b] yra tolygiai tolydi jame.

b) Pateikite pavyzdj tolydzios funkcijos (ne konstantos) intervale [1;00) , kad ji
buty tolygiai tolydi visame intervale. Pavyzdj pagriskite.
Galima pateikti keleta pavyzdziy.

1. f(x)=x.
/()= (") =Ix - x"I< e, kai [x¥' - x"|< 5, t.y. galime imti § =¢ .
1
2. f(x)=—.
X
HCIRFICH E i,—L,, ~12 ’—:c <|x'—=x"|,kai x¥’21ir x"21.
X X

Kaip ir pirmajame pavyzdyje galime imti 6 =€ .



c) Pateikite pavyzdi tolydzios, bet netolygiai tolydzios funkcijos intervale [0;1) .
Pagriskite tai.

Funkcija f(x) :1L tolydi intervale [0;1).
-X
’ ” | 1 1 | | x=x | |X”—X,|
X )— X )= — = =
|f( ) f( )| |1_x, 1—X”| ‘(l—x’)(l—x")| |l—x'|-|l—x”|
Reikia patikrinti salyga
Je,e>0,V8,6 >0,3x,x"e X |IxX —x"|<§,

f(x,)—f(x”)| 2E.
Imkime =1, 0<x'<x"<1, 6 <1, |x"—x'|:x”—x'=%. Tada jvertiname

) )

|x// _ x/l |xll _ x/l 2

N=xT-N=x] N=x"+x"—x]-N=x" _‘

= > 2 >
1—x"+‘~|1—x"| ‘1_x”+6
2 2

ir i§sprendziame paskutiniaja nelygybe
) 5[

—2-x"+—=
2
1—x”+§‘=l—x”+—,

.
2 2 2
l—x”S\/E—é

2 2

Paéme x” pakankamai arti 1, t.y. tenkinanc¢io auk$¢iau parasyta nelygybe, o

2

)

0<x'<x"<1, x”—x':%, gausime, kad |/ (x) — f(x")| > 1.

d) Suformuluokite Kantoro teoremos jrodymo pagrindinius etapus. Jei Zinote du
skirtingus jrodymus, tai parasykite abiem atvejais.

1 zingsnis. Sakykime, funkcija néra tolygiai tolydi.
Je,e>0,V8,6 >0,3x,x"e X |IxX —x"|<$, f(x')—f(x”)| >e.

2 zingsnis. Imame tokia seka {0,} , kad limd, =0. Tada randame sekas {x’},{x},

tenkinancias auksciau uzrasytas salygas.
3 zingsnis. Remdamiesi Vejerstraso teorema i§ sekos {x} iSrenkame poseki {x;k },
konverguojanti i koki nors aibés X elementa c. Posekis {x;'k } taip pat konverguos i c.

4 Zingsnis. Pasinaudoj¢ funkcijos f tolydumu taSke c, galime pereiti prie ribos
nelygybé¢je

)= 1)

ir gauti prieStara.

2E

10



