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1. Duotas plokstumos R* poaibis K ={(x;0),xe[0,1]}.
a) Naudodamiesi kompaktiskos aibés apibrézZimu seky kalba, jrodykite,
kad K yra kompaktiska aibe.

Paimkime bet kokig seka z, =(x,,0)e K,Vn . Pirmyjy koordinaciy seka {x,} aprézta.
IS Vejerstraso teoremos iSplaukia, kad i8 sekos {x,} galima iSrinkti konverguojantj
poseki {x, }, t.y. egzistuoja riba Ilcim x, =a,0<a<]1. Tadaposekis z, =(x,,0)

konverguoja i aibés K elementa (a,0).

b) [rodykite teigini: Jei G yra atviras R* poaibis, tai
G, =GNR_,R_={(x,0),xe R}yra atviras tiesés R poaibis.
Pavaizduokite tai geometriskai.
Paimkime taska z=(a;0)e G R . Egzistuoja toks »,7 >0, kad skritulys su centru z

ir spinduliu » B(z,r) c G . Tada intervalas ((a—r,a+r),0)c G, .

\

¢) Naudodamiesi kompaktiskos aibés apibréZimu atviryjy denginiy kalba,
irodykite, kad K yra kompaktiska aibe.
Sakykime, {G*,xxe A},G* cR” - aibés K denginys atviromis aibémis. Dalyje (b)
irodéme, kad aibés G =G” MR yra atviri tiesés R poaibiai. Jy sistema
{G?,ae A} padengia vinmatg aibg K. Pagal Borelio lema i§ $ios sistemos galima

iSrinkti baigting sistema {G*,o, € 4,k =1,2,...,m}, padengian¢ia K. Tada ir dvimaciy

X

atviryjy aibiy sistema {G™,a, € 4,k =1,2,...,m} padengs K.

d) [rodykite, kad K yra uzdara aibé (naudodamiesi uzdarosios aibés
apibrézimu).

Sakysime, kad aibé K uzdara, jei jos papildinys K¢ =R*\ K atvira aibé. Paimkime
taska i§ aibés K papildinio. Gali biiti keli atvejai.

1. Sakykime, a =(a,,a,)€ K ir a, #0 . Apibrézkime 7, =a72|. Tada B(a;r) cK€.
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2. Sakykime, b=(b;;0)e K C,b1 >1. Apibrézkime r = b12 . Aisku, kad

Bb;rymK =2
3. Jei c=(c¢;;0)e K ,c, <0, tai apibrézkime r, =|c—21| :_701‘ veél B(c;r) <K€,
[rodéme, kad aibé K€ yra atvira. Tada aibé K uzdara.
4. Duota dviejy kintamyjy funkcija f(x,y)=xy—x".
a) Nubrézkite funkcijos portretq.
Apskai¢iuojame pirmasias dalines iSvestines
of of
—=f.=y-2x,=—=f,=x.
ox fe=y dy /
Horizontalioji daugdara H : f, = y—2x=0 - ties¢ y=2x.
Vertikalioji daugdara V': f = x=0 - y-y aSis. Tikriname, ar ties¢ x =0 néra lygio
linija. f(0,y)=0. Taip — tai nulin¢ lygio linija.
Horizontalios ir vertikalios daugdary sankirta — vienas taskas O(0;0)
SkaicCiuojame antrasias iSvestines

9°f 9’ f
ax2 fxx 2 ay2 f:"y

ir sudarome antryjy iSvestiniy matrica
-2 1
)
Determinantas A, =—1, matrica neigiamai apibrézta, taSkas O(0;0) - balno taskas.
Siuo atveju lengva rasti separatrisg

Sf(x,y)=£(0,0)=0,

*f
" 0xdy

:f;(y:l

2
xy—x"=0,
x(y—x)=0,
x=0,y=x.

Nustatome lygio linijy didéjimo ir mazéjimo sritis pagal pirmajq iSvesting
, f. y=2x 2x-y
yx =—=— = .
f, X X
Bréziame funkcijos portreta.
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b) Sakykime, y(t) = (h(t),k(t)) yra separatrisés, einancios per taskq

(0,0) (7(0)=0,k(0)=0), parametrizacija. ISveskite separatrisés

liestiniy krypciy vektoriy lygti. Parasykite separatrisés paprasciausias

parametrines israiskas.
Pastaba. Uzdavinys nelabai tiksliai suformuluotas. Ar reikalaujama rasti bendra
separatrisés liestiniy krypciu lygti ar Siuo konkreciu atveju? Bet Siuo konkreciu atveju
separatrisés lygtis yra labai paprasta xy —x* =0 ir ja mokame i$spresti. Sprendiniai —
dvi tiesés x =0, y = x. Kokia prasmé ieskoti separatrises liestiniy krypciy vektoriy?
Taciau tai galima rasti. [state y(¢) = (h(2),k(2)) 1lygybe

f(xay) :xy_xza
kuri yra funkcijos f Teiloro formulé taSko (0;0) aplinkoje, gauname

S (h(D), k() = h(t)k(t) = B> (1).
Bet f(h(t),k(¢))= f(0,0)=0. Todél

h(e)k(2)—h* (1) =0,

WOk 10

————=0.
t t

Tare, kad funkcijos A, k diferencijuojamos ir 7 = (4'(0),k’(0)) = (e, B) , peréje prie
ribos ankstesnéje lygybéje, gausime reikalaujama lygti

o —o’ =0.
Sios lygties sprendiniai 7, =(0,1),7, = (1,1).

Separatris¢ galima parametrizuoti taip: ¥,(¢) =(0,¢),7,(t) = (¢,¢),te R.

¢) Apskaiciuokite antrgsias isvestines:
1)  naudodamiesi neisreikstinés funkcijos teorema,
Neisreikstinés funkcijos teorema leidzia rasti lygio liniju y = y(x,C), kurios yra
lygties f(x,y)—C =0 sprendiniai, iSvestines neisSkant paciy funkcijy

Pastaraja formulg reikia dar syki diferencijuoti. Gauname antraja iSvesting

o IS 2SS

Ve
f;




Taigi

, 2x-—
yx: y
X

Antrajai iSvestinei rasti galima naudotis jos formule, bet galima difrencijuoti tiesiogiai

’

, (2x—y):(2—y;)X—(2X—J’))

S x’
2x—2x_yx—2x+y
- X
x2
_2y-2x _2(y-x)
XX

1)  issireiske funkcijas y = y(x,C).

. C+x’ o
I§sprende lygti xy —x° =C, gauname y = Y —~ 4 x. Randame i§vestines
X X
, C » 2C
y=—=+1, )y =—.
X X

d) Istirkite lygio linijy iskilumq. Ar is abiejy isvestinés israisky iSplaukia
tas pats rezultatas? Kuri antros isvestinés forma yra patogesné?

IS pirmosios antrosios iSvestinés iSraiSkos matyti, kad antroji i§vestiné teigiama ir
lygio linijos i8kilos, kai y > x, o antroji i§vestiné neigiama ir lygio linijos jgaubtos,
kai y<x.
Kita antrosios iSvestinés iSraiSka kaip ir paprastesné. IS jos gauname, kad lygio linijos
iskilos, kai C>0,x>0 ir C<0,x<0, o jgaubtos, kai C<0,x>0 ir C>0,x<0.
Lygio linijy lygtyje istate y =0, gauname —x” = C . Taigi x-y asj kerta lygio linijos,
atitinkancios neigiama C.
Aisku, kad rezultatas i$ abiejy iSraiSky gaunamas tas pats. Man asmeniskai pirmoji
iSraiSka patogesné — reikia maziau galvoti.

5. Duota diferencialiniy lygciy sistema
{X'(f )=x,x(0) = x,
Y()=2x-,y(0) = y,.
a) Isspreskite Siq sistemq naudodami Laplaso transformacijq. Sprendinj
patikrinkite.

Pazymékime L(x)(s)= X(s), L(y)(s)=Y(s). Tada
L(x")(s) =—=x(0)+ sX (s) = —x, + sX (5),
L(y')(s)==y(0)+sY(s) ==y, +5Y(s)

ir pagalbiné lygciy sistema

—x, +5X(s)=X(s),
=y, +sY(s)=2X(s)=Y(s).
Ja lengvai i§sprendziame



X(s)=

Xo
s—1
Y(S): yO +2X(S): yO + 2‘)CO .
s+1  s+1  s+1 (s=D(s+1)
Randame atvirkstines Laplaso transformacijas (galima i§ lenteliy)

x(t) =L (X)(t) = x,e" .

ISdéstg paprastomis trupmenomis 2 = L1 , randame kita funkcija
(s=1D(s+1) s—-1 s+1
YO =L (Y)0)= Yoo+ xpe’ —xe = xe’ + (v —xp)e
Patikriname pradines salygas
x(0) =20, ¥(0) = x; + (¥, = X,) = ¥,
ir lygc€iy sistema
X'(t) = x,¢ = x(1),

y,(t) = xoet - (7 _xo)eit = 2xoet _xoet - (¥ _xo)eit =2x(t)— y(1).

b) Apskaiciuokite f(t)=x(t)y(t)—x’(t).

Skaiciuojame
f()= xoet (xoet +(o— xo)eit) - xgeZt
2 2 2
= xoe + xo)’o —XO —xoe
2
=XYoo — %o+

c) Susiekite dalyje (b) gautq rezultatq su (2) uzduotyje nupiestu funkcijos
portretu.
Funkcijos x(¢), y(f) parametrizuoja funkcijos f(x,y)=xy—x" lygio linijas, einancias
per taska (x,;),) . Tiksliau, dalj lygio linijos, prasidedancios taske (x,;,) .

d) Raskite ribq lim M
t—>+oo x(z‘)
Jei x, 20, tai
() _ Xp€ + (¥, = Xp)e”’ —1— Yo — %o o
x(7) x,€' X,
ir im 28 21,
f—>+oo x(t)

b

e) Funkcijos portrete pazymékite rodykles, rodancias diferencialinés
lygciy sistemos trajektorijy (x(t), y(t)) kitimo kryptis.

6. Apskaiciuokite integralq I(o) =

too o . 2
sin ot
J—( > ) dt, aa>0.

0 t
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_y (sinat
Je ( )’
. £

o (sinat)?
2

a) Apibrézkime integralq 1(ot,s) = dt ,s > 0. Pagriskite

operacijq lslgl I(a,s)= ! lslgl e dt=1(x).

Suskaidykime integrala /(c,s) idu integralus

1 : 2
I(es)=[e™ —(Smtf“ ),

0

st (smoct)

L(o,s)= +J‘e dt .

Per¢jima prie ribos garantuOJa 1ntegruojamos mazorantés (parametra o galime laikyti
konstanta)

. 2
(04 o
e“(smt AP ouf —lof’, s>0,0<¢<1.
l

5 <
Konstanta inegruojama kompaktiskame intervale [0,1].

. 2
o (sinout) < 1

2

, §20,1<t < +oo,

Funkcija f(¢)= 1 > yra integruojama intervale [1,+oo).

b) Apskaiciuokite a[gi;’ $) . Pagriskite operacijq
+oo . 2 +oo . 2
9 (e.s) = jie*“ CLLD fer 9 (sinoa) 3)
Jdo y 0o t , do ¢
Apskaiciuojame
d (sinat)’ 2sinai-cosat -t sin2ou
do £ 7 o

Norint pagristi diferencijavimo po integralo Zenklu operacija, reikia rasti

o g .. .. _y Sin2at . . . . .. I
iSdiferencijuotos funkcijos e integruojama mazorantg. IS pradziy reikia

integrala suskaidyti 1 du kaip ir dalyje (a).

I(0,5) = J- _y SIn20t sm2et

i 20t
L,(0,s) = je—“Mdz.

1
Intervale [0,1] funkcija ivertinama paprastai

e szml_ 201 —2lal, s20,0<r<1.

Jei pointegraling funkcija 1nterva1e [1,4e0) vertinsime kaip dalyje (a), tai gausime

1

_y Sin2ot .. Lo ) ) .
e ' ————{<~-,52>0. Tadiau funkcija — néra integruojama intervale [1,+o). Todél
4 4

t
reikia integruoti dalimis




T, sin2o 1, s-sin2at — 20 cos2at
J e dt = J —de
t
1

2 2
1 t s*+(2o)
1 _, s-sin2at—20cos2at |+°° N +j3° oS sin 20t —2cccos2ait 1
t s*+(20)° A s*+(20) £

_ S-sin2ot —20cos20t 1 T
— galima jvertinti

Dabar pointegraline funkcija e
polnfegratint funkela S+Qay P

. . . . c
integruojama intervale [1,4+e0) funkcija —-.
4

+oo
c) Jei F(s)= J. e f(t)dt , tai kokios funkcijos Laplaso transformacija

0
yra funkcija G(s)= J F(o)do ? (Naudokités Fubini teorema.) 3)
G(s)= [ F(o)do
= [do [ e ()t
K 0
= j f(z)drj e 'do
0 s

b
t s

=Tf(z)[em

0 —

= Te_” @dr

Funkcija G(s) yra funkcijos g(¢) :@ Laplaso transformacija.
. 2
d) Naudodami (c) dalies rezultatq apskaiciuokite funkcijos ai(smt—zoct)
o
Laplaso transformacijq. (2)

: T 2
Pazymékime F(s)= J. e sin 2outdt = 206

> . Tada 18 dalies (c) rezultato iSplaukia
0 Qo) +s



J-e_s, s1n2atd = G(s)

0

=arct i +W—E—arct 2
8 200 ), 2 8 200

e) Apskaiciuokite 1(a,s) (reiskinio su arktangentu neintegruokite!).
Kadangi 7(0,s)=0, tai

%

I(ct.5)= | ail(a s)do

o

oo , . 2
f) [rodykite, kad I(o) = J. (Smt—zm)dt = % (peréjimq prie ribos
0

integrale su arktangentu pagriskite).
Dalyje (a) irodéme, kad limI (a,5)=1(), o dalyje (e) apskaic¢iavome [(c,s). Taigi

I(ey) = hm J (— - arctg—)y’

= hm(— - arctg—)a’

= Izda :an.
02 2

Peré¢jimo prie ribos po integralu opercijai pagristi pakanka nurodyti pointegralinés
funkcijos integruojama mazorantg

z—arctgi S2-£=7T, s20,0ce R.
2 2a 2

7. Raskite tiri figitros, apribotos pavirsiais z=x"+y,z> = x>+ y°. [vardinkite
pavirsius. Jei neiseis nubrézti trimacio brézinio, tai biitinai nubrézkite
dvimates projekcijas.

Randame pavirsiy susikirtima

z=x"+)7,
Z2 :X2+y2,



z=2%,z=0,z=1,
x>+ =1.

Abu pavirsiai yra sukimosi: kiigis z, =+/x° + )’ ir paraboloidas z, = x* + . Todél
pakanka nubrézti ju projekcijas x, z plok§tumoje.

P
.

V=] (2,6, ) = 2,(x, ))dxdy

= J.J. x>+ = (X" +y))dxdy.

x2+y251
Pakeiskime staciakampes koordinates i polines
x=rcosp, 0<r<l,
y=rsing, 0S¢ <2r,

V= Td(pj.(r —r)rdr
0 0

1
8. [rodykite, kad beta funkcija B(x,y)= th_l (1—-t)'dt, x>0,y>0 yra
0

logaritmiskai iskila x-so funkcija.
Naudosimés teiginiais:
1 teiginys. Dukart diferencijuojamy logaritmiskai iskily funkcijy suma logaritmiskai
iskila.
2 teiginys. LogaritmiSkai iSkily funkcijy sekos riba logaritmiskai iskila.
3 teiginys. Logaritmiskai iSkila funkcija, padauginta i§ konstantos, logaritmiskai
iskila.

Funkcija f, (x)=¢"'(1-1)"",0<s<1,y >0 logaritmikai i§kila, nes

Inf, (x)=Inr"'(1-1)" =(x=1)Int+(y—1)In(1-¢) - tiesiné funkcija. Vadinasi,
i8kila funkcija.



Netiesioginj integrala (jei x <1,y <1) yrariba
(n=1)/n
B(x,y)=lim [ ¢7(1-0""dr.
e 1/n

TolydZios (pagal f)funkcijos f,  (¢) = t'(1-¢)"" integrala kompaktiskame intervale

1 n—-1 . S . .
[—,n—] , n> 2, galima paraSyti kaip riba Rymano integraliniy sumuy
non

m—1

gn,m (x) = ztlf_l(l - tk )y_lAtk >
k=0

L 1 k n=-2 n—2
diat, =—+—- k=12,...m, At, =t,,, —t, =
n om n nm

0,(x,y)=(0,0),

9. Duota funkcij , 2xy
X +y

a) Apskaiciuokite l(O 0) f (O 0).

Dalines iSvestines reikia skalcluotl pagal aplbre21mq

0
=0
f(oo)_1 [00- SO0 '
x—0 x—0 X
f(oo)_11 fON- 0.0 _,
y—)O y

b) Ar funkcija diferencijuojama taske (0,0)? Jei taip, tai suraskite
£7(0,0), jei ne — tai jrodykite, kad funkcija nediferencijuojama Siame
taske.

Diferencijuojama funkcija turi biti tolydi. [rodysime, kad funkcija néra tolydi taSke
(0,0) . Rasime dvi argumenty sekas, konverguojancias i taska (0,0), bet funkciju
reikSmiy sekos turés skirtingas ribas.

(xn,yn)=(l,0),f(xn,y,,):090, kai n—> oo}
n

1 (X, )) = =1->1,kai n— oo.
n o L L
2

2
n n

(x;,y,:):(

:)l»—‘

Paruosé R.KudZzma



