Kontrolinis darbas
2002.11.09
Sprendimai

1. Nubrézkite funkcijos f(x,y) = EX +2xy° +x> -y’ portreta. (15)
a) Apskaiciuojame dalines iSvestines

i—2x +2y7 42X =2(X7 +Xx +y?),
0X

o 4xy =2y =2y(2x -1).
oy
b) Surandame horizontaliaja daugdara

H: o =2(x* +x +y?) =0,
0X

2 1 2
X*+X+—+y? =—,
PR

no g, ., on
+M + .
520" 1A
Tai apskritimas, kurio centras H l 0D ir spindulys l
p 5 B‘za H 1Y y >

Surandame vertikaliaja daugdara

V: i—2y(2x -1) =0.
oy

Tai dvi tiesés ¥y =0, X :%.

c) Ties¢ X :% yra vertikalioji daugdara. Jei joje nubréSime labai daug

vertikaliy liestiniy atkarpy, tai gausime istising linija. Todél reikia
patikrinti, ar §i tiesé néra lygio linija

R ﬂﬁ 25 ﬁ%

_—++—
124yy

I§ tikryjuy, tai lygio linija.
d) Surandame ypatinguosius taSkus H nV .

Geometriskai akivaizdu, kad ypatingieji taskai yra P =(-1,0) ir
O =(0,0) . Tai nesunku patikrinti ir analiziskai:

ool B oxe- drb e wn

3 N
= - = Sakny néra.

1 o1 , 1
X=— > +— + =-— |:|
2 E’Q_ 25 y 4
y _gro oo, . C
Taskas Q = EQ’OH néra ypatingasis taskas, nes QUV ,bet QLIH .

e) Apskaiciuojame iSvestinés zenkla
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23 +x+Y?)

] X, —
V=== o
+1+
VT(R) EELALEE )
12-1)
IS iSvestinés iSraiSkos matyti, kad ji keis zenkla, kertant horizontaliaja ar
vertikaligja daugdaras.
f) Skaiciuojame antrasias iSvestines.
2 2
o°f _ Of_4X26f:4y.
ox’ ay’ oxoy
£ (x.y) ~ Mx+2 4y O
X, .
P"Hay  ax-2H
2 00

f'(P)=f'(-1,0)~ 0 A (P)=-6,A(P) =12
00 -6

Taskas P — maksimumo taskas.
0
f'(0)=f"(0,0) ~ %) S,A (0)=—4<0.

Taskas O — balno taskas.
g) Skaiciuokime separatrisés liestiniy krypties vektoriaus koordinates balno

taske.
0’ f 0’ f 6 f

0] O)b? =
x —(0)a’ 0 ( )
2a’ -2b* =0,

a=b,7, =(1,1),7, =(1, 1)
h) Bréziame separatrisg. Separatrisés lygtis

§x3 +2xy* +x° —y* =0.
Galima i8spresti .
y’(2x-1) = X %x +1@

, _X(2x+3)
31-2x)

o IxXP@2x+3) _ 2Xx+3
Y, =% [———t =[] [
’ 3(1-2x) 3(1-2x)

IS ¢ia matyti, kad funkcijy apibrézimo sritis yra intervalas E—

l\)lw
l\)l»—‘
I_L,__H_l

ties€¢ X = 5" vertikalioji asimptoté.
1) Bréziame kitas lygio linijas.

2. Funkecijos portrete 1§ (1) dalies uztuSuokite (lengvai) aibg
f (0, +) n {x <0} . [rodykite, kad tai atvira aibé. 4)
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Horizontalioji daugdara
_______ Vertikalioji daugdara

Separatrisé

—  Lygio linijos

Brézinyje aibé f ' (0,+00) n {x <0} nuspalvinta zaliai.

Funkcija f(x,y)= % x> +2xy° +x* —y’ tolydi visoje plokitumoje, aibé

(0, +00) - atvira. Todél aibé f (0, +o0) -atvira (buvo toks teiginys apie atviry
aibiy pirmvaizdzius). Aibé {X <0} - taip pat atvira. Tai galima irodyti
tiesiogiai pagal apibrézima arba parasyti {x <0} =g~'(-,0), &ia g(X,y) = X

- tolydi funkcija erdvéje R”. Tada dvieju atviry aibiy sankirta — taip pat atvira
aibé.
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3. Raskite funkcijos u = 1 +i +2 salyginius ekstremumus, kai
X YA

4x+y+z=1,x>0,y >0,z >0.
Naudokite Lagranzo daugikliy metoda. (7)

Sprendimas. Parasome Lagranzo funkcija
L(X,Y,2,A) =1,2,2 +A(4X +y +z -1).
X y z

Apskaiciuojame dalines iSvestines ir sudarome lyg¢iy sistema
1

)

G ~ e T =0
oL__4

=——+A =0
Lo 2 ’
s

=——+A =0,
[oz 7’
%:4x+y+z—1:0.

Sprendziame lygciy sistema
1 y= 2 ;= 3
N/ RN/ RN/
Traukdami kvadrating Sakni, imame tik teigiamas reikSmes, nes salygoje yra
apribojimas x>0,y >0,z >0. IS sarysio lygties 4Xx+y +z =1 surandame

X

A =49 .Tada x, = ﬁ, Yo :7, Z, :i. Apskaic¢iuojame antrasias dalines

. 0’L_2 9L_8 0L _I8 I

iSvestines — =—,—5 =—,—5 =—5 . Antros €ilés miSriosios iSvestinés
ox~ x ody" y 077 z

lygios nuliui. Tada kvadratiné forma

Q(XO’ yOa Zoa hakal) = %hz +£3k2 +£|2

XO 0 ZO
yra teigiamai apibrézta visoje erdvéje R*. Akivaizdu, kad ji bus teigiamai
apibrézta ir bet kokiame poerdvyje. Po §ios pastabos toliau galima nieko ir
nebeskaiciuoti. Galima ir parodyti, kaip surasti vektorius T i$ pavirSiaus
4x+y +z =1 lieciamosios plokStumos.
<t,gradF(X,, Yy, Z,) >=0,7 =(h,k,I),gradF(x,, Y,,z,) =(4,1,1),
4h+k +1 =0,
| = —4h —k.
Redukuota kvadratiné forma visada teigiama (jei h#0 ir K #0)
G0ty Yo 2o oK) = b + ok +12 (4 k) >0,

0 0 0

4. Nubrézkite kreive F(x,y) =(x—1)’ —=y* =0, funkcijos f(x,y)=x>+y’ lygio
linijas. Akivaizdu, kad funkcija f, apribota salyga F =0, igyja minimuma,
lygu 1, taske (1,0). Pagriskite tai. (2)
Kodé¢l salyginio minimumo taske negalioja Lagranzo teorema, t.y.
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nors a—L(l,O,/\) =0,a—L(1,0,/\) =0, bet a—L(I,O,}\) £0? 4)
oy 0A ox

Sprendimas.
I§ salygos (x—1)* —y* =0 A
i§sprendziame y* =(x —1)’ ir
istatome i funkcija f
f(xy)=x>+y* =x> +(x -1)’.

Akivaizdu, kad §i funkcija,

kai X 21, jgyja minimuma taske f N

X=1. Bet >
oL _ 2 _

—(1,0,A) =2x +3A(x -1)"|,., =2

0X y=0

su bet kokiu A .

ISvesdami butingsias salyginio
ekstremumo salygas, naudojomés
neisreikstinés funkcijos teorema salyginio
ekstremumo taske. Duotuoju atveju

9 (1,0)=3(x 1), =0,
[9)4

oF
E(I,O) =2y|, =0.
Taigi NFT taSke (1,0) negalioja.
. 2 v o .. . of
5. Sakykime, f:R” - R tolydziai diferencijuojama funkcija ir a—(xo, Y,) Z0.
X
Irodykite, kad gradf (x,,Y,) statmenas lygio linijai f(X,y)=f(X,,Y,). (3)
Sprendimas.
A X, (%5 ¥o)

r X=X

Yo

Xo

Kadangi Z—f(xo, Y,) # 0, tai galima taikyti NFT. Egzistuoja tasko Y, aplinka
X

U, taSko X, aplinka V ir funkcija X = X(y), y U, tenkinanti salygas:
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X(Yo) =Xy, F(X(Y), Y) = f(X,,Y,) =0 ir

of
A (Xa y)
X, (%)= ==X——,yOU.
y of
f(w
Tada kreivé f (X, y)— f(X,,Y,) =0 tasko (XO, yO) aplinkoje sutaps su
funkcijos x =x(y),y U grafiku. Grafiko liestinés krypties vektoriy galima

apskaiciuoti
O of [
U] ay( ano) ]
T= (X (% Yol 1) = 0o ——— 10
5 oY)

Dabar elementaru patikrinti, kad vektoriai T ir
of of U
gradf (XO’ yo) = E&(Xm yo)aa_y(xm yo)B

yra ortogonalis.

6. Irodykite, kad aibé K ={a,b},a,b R (aib¢ i§ dviejuy elementy) yra
kompaktiska aibé, naudodamiesi kompaktiSkos aibés apibrézimu

a) su posekiais; (2)
b) su atviraisiais denginiais. 3)
Sprendimas.

a) Jei seka sudaryta i§ dvieju elementy (taSku), tai vienas is jy pasikartoja be
galo daug karty. ISrinkime poseki, sudaryta i$ to be galo daug karty
pasikartojancio elemento. Tai bus pastovi seka, kuri ir konverguos i ta
elementa.

b) Sakykime, atviryjy aibiy sistema {G,,a [ A} padengia aib¢ K ={a,b},
ty. K={a,b} O JG,.

alA

Tada egzistuos tokie indeksai a, JA,al]l A, kad a DGO,1 Ll Go,2 . Taigi
KOG,U G,

7. Plokstumoje R* sukonstruokite begalines aibes:

a) neturincia ribinio tasko; (1)
b) turin€ia viena ribinj taska; (1)
c¢) turin€ia du ribinius taSkus; (1)
d) uzdara ir turin€ia viena ribinj taska. (1)
Sprendimas.

a) A={(n,n),nUN};

19

b) B= gﬂ‘— E n DI\E ; ribinis taskas (0,0);

EDIIDDID e . _
c)C= %EF BH e FE nDR@,nblmal taskai (0,0) ir (1,0);
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d) D=BO{(0,0)}.

8.
a) ParaSykite apibrézima, kad funkcija f(x,X,) =X +X; yra
diferencijuojama taske (1,0). (1)
b) Irodykite pagal apibrézima, kad funkcija i§ dalies (a) yra diferencijuojama
taske (1,0) ir suraskite funkcijos iSvesting tame taske. (2)
c) Kaip galima surasti $ig iSvesting paprasciau? Pagriskite tai. 3)
Sprendimas.

a) Funkcija f(x,X,)=x +X; yra diferencijuojama taske (1,0), jei
egzistuoja tokios konstantos A, A, , kad

f(1+h,h,) = £(1,0) +Ah +Ah, +o(h]),lhl =\/h? +h? -0,
(1+h)> +h; =1+Ah +Ah, +o(hl),lhl -o0.
b)
(1+h)* +h} =1+2h +h’ +h;
=1+2h, +o(lh)),lhl - 0;
Vadinasi, funkcijos f(x,X,) =X’ +X; iSvestiné taske (1,0) yra tiesinis
atvaizdis A=(A,A) =(2,0);
c) Jei egzistuoja funkcijos f(X,,X,) =X +X; dalinés i§vestinés tasko (1,0)
aplinkoje ir jos tolydzios tame taske, tai iSvestiné
) _ Dof of [
f'(1,0) = E&(I,O), ox. (LO)H

o : of of . o
Dalinés i8vestinés — =2X,,— = 2X, - tolydzios funkcijos visoje
0X 0X,

plokstumoje R*. Taigi f'(1,0) =(2,0).
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