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1. Kreivé C nusakyta parametrinémis lygtimis

3 3
=1 t+1,y=t t L tOR\j03.

a) Nubreézkite funkciju X ir y grafiky eskizus atitinkamai (t;X) ir (t;y)

plokStumose.

b) Nubrézkite kreivés C eskiza (X;y) plokstumoje.

c) Suraskite kreivés C asimptotes.

d) Apskai¢iuokite funkcijos (neisreikstinés) i$vestines Y, (t) ir y; (t).

e) Istirkite kreiveés C i8kiluma.
f) Patikslinkite kreivés C eskiza.
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e) Kreivé C iskila, kai t oo ;0) , t L0;—=p ir jgaubta, kai t [] 400 M.
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2. Duota koverguojanti seka {a,}. Pazymékime lima, =a . [rodykite, kad seka

1 . L

b, =—(a, +a, +... +a,) taip pat konverguoja ir limb, =a. 4t)
n n-e

Patarimas. Sitilau naudoti Stolco teorema.

Sprendimas.

Pazymékime

X, =a +a, +...+a, ir y, =n.
Seka {y,} didéjantiir limn =+o0, 0
n— oo
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n-e yn+1_yn naoon+l—n n-e

Patenkintos Stolco teoremos salygos. Tod¢l

lim> = limL(a +a, +..+a ) =a.
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3. Raskite eilutés
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(du nariai teigiami, du neigiami i§ eilutés z (-D™' 1 ) suma.

=1 n

Sprendimas. Nagriné¢kime eilutés daliniy sumy posekius
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IS to, kad Sie keturi posekiai (jie iSsemia visa seka) turi ta pacia riba, iSplaukia, kad ir
lims, =In2.

n — oo



4. Teorema. Jei teisinga Liopitalio taisyklé, tai teisinga ir Stolco teorama.
Duota :
a) Stolco teoremos salygos: seka {X }, grieztai didéjanti seka {y. !,
limy, =+, lim-r1 X0 = a
n-e n-e yn+1_yn
b) Teisinga Liopitalio taisyklé.
Irodymas. Sukonstruokime funkcijas:
F(X) = %, + (X =%,)(X —N), kai xO[n; A 1],
gXxX) =y, + (Yo —Y,)(X—n), kai xO[n; 1], n=1,2,....

Funkcija g yra grieztai didéjanti ir lim g(X) = +oo.

Xn+1 ~

F'(X) =Xy =X, 9 (X) =Y, —Y,» kai xO(n;k 1).

fim -0 = fim X "% 2
g0 T Yo Yy

IS Liopitalio taisyklés iSplaukia, kad lim M = A. I8 pagrindinés riby
< g0

o ) . () _ o _ i

teoremos iSplaukia, kad hm? =A.Bet f(n)=x, ir g(n)=y,. Todeél
n- o g n

limi = A. Taigi irodéme Stolco teorema.
n — oo yn
UZduotis. Raskite jrodyme klaida. (4t)

Sprendimas. Prisiminkime Liopitalio teoremos formuluote:
Teorema. Jei diferencijuojamos intervale (1;+0) funkcijos f ir g tenkina salygas:

1) egzistuoja baigtiné arba begaliné riba lim f,EX; =A
X — 0 g X

2) limg(x) = +oo,
3) 9'(x)>0,x (I ),

tai limm =A.
= g(x)
Pateiktame irodyme klaida yra ta, kad sukonstruotos funkcijos f ir g néra

diferencijuojamos taskuose n,n N .

5. a) Primenu operatoriaus A ir jo laipsniy apibrézimus

AF(X) = f(x+1) = f (x), A f (x) = A7 f (x +1) =87 (x).
Funkcijai f(x)= %1 apskaiciuokite A" f (x),A" f (0) ir parasykite Niutono
X

eilute. (4t.)
Sprendimas.
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A (x) = AF (X +1) = &F (X)
_ -1 -l
T (X+3)(X+2) (X +2)(X +1)
=1(x+1) +x +3
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Funkcijos f(Xx) = 1 Niutono eiluté atrodys taip:
X

L Ao ,
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X(X=1) LI I{x =n +1).

b) Raskite laipsninés eilutés (pagal t)

< (-D"x(x -1 L. [x —n +1) ., .
n; (n+1)! ) M)

konvergavimo spinduli. Pazymékime (1) eilutés suma s(t). 2t)

00

Sprendimas. Laipsninés eilutés Z a,t" konvergavimo spindulj galima rasti,
n=l

naudojantis formulémis
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[x(x=1) C1.[gx —=n +1)|

|
R = lim (n+1):
n-e [x(x =1) L. [x —n +1)(x =n)|
(n+2)!
=lim =1imn—+2 =1
nee[x=n| neen-x

n+2
PrieSpaskutiniame naryje modulio Zenkla praleidome, laikydami, kad n>Xx.
Kai [t| <1, eiluté (1) konverguoja ir nusako tam tikra funkcija

S(t) = i (D"x(x =1 L. [0x =n +1), s

> e ,—1<t <l. )

c) Paimkime ankstesn¢je eilutéje t =1. Ka galite pasakyti apie eilutés
= (=D)"x(x =) L. [x —n +1)

3
n; (n+1)! ®)
nariy zenklus? Kokioms X reikSméms eiluté (3) konverguoja reliatyviai ir
absoliuciai? (4t.)

Sprendimas. ISraSykime pirmuosius eilutés narius

_X, X(X=1) X(X-1)(x—=2) () X(X =1) L [(x =n +1) n

1

2 3! 4! (n+1)!
Nagrinékime atveji, kai x <0 . Matome, kad visi démenys eilutéje yra
teigiami:
-X >0,

Xx<0O % € O xx>) 0,
E;l)"x(x—l) LLIIX—n +1) =(=) —x) L1 [(h -1 %) >0

Jei 0<x<1, tai pirmasis eilutés narys (lygus 1) — teigiamas, o visi kiti
neigiami.

Jei 1 <X <2, tai eilutés nariy zenklai biity tokie

+-++++. .

Jei k < x <k +1, tai iki k-tojo nario zenklai keistysi, o po to biity pastovis.
Vadinasi, jei eiluté konverguoja, tai ji konverguoja ir absoliuciai. Eiluc¢iy
konvergavimi tirti galima taikyti poZymius eilutéms su pastovaus zenklo
nariais. Dalambero pozymis nieko gero neduos, nes

Bst = Jipy “X T ) VX

lim =1.
nee g nee N+2 neen+?
Taikykime Raabe pozymi:
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Kai 2+x >1 arba x > -1, tai eiluté konverguoja.

d) Eiluté (1) labai panasi i binoming eilutg, taciau néra tokia. Kaip (1) eilutg
reikéty pertvarkyti, kad gautume binoming ir galétume surasti suma S(t)? (3 t.)

Sprendimas. Padauginkime (2) eilutg i§ X +1 ir ja pertvarkykime:
) _ n + — - +

(x+D)s(t) = Z( D' (x+Dx(x =1) L. [dx —n 1)tn+1
4 (n+1)!

_ 2 (D™ (xHDx(x 1) DL =0 +)
Z (N+1)! )

& (DA +DX O DX +1 -k +1),,
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_1 g( 1)kD(+1
=1-(1 t)X“, -1 <t <I.
1 (l_t)x+l
s(t) = - ,—1 <t <l1. 4
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e) Sakykime, X yra fiksuotas ir 0 < x <1. [rodykite, kad eiluté

( W[pﬁl@ 1_x t+(x+1)xt2 (X +1)x(x —1)t3 + 5)
& 2! 3!
konverguoja tolygiai (pagal t) intervale [0;1]. (4t)

Sprendimas. Pirmiausia pastebékime, kad (5) eilutéje visi nariai yra teigiami,
i8skyrus antraji. Akivaizdu, kad

(-1 D(Hﬁt <(- 1)”@" ﬁ 0<t<ln=2.
Belieka irodyti, kad eiluté
n [X+1[]

> -2 ©)

konverguoja. Tada remdamiesi VejerStarso teorema, gausime, kad (5) eilute
konverguoja tolygiai intervale [0;1] . Eilutés (6) konvergavimui irodyti
naudosime Raabe pozymi. Tirsime gretimy (6) eilutés nariy santyki
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Kaip ir dalyje (c) gauname, kad eiluté (6) konverguoja, jei X+2 >1 arba
X > —1. Pats Raabe pozymio jrodymas yra gana sudétingas. Jo taikymas taip
pat néra visiskai paprastas. Tod¢l (6) eilutés konvergavima irodysime kitaip.
Kadangi 0 <x <1, tai

(X+Dx l)x 1

<2 03—,
0 m iR
(cHbxi=x) 200 1
3! 123 23
(HDX(1-XQ =) 20082 ) 1
41 1233 303
(x+1)x(1-x) 0. [n =2 —X) 2D]D]D[h 2 |
n! 1230.M (n—1)n
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Zinome, kad eiluté Z =D
= (N—1)n

teoremos iSplaukia, kad eiluté (6) taip pat konverguoja.

konverguoja. Todél i$ eiluciy palyginimo

f) Zinome, kad
= (=D)"(x+D)x IO +1 =n +1)

2 "

kai —1 <t <1. Pasinaudojg dalies (e) rezultatu irodykite, kad

t" =(1-t)*",

= (=D)"(x +1)x L. [0x +1 =n +1)

n; n!

ir apskaiciuokite s(1).

=1-D)*"" =0

(3 t)

Sprendimas. Pazymeékime (5) eilutés suma

o(t) = i(—l)“ ﬁ‘;ﬁ”.

Dalyje (e) irodéme, kad $i eiluté konverguoja tolygiai intervale [0;1] .
Vadinasi, funkcija 0 yra tolydi $iame intervale. Bet o(t) = (1-t)*",0 <t <I,
todel



6.

o(l)= ltirPJ(t) =1tir¥1(1 -t)*' =0. (7)
1 1

Eilutés (2) ir (5) skiriasi daugikliu ir vienu démenim. Tod¢l jos abi

konverguoja tolygiai intervale [0;1], o funkcijos S(t),o(t) yra tolydzios tame

intervale ir

o1 (l—t)X+1 1
s() =1 - = .
M tlTIPBXH X +1 H X +1

Taigi irodéme, kad funkcijos f(x)= %1 Niutono eiluté (3) konverguoja ir
X

jos suma yra —.
X+1

Suformuluokite Leibnico teorema (apie alternuojancias eilutes). Dviem
sakiniais paaiskinkite jrodymo idéja. (4t.)

Sprendimas. Teorema. Jei seka {a,} yra teigiama, mazéjanti ir lima, =0, tai

n - o

eiluté Z(—l)“'lan konverguoja.
n=I

Pirmiausia jrodoma, kad eilutés daliniy sumy posekiai {s,.} ir {s,,,,} yra
monotoniski ir apréZzti; vadinasi, jie konverguoja.
Tada i§ sarysio S,,,, =S,, +a,,,, ir salygos lima, =0 iSplaukia, kad

n-o

lims,,,, =lims,; o tai yra bendra sekos {s,} riba, kuri yra ir eilutés suma.
n— o n - o



