2.10. EGZAMINO (2002.01.08) UZDUOCIU SPRENDIMAI

1. a) Kombinatorinis jrodymas. Paimkime penkias raides A,B,C,D,E ir nagrin¢kime
dviejuy raidziy derinius. Kiekvienam tokiam deriniui galime priskirti likusias raides,
t.y. triju raidziy i§ penkiy derini. Pavaizduokime tai grafiskai:

AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE

! i ! i ! ! ! ! i i
CBE BDE BCE BCD ADE ACE ACD ABE ABD ABC

Jei dviejy raidziy deriniai yra skirtingi, tai ir priskirtieji trijy raidziy deriniai taip pat
skirtingi. Tai reiSkia, kad priskyrimas yra injektyvus atvaizdis (arba injekcija).
Kiekvienas trijy raidziy derinys buvo gautas i§ atitinkamo dviejy raidziy derinio. Toks
priskyrimas vadinamas surjektyviu atvaizdziu (arba surjekcija). Jei atvaizdis i$§ vienos
aibés i kita yra injekcija ir surjekcija, tai tada jis vadinamas bijekcija (arba bijektyviu
atvaizdziu). Jei galima sukonstruoti bijekcija tarp dvieju baigtiniy aibiy, tai reiSkia,
kad jos turi vienoda elementy skaiciy. Vadinasi, dvieju ir trijy i§ penkiy raidziy
deriniy yra tiek pat.

Bendrasis atvejis. Kiekvienam K i§ n elementy deriniui priskirkime likusius n-k
elementus, t.y. n-k elementy derinj (Sitas sakinys ir yra pilnas uzdavinio sprendimas!).
Sis priskyrimas yra bijekcija (¢ia gurmanam). Vadinasi, k i§ n elementy deriniy ir n-k
i$ n elementy deriniy yra tiek pat, t.y
C¥=C'",k=0,1,2,...,n-1,n .

Atskirai galima aptarti atvejus kK =0 ir k =n. Deriniui, neturin¢iam jokiy elementy
(tusc¢iajai aibei) priskiriame kas lieka — visus elementus, t.y. n elementy derini. Ir
atvirksciai — deriniui, sudarytam i§ visy n elementy priskiriam kas lieka, t.y. tuscia
aibe (nieko neliko). Taigi kombinatoriskai jrodéme, kad C!=C!. Mes
nesinaudojome tuo, kad Sie skaiciai lygts vienetui (to ir nereikéjo).

b) Algebrinis jrodymas. Sakykime, xR, 0.

(1+x)" :ZB:XK, (10.1)
=0
(1+x)" =x" ﬁ +lﬁ :x”i B@%i :i B! x" :i Bl x~. (10.2)
X 1=0 1=0 =0
Priespaskutinéje sumoje pakeitéme sumavimo kintamaji i, pazymédami i=n—k

(tada n—i=k). Kairiosios (10.1) ir (10.2) lygybiuy pusés yra lygios, tod¢l lygios ir
désiniosios. Jei du polinomai yra lygilis su visomis kintamojo reikSmémis, tai
koeficientai prie atitinkamy X laipsniy turi buti lygiis (tai teiginys, kurj dar jrodysime,
taCiau dabar reikia juo tikéti). Todél

BX =B,k =0,1,..,n.

¢) Indukcinis jrodymas.
Bazé.n=1.P° =P, nes pagal apibrézima P’ =P" =1,[n.
Prielaida. P* =P"™* kokiam nors n,n>1, ir Ok,k= 0,1,...,n.

Zingsnis. P’ =P"™! =1. (apibrézimas)

n+l n+l



pk = Pnk‘1 + Pnk (apibrézimas, kai k =1,2,...,n)

n+l

=P 4P (prielaida)

= RO+ P (delikati indeksy aritmetika)
=P (apibrézimas)

=Pt (vél indeksy arimetika)

d) Geometrinis jrodymas.

A, A,

Taskai A, ir A, yra simetriSki atzvilgiu tiesés, einancios per taSkus A, ir A, , .
Kiekvienam keliui i$ taSko A, i A, (raudonam) galima sukonstruoti minétos tieses
atzvilgiu simetriSka kelia (Zalia). SimetriSko kelio pabaiga bus taSkas A, . Sitlau
isitikinti, kad Sis keliy 1§ taSko Ay, 1 A, priskyrimas keliams i§ A, 1 A, yra
bijekcija. Vadinasi,

Ky =K, ,On0% 0,L...n.

e) Aritmetinis jrodymas.
hO_ n(n—=1) L. Wn =k +1)

- 1200 K
_n(n=-1)LLIn -k +1) In —k) [J. @
- IRO.EKOn-k) 0.0
_n(n=-1)LLIk +1)
- (n—k)!
_dan
-k

(apibrézimas)

(skaitiklj ir vardiklj dauginame i§ (n—k)!)

(suprastiname 1§ k!)

(apibrézimas, k +1=n—(n —k) +1)

Komentarai. Tai paragrafo 1.2 uzdavinys 2. Jis gal¢jo ir tur¢jo buti sprendziamas per
pratybas, bet liko nesuprastas. Anketose dauguma i$ jusu skyreli 1.2 laiké sunkiausiai
suprantamu. Tikriausiai per anksti ir per didel¢ dozé buvo iSgryninto mastymo-
irodymo (kaip ir bet kokio kito gryno dalyko). Taciau, tikrinant darbus, pasitaikydavo
ir maloniy akimirky. Siomis penkiomis miniatiiromis dar karta bandZiau i$aiskinti
Sio skyrelio filosofija ir parodyti binominiy koeficienty jvairiapusiskuma.



2.a)
X.s = (X, +10)[0.75 =0.75x, +7.5,n =0,1,..
X, =C.

b) Nubrézkime “voratinkl;”.

(10.3)

A

y=X y=0.75x+7.5
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Tiesiy y =X ir y =0.75x +7.5 susikirtimo taSko abscisé lygi x =30. “Voratinklis
rodo, kad seka {X } didéja, kai 0 <c <30, ir maZ¢ja, kai ¢ >30.

Gauti analizinq sekos iéraiékq Si syki sunkiau, negu lapkri¢io kontrolinio metu.

3
X, =—(X, +10) =—(c +10 ——c +—10
( ) = 4( ) 2

Xz:%(xlﬂo):Z(Z C+210 +10) %g ﬁ% 10 +_10

Crry

C ﬁ% 10 +... +%10

3 U [l
IOD—ﬁﬁﬂ
4 [

B
&
= g%%: Cc+
- 1- j (10.4)
_md 0 n3g"0
“Hil B &
30+ B

(c-30) BZH

I§ ¢ia matyti, kad seka {x_} didéja, kai 0 <c <30, ir mazéja, kai ¢ >30. Sj ispudi
galima sustiprinti nagrinéjant skirtumus

-x =(c 30)%5 _H?E "B —30@

¢) IS iSraiskos (10. 4) lengva apskaiciuoti riba:

3% 30 ¢ [3
4

s

n

0
limx, = lim [BO +(c - 30)&5%230. (10.5)

n — oo nﬂoo



Riba galima apskaiciuoti ir naudojantis rekurentine formule (10.3), pries tai isitikinus,
kad seka aprézta (monotoniSkumas jau jrodytas). Jei pazymésime lim X, =a, tai

n-o

limx,,, =0.75limx, +7.5,

n—o n-o

a=0.75a+7.5,
0.25a=17.5,
a =30.

d) IS to, kad sekos riba yra 30, iSplaukia, kad bet kokiam &,& >0, atsiras toks N, kad
n>N0U 30 & x< 30 ¢€.Paémg € =10, gausime trokStama rezultata.
e)
Yo =0.75y, +10,n =1,2,...,
y, =c +10.
f) [rodymas indukcija.
Bazé. n=1,y, =c +10 <40 +10 =50.
Prielaida. Kazkokiam n,n>1,y, <50.
Zingsnis. y_,, =0.75y. +10,
<0.75030+10 =37.5 +10 =42.5 <50.

(10.6)

Komentaras. Pagaliau atsirado zmogus, kuris padaré beveik viska, kas buvo prasyta!
3. Sprendimas, kokio a$ noré¢jau.

X.(U) = ﬁ +EH (apibrézimas)
n

(binomo formulé)

n-npug . o’ . -
=1+n é‘- + ( +... tas pats binomas kitai
"2 o o Ha P P)
_ 2
>1+u+ n(n > D é;— (sumaziname, kai u=0)
n
1u’ : . : N
=1+u +ﬁ -— 5 (suprastiname ir padaliname i$ n)
n
Pereiname prie ribos pastarojoje nelygybéje
exp(U) = lim x, (u) (eksponentés apibrézimas)
>lim+u +ﬁ _lDuz = (pereiname prie ribos nelygybéje)
e nb2 H ygy
u2
=1+u +7 . (surandame riba)

Buvo galima $i uzdavinij spresti ir kitaip — naudotis teiginiu

. uff .. O u? u"d
Iim+— =liml +u +— +... + , L ud R 10.7
nB WEE 2! n] ( )

n — oo

Kai n>2 ir u=0, tai teisinga nelygybe



2 n 2
Tru+ b+ g (10.8)
2! n! 2!
Pazymeékime kairiaja (10.8) nelygybés pusg Y, (U) ir pereikime joje prie ribos, kai n

neapréztai auga.
2
exp(U) = lim y, (U) 21 +U +“7.

Komentaras. Antrasis sprendimo biidas man nelabai patiko, nes buvo naudojamasi
visiskai netrivialiu teiginiu (lygybe 10.7), o ne tiesioginiu eksponentinés funkcijos
apibrézimu. Taciau buvo sprendimu (ir ne vienas), kokiy as noréjau.

4. a) Funkcija y =sint yra tolydi intervale E—g;gg, sin ﬁ—gﬁ: -1, sinﬁ% =I.

Bolcano-Kosi teorema teigia, kad funkcija y =sint jgyja bet kokia reikSme 18
intervalo (—1;1). ReikSmes —1 ir 1 funkcija igyja intervalo galuose.

b) Funkcija y =sint yra griezZtai didéjanti intervale o E;ﬂD , nes
H 228
o .0 m ng . L .
(sint) =cost >0, kai tDE E’EH Todel funkcija y =sint kiekvieng reikSme

intervale E—g,gg 1gyja tik viena karta.

¢) Nubréziame vienetinj apskritima.

o
-

Y

Geometrin¢ sprendinio radimo procediira:
* atidedame y reik§me ordinaciy asyje;
* per taSka (0;y) bréZiame tiesg, lygiagrecia abscisiy asiai iki susikirtimo su
apskritimu (taSke A);
* sujungiame taska A su koordinaciy pradzia; gauname kampa AOB, kurio dydis
(matas) t yra lanko AB ilgis, o sint =y.
d) I§ (c) dalies matome, kad sin™'(y) yra lanko AB ilgis t (lot. arcus — lankas). Todél

. v . . _1 — .
Ir zymima Sin = arcsin.



(arcsin y)' = arcsin'(y) = (sin™ )' (y)
1 1 _ 1 1 (10.9)
sin'(t) cost  /1-sin’t \/1 -y’
Komentaras. Pirmoje lygybiuy (10.9) eilutéje yra trys skirtingi to paties dalyko
Zyméjimai.
» pirmasis (arcsiny)' - daznai sutinkamas, nors néra visiskai korektiskas;

* antrasis arcsin'(y) - absoliuc¢iai korektiskas; jis zymi funkcijos arcsin
iSvesting taske y;

e treciasis (sin™) (y) - taip pat korektiSkas, nors nevisai iprastas; jis
dazniausiai naudojamas iSvestinés formulés iSvedimo metu, kad bty galima
paraidziui naudotis atvirkstinés funkcijos i§vestinés teorema. Sis Zyméjimas
reikalauja tam tikros matematinés kulttiros, kad nebiity painiojami du labai

skirtingi dalykai - atvirkstiné funkcija sin™' (y) ir atvirkstinis skai¢ius
e 1 . . .
(sint)™ = vy (egzamino metu tai jvykdavo gana daznai). Argumentas (t ar
sin

y) turéty padéti suprasti formulés prasmg. Beje, man nepatikdavo, kai
paskutinéje dalyje atsirasdavo argumentas X. Brézinys rodo, kad ¢ia veikia trys
argumentai X, y ir t, kuriy kiekvienas turi savo geometring prasme.

5.a) lim g(f(x))=+oo.

b)
limg(y) = +e0
yt
OE,BE> 000d,b & O,toks,kad b-d<y<b O f(y» E
lim f(x)=b O
0,0>0,[AA> 0, toks,kad x>AOb & f(x¥x b O
[l
COE(E> OA X> 0) toks,kad x>ADO g(f(xp E
O lim g(f (X +oo
¢)
A
=f(x
y=1(x) b
e
b-3
7=g(y) E 0 1 A X
=g(f(x)




d)

y=f0o=bl—-H

£(1)=0, lim b —1ﬁ=b,
X — +oo X
Funkcija y = f(x) didéjanti.
y
7= =,
9 =52

9(0)=0,limg(y) = +eo.

Komentaras. Kas pastebi uzdavinio salygoje netiksluma ir moka ji iStaisyti, gali
pradéti antraji semestra ne nuo nulio (tam ji ir palikau).

6. a) D(f)=[0;+00).

b)
3y —
lim £ 00 = lim VY% 2 ey
X1l xt1 X—1
3y —
lim f (x) i X2 oo,
xi1 xt1 X—1
3y —
lim f(x) = lim XX 72 ”‘12
X — +00 X — +oo X_

Beto, f(0)=0, f(2)=0.
A




d) I8 apskaic¢iuoty funkcijos riby ir funkcijos Zenklo, kurj ji keicia taskuose
X=1,Xx =2, galima spéti:
* Intervale (0;1) funkcija turéty didéti. Todél ¢ia f'(x)>0.
« f(2)=0, XlirEo f(x) =0, kai x> 2, funkcija yra teigiama,. Todél funkcija
kazkokiame taske, didesniame uz 2, turéty pasiekti maksimuma, kuriame
1Svestiné buty lygi nuliui, iki to tasko iSvestiné teigiama, uz jo — neigiama.

Beje, patikrinkite, kad
, B-x)(x+2)
f'(x)= . (10.10)
6X3(x=2)* (x 1)
e) Skirtumai:
e Apibrézimo sritys, D(g) =(—o;1) L(l40 ), g(x) <0, kai x<0.
* g(x)>0,kai x>0. Todél ir riba linllg(x) =400,
Xl
PanaSumai:
f(0)=9(0) =0,
f(2)=9(2) =0.
* lim f(x)=lim g(x) =0.
* Abi funkcijos intervale [2;+) jgyja maksimuma tame paciame taSke.
. liI{l f(x)= 1iIIll g(X) = +oo. Funkcijy grafikai intervale (0;1) panasis.
Xt Xt
Suskaiciuokite:

(x=1)’
Abiejy funkcjy iSvestiniy palyginimas parodyty, kad grafiky liestinés, kai x =0,x =2
taip pat i§ esmés skirtysi.
Komentaras. Funkcijos grafikas yra sudurstytas i gabaluy. Todél kai kurios dalys gali
glodziai nesusieiti.

7. a) Funkcijos f(x)=x’ —c grafiko liestinés lygtis taske (X,; f (X,))

y= f(xo) + f'(XO)(X _Xo)
=X —C+3% (X —X;)
Ieskome liestinés ir abscisés susikirtimo tasko.
X; —C+3% (X —X,) =0,
3X X =2X, +C,

1 c
X =—2X, +—r1
Pl

Gauta reikSmeg pazymime X . Ir t.t., jei turime reikSmg X, tai sekantj sekos narj

%H

apibréziame

X =

n+

3N|o

[l
10.12
H ( )

W | —



, 1 cQ
9“)‘5%“78
_ 1@ 2c
=3B~%0
_20 _cQ
=300
2 x°—c
T3

ISvesting lygi nuliui taske x = ie.
Jei 0<x<3c, tai g'(x) <0 ir funkcija mazéja,
jei x>3c, tai g'(x) >0 ir funkcija didéja.

Vadinasi, taskas X = Je yra lokalaus minimumo taskas ir

%\/_ \/_D——(2\/E+\/—) =c

A
y=X

/‘%X
3

1 c [

=X +—

3@2 XZB

N ]
Je X, X, X -

d) Pats paprasciausias {rodymas iSplaukia i§ dalies (b). Funkcijos g maziausia reik§mé
intervale (0;+o0)yra 3c . Pradinis sekos narys X, > e (indukcijos bazg). Jei

X, > e (indukcijos prielaida), tai ir X.,, = g(X,) >3 (indukcijos zZingsnis).

Tai galima jrodyti ir nesinaudojant funkcijos g savybémis. Taciau reikéty Zinoti
klasiking geometrinio ir aritmetinio vidurkiy nelygybg:

+a, +..+
NN R - T (10.13)

n
¢ia a, >0,k =1,2,...,n. Lygybé biina tik tada, kai visi skai€iai yra lygiis. Yra labai

daug biidy $ia nelygybe jrodyti. Ateityje mes taip pat ja jrodysime. Sikart
pasinaudosime nelygybe (10.13) , kai n =3. Koks X, teigiamas bebity, teisinga



1 o
Xos = 3 %Xn +%§ (apibrézimas)
n
100 cl . o o .
==, tX, +— reikia matyti aritmetinj vidurk
3 g(n n Xﬁ B ( yt 1 1)
23X, [X, [—I% (aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygyb¢)
Xn
=3 (labai sudétingi veiksmai su laipsniais)

e) Lagranzo teorema tvirtina, kad
X1 “% =0 (Xk) -9 (Xk—l) =g'(6) (% ~%1).

¢ia O — kazkoks taskas tarp X, ir X,_, . [Svesting jau esame suskaiciave. Todél
- 2 c
Xen =% =0 (6)(Xk _Xk—l) —Eﬁ _EH(XK _Xk—l)' (10.14)
[rodéme, kad [k, x2 Q/E . Todél ir bet koks skai¢ius 6, esantis tarp gretimy sekos

nariy irgi tenkins nelygybe 6 = Jc arba 6° =c. Vadinasi, visada 0 <1 —9—03 <l.ISto

iSplaukia

2
|Xk+1 _Xk| =§‘l _% [D(k _Xk—1|

2
qu)(k _Xk—1|

Si iverti galime gauti ir be Lagranzo teoremos, atlikdami analogiskus veiksmus,
kuriuos daréme kvadratinés Saknies algoritmo skyriuje.

« -y =it ,co 1o, -, cO
K+1 k 3 k XEH EH k-1 EH

(10.15)

=1 Xe =2 +£2 %D
3 o X
_2D _ +C(X§_1—X5)D
__D(k Xy T A 2.2
30 2% %o [
2 c(x, —x_ )(x +x_)O
:_%Xk_xk_l)_i_ ( K klz)(zk kl)D
30 2X X
—%DX L )H_c(xk+xk_l)ED
- k k-1 2.2
35( U 2X X
2 10 ¢ c [OH
=_§Xk_xk—l)%__ 7t
3 [l 2 KXo XX

Akivaizdu, kad

%<Xk o —<] &
Xk Xk

% 3C2
2

Todél



c ¥

. <1m=1.
Xkal Xk Xkl

10 02 C D<1(1+1)_1
2 XX Xka—IH 2

(analogiskai ivertinamas ir antrasis démuo). Vadinasi,
1 c C
0<l-~p——+—° Ha
2 Kk Xk—l Xk Xk -1 H

Tai reiSkia, kad teisingas jvertis

2
|Xk+1 _Xk| qu}(k _Xk—1|'

f) IS pvercio (10.15), gauto dalyje (e) i1Splaukia, kad seka {x} tenkina KoSi salyga.
Tode¢l seka konverguoja. [rodykime tai.

2 P "
Xer =% squk ~ X | <0h X =X <. %—E X, —=X,|. (10.16)

Z(ka ~Xnac1)
;m e
%H e
sl $HE

it

-2
3

Tada

n+p

<

H‘IJH &HJH &HJH Zl\/lv

|x —x0|

<

3|x1—x0|B

Paskutinysis jvertis neprikaluso nuo p ir gali biti kiek norint mazas. Todél seka {x,}
tenkina Kosi salyga.

g) Kadangi seka {X,} konverguoja (iSplaukia i§ Kosi kriterijaus), tai pazymékime riba
a=limXx,

n — oo

ir pereikime prie ribos pagrindinéje lygybéje (10.12)

limx, —l hmxn+.C ZD,
n— o 3g nee hmxnﬁ

11



