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JZANGA

UZdaviniy sprendimo psichologiniai momentai

Ne paslaptis, kad aiskus galvojimas, nuo amziy labiausiai siejamas su matematika,
ne visiems vienodai gerai sekasi ir todél ne visi ji mégsta. Sunkoka mégti tai, kas tavo
kaimynui geriau sekasi.

Ar galima mégti ir noréti suprasti tai, kas i§ karto nelabai sekasi ar truputi
baugina? O ¢ia dar tos i$ visuy pusiy sklindancios kalbos, kad matematika tokia vertinga,
ypatinga ir kone stebuklinga. Kas gi jau ten tokio ryskiai vertingo gliidi tose vieny
skaiCiy ir raidziy pilnose formulése, sudétinguose bréziniuose ir painokuose teoremy
irodin¢jimuose? Kas ten jau tokio neprilygstamo, jeigu as tai ne i§ karto pagaunu?

Ir ¢ia 18 karto gludi tam tikri psichologiniai spastai: Zzmonés tiesiog pamirsta, kad
tik jiems vieniems sunku. Jeigu man sunku, tai veikiausiai ir kitam bus nelengva.

Kai vienas didelis angly matematikas pavarde Litlvudas, dar tryné universiteto
suola, tai karta per kontrolinj jis negal¢jo iSspresti tokiu 2 uzdaviniu. Kazkaip netycia jis
pamaté, kad jo suolo draugas prie vieno i§ ty uzdaviniy pasidéjo pliusa kaip prie
18spresto. Po akimirkos ir jau Litlvudas prie to uzdavinio jau gal€jo détis pliusa. Tik
nepagalvok, skaitytojau, kad jis nusirasé nuo kaimyno.

Pradésime nuo labai paprasty minciy ir kasdieniy palyginimy arba nuo kiny
zodziy, kad kelig iveikia einantysis.

Jei mes imtume kalbéti, kad virti skanig sriuba yra labai grazu, véliau isismaging
pridurtume, kad tai ne tik grazu, bet ir labai svarbu ne tik gastronomijai, skrandzio
virSkinimui, miisy savijautai ir tuo paciu pasaulio pazangai ir tinkamai visatos procesy
raidai, tai pirma pusvalandj mes to mielai klausytumes, ypac jei biitume senokai uzkandg,
bet dar po kokio pusvalandzio tokios kalbos mums pabosty ir pajaustume, kad ¢ia kazko
truksta.

Jeigu mums kalba, kaip svarbu virti skanius barscCius, tai gal kartu mums galéty ir
parodyti, kaip tai daroma ir kuo sitilomi bar$¢iai pranoksta musy paskutinj karta valgytus.

Mums galéty atsakyti, kad tai visai paprasta, bet reikia virtuvés, virykliy,
produkty, laiko ir kantrybés.

Visai pana$iai yra ir su kalbomis apie tai, kaip naudinga ir iSmintinga yra spresti
matematinius uzdavinius, kaip svarbu gyvenime teisingai samprotauti ir logiskai mastyti.

NesiginCysime, kad ir kalbomis apie gerus barsCius irgi galima kazka nuveikti, na
kad ir apetita sukelti, kitam ir pasiryzimas juos virti gali atsirasti.

Taciau niekas misy neijtikins, kad geriausias biidas ijtikinti, kad bars¢iai — jéga,
yra i8virti juos visiems matant ir {pilti paragauti, kad kiekvienas galéty tuo isitikinti.

PanaSiai yra ir sprendziant kitus uZzdavinius, nesvarbu — gyvenimiskus,
matematinius ar kitokius.

Sveikas protas ir gyvenimo patirtis liudija, kad

Geriausias budas jtikinti mane, kad daryti gera daikta yra gerai, yra arba
daryti tokj ar kitg panaSy daikta mano akyse, arba pasiiilyti man paciam padaryti
ka nors panasaus ar net kg nors geresnio.

Gal ir mes taip darykime ir darydami apie tai, ka ir kaip mes darome, kartu
pamastykime.



Taip ir Mazvydas sake, ar pamenate?

»Broliai ir seserys, imkiet mane ir skaitykiet ir per tai skaitydami permanykiet.*

Taigi, jeigu norime iSmokti sprgsti uzdavinius, tai geriausia juos imti, paZinti ir
spresti méginti.

Galima buty jsivaizduoti, jog kiekvienas grazesnis uzdavinys kviecia mus
1Smeginti savo proto astruma ir uzsispyrima.

Cia nereikia didelio inventoriaus, kaZin kokiy ypatingy aplinkybiy — uZtenka
popieriaus lapo, pieStuko ir blaivios galvos, trupucio uzsispyrimo bei (kartais nemenkos)
kantrybés.

Zmonés juk ne be reikalo sako, kad nuo uZsispyrusio zmogaus vaisty néra.

Pradékime nuo tokio uzdavinio, sidlyto prie§ koki deSimti mety Latvijos
Olimpiados penktoje ar Sestoje klas¢je.

Norétume nedelsdami paprasyti skaitytojo, kuris gal aukStuosius mokslus yra
perkrimtgs, neziuréti 1§ aukSto { paprastus, arba, miisu Zodziais tariant, penktoku
uzdavinius, nes jie néra tokie paprasti — nei penktokai, nei ju sprendziami uzdaviniai.

Taigi net dristume apskritai suformuluoti ir priminti, matyt, patj svarbiausia arba
pirmaji bendravimo psichologijos désni

Nelaikyk kito kvailesniu uz save.

I SKIRSNELIS
LATVISKI SEPTYNETO KARTOTINIAI IR JU SKAITMENU SUMOS

Visi miisy sprendziami uzdaviniai bus tokie, kuriuos suprasti gali kiekvienas to
norintis ir Siek tiek laiko turintis Zmogus.

Vieni ju bus lengvesni, kiti gal ir sunkesni ar paslaptingai atrodantys, bet visi jie
yra tokie, kuriems iveikti nereikia jokiy specialiy ziniy, prasokanciy tai, ko mus mokeé
mokykloje.

Ir nors jie prieinami kiekvienam Zmogui, kai kurie i§ buvo sprendZiami net
tarptautinése ar pasaulinése Olimpiadose.

Sakoma, kad nuo didingo iki juokingo vienas zingsnis.

Kai kada vienas zingsnis yra ir nuo paprasto iki sudétingo uzdavinio — skaitytojas
dar turés progu tuo isitikinti.

Lai tai negasdina skaitytojo.

Zmogui paprastai pricinama daug daugiau, negu jis isivaizduoja.

Reikia tik ramiai rikiuoti mintis ir ieskoti tiesos.

Yra situacijy, kai profesionalas nuo megéjo tesiskiria tik tuo, kad profesionalas
zino viena smulkmena daugiau, o kitkuo jie yra visiskai vienodi.

Taciau toji smulkmena dazniausiai btina lemiama.

Bet juk ir mes galime ja suvokti.

Ne (vien) Sventieji puodus lipdo.

O apskritai niekam nekelia abejoniy, kad spresti uZdavinj ir ieSkoti tiesos yra
tas pats.

Tuoj bus tas zadétas latviskas uzdavinys — mes tik sustyguosime ji klausimais ir
pradédami nuo visiskai paprasty eisime prie painesniy dalyky.



Imame bet kuri sveika teigiama skaiCiy, kuris dalijasi be liekanos i§ 7 ir
suskai¢iuojame visy jo skaitmenuy suma. Sakysime, jeigu tas skaiCius biity 147, tai jo
skaitmeny suma bty 1 +4 + 7 =12.

Kadangi su skaiCiaus n skaitmeny suma susiduriame labai daznai, tai ta skaitmeny
sumga sutariame zymeti trumpai S(n).

Stai pirmieji paprasti klausimai apie i3 7 besidalijan¢iy skai¢iy skaitmeny sumas:

1. Ar tokio i§ 7 besidalijancio skaiciaus, labai daznai vadinamo ir 7 kartotiniu,
skaitmeny suma galéty buti lygi 10?

2. Ar tokia suma galéty buti lygi 100?

Kiti du klausimai jau kiek painesni:

3. Ar 7 kartotinio skaitmeny suma gali biiti 2005?

4. Kokia yra pati maziausia jmanoma 1§ 7 besidalijan¢io skaiCiaus skaitmeny
suma?

Galiausiai seka apibendrinantis filosofinis klausimas:

5. Kurie skaiciai gali biti i§ 7 besidalijan¢iy skaiciy skaitmeny sumomis, o kurie
ne?

Siame uzdavinyje susiduriame su keliais psichologiniais momentais — nes néra
nors kiek idomesnio uzdavinio, kuris nesukelty taip pat ir psichologiniy problemy ar
sunkumuy: galynétis su uzdaviniu visada pamokoma ir permaininga, labai jdomu ir
prasminga - ypac jei pasiseka iSspresti uzdavini iki galo arba rasti ta tiesa, kuriag buvome
prasomi rasti.

Taigi kokie Cia psichologiniai aspektai pirmiausiai iSkyla pries akis?

IS karto matome, jog uzdavinys yra keliapakopis.

IS pradziy miisu klausia kazko visai paprasto, beveik akivaizdaus.

Kodél tai daroma?

Matyt mus nori jtraukti { veiksma, nori sudominti, gal paliesti miisy mastymo,
vaizduotés ar ambicijos stygas. O miisy mastymas, vaizduoté, ambicija yra labai subtilus
instrumentas, ir tos stygos mumyse kartais skamba labai garsiai, daznai mety metais ar
net visg gyvenima, na, kol netingime galvoti.

Matyt, uzdavinio sudarytojai tikisi, kad ir mes, karta pradéje, eisime iki galo —
visai kaip Saunioje Kazio Binkio poemoje pataré¢ TamosSius Bekepuris: ,,Ka pradéjai,
dirbk ir baiki, nors tenai ir kazin kas®.

Na tai gal ir mes pradékime.

Taigi - gali ar negali besidalijancio i§ 7 skaiciaus skaitmeny suma biiti 10?

Imkime i$ eilés keleta pirmyju 1§ 7 besidalijanciy skai¢iy, kuriuos matematikai
vadina septyneto kartotiniais:

7,14, 21, 28.....,
ir jau matome, kad toki skaiCiy, kurio praso pirmoji, iviliojancioji uzdavinio dalis, jau
radome, tai 28, nes jau pirmoje klaséje visiems amziams suvokéme, kad 2 + 8 = 10.

Dabar galétume testi ta eilg, kuria ka tik pradéjome, arba imti

35,42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98....

Matome, kad septyneto kartotiniy skaitmeny sumos

7,5,3,10,8,6,13,11,9,7, 14,12, 10, 17,
kad ir banguojanciai, bet didéja.

O gal galima kitaip, kaip nors grei€iau, nes taip mes negreitai iki 100 prieisime. O
dar mety skaicius 2005 laukia.



Galima, ir dabar pakakty kad ir atminties apie daugyba stulpeliu ar dalyba kampu
proverzio.

Jeigu mes prie skaiciaus 28 ,,priaugintume* arba priraSytume ji pati, tai gautume
skaiciy 2828. Kaip jiis manote, ar ,,suklijavus® du tokius 28-tus, arba ,klonavus* 28,
pailgejes skaicius nepameté dalumo i§ 7?

Savaime aiSku, kad nepameté, nes panasiai kaip 28 = 7 x 4, taip ir 2828 =7 x 404,
0 282828 = 7 x 40404 ir t.t., vadinasi i§ 7 tikrai dalijasi. O skaiCiaus 2828 skaitmeny
suma jau 20. O mums kiek reikia? Mums reikia, kad skaitmenuy suma buty 100. Na, tai
prateskime ,,priauginima‘ - dalumo i$ 7 juk neprarandame.

Taigi turime kad ir didoka, bet aiSkios darybos skaiciy

28 282 828 282 828 282 828,
kurio skaitmeny suma yra 100, kuris dalijasi 7, nes panaSiai kaip ir anks€iau galima
parasyti, kad
28 282 828 282 828 282 828 =7 x 4 040 404 040 404 040 404.

Taip susitvarkéme su antruoju uzdavinio klausimu ir dabar jau nesunkiai
suvokiame, kad kiekvienas nuliu besibaigiantis sveikas teigiamas skai¢ius yra kazkurio
septyneto kartotinio skaitmeny suma.

Taciau 2005 ne toks, jis nuliu nesibaigia.

Ka daryti?

Dar karta pazitureje i pirmuosius 7 kartotinius arba i skaicius 7, 14, 21, 28,
matome, kad jau antrojo 7 kartotinio arba skaiciaus 14 skaitmeny suma yra 1 + 4 =5,
todel jeigu imsime ji ,,priauginti* arba suklijuoti skaiciaus 14 kopijas, tai suklijave 14 tik
401 karta, gausime jau 802-zenklj skaiciu

141414....14,
besidalijanti i§ 7 su 2005 lygia skaitmeny.

Jau jpuséjome ir prisikaséme iki pagrindiniy klausimy - kokia apskritai yra pati
maziausia 7 kartotinio skai¢iy suma ir ka apskritai jmanoma gauti?

Klijavimo patirtis kuzda mums, jeigu jei galétume rasti toki i§ 7 besidalijanti
skaiCiy, kurio skaitmeny suma yra 1, tai klijuodami arba klonuodami tokj skaiCiu,
gautume, kad kiekvienas natiiralusis skaicius yra i§ 7 besidalinancio skaiciaus skaitmeny
suma.

Deja, su ta vienetui lygia 7 kartotinio skaitmeny suma nieko neiSeina — tokias
sumas turi tik vienetas su nuliais arba skaiciai

1, 10, 100, 1000, 10000, ....

Deja, tokie skaiciai tesidalija tik i§ vieno ar keliy dvejety ar penkety bei ju
sandaugy, bet jau niekaip i$ 7.

Todéel 1§ 7 besidalijancio skai¢iaus skaitmeny suma negali biiti lygi vienetui.

Galime ta patj gauti ir kitaip, nelyginant konstruktyviau.

1 yra maZesnis uz 7, i§ jo nesidalija ir, Zinoma, yra maziausia galima dalybos i§ 7
liekana. Toliau, kadangi 10 =7 + 3, tai 10 dalybos i$ 7 lickana yra 3, toliau 100 =14 x 7 + 2,
vadinasi, 100 dalybos i§ 7 liekana yra 2. Jau pasitaiké 3 skirtingos dalybos i§ 7 liekanos:
1,3ir 2.

Jei dar ir skai¢iy 1000, 10000 ir 1000000 dalybos i§ 7 lickanos bus skirtingos, nes
ir tie skaiciai, matyt, i§ 7 nesidalys, tai véliausiai po 4 dalybos veiksmy lickanos ims
kartotis, viskas ,,uzsiciklins* ir 1 jau su bet kokiu nuliy skai¢iumi niekada i§ 7 nesidalys.



Taip ir nutinka, nes 1 000 = 142 x 7 + 6, vadinasi, naujoji dalybos i§ 7 lickana yra
6, toliau 10 000 = 1 428 x 7 + 4 (lickana 4) ir galiausiai 100 000 = 14 285 x 7 + 5
(liekana 5) ir dabar jau visos galimos liekanos jau buvo ir todél jos neiSvengiamai pradés
kartotis, nes

1 000 000 =142 857 x 7+ 1.

Taip mes dviem bidais isitikinome, kad skai¢iai, uzraSomi vienetu su nuliais, 1§ 7
nesidalija, tode¢l jokio skaiCiaus 7 kartotinio skaitmeny suma néra lygi vienetui.

Sekanti ,,kukli“ galima 7 kartotinio skaitmeny suma galéty buti 2, tik gal ir jos
nepavyks gauti?

Kaip atrodo skaiciai, kuriy skaitmeny suma lygi 2?

Tai gali buti skaiciai, prasidedantys dvejetu su tolimesniais nuliais, pavyzdziui, 20
000. Tokie skaiciai dalintis i§ 7 vél negali, nes jie, kaip ir vienetas su nuliais, dalijasi tik
i$ vieno ar keliy dvejety, vieno ar keliy penkety bei ju sandaugy.

2 lygia skaitmeny suma taip pat turi ir skaiCiai, kuriy uzrase yra du vienetai,
sakysime, 101 000. Nuliai po antrojo vieneto dalumui i§ 7 jokios itakos neturi, todél
galima sakyti, kad ieSkoti reikia tarp skaiciy, kur tarp 2 krastiniy vienety jterpta nuliy.

Todél mes méginsime dalyti kampu vieneta su nuliais, laukdami tos valandos, kai
tarpinio veiksmo liekana pasirodys 2, tada virSuje ir paraSysime ta antraji 1, tuoj pat
nusikelsime ji { apacia, ten tada bus 21 ir tada ,,pasidalins®.

Siuo atveju taip atsitinka labai greitai, po antrojo tarpinio veiksmo:

1001 /7
7 143
30
28

21
21
0

Taigi i§ 7 besidalijancio skaiciaus skaitmeny suma gali biti lygi 2, o kadangi tokia
suma negali biiti lygi 1, tai pati maZziausia galima 7 kartotinio skaitmeny suma yra 2 ir tuo
paciu yra atsakyta | prieSpaskutini uzdavinio klausima.

Beliko i$siaiskinti, kokias sumas apskritai galima gauti?

Pirmiausiai pastebékime 1001 galima ,,priauginti* prie jo paties ir vél gauti i§ 7
dalius skaic¢ius 10011001, 100110011001, 1001100110011001,... su skaitmeny sumomis
atitinkamai 4, 6, 8,.. arba matome, kad kiekvienas lyginis skaicius yra i§ 7 besidalijancio
skaiciaus skaitmeny suma.

Baigiamaji sprendimo akorda pradedame prisimindami, kad 21 dalijasi 1§ 7, o jo
skaitmeny suma yra 3. Dabar imsime ,lipdyti“ 21 su 1001 blokais. Taip darydami
neprarandame dalumo i§ 7 (tie, kas prading mokykla baigé be skaiciuokliy rankose, tai
jaucia ,,uz kilometro* — sudéties, atimties ir daugybos stulpeliu bei dalybos kampu
pratimai palieka savo pédsaka).

Taip priaugindami prie 21 vis daugiau 1001, imame gauti skai¢iy 21, 211001,
2110011001, 2100110011001,... virting su skaitmenuy sumomis 3, 5, 7, 9, ... arba
matome, kad taip galime gauti visus nelyginius skaicius (iSskyrus, Zinoma, vieneta).

Todél globalus atsakymas j musy uZdavinj biuity toks: Kiekvienas sveikasis
teigiamas skaicius, iSskyrus 1, yra iS 7 dalaus skaiciaus skaitmeny suma.



Kelios filosofinés mintys po dalumo i$ 7 uzdavinio

Spresdami §; uzdavini mes elgémés lygiai taip pat, kaip ir kurdami bet kurio
mokslo teorija, kur i§ pradziy yra kaupiami faktai ir eksperimentiniai duomenys (ir mes
zituréjome, kokias skaitmeny sumas turi pirmieji i§ 7 besidalantys skaiCiai), toliau,
remiantis tam tikromis idé¢jomis ar veiksmais (miisy atveju skaiciy ,,priauginimu®, dalyba
kampu), gaunami tam tikri tarpiniai rezultatai ir daromos i§vados (miisy atveju buvo nu-
statyta, kad bet kuris skaicius, iSskyrus 1, yra 7 kartotinio skaitmeny suma).

Kas vyksta toliau? Toliau sukurtoji teorija paprastai kelia naujus uzdavinius.
Paprastai gera teorija tokiy klausimy prikelia daugiau negu reikia. Matematikai kalba, kad
viena iSspresta problema pagimdo bent 10 nauju.

O miisy atveju? Nejaugi toks kuklus uzdavinys gali ,,prigeneruoti dar daug ko
nors?

Atsakymas: zinoma, gali. PavyzdZziui,

1. Kokiais skaiciais galima pakeisti skai¢iy 7, kad atsakymas likty toks pat?

2. Kokios sveikyjy teigiamy skaiCiy aibés gali biti tiksliai lygios visy i§ kokio
nors skaiCiaus besidalijanciy skaiciy skaitmeny sumomis?

Panasiy uzdaviniy galima suformuluoti daugybg¢ — tik spék suktis {1 jas
atsakinédamas.

Uzdavinys skaitytojui.

1. (I Lietuvos jaunesniyjy klasiy moksleiviy olimpiada, 2000 m.). Kokia gali biiti
1§ 23 besidalinancio skaiciaus skaitmeny suma?

2. O koks biity atsakymas, jeigu imtume 99? 5? 101?

II SKIRSNELIS
NEPASTEBIMI VIRPTELEJIMAI ARBA MIKROJUDESIAI

Daznai mes apie ka nors sakome, kad tai tokia smulkmena, apie kurig ir kalbéti
nesinori, jau tokia smulkmena, kad vos gali ja jzitreéti.

Cia bity galima priminti, kad alpinistui kopiant | sta¢ia kalno vir§iing ir vos
kopiantysis gali toliau judéti aukStyn ir galiausiai pasiekti tiksla, o jeigu néra uz ko
uzsikabinti, tai Zygis gali sustoti.

Pasizitrékime toki uzdavini, kurj paskutini karta teko matyti 2004 mety Minsko
olimpiadoje. Ji sprendé septintokai.

Turime penkis nataraliuosius skaifius. Apie juos yra Zinoma tiek, kad
sudéjus juos visais galimais budais po tris, gautume 7 skirtingas sumas, o sudéje
visais galimais buidais po keturis gautume 5 skirtingas sumas. Reikia jrodyti, kad
visy ty penkiy skai¢iy suma dalijasi iS 5.

Paméginkime ¢ia ka nors isivaizduoti.

Duokime tiems 5 skai¢iams vardus a, b, ¢, d ir e. Tada visos galimos sumos po
keturisyraa+tb+c+d,a+b+c+e,a+tb+d+e,a+c+d+eirb+c+d+e.

Salygoje pasakyta, kad jos visos yra skirtingos.

Tada pirmoji iSvada buty, kad ir visi tie skaiciai yra skirtingi, kitaip kurios nors
2 sumos po keturis sutapty.

Todél galime laikyti, kada<b<c<d<e.
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Antroji iSvada yra tokia: jeigu déliodami visais galimais biidais po tris gauname 7
skirtingas sumas, tai ir déliodami po du skaicius irgi turésime 7 skirtingas sumas.

Taciau a, b, ¢, d ir e déliodami po du, turime tokias galimybes: a + b, a+c,a +d,
ate,b+c,b+d b+e,c+d,c+eird+e,arbais viso 10 galimybiu.

Vadinasi, kai kurios i8 ju sutampa. Paméginkime i$skirti tokias, kurios garantuotai
skiriasi.

Aisku,kada+b<a+c<a+d<at+e<b+e<c+e<d+e. Jau turime 7
skirtingas sumas, vadinasi, likusios neminétosios turi sutapti su kazkuriomis nurodytomis
sumomis.

Nenurodytose sumose néra nei a, nei e: tai sumos b + ¢, b + d ir ¢ + d, kurios
aiskiai rikiuojasi pagal diduma b +c<b+d<c+d.

Su kuria suma gali sutapti b + ¢? Ji didesné uz antraja suma a + c ir yra bent trecia
pagal diduma. O ¢ + d yra mazesné uz SeStaja suma C + e ir pagal diduma yra daugiausiai
penkta. Vadinasi, b + ¢ yra tre€ia, b + d ketvirta ir ¢ + d penkta, t.y.

b+tc=a+d, b+td=a+eirc+d=Db+e,todél

b—a=d-c=e-d=c-barba visy gretimy skai¢iy skirtumai yra vienodi, arba
kitaip tariant, mes susidiiréme su gana gerai pazistama aritmetine progresija.

Bet Cia net nebiitinai reikia biiti girdéjus apie aritmeting progresija, ta vienodai
didéjanciy skaiciy virting. IS lygybés d — ¢ = ¢ — b iSplaukia, kad b+ d=2c,0isb—-a=e
—diSeina, kad a+e=b+d=2c, arba

atb+tc+d+te=(@t+te)+(b+d)+c=5c
taigi toji suma tikrai dalijasi i$ 5.

Tiems, kurie noréty patys ka nors panasaus nuveikti, sitllome uzdavini, spresta
toje pacioje Olimpiadoje klase auksciau.

Ar galima skai¢iy 2004 uzraSyti keliy skirtingy démeny suma taip, kad deliodami
tuos démenis visais galimais budais po 2, gautume lygiai 7 skirtingas sumas.

Aukstesnése klasése buvo dar kelios grazios Sios idéjos variacijos.

Duota 100 skirtingy realiyju skai¢iy. Yra Zinoma, kad pats maziausias i§ juy yra
0,08, pats didziausiais — 40, o déliodami tuos kaiCius visais galimais biidais po 2,
gautume197 skirtingas sumas. Raskite duotyjy 100 skai¢iy suma.

Ir dar viena, jau visai rimtoka uzdavini.

Raskite pati didziausia ir patj maziausia natiiralyji skaic¢iy n toki, jog biity galima
nurodyti n tokiy skirtingy realiyjy skaiciy, kad juos sudéje visais galimais budais po 2
gautume 2004 skirtingas sumas.

O stai dar keletas dar paprastesniy uz ka tik iSnagrinéta uzdavini pratimy.
Pavadinkime ji tiesiog taip:

III SKIRSNELIS
S NEZINIUKO PASTO ZENKLU ALBUMAI

Nekantrusis NeZiniukas Zavisi Skandinavijos valstybémis — Danija, Svedija,
Norvegija, Suomija ir Islandija — ir ka tik pradéjo rinkti ju Zenklus. Kadangi kiekvienos
Salies zenkly jis ju turi po nedaug, tai viena vakara, kad ty zenkly atrodyty esa daugiau,
jis suskai¢iavo, kiek yra kiekvienos galimos Saliy pory Zenkly. Jis su nuostaba pamate,
kad teiSeina tik 3 skirtingos sumos — arba 13, arba 18, arba 23 Zenklai.
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Su ta Zinia jis nuléké pas kaimyna Ziniuka ir paklausé, ar taip gali biiti? Ir
Syptel¢jes pridire:

— O gal tu, Ziniuk, Zinodamas tuos 3 skaiéius, galétum pasakyti, kiek zenkly yra
kiekviename i$ 5 mano albumy?

Uzdavinys ir paprastas, ir jdomus, ir yra ka veikti ir net nepatogu uzsiminti, kad
jis per sunkus.

Pirmiausiai Ziniukas suprato, jog visy 5 Skandinavijos kraty zenkly skaicius
negali biti skirtingas, nes tokiu atveju skaiCiuojant valstybiy zenklus poromis visais
galimais budais, buty daugiau skirtingy atvejy, negu kad dabar esantys 3.

Pastaba. Skaitytojas turbiit suprato, kad Ziniukas dél nedidelio Zenkly skaiGiaus
galéty tiesiog dirsteléti i kiekviena albuma atskirai, bet Ziniukas ne i§ ty Zmoniu, kurie
praleisty proga pasamprotauti.

Ikart po to Ziniukas suvoke, kad tik 3 pasitaikiusios skirtingos sumos sako, jog
sutampa ne vienos, o maziausiai dviejy valstybiu zenkly skaicius.

Tikrai, jeigu biity Kketurios valstybés su skirtingu Zenkly skai¢iumi
a<b<c<d, tai bty ir 5 skirtingos sumos podua+b<a+c<a+d<b+d<c+d,
o skirtingy sumy téra tik 3.

Vadinasi, gali buti daugiausiai 3 valstybés su skirtingu Zenkly skai¢iumi.

Vadinasi, arba yra dvi poros valstybiy su vienodu Zenkly skai¢iumi, arba trys
valstybés su vienodu zenkly skai¢iumi.

Pirmoji galimyb¢é neimanoma, nes skai¢iuodami jy zZenklus kartu, turétume gauti 2
lyginius skaicius, o tuo tarpu i§ skaiciy 13, 18 ir 23 tik vienas skaiCius 18 yra lyginis.
Vadinasi, lieka tik atvejis, kad 3 wvalstybés turi vienoda zenkly skaiiy Neziniuko
albumuose.

Kadangi dedant kartu tokiy valstybiy Zenklus turime gauti lygini skaiciy, o jis yra
tik vienas — 18, o todé¢l Neziniukas turi 3 Skandinavijos valstybiy po 18 : 2 =9 Zenklus,
vadinasi, ketvirtos valstybés Zenkly jis turi 13 — 9 =4, o penktos — 23 — 9 = 14.

Matome, kad su tokiu nedideliu zenkly skai¢iumi laikytis principy Neziniukui vis
tiek reikéjo parodyti truputélj aritmetinio sumanumo.

IV SKIRSNELIS
IR KOKIOS YRA MANO GALIMYBIU RIBOS?

Kokios yra mano galimybés? Ar jos didelés? Kur jy ribos? Ar galima tas
ribas praplésti? Kq a§ galiu padaryti, kad jos buty didesnés? Ka vienoje ar kitoje
situacijoje jmanoma nuveikti? O kodél to ar ano negalima padaryti? Kaip tai
pajusti? Pajutus, kaip tuo jsitikinti? [sitikinus, kaip tai jrodyti?

Sie paprasti amzini klausimai nuo seny senovés kaitino zingeidZziu Zmoniy
vaizduote ir akino juos galvoti ir ieSkoti, nerimauti ir svajoti, mesti viska i Sali ir
apsisukus vél griebtis to paties.

Matematika teikia beveik neribotas galimybes pasitreniruoti besiaiSkinant, kas
galima ir kas neimanoma.

Pradékime nuo paprastu¢io vaizduotés lavinimo pratimo, arba nuo uzdavinio,
kuris Lietuvos delegacijos sitilymu buvo sprendziamas 2003 mety Tarptautiniame
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»Kengtros“ konkurse, vykstan¢iame kiekvieny mety tre¢iaji kovo ketvirtadieni dabar jau
3 kontinentuose ir kuriame dalyvauja per 3 milijonus moksleiviy.

Stai paprasta jo salyga.

Kiek daugiausiai i$ eilés einanciy natiiraliyjy skaic¢iy jmanoma paraSyti, kad
né vieno i$ jy skaitmeny suma nesidalyty i§ 5?

Pradzioje 1 galva prisistato mintis, kad i§ penkiy i§ eilés einanciy sveikyjy
teigiamy skai¢iy vienas (ir tik vienas) dalijasi i§ 5. Taciau ¢ia mes kalbame ne apie
skaiciaus, bet apie jo skaitmeny sumos daluma iS 5. Negi dél to kas nors pastebimai
keisis?

Jeigu padarytume paprasta eksperimenta ir paimtume pirmus 5 i§ eilés einancius
gali détis skirtingi dalykai.

Sakysime, paémg 24, 25, 26, 27 turétume pavyzdi, kad gali pasitaikyti keturi tokie
1§ eilés einantys skaiciai — nes pries 24 eina 23 su 5 lygia skaitmeny suma, o po 27 eina
28 su skaitmeny suma 10 — taigi irgi i§ 5 besidalancia skaitmeny suma.

Taigi galima rasti 4 i§ eilés einancius skaicius su i§ 5 nesidalijancia skaitmeny
suma.

Tokiy i eilés einanciy skaiciy gali buti ir maZiau negu 4, pavyzdziui, 88, 89 ir
90 nes ir 87, ir 91 jau turi i§ 5 besidalijancia skaitmeny suma, o gali biti ir daugiau
negu 4, sakysime, pavyzdyje su skaiCiais 97, 98, 99, 100, 101, 102 ir 103 ju yra net 7.

Tad kiek daugiausiai tokiy skaiciy su i§ 5 nesidalijancia skaitmeny suma gali eiti
18§ eileés?

Atsakymas labai paprastas ir ji pakuzda mums vienas paprastas pasteb¢jimas.

Jeigu mes turétume 5 1§ eilés einancius vienos ir tos pacios deSimties skaiCius,
tokius kaip 12, 13, 14, 15 ir 16, tai kadangi ju skaitmeny suma padidéja kaskart vis po
vieneta, tai vieno kurio 1S ty 5 iS eilés einanciy skaiciy skaitmeny suma tikrai dalintysi i8
5 — todéel kategoriSka iSvada yra tokia — esama ne daugiau kaip 4 vienos ir tos pacios
deSimties skaifiy, kuriy skaitmeny suma nesidalija i§ 5. Tod¢l po keturiy skaiciy
norint eiti toliau, kad skaitmeny suma nesidalyty i$ 5, reikia ,ristis* { kita deSimti, kur
gerai ,,atsiritus® rastysi galimybeé rasti dar keturis skaicius su i§ 5 nesidalijancia skaitmeny
suma.

Taigi galima turéti daugiuy daugiausiai 8 tokius i$ eilés einancius skaicius, kuriy
skaitmeny suma nesidalija 1§ 5.

Liko surasti toki pavyzdi. O jis ¢ia pat, nes tinka skaiciai

6,7,8,9,10, 11, 12 ir 13.

Klausimas: O kiek maziausiai galéty buti tokiu skai¢iy? Pavyzdys su 3 skaiciais
(88, 89 ir 90) jau buvo pateiktas.

Ar galéty juy biiti maziau?

2. O jeigu vietoje 5 imtume 6, kaip tada?

3. O jeigu imtume 9?

4. O su 11 kaip?

Galima pasialyti tarptautinés Komandinés ,,Baltijos kelio*“ olimpiados
uzZdavinj kur klausiama, kiek daugiausiai i§ eilés einanciy skaiciy galima rasti, jeigu
ju skaitmeny suma nesidalija i§ 13? Ten yra ir darbo, ir keli netikétumai, nes
aplinkybés pasikeicia, nes 11 ir 13 ,,praSoka® iStisos deSimtinés ilgi ir padétis nuo to
keiciasi 1§ esmés.
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V SKIRSNELIS
DIDELIU SKAICIU BAIMES MAZINIMAS

1. Karviy ganymas ir skaic¢iy dauginimas
Pirmoji skaitytojo reakcija i klausima ,,Ar Tu bijai dideliy skai¢iy?“ turbiit biity
tokia: ,,Nieko a§ nebijau, ko ten bijoti". Tada mes galé¢tume klausima pasukti kitu
kampu ir pasiteirauti, kokia banda paprasCiau ganyti, ar tokia, kurioje yra 5 ramios
karvés, ar kur 50 pasélusiy jau¢iy. Zinoma, ir dabar galimi puikiis poetiniai atsakymai,

fv v —

Cv v —

vis¢iuky, tai nesuvaldysi gausiy tabiiny, arba: viskas prasideda nuo mazy dalyky, ne be
reikalo sakoma — nuo adatélés prie kumelélés — tik, tiesa kalbant, ¢ia kalbama apie
kitokias veiklas.

Bet pats paradoksalus principas, kad mazas yra didelio tévas, islieka.

Nes yra teke skaityti toki angliska posaki: ,,The child is the father of the man.*

Tai apie ta pati.

Kad prablaskytume skaitytoja, uzminsime jam angliskai kita misl¢: Koks yra pats
ilgiausias angliSkas zodis.

Neabejojame, kad atsakymas miisy skaitytoja, belaukiant] visiems mums truputi
girdéto lietuvisSko ,bekiSkiakopiistéliaudamas®, turéty gerokai pribloksti — kaip rimtos
tautos sizilri 1 savo rastijos plyteles abéceles raideles.

Atsakymas yra toks: ilgiausias angliSkas zodis yra ,,smiles®.

Kodél, paklausite jiis, juk jame tik 6 raidés, sakysime kad ir zodis ,,beautiful* yra
1,5 karto ilgesnis — jame 9 raidés.

Pateiksime atsakyma angliskai ir viskas bus aisku: ,,Because it is a mile between
its first and last letter.

Gal skaitytojas dar noréty paspélioti, kurios dvi angly abécélés raidés turi
akis?

Po lyrinio intarpo grizkime i skaiCiy pasaulio tikrove — arba kaip sumazinti
skaiCius nepametant uzdavinio intrigos. Mums ripi, kad situacija bty kuo labiau
apzvelgiama, kad ja galétume iki kaulo smegenuy perprasti ir tada nuo keliy ramiy aveliy
grizti prie lekianciy tabiiny.

Isivaizduokite, kad mums siiilo panagrinéti tokia problema ir klausia, taip sakant,
"bendru atveju":

Imkime bet kokius du sveikuosius teigiamus skaicius n ir k (kurie, neslépkime to,
biina ir kosmiskai dideli) ir paklauskime, ar visada atsiras toks trecias sveikas teigiamas
skaicius a, kad kiekvieno i$ skaiciy

a,2a,3a,...,(h—lairna
skaitmeny suma dalytysi i§ k?

Pradzioje, kaip visada, sunkiau iSsijudinti, nes reikia nors kiek "isijausti® ar
»isigyventi“ { uzdavinio salyga, bent jau tiek, kad suprastume, kokie ten galimi sunkumai,
arba, poetiSkiau kalbant, kuo ten ,,patepta®?

Siuo atveju pavyksta esmingai suprastinti salyga, i§saugant visa uzdavinio intriga.

Sakykime, vietoje kaZkokio nieko konkretaus nesakancio, didelio ir todél
bauginancio skai¢iaus n, galima imti konkrety maza, iprasta skaiciy, pavyzdziui, kad ir
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10, o vietoje k imti dar konkretesni, nes dar mazesni skaiciy 2, ir klausti, ar tuoj atsirasty
toks sveikas teigiamas skaicius a, kad visu deSimties skaiciy

a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, 7a, 8a, 9a ir 10a
skaitmeny suma dalytysi i§ 2, t.y. biity lyginé.

Na, ¢ia tikrai sunku nepataikyti, nes patikring keleta pirmyju skaiciy isitikiname,
kad jau sull viskas yra, kaip prasyta, nes visy 10 skaiciy

11,22, 33,44, 55, 66, 77, 88,99, 110
skaitmeny sumy lyginumas yra daugiau negu akivaizdus.

O jeigu pageidautume 20-ties tokiy skaiCiy, tai tgsdami bitent 11 kartotiniy serija
toliau turétume

121, 132, 143, 154, 165, 176, 187, 198
ir, deja, nors jau tiek mazai betriiksta, nes para$éme jau 18 skaiciy ir betriiksta vos poros
skaiCiy iki reikiamy 20-ties, bet sekanciu zingsniu turésime raSyti skaic¢iy 209, o jo
skaitmeny suma 2 + 0 + 9 = 11 tikrai nelyginé.

Taigi buvome per 2 zingsnius nuo laimés.

Kita vertus, nenuostabu, kad su didesniu skai¢iumi yra sunkiau.

Taciau ilgiau pasikrapste susirandame skaiciy 101, kurio kartotiniai yra 202, 303,
404, 505, 606 ir dabar ilgai bus gerai - iki pat 101 x 99 = 9 999 aisku, toliau eina 10 100,
10201, 10302,..., 10908, o dabar 11009 jau vél turi nelyging skaitmeny suma, taigi geri
biity, jei prireikty, pirmieji 109 skaiciai.

O kaip, jeigu reikeéty surasti 1000 tokiy skai€iy. Skaitytojau, ar jau supratai, ka
reikéty daryti?

Kaip mums reikéjo 100 skaiciy, tai pakako 2 vienetus perskirti vieninteliu nuliu.
Prireikus galima tuos 2 vienetus nuliais galima ir labiau atskirti.

Jeigu supratote, kaip elgtis su 1 000 skaiciy, tai suprasite ir kg daryti su 1 000 000
ir su bet kokiu kitu skai¢iumi.

Vadinasi, jau mokame surasti bet kokio ilgio skaiciy virtine

a, 2a, 3a,..., Na,
kad Kkiekvieno tos virtinés skaiciaus skaitmeny suma biity lyginé.

O dabar vienas Zingsnelis iki tos vietos, kad kiekvieno bet kokios ilgio tokios
virtinés skaiciaus skaitmeny suma dalintysi i§ 3, toliau, kad i§ 4-iy ir t.t., juk tokiy
tinkamu nuliy skaic¢iumi atskiriamy vienety galima imti kiek nori.

Dar karta pasitvirtino aiSki tiesa, kad kai suvoki, kg reikia daryti, visa kita
atrodo taip paprasta, kad rodosi, jog tai tikrai aiSku kiekvienam.

VI SKIRSNELIS
RATUKU SURASYTI 2005 NULIAI IR VIENETAI

Darbstus ir istvermingas berniukas Ziniukas karta aptiko didziulj rata su tu¢iomis
2005 vietomis rato pakraS¢iuose skai¢iams jraSyti. Rato viduryje 10 pagrindiniy pasaulio
kalby — taip pat ir lietuviSkai — buvo uzraSyta, kad { tas vietas galima jrasinéti tik nulius
arba vienetus. Jeigu raSytume kitokius skaicius, tai ratas subyréty. Jis atsargiai parsirito ji
namo ir surasé 2005 nulius ir vienetus. Kaip jis juos ten surasé, jis dabar nepazitiréjgs jau
neprisiminty, bet gerai atsimena, kad ne visi skaiciai buvo vienodi - ten prirasé ir nuliy, ir
vienety.
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Vakare nusiplikgs po bégiojimy ir raSymuy jis uzmigo ir sapnavo, kad pas ji atejo
profesorius Skaitliinas su magistrantu NeZiniuku ir jie abu klausé Ziniuko, ar jis Zinas,
koki rata jis rades. Ziniukas atsake, kad didziuli.

Tada Skaitlitinas kaip didele paslapti pasaké, kad jo ratas yra ne tik didziulis, bet
ir stebuklingas. Ziniukas paklausé, kuo gi?

Tada Skaitlitinas taré:

— Klausyk atidziai, Ziniuk. Ar turi Svilpuka?

— Turiu, — atsaké Ziniukas.

— Tai jsidémék, — taré Skaitliinas, kuris buvo dar ir skaifiy burtininkas,
perduodamas jam Svilpuka — kiekviena karta, kai tu Siuo Svilpuku susvilpsi, tavo rato
skaicCiai keisis.

— O kaip jie keisis? — vos spé&jo paklausti Ziniukas.

— Ogi taip. Jeigu du kaimyniniai rato krasto skai¢iai yra vienodi, tada tarp ju
atsiras 0, o jeigu bet kurie du kaimyniniai skai¢iai buvo skirtingi, tai tada tarp ju atsiras 1,
po to senieji skaiciai iSnyks ir jy vietas uzims naujai atsiradg skaiciai.

— O jeigu as dar karta suSvilpsiu, vél darysis tas pats? — paklausé berniukas.

— Vel darysis tas pats. Vél tarp vienody skaiciy atsiras 0, tarp skirtingy 1, senieji
skaiciai iSnyks, o naujieji skai¢iai uzims jy vietas.

— O kiek laiko as galésiu turéti ta Svilpuka?

— Ogi iki tol, kol tau susSvilpus visi skai¢iai nepasidarys vienodi. Tada Svilpukas
i$nyks, ratas subyreés.

Toliau Ziniukas dar giliau jmigo, o skai¢iy burtininkas i$nyko.

Ryta atsibudes Ziniukas pagalvojo, kad visa tai, matyt, tebuvo tik sapnas, bet
atsimerkes pamaté prie pagalvés gulinti Svilpukas, o prie lovos tebestovéjo atremtas
ratas.

Ziniukas sugvilpé, ir skai¢iai pasikeité tiksliai taip, kaip profesorius buvo sakes.
Kiek karty berniukas beSvilp¢, skaiciai keitési taip, kaip Skaitlitinas buvo sakes.

Staiga jis iSsigando ir sustojo. Jis prisiminé, kad kai tik skai¢iai pasidarys vienodi,
jis praras stebuklinga Svilpuka.

Ziniukas nebuvo uzmir$es, kad pradiniame rinkinyje buvo ir nuliy ir vienety. Jau
nebesvilpdamas jis vél pasiziiiréjo i rata, jame, jo laimei, dar buvo ir nuliy, ir vienety ir
jam labai pariipo, ar negalima biity kaip nors teoriSkai suvokti, ar gali kada visi tie
skaiCiai pasidaryti vienodi, jeigu dabar jie dar ne visi vienodi, t.y., ar jis neprarasty
Svilpuko, jeigu susvilpty

(A) dar 100 karty?

(B) dar 1000 karty?

(C) dar 2005 kartus?

(D) kiek tik beturés kvapo karty?

Skaitytojas mato uZduoti vieno Lietuvos komandinés moksleiviy Olimpiados
uzdavinio motyvais.

Kaip ji pveikti? 2005 skaiciai yra ne taip mazai.

Gal sumazinkime 2005 iki kokiy 4 ar 5 skaiciy?

Jeigu imtume tik 4 skaiCius, tai galimybiy biity visai ne daug, na, pasiZitiréekime |
kokig nors viena.

Tarkime, turime rinkinj
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1
1
usvilpus ji keisty rinkinys

O = YU = =N - O

0
0
1 pakeisty rinkinys
0
1

O po sekancio $vilptel¢jimo gautume

11

11

Arba kad Neziniukas jau be Svilpuko.

Kita mintis buty pasiziiiréti su 5 skaiciais, atsizvelgiant i tai, gal ir ¢ia ka nors,
kaip tai daznai biina, kas nors priklauso nuo to, ar suraSyty skaiciy skaicius yra lyginis, ar
ne.

Imame 5 nuliy ir vienety rinkinj ir iSrasome, kas désis po keliy Svilptel€jimy.

1 0 O 0 0 1
1 1 0 1 0 1 1 1
10 1 1 0 1

Matome, kad paskutinioji nuliy ir vienety rikiuosena sutampa su pasukta pirmaja,
vadinasi, ir toliau viskas vél suksis ir vis kartosis.

Dar kiek pamaste, suvokiame, jog nesvarbu, ar ratuku suraSyta lyginis ar nelyginis
nuliy ir vienety skaicius, jeigu ten ne visi skai€iai vienodi, tai kazkuris nulis tikrai bus
kazkokio vieneto kaimynas ir suSvilpus tarp ju iSdygs 1.

Vadinasi suSvilpus vienety visada lieka, jeigu tik rinkinyje buta ir nuliy ir
vienety, nes tada jie kazkur susitinka.

Cia mazdaug kaip zoologijos sode: jeigu ratuku stovi drambliai ir kengiiros, tai
atsiras toks dramblys, kurio kaimyné yra kengirra ir net, jeigu kengtry ir drambliy yra
bent po du, tai rasis ir kita kengiira, kurios kaimynas yra kitas dramblys.

O kokios aplinkybés garantuoty mums nuliy iSlikimg?

Kad i8likty nulis, reikia, garantuoti dviejy vienody skaitmeny kaimynyste.

O tam, jei skirtingy skaitmenuy esama, pakanka, kad jie neity ,,kas antras®, taigi,
kad ju nebiity po lygiai. Todél tada, kai bendras ju skaicius yra nelyginis, tai po lygiai ju
biiti negali, ir kazkurie du vienodi skaitmenys visada ,,sueis® ir po Svilpteléjimo tarp ju
atsiras nulis.

Todél jei apskritimu suraSyti skaitmenys yra ne visi vienodi, tai suSvilpus,
visiSkai nesvarbu, kiek ju ten bebiity, vienetai neiSnyks, nes skirtingy skaiciy
kaimynysté yra neiSvengiama, na, o jei dar apskritimu rasomy 0 ir 1 skaicius kartu
yra nelyginis, tai ir kuriy nors dviejy vienody skaitmeny kaimynysté neiSvengiama,
todél ir nuliai iSnykti negali.

O toliau viskas kartosis.

Todél matome, kad Skaitlilinas Ziniukui Svilpuka padovanojo visiems
laikams, nes pas jj yra 2005 skaiciai, o tai nelyginis skaicius.
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VII SKIRSNELIS
DVEJETAINE SKAICIAVIMO SISTEMA

Po Neziniuko uzdavinio apie nulius ir vienetus tikty pakalbéti apie dvejetaing
skai¢iavimo sistema, nes ten jokiy kity skaitmeny nebiina.

Dvejetaing skaiiavimo sistema jautresnis zmogus galéty vadinti iStisine nuliy ir
vienety stichija.

Misuy informatikos eroje visi esame apie ta stichija girdéj¢ ir joje pabuvoje.
Kiekvienas zino, kad miisy jprastinis nulis ir dvejetainéje sistemoje nulis, miisy iprastinis
vienetas — ir ten vienetas, taciau nors sistema vadinasi — isiklausykite, dvejetaine — miisy
iprastinio dvejeto, tokio labai pazistamo skaitmens, koki mes raséme Simtus karty ir koki
net ir mums kartais ra$¢, tas jprastinis 2 dvejetain€je sistemoje vienu Zzenklu
nebeuzraSomas. Taigi dvejetas dvejetaingje sistemoje vienu Zenklu nebeuzrasomas. O
uzraSyti ji, Zinoma, galima, tik tam jau reikés ne vieno, o jau dviejy zenkly arba
skaitmenuy.

Ir kaip jis uzraSomas? Jis uzrasomas kaip 10, nes kitokiy skaitmeny neturime,
todél nebeissiversime vienu skaitmeniu, kaip raSydami O ir 1, o jau reikia 2 skaitmeny.

Toliau aiSkiau: jeigu miisy jprastinis 2 dvejetainiskai raSomas 10, tai 3 bus 11, 0 4
jau kaip 100.

Matome, kad dvejetainés iSraiskos greitai ,,puciasi, nes miisy aStuonetas
dvejetainiskai jau raSomas 1000, 15 raSomas kaip 1111, o 16 jau visai rimtai kaip 10 000.

Dvejetainiame pasaulyje jaunuolis gauty pasa, kai jo amziaus skaiCius biity
maziausias galimas 5-Zenklis skaicius. Nieko sau, yra kuo didZiuotis.

Visi mums sako, kad dvejetainé sistema informatikams yra pati patogiausia, nors
teko skaityti, kad kazkokiu kitu labai svarbiu pozitiriu trejetainé sistema biity netgi dar
ekonomiSkesné.

Beje, pirmieji skaiciai, uzraSyti naudojant trejetaing sistema, atrodyty taip:

0,1,2,10, 11, 12,20, 21, 22, 100, 101.

Paskutinis paraSytas trejetainis skaiius 101 yra misy iprastinis deSimtainis
skaicius 10.

Aritmetiniai veiksmai dvejetainéje sistemoje atliekamai taip pat kaip misy
iprastinéje deSimtainéje sistemoje, tik reikia zinoti ,,nauja" dvejetainiy skaitmeny sudéties
ir daugybos lentelg ir galésime taip pat paprastai sudéti, atimti ir dauginti stulpeliu bei
dalinti kampu kaip ir deSimtaingje sistemoje.

Sudéties skaitmeny lentelé tokia:

+ 0 1

0 0 1

1 1 10
Daugybos lentelé tokia:

X 0 1

0 0 0

1 0 1

Paméginkime stulpeliu sudéti, sakysime, 1011 su 10101:
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10101
1011
100000

PaaiSkinti paprasta: vienety skiltyje 1 + 1 jau 10, 0 raSome, 1 mintyje, toliau
deSim¢iy skiltyje 1 + 0 yra 1 ir dar 1 mintyje vél 10, 0 raSome, vienetas vél mintyje ir
taip toliau, kol gauname, kad toji dvejetainé suma yra 1 su 5 nuliais, o tai jprastinis
misiskis deSimtainis skaicius 32 =21 + 11.

Tai ir nenuostabu, nes 10000 yra 16, tai 10100 tai 10000 + 100 arba 20, o
10101 yra 21. Jeigu 1000 yra 8, tai 1010 yra 10, o 1011 tai 11. Vadinasi, tikrai
21 +11=32.

PanaSiai ir daugintume, pasiziirékime j 111 daugyba i§ 101 (arba Kkaip
skaiciuosime 5 x 7:

111
101
111
111
100011

O dabar parodykime, kaip galima suprastinti viena tokj baisy angly Olimpiados
uzdavini. Kai pasakysime salyga, skaitytojas tuoj pamatys, kur tas baisumas.

Raskite skaiciy, kurio dvejetainéje iSraiSkoje yra 2005 vienetai ir 2005 nuliai
ir kuris dalijasi i§ 2005 (i$ tikryjy ten buvo visko po 2004, bet mums dabar, kol Sie
metai nepasibaige, skaic¢ius 2005 kazkaip mielesnis)

RyZtingai supaprastinsime salyga ir vietoje 2005 imkime 5.

Taigi mums reikia surasti tokj skaiciy, kurio dvejetainéje iSraiSkoje yra 5
vienetai ir 5 nuliai ir kuris dalijasi iS 5.

Tai jau visai paprasta: kadangi 5 dvejetainéje sistemoje 101, tai 5 + 5 arba 10
dvejetainéje sistemoje bus

101
101
1010

Gaila, kad nepadidéjo vienety skaiCius, mes lukuriavome trijy 1-ty, tada juos
butume sulipde su 101 ir biitume turéje skaiCiy su penkiais 1-tais ir toliau besidalijant]
18 5.

Tai prie gautosios sumos dar karta pridékime 101, gausime jau 15, dvejetainiSkai
raSoma kaip 1111 (vél negerai, nes 4 vienetai dabar mums per daug), na, vél pridékime 5,
bus jau 20 arba dvejetainiSkai 10100 (vél du vienetai), ir dar karta, bus jau 25, arba kitaip
11001, o skaiCiaus su 3 vienetais mes ir laukéme.

Dabar jei prie 11001 priraSysime nulj, tai gausime 2 kartus didesni skaiciy, tad
dalumo 1§ penkiy neprarasime, tod¢él galime priraSyti kiek norime nuliy. PriraSysime
3 nulius. Turésime skaic¢iy 11001000 ir prie jo priauging 101, gausime skaic¢iy 11001101,
kuris dalijasi i§ 5 ir kuriame jau yra 5 vienetai, bet dar tik 3 nuliai.

Nesunku priauginti i§ deSinés dar 2 nulius ir gauti skaic¢iu

1100110100
arba viena 1§ tokiy skaiciy, kuriy ieSkojome, nes reikéjo skaiciaus, kurio dvejetainiame
uzraSe yra 5 nuliai ir 5 vienetai ir kuris dalijasi i§ 5.
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Idomu, koks tai skaicius, rasant ji deSimtainiSkai. O jeigu jis nesidalys i§ 5, kaip
tada?

Tai visai paprasta:

1100110100 =1 000 000 000 + 100 000 000 + 100 000 + 10 000 + 100
arba tai yra
512 +256+ 32+ 16 +4 =820,

o jis, kaip kiekvienas deSimtain¢je sistemoje nuliu besibaigiantis skaicius,dalijasi i§ 5.

Idomu, kad analogiSkas uZdavinys su ketvertu arba uzduotis surasti skaiciy,
kurio dvejetainiame uZraSe yra 4 vienetai ir 4 nuliai ir kuris dalijasi i§ 4,
sprendziamas dar paprasciau, nes 4 dvejetainé iSraiSka yra 100, todél iprastinio
veiksmo

4 + 4 = 8 dvejetainé raiska yra 100 + 100 = 1000,
veiksmo 8 + 4 = 12 dvejetaine kalba atrodo kaip 1000 + 100 = 1100, o tai mums yra
labai paranku, nes 12-os dvejetainéje iSraiSkoje yra kaip tik 2 nuliai ir 2 vienetai, todél
“priaugindami” arba priraSydami kita toki pati fragmenta, kurio dvejetainé iSraiska yra
11001100

ir kuriame yra prasytieji 4 vienetai ir 4 nuliai ir kuris dalijasi i8 4, nes tai skaicius

1327 +1x2% +0%x2° +0x2% +1x23 +1x22 +0x2! +0x2°
arba jau deSimtainiskai rasant
128 + 64 + 8 +4 =204

Pasimanks$tinimui tinka ir uZdavinys uZraSyti skailiy, kurio dvejetainéje
iSraiSkoje yra 3 vienetai ir 3 nuliai ir kuris dalijasi i 3 ir taip pat net ir toks visai jau
lengvutis prasSymas nurodyti kokj nors skaiciy, kurio dvejetainéje iSraiSkoje yra 2
nuliai ir 2 vienetai ir kuris daliajsi iS 2.

Siuo atveju klonavimas nebepadéty, nes skailiuje yra jau per maZai vienety.
Kadangi 3 dvejetaine raiska yra 11, tai 3 + 3 dvejetainiskai yra 11 +11 arba 110.

Dabar 6 + 3 = 9 dvejetaine raiSka yra 110 + 11 arba 1001, toliau jau tik
dvejetaine raiska pridedame vis po 3, kurie dvejetainiSkai yra 11, laukdami skaiciaus su 3
vienetais. Sulaukiame greitai, nes

1001 +11=1100, 1100 + 11 = 1111 (keturiy vienety mums per daug!),

1111 + 11 = 10010 (dabar 2 vienety per mazai), 10010 + 11 = 10101 (pagaliau
sulaukéme!), todél atsakymui tikty skaicius 101010, arba, iprastai sakant, 32 + 8 +2 =42,

O su 2 rasymo 1 eiluté.

Kadangi 2 dvejetaiska raiska yra 10, tai tinka skaic¢ius 1010, arba miisy jprastinis
SeSetas.

Panasiai skaitytojas susidoroty ir su tuo uzdaviniu, tik, zinoma, reikéty visy
pirmiau uzsiraSyti 2005 dvejetaine forma ir truputj ilgiau padélioti.

Taciau néra jokiy kitokiy principiniy ar suvokimo problemuy, tik kiek ilgesni
skaiciai.

VIII SKIRSNELIS
NEBUTINAI CIUPK IS KRASTO ARBA NE VISKAS AUKSAS,
KAS AUKSU ZIBA

Kazkada jau daugsyk minétame “Kengiliros” konkurse buvo pasitlytas toks
uzdavinys: Imame visus skaicius nuo 1 iki 999 ir suskai¢iuojame jy visy skaitmeny
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sumas, po to vél suskaiiuojame visy gautyjy sumy skaitmeny sumas ir esame
klausiami, kokj patj didZiausig skaiciy taip darydami gausime?

Visiskai aisku, kad i8 visy skai¢iy nuo 1 iki 999 pacia didziausia skaitmeny suma
turi pats didZiausias 18 juy arba 999, nes jo skaitmeny suma yra 9 + 9 + 9 = 27 ir joks kitas
skaicius neturi didesnés skaitmeny sumos.

Todél mums visai lengva pasiduoti iliuzijai, kad to didziausio skai¢iaus 999 ir
skaitmeny sumos skaitmeny suma irgi yra pati didZiausia.

Deja, taip néra.

Tiesa yra ta, kad visy skai¢iy nuo 1 iki 999 skaitmeny sumos tikrai duoda (visus)
sveikuosius intervalo nuo 1 iki 27 skaicius, taciau jau intervale nuo 1 iki 27 pacia
didziausia skaitmeny suma turi jau nebe skaicius 27, kurio skaitmeny suma yra tik
2+ 7=09, 0 19, kurio skaitmeny suma yra 1 + 9 = 10, yra vienu vienetu didesné uz
skaiCiaus 27 skaitmeny suma, kuri lygi 9.

Kita linksma miniatiiira

Kita linksma miniatitira, aptikta Sankt-Peterburgo proto Zvalumo uZdaviniy
rinkiniuose, yra tokia: raskite 6-Zenklj skaiciy, besidalijantj i§ 8 su pacia didZiausia
imanoma skaitmeny suma. V¢l taip ir norisi imti pati artimiausia 1 000 000 skaiciy,
kuris dar SeSiazenklis ir dalijasi i§ 8, o toks skaiCius yra 999 992, kurio skaitmeny suma
yra 9 x 5 +2 =47. Taciau jam gretimas nors mazesnis i§ 8 besidalijantis skaic¢ius 999 984
jau turi vienetu didesng skaitmeny suma 9 +9 + 9 + 9 + 8 + 4 = 48, o kitas, dar mazesnis,
—999 976 — dar didesne skaitmeny suma, nes 9 +9+9 +9+ 7+ 6 =49,

O Zzvalus penktokas, ko gero, bity pirmiausiai pasiCiupgs aiSkiausiai i§ 8
besidalijanti skaiciy 888 888, kurio skaitmeny suma yra ne tokia jau maza — 6 x 8 = 48.

Bet ir 999 976 irgi ne riba, nes pacia didziausia skaitmeny suma turi skaicius,
kuris yra tolokai nuo miisy minéty skaiciy — tai skaic¢ius 999 888, kurio skaitmeny suma
yra9+9+9+8+8+8=51.

Suprasti tai galima kad ir taip.

Kadangi 1 000 dalijasi i§ 8, nes 1000 =8 x 125, tod¢l prie ryskiausiai i§ 8
besidalijancio 888 888 prid¢je 1 000, gausime taip pat i§ 8 besidalijanti skaic¢iy 889 888
su vienetu didesne skaitmeny suma, lygia 49.

Bet juo labiau ir 10 000 bei 100 000 dalijasi be liekanos i§ 8, tod¢l pridejg dar ir
juos prie skaiciaus 889 888, ir gausime ta sitlyta skaiciy 999 888.

Ir apskritai, dar karta prisiminkime dalumo i§ 8 pozymj, kuris sako, kad skaiciaus
dalybos 1§ 8 liekana yra tokia pati, kaip ir skaiciaus, sudaryto i§ paskutiniyjy 3 to
skaiciaus skaitmeny, dalybos i§ 8 lickana.

Sis pozymis ir remiasi tuo, kad 1000, o tuo paciu ir visi jo kartotiniai arba visi
skaicCiai

ABCD....EFGH000
dalijasi i$ 8.

Todél paéme 1§ 8 besidalijant] skaic¢iu 888 jo ,,priekyje* galime raSyti ka norime,
vis tiek gautasis skaiCius dalysis i§ 8. Kadangi mums reikia kuo didesnés skaitmeny
sumos, tod¢l priekyje ir raSysime 999 ir taip gausime jau minétus 999 888.

Irodysime, kad bet kurio kito 6-zenklio skaiciaus, besidalijancio i§ 8, skaitmeny
suma negali biiti didesné uz skaiciaus 999 888 skaitmeny suma, kuri lygi 51..
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Itikimas, kad negalima ko nors prasSokti, virSyti, nugaléti ar pranokti,
psichologiskai neretai daro pritrenkiantj jspidi.

Siuo atveju miisy samprotavimas yra visai nesudétingas.

Pakanka jrodyti, t.y. nepriekaiStingai jsitikinti, kad pati didZiausia bet kurio
iS 8 besidalijancio skaiCiaus paskutiniy trijy skaitmeny suma negali prasokti 24,
arba kitaip sakant, kad tie paskutiniai 3 skaitmenys yra 888.

Irodysime, kad joks i§ 8 besidalijantis 3-Zenklis skaiCius negali turéti uz 24
didesne skaitmeny suma.

Tarkime, kad yra toks 3-Zenklis i§ 8 besidalijantis skaicius, kurio skaitmeny suma
yra didesné uz 24.

Tada ji gali buti lygi 25, 26 arba 27.

1. IS 8 besidalijantis skaic¢ius negali turéti 27-iems lygia skaitmeny suma, nes
vienintelis toks 3-Zenklis skaicius yra 999, o jis net i$ 2 nesidalija, nes yra nelyginis.

2. I$ 8 besidalijantis skai¢ius negali turéti ir 26 lygia skaitmeny suma, nes tokie 3-
zenkliai skaiciai téra 3, butent 899, 989 ir 998. Pirmieji du skaiciai yra net nelyginiai,
paskutinis treciasis nors lyginis, bet nesidalija 1§ 4, o mums reikia dalumo i$ 8.

3. Jeigu trizenklio skaiCiaus skaitmeny suma yra 25, tai arba kuris nors jo
skaitmuo kurioje nors skiltyje, lyginant ji su 999, yra dviem vienetais maZesnis, arba
kurioje nors dviejose skiltyse esantys skaitmenys, lyginant ji su 999, yra vienu vienetu
mazesni.

Pirmuoju atveju turétume 799, 979 ir 997 (o jie visi net ne lyginiai), antruoju
atveju tai turétume 889, 898 ir 988. Perranka jau baigta, nes 889 yra nelyginis, 898
nesidalija 1§ net i§ 4, 0 988, nors 1§ 4 ir dalijasi, bet i§ 8 jau nesidalija, nes nuo 1000, kuris
dalijasi 18 8, jis tesiskiria 12 vienety, tod¢l dalytis 1§ 8 negali.

Kompiuteriui net ir to nebiity reikéje: jis per sekundés dalj biuty
,mechaniSkai“ patikrines visus triZenklius i§ 8 besidalijancius skai€ius ir rades tuos
888.

IX SKIRSNELIS
APIE FORMALIU DALYKU REIKSME

Kartais mes truputi i§ aukSto zilirime | paprastus dalykus, nes jie kazkokie
nesudétingi, todél psichologiskai nelengva laikyti juos svarbiais ar bent jau visada i juos
atsizvelgti, arba, liaudiskai kalbant, su jais ,,skaitytis®.

Paimkime toki gerai zinoma ,,absoliucios klasikos* uzdavini.

Isivaizduokime, kad mes iS§¢jome i gatve ir pasikvietéme i svecius pirmus sutiktus
6 zmones. Ar jus galite isivaizduoti, kad, nesvarbu, kokius tuos 6 zmones besutiktume,
vis tiek tarp ju visada rasis arba tokie 3 Zmonés, kurie visi vienas kita paZista, arba tokie
3 zmonés, kuriy né vienas nepazista jokio kito to trejeto Zmogaus.

Cia mums labai svarbu labai aiskiai pasamprotauti — idealiu atveju taip
pasamprotauti, kad mums viskas tapty taip aisku, kad aiSkiau ir buti negaléty.

Kaip pasiekti tokio neatremiamo aiSkumo? Tokios biisenos, kad mane suprasty
kiekvienas mano kaimynas?

Neabejotina, kad to galima siekti jvairiausiais biidais.
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Bandome Kkelti aiSkuma su spalvotais siiilais

Pasiziiirékite j tai nuolat keldami sau ir visiems psichologinj ir metodinj
»wsuperklausimg“ — negi nejmanoma padaryti dar aiSkiau, dar suprantamiau, dar
vaizdziau?

Pradékime nuo negincijamos tiesos, jog bet kurie 2 i§ ty sutiktyjy Zmoniy yra arba
pazistami, arba ne — néra jokiu ,,pusiau pazistamy‘ zmoniy.

O dabar, jei jau ta konkreti zmoniy pora yra pazistamy Zmoniy pora, tai duokime
jiems abiems laikyti balta siiila — vienam viena, o kitam kita siiilo gala.

O jeigu zmoniy pora yra nepazistamy zmoniy pora, tai duokime jiems juoda sitla,
vienam viena gala, kitam kita siiilo gala.

Pabaigg apeikime visus savo pakviestuosius ir pasizitirékime, ka matome.

Matome, kad kiekvienas laiko saujoje 5 siiily galus, vedancius i likusius 5
zmones. Kiekvieno laikomi sitilai yra balti arba juodi. O miisy uzdavinys nejucia virto
tokiu: reikia rasti arba iStisai juody, arba iStisai balty sitlu trikampi, kurio krastinés — tai
sitilai, o vir$iinés — tuos siiilus laikantys Zzmones.

Kaip tai padaryti? Prieikime prie artimiausio zZmogaus. Jis, kaip ir kiekvienas
kitas, laiko rankoje 5 dvieju spalvy sitilus. Kazkurios spalvos siiily sudaro dauguma — ju
trys ar net daugiau. Tarkime, kad tie sitlai, kuriuy daugiau, yra juodi.

Dabar yra dvi galimybés.

1. Kuriy nors dviejuy tu juody siiily galus jungia irgi juodas sitlas, tada susidaro
juodas trikampis, ir reikalai yra baigti.

2. Jokiu dviejy 18 ty trijuy juody sitily galai nesujungti juodais siiilais. Tada jie visi
biitinai sujungti baltais siiilais, ir gauname jau iStisai balta trikampi.

Dar kartg j gatve prie SeSiy Zmoniy

Vel nei dideliame, nei mazame mieste sutikome 6 Zmones ir dar prie§ sutikdami
juos pasvarstétme, kiek daugiausiai pazistamy pory tarp juy galéty buti — jeigu,
isivaizduokime, jie visi pasitaikyty pazistami. Tai visai nesunku suskaiCiuoti — kaip
paprastai, isivaizduojame, kad jie yra sunumeruoti skaiciais nuo 1 iki 6 ir mums tereikia
suskaiciuoti, kiek yra skirtingy skaiciy 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 pory. Kadangi miisy skaiciai visai
nedideli ir, kas dar svarbiau, ju nedaug, tai juos galima greitai i§vardinti nepamirstant,
kad skaiciy tvarka poroje jokios reikSmés neturi.

Taip ir iSvardintume visas galimas poras:

(1,2), (1,3), (1,4), (1, 5), (1, 6), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),
(3,4),(3,5),(3,6),(4,5), (4,6)1ir (5, 6).

Ty pory yra 15, vadinasi, jeigu visi Zmonés yra pazistami, bet jei tai ne taip, tada
pazistamy pory biity, suprantama, maziau.

Tu pazistamy pory skaicius gali svyruoti tarp 0 ir 15 imtinai.

PsichologiSkai mes, Zmonés, visada esame uZ tai, kad su mumis bity
elgiamasi pagarbiai, kad su miisy nuomone biity skaitomasi arba maziausiai nors
kiek jos paisoma ir jau vienas paciy didZiausiy ZmogiSky nusiskundimy galéty
skambéti taip: jis su manimi elgiasi kaip su kokiu daiktu.

Prie Sito reikalo dar griSime, o dabar leiskite pajuokauti ta tema.

Didelio lenky matematiko H. Steinhauzo ( H. Steinhaus) aforizmy knygoje
radome tokia fraze:
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Ponas A. nekencia matematikos knygy nuo to karto, kai algebros vadovélyje
rado lygybe A=A.

Komentuodami, kodé¢l taip Ziauriai atsitiko, galétume nebent vaizduotis, kad
kair¢je lygybés A = A pusé¢je ponas A gal isivaizdavo save, o kitoje — tiktai kuklia, nors ir
pirma abécélés raide A ir todél toks sulyginimas, kad jis yra tik raidé, buvo jam
nepakeliamas.

Nesigincykime, kad ir paskutinis Zzmogus (duok Dieve, kad ju nebtity) yra daug
daugiau uz pirmuting abécé¢lés raide ir vis dél to neslépkime, kad matematikoje, kur
psichologiSkai labai svarbu, kiek beimanoma supaprastinti padéti, iSrySkinant ta ar kita
svarbia aplinkybg, mes drasiai, nieko neuzgaudami galime pradéti vadinti skaiciais,
vir§ininkus atkarpomis ir t.t..

Galétume pasakyti, kad ir turisty, laktiny, kity toli biinan¢iy Zmoniy tai per daug
nenustebinty, nes kuo toliau Zmogus nutolsta, tuo labiau jis panas$¢ja i taska.

Tai yra vadinama uzdavinio interpretacija.

Aibiy teorijos pozitriu 6 Zzmonés niekuo nesiskiria nuo 6 skirtingy tasky aibés, nes
tarp ty abieju aibiy galima nustatyti abipus vienareikSme atitikti, kada kiekvienam
zmogui priskiriamas taskas, arba, kaip pas mus ka tik buvo — skaiCius, taip, kad
skirtingiems Zmonéms priskiriami skirtingi taskai (galétume sakyti, kad kiekvienas
zmogus pazenklinamas vis kitu tasku), ir kiekvienam taskui atitinka koks nors Zmogus.

Abipus vienareikSmiSka atvaizdj galétume interpretuoti ir kaip ,korektiSkas
pirSlybas® arba tokias, kada vienos aibés X elementai ,superSami“ su kitos aibés
elementais Y taip, kad bet kuriems skirtingiems aibés X elementams X ,,priperSami‘
skirtingi aibés Y elementai ir kiekvienam aibés Y elementui y yra ,,priperSamas‘ koks nors
aibés X elementas X.

Cia mes norétume dar daugiau pafilosofuoti, tadiau, kol nepamir§ome, apie ka
kalbame, grizkime prie 6 zmoniy ir 6 juos atitinkanciy taskuy.

Siuo atveju jmanoma, ne tik zmogui priskirti (kokios nors konkre¢ios ploktumos
taska), bet nuveikti ir Sita daugiau, pavaizduoti ne tik Zmones, bet ir jy pazintis — biitent
jeigu tie Zmones paZzistami, tai tada juos atitinkancius taskus galime sujungti atkarpa, o
jeigu nepazistami, tai nesujungti. Pastebékime, kad vietoje atkarpuy pas mus ka buvo
sitilai.

Kadangi plokstumoje taSky yra apsciai, arba be galo daug, tai juos labai paprasta
parinkti taip, kad juos jungianCios atkarpos nepersikloty (nors kirstis ir galéty). Tam
pakanka tuos taskus paimti taip, kad jokie 3 taskai nebiity vienoje ties¢je.

6 Zmonés ir 7 pazintys arba 6 taskai ir 7 juos jungiancios atkarpos

Jeigu musy paklausty, kada geriau kalbéti apie zmones ir pazintis, o kada apie
taskus ir juos jungiancias atkarpas, tai atsakyti i §i klausima bty psichologiSkai
nesudétinga.

Paprastai, kol mes sitilome skaitytojui uzdavini, tai tam, kad skaitytoja sudomin-
tume ir kad jam biity lengviau isigilinti (misu terminologija kalbant, nors truputi
»isijausti“ 1 uzdavini), ji paprastai stengiamasi pateikti kuo paprasciau, aiSkiau ir
ispudingiau.

O veliau, kai jau mes isitraukiame | sprendima, mes stengiamés kuo paprasciau
perteikti reikiamas problemos vietas.
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Taip Zmonés nejucia virsta taskais, pazintys — atkarpomis ir tai visiSkai nieko
neerzina. Neerzina, nes padeda perprasti reikala. Juolab, kad iSsprendus uzdavini, vél
niekas nedraudzia atsakyme kalbéti vél tik apie Zmones ir pazintis — maza to, taip netgi
derétu elgtis, nes kokia kalba buvo pateikta salyga, tokia kalba deréty pateikti ir
atsakyma.

Taigi ir mes dabar formuluosime uzdavini Zzmoniy ir pazinciy kalba, o sprgsime ji,
jei tik tai bus patogiau, atidédami plokStumoje taSkus ir jungdami juos atkarpomis.

Taigi pirmiausiai mes prasome skaitytoja sugalvoti tokia pavyzdi, kad:

(A) 6 Zmonés turéty 7 pazZintis;

(B) Kad ir kokius 3 Zmones bepaimtume, tarp juy visada atsiras 2 pazjstami

Zmonés.

Skaitytojo patogumui mes jau pavaizdavome zmones kaip taskus ir laukiame, kol
skaitytojas sujungs kai kuriuos i§ ty tasky i§ viso 7 atkarpomis (atitinkancias pazintis)
taip, kad imant bet kuriuos 3 taskus, visada kurie nors 2 sujungti atkarpa (atitinkancias
tam, kad bet kurioje 3 Zmoniy grupéje atsiras 2 pazistami Zzmonés.

Per keleta minuciu turéty pasisekti, arba, kaip sako Sviesi kiny patarle, kelia
iveikia einantysis. .

L ] *

Jeigu jus jau nubraizéte toki pavyzdi, tai matote, jog yra teisingi 2 faktai.

1. Yra toks taskas, i kurio iSeina maziausiai trys atkarpos — arba, Kita
interpretacija, yra toks Zmogus su maziausiai 3 paZintimis.

2. Yra 3 atkarpos, i§ kuriy atkarpy iStisinis trikampis arba, Kkita
interpretacija, yra 3 Zmonés, kuriy kiekvienas paZjsta kiekviena Kita to trejeto
Zmogy.

Dabar paklauskime Stai ko: ar ¢ia taip tik miisy atveju nutiko, ar taip yra
visada?

Paméginkime jrodyti tuos 2 faktus bendruoju atveju.

1. Garantuotai atsiras bent vienas Zmogus, turintis tarp 6 Zmoniy bent tris
pazistamus;

2. Garantuotai atsiras 3 tokie Zmonés, kurie visi tarpusavyje paZista vienas kita
(jei zmonés virsta skaiciais, o pazintys atkarpomis, tai reiskia, kad plokStumoje atsiranda
trikampis ).

Sis grazus etiudas priklauso rumuny kompozitoriui Valentinui Vornicu.

Jo sprendimo motyvas gerai Zinomas — tai vadinamas dvigubas skai¢iavimas, arba
ziur¢jimas i§ dviejy tasky (tai daznai duoda stereoskopini vaizda), tik cia situacijai
papildomo Zavesio teikia toji aplinkybe, kad 6 zmonés turi kiek maziau negu pus¢ galimy
pazinciy ( nes tik 7 i§ daugiausiai galimy 15, o vis tiek atsiranda ir toks zmogus, kuris
paZzista maziausiai 3 i$ likusiy 5 (tai daugiau negu pusé) ir egzistuoja 3 Zmonés, kurie visi
vienas kita pazista.

O rodymas, kai ji turi, visai paprastutis.
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Pradésime nuo prieSingos prielaidos, tardami, kad taip néra, ir laukdami loginio
sprogimo.

O jis jvyksta tuojau pat.

Tarkime, kad joks Zmogus i§ tuy 6 neturi tarp ju triju pazistamy. Vadinasi, tada
kiekvienas turi ne daugiau negu 2 pazistamus. Dabar apeikime juos visus ir
suskaiciuokime visus juy pazistamus. Jeigu kiekvienas turi ne daugiau negu 2 pazjstamus,
tai per visus 6 Zmones ty pazistamy priskai¢iuosime na ne daugiau negu 12 (pirmasis
pozitrio taskas).

Vadinasi, jeigu visi per visus turi nedaugiau kaip 12 pazistamy, o pazinciai reikia
2 zmoniy, tai tada pazinCiy yra ne daugiau negu 6, o duota, kad juy yra 7 (o tai ir yra po
antrojo poziiirio palyginimo su pirmuoju ir uzdavinio salygos duomenimis jvykstantis
loginis sprogimas, jrodantis, kad musuy prielaida apie tai, kad néra jokio Zzmogaus su bent
3 pazistamais buvo detonuojanti, vedanti i loging katastrofa, vadinasi, neteisinga).

Taigi, jeigu yra 6 Zmonés su 7 tarpusavio pazintimis, tai atsiras toks Zmogus su
bent 3 pazistamais ir dabar antraja dali uzbaigiame vienu sakiniu: imkime tuos 3 to
zmogaus pazistamus, pagal salyga ty 3 Zmoniy grupéje atsiras 2 pazjstami Zmong¢s ir taip
turésime tris tarpusavyje vienas kita pazistanc¢ius Zmones.

Viena iSvada po Valentino Vornicu uzdavinio

Dar karta grizkime prie to uzdavinio salygos su 6 Zmonémis ir 7 pazintimis. Jau
sakéme, kad ty pazinciy gali buti daugiausiai 15 (kai visi vieni kitus pazjsta).

Vadinasi, jeigu turédami 6 zmones randame 7 viena kita paZzistancias poras, tai
likusios 15 — 7 = 8 poros viena kitos nepazjsta.

Jeigu dabar imtume uZzdavinio interpretacija taSkais ir juos jungianciomis
atkarpomis, tai toje interpretacijoje zmogy vaizduoja taskas, o dabar jau nepaZzistantiems
vienas kito Zmonéms atitinkancius taskus jungsime atkarpomis, tai gausime, kad yra 6
taskai ir juos jungiancios jau 8 atkarpos.

Vadinasi, juo labiau ir dabar atsiras bent vienas taskas, sujungtas atkarpa su bent
trimis kitais taSkais.

Deja, nebegalime sakyti, kad atsiras 3 vienas kito nepazjstantys Zzmon¢s, nes mes
nebezinome, ar imant bet kuriuos 3 Zmones, tarp ju atsiras 3 skersai iSilgai vienas kita
paZzistantys Zmonegs.

Labai rekomenduojame vél paimti 6 plokStumos taskus ir taip sujungti juos
8 atkarpomis, kad atsirasty tokie 3 taSkai, kad né vienas i§ jyu néra sujungtas
atkarpa né su vienu Kkitu i$ jy.

. L

L *

Reziumuojant tai, kad buvo pasakyta, galime suformuluoti Siek tiek bendresni teigini:
Jeigu 6 zmoniy grup¢je randame 7 arba § ty Zmoniy tarpusavio paZintis, tai tada
teisinga yra sakyti kad:
(A) toje grupéje yra zmogus, turintis tarp likusiy bent tris pazistamus;
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(B) toje grupéje yra ir zmogus, nepazistantis toje grupéje maziausiai 3 likusiyjy
Zmoniy;
(C) toje grupéje yra 3 vienas kito nepazistantys Zzmon¢s.

) X SKIRSNELIS
VEL [ GATVE PRIE ZMONIU

Ka tik buvome is¢j¢ 1 gatve, pakvietg 6 zmones ir iSsiaisking, kad tarp juy visada
rasis arba tokie 3 Zmonés, kurie yra poromis pazistami, arba tokie 3, i§ kuriy jokie 2 néra
pazistami.

Vel i§¢jome 1 gatve ir vel sutikome 6 zmones. Ka dar galétume i$ anksto apie juos
iSpranasauti?

Ir jiems, ir mums tai galéty biiti Jdomu ir net pamokoma.

Ka ¢ia dar galétume jiems tokio psichologiskai netikéto pasakyti?

Pagalvokime.

At¢jo idéja, mintis jau Cia, tik kaip ja kuo aiskiau i§guldyti?

Méginsime juos nustebinti tokiu faktu, kad tarp ty 6 sutiktyju visada rasis tokie 2,
kurie turi vienoda pazistamy skaiCiy (tarp ty 6 sutiktyjuy).

Vél visiskai nesvarbu, kokius 6 Zzmones sutikome.

Kaip tuo isitikinti?

Vel imkime protestuoti, niekaip su tuo nesutikti ir pagaliau tarkime, kad taip néra,
ir pasiziturékime, i$ kur i8dygs priestara ir kokia ji bus.

Taigi manykime, kad gali atsirasti tokie 6 Zzmonés, visi turintys skirtinga
pazistamy skaiciy tarp ty 6 sutiktyju.

O kiek ka tik ty surinktyjy 6 zmoniuy bendruomenéje apskritai jmanoma turéti
pazistamy? 6 Zmoniy ka tik iSdygusioje bendruomenéje daugiausiai galima turéti 5
pazistamus (taip nutinka, jei kuris nors i§ jy pazista visus likusius miisy surinktuosius),
Zinoma, galima turéti ir maziau pazistamy - 4, 3, 2, 1 ir net né¢ vieno, arba, aritmetiskai
sakant, 0 pazistamy.

Taigi 6 Zmonés turi 6 skirtingas galimybes — nuo 0 iki 5 pazistamy — ir turi visas
jas turéti, jeigu jau kiekvienas turi po ne tiek pat pazistamy.

Na, ir kur ¢ia dabar rasis tas prieStaravimas?

Loginis minties pratgsimas

Jeigu tarp 6 Zmoniy atsiranda toks zZmogus, kuris turi 5 paZistamus arba, kitaip
sakant, pazista visus likusius, tai tada tarp ty 6 zmoniuy negali biiti Zmogaus, kuris nieko
nepazista arba neturi né vieno, arba, kitaip, turi 0 pazistamuy.

Lygiai taip pat — simetriskai ar veidrodiskai - galétume pasakyti: jeigu tarp tu 6
yra zmogus, kuris né vieno nepaZista, tada negali buti tokio Zmogaus, kuris pazista visus
kitus.

Pakartokime: jeigu tie 6 zmonés visi turéty skirtinga pazistamy skaiciy, tai buty
igyvendinti visi atvejai: atsirasty toks, kuris visai neturi pazistamy, toliau toks, kuris turi
vieng pazistama, trecias toks, kuris, kuris turi du, ketvirtas — tris, penktas — keturis ir
SeStas — visus penkis pazistamus.

Stop, ka tik sakéme, kad taip negali biiti, nes turintis penkis paZistamus,

({34

»pasalina“ zmogu, neturinti né vieno pazistamo.
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Vadinasi, atvejis, kad visi turéty skirtinga pazistamy skai¢iy yra neimanomas,
tod¢l visada rasis du tokie zmongs, kurie tarp ty 6 pakviestyju turi po lygiai pazistamy
(gal ir né vieno).

Kita paprasta, bet neprasta mintis biity pastebéjimas, kad 6 ¢ia palikti gal tik dél
to, kad ir prie$ tai buvusiame uzdavinyje kalbéjome apie 6 zmones. O i$ tikryjy Siame
uzdavinyje vietoje 6 galima imti bet kurj kita zmoniy skaiciy.

Samprotavimai likty tokie patys.

Pavyzdziui, jeigu sutiktume 2005 zmones, tai tada vél: jei nebiity jokiu dvieju su
vienodu pazistamy skai¢iumi, tai vél rastysi ir toks, kuris pazista likusius 2004, vadinasi,
veél néra tokio, kuris nieko nepazista ir tod¢l vél negaléty buti taip, kad visi 2005
pakviestieji turi skirtinga pazistamy skaiciy.

XI SKIRSNELIS
KAS MAN GALETU SUTRUKDYTI?

Tai labi daznas gyvenimiSkas klausimas. Mes visada ka nors planuojame,
organizuojame, prognozuojame, ketiname daryti, o aplinkiniai arba padeda mums, arba
trukdo, arba nesupranta, kuo mes apskritai uzsiimame.

Spresdami uzdavinius mes daznai susiduriame su situacija, kai du Zmonés
pakaitomis kazka daro, vienas pradeda, kitas tgsia, toliau vél pirmasis veikia ir t.t.
Dazniausiai kiekvienam biina pasakyta, ko jis turéty siekti arba ta Zino jis pats..

Paprastai atskirus jy veiksmus vadiname ¢jimais ir, kai jau viskas padaryta, pagal
tai, jei kuris pasieke tai, ka turéjo pasiekti, ji skelbiame nugalétoju — nes ju siekiamybés
beveik visada biina priesingos.

Natiiralu, kad jiems yra keliami tokie tikslai, kuriy jie abu vienu metu pasiekti
negali. O jeigu tikslo nepasiekia né vienas, tai paprastai sakome, kad Zaidimas baigiasi
lygiosiomis.

Jeigu yra taip, kad kuris nors gali pasiekti jam keliama tiksla, kad ir ka bedaryty
kitas, tai sakoma, kad jis turi laimin¢iaja strategija.

Psichologiskai ziiirint, jeigu a$ turiu laiminciaja strategija, tai mano prieSininko
likimas nulemtas arba, galima sakyti, yra fataliSkas, o gal net ziaurus. Na, o jeigu
laiminciaja strategija turi mano prieSininkas, tai tada vargas man, jeigu a$ nieko negaliu
pakeisti, na, nebent prieSininkas ka nors susipainioty — o taip irgi nutinka.

Klasikinis pavyzdys su 100 korteliy, kuriy gali buti ir daugiau

Petras pasitilé man zaisti tokj Zaidima: mudu imtume 100 korteliy su jose po viena
uzraSytais visais sveikaisiais skai€iais nuo 1 iki 100, sudétume jas didéjancia tvarka ir
darytume taip: Petras pradéty ir paimty kazkiek paciy didziausiy korteliy, taciau ne
daugiau negu 10, po to vél ne daugiau kaip 10 likusiy paciy didziausiy korteliy imc¢iau as,
po to vél Petras, ir taip mudu imtume pakaitomis kiekviena karta ne daugiau kaip 10
likusiu paciy didziausiy korteliy. Kiekviena karta biitinai reikia paimti bent viena kortelg.

Zaidima laiméjusiu laikomas tas, kuris paima paskutines korteles.

Petras sako, kad losti jis sitilo kilniai, nes jeigu jis laiméty, tai jam gana buty i$
mangs gauti 10 lity, na o jeigu laiméciau a$, tai jis man duoty net 100 lity, nes jis jau
kelias dienas losias ta zaidima, o a$ tesas pradedantysis, ir taip jis mane paskatinty.
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Zaistume mudu po valandos, i3 viso 10 karty.

Ka man daryti?

Turiu valanda laiko susigaudyti, kuo ¢ia kvepia.

Priguliau pagalvoti, ka man daryti, nepajutau, kaip uzsniidau ir sapne maciau, kad
ant stalo liko jau tik septyni skaiciai nuo 1 iki 7 i§ dziaugsmo pradé¢jau Saukti ir...
pabudau.

Bet ir pabudgs ne viska pamirSau, 7 gerai prisiminiau ir pails¢jusia galva — o iki
zaidimo dar buvo likusios 20 minuciy — puikiai suvokiau, kad a$§ laimiu, jeigu man eiti,
ne tik tada, kai ant stalo lieka 7 maZziausi sveiki teigiami skaiciai, bet ir kai 8, 9 ar 10 arba,
suprantama, ir maziau, bet kas nors dar guli.

Zodziu, jeigu ant stalo lieka tik skai¢iai nuo 1 iki 10 ir jei man eiti, tai a§ laimiu,
nes turiu teisg juos visus paimti.

Bet, o siaube, jeigu ant stalo yra 11 pirmyju skaiiy ir mano eilé imti, tai a$ tikrai
pralaimésiu, nes nors viena skai¢iy (kortel¢) laikantis salygos imti vis tiek teks, o kadangi
visy skaiciy (korteliy) paimti a$ neturiu teisés, nes galiu imti daugiausiai 10, todél po
mano ¢jimo liks nuo 1 iki 10 pirmyjy korteliy, Zodziu, kazkas liks, ir a$ pralaiméjau.

Taigi jeigu lieka skaiciai nuo 1 iki 10, tai laimiu a§, o jei 11, tai a$ pralaimiu, nes
dabar visy paimti nebegaliu, o kazka imti privalu.

Jeigu lieka 12 pirmyjy skaiCiy ir man eiti, tai a§ dabar jam ,padarysiu 11°,
nuimdamas kortelgl2. Lygiai taip a$ jam galiu ,,padaryti 11, jeigu ant stalo biity 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20 ir net 21 kortelé, tik tada reikéty imti atitinkamai vis po daugiau.

Dabar kitas ,,nelaimingas® man skaicius yra 22, nes jeigu tiek korteliy lik¢ ant
stalo, 0 mano eilé imti, tada paémgs as$ ,,ikrisiu“ tarp skaic¢iy 12 ir 21, ir jau jis man
»padarys 11°.

Likus 5 minutéms iki zaidimo pradzios a$§ supratau principa: jeigu ant stalo lieka
11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 ir jam eiti, tai a$ visada laimésiu, jeigu tik laikysiuos
gelezinés taisyklés: bendras jo ir mano per vienas karta nuimty korteliy skaicius turi biiti
11.

Bet jis sake, kad bus 100 korteliy ir jis eis pirmas, vadinasi, savo ¢jimu jis kukliai
paims vieng kortelg ir ,,bus man 99,

Ir $tai tarpdury stovi mano draugas.

,,Tai ka, zaidziam, uzsidirbsi.*

,»Ka, manei, kad a$ nesusigaudysiu, prasigyventi i§ mangs nor¢jai?*.

”Na ka tu, a$ tik noréjau, kad tu pagalvotum.*

,»Tada savo tiksla pasiekei.*

XII SKIRSNELIS
DAR KARTA 100 KORTELIU ARBA KAD TIK PAKAKTU SUMANUMO

100 korteliy - tai pakankamai daug, kad su jomis ir per jas galéty nutikti daug
idomiy ir netikéty dalyky. Tik laikykis, tik spék savo psichologija ruosti visokioms
idomybéms ir netikétumams.

Martynas prisiminé savo kiSenése turis vél 100 korteliy su visais suraSytais
skaiciais nuo 1 iki 100, tik dabar jis buvo uzmerktomis akimis.
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O gal ir atmerktomis, bet Saliku uzriStomis, kas ten besupaisys, nebent istorikai
iSsiaiskinty.

O reikalas buvo toks.

Kaimynui Trilinkiui labai partipo, kiek korteliy turéty i$ kiSenés uzriStomis akimis
i§sitraukti Martynas, kad i§ ty jau iStrauktyjy korteliy jis garantuotai galéty surasti tris
tokias korteles, kuriose esanciu skai¢iy suma dalytysi be liekanos 1§ 3? Klausimas visada
toks: kuri smulkmena dabar svarbiausia?

Kadangi pagal salyga besidalantj i§ 3 skaiciy reikia sudaryti i$ triju korteliy, tai
tris korteles tikrai reikés imti.

Kad trijy paimty korteliy gali nepakakti, rodo pavyzdys — isivaizduokim, kad
pasitaiké kortelés su 1, 2 ir 4. Ju suma 7 nesidalija i$ 3.

Keturiy ir ne gana, nes gali pasitaikyti, sakysime kortelés su skaiciais 1, 2, 4 ir 5.
Jokios sumos po trisarba 1 +2 +4,1+2+5 1+2+5ir2+ 4 + 5 neduoda i$ 3
besidalancio skaiciaus.

Tad kartojame klausima, nes padétis komplikuojasi, bitent, kelias korteles
garantuotai gana uZsimerkus paimti, kad visada rastysi 3 tokios, kuriy suma
dalytysi i§ 3?

Padarykime paprasta pastaba arba Svelny, beveik nepastebima, bet tolesniems
reikalams labai patogy, beveik nepastebima mikrojudesi - pasakykime, jog i§ misy
samprotavimy jau aisku, kad svarbu ne tiek pats paimtasis skaicius, bet jo dalybos i$ 3
lieckana.

Todél mes visus skaiCius nuo 1 iki 100 pakeiskime ju dalybos i§ 3 lickanomis,
tada vietoj 1 ar 2 ir liks 1 ir 2, vietoj 3 atsiras 0, vietoj 4 — vél 1, vietoj 5 — vel 2, vietoj 6 —
vel 0, ir taip iki pat pabaigos — vietoj 96 — 0, 97 — 1, 98 — 2, 99 — 0 ir galiausiai vietoj 100
rasis 1.

Todél dabar kisen¢je laikome 33 nulius, 34 vienetus ir vél 33 dvejetus.

GriZtame prie paties nepalankiausio atvejo ieSkojimo — keliy korteliy Martynui
gali nepakakti (pagal principa ,,gyvenimas pilnas netikétumy®) ypac, kai ju maziausiai
reikia.

4 korteliy tikrai gali nepakakti, pavyzdziui, jeigu Martynui pasitaikyty skaiciai 1,
1, 2 ir 2 — o tai tiksliai atitinka miisy anks¢iau jau nagrinéta atveji su 1, 2, 4 ir 5, tai 1§
jokiy triju korteliy jau patyréme, kad jokios i$ 3 dalios skai¢iy sumos nesulipdysime.

Dali 1§ 3 suma dabar reiskia per 3 korteles surinkti 0, 3 arba 6.

Na, negi gali buti, kad ir 5 korteliy nepakaks?

Ne, taip biti negali ir mes tai jrodysime su ,,visu loginiu grieztumu*.

Kodél to negali buti?

Ogi todel, kad jei tarp paimtyjy korteliy pasitaiko visi skirtingi skaiciai 0, 1 ir 2,
tai i$ tokiy 3 korteliy per visas surinksime 3, ir viskas irodyta..

O jei tarp ty 5 aklai iStraukty korteliy 3 skirtingy skai¢iy néra, kas tada?

Jei tarp 18 ty 5 aklai paimtyju korteliy téra tik 2 skirtingos liekanos, tai viena kuris
liekana pasitaikys bent trissyk ir tu triju skaiciy (arba liekany) suma dalysis i§ 3.

Taigi, kad ir kaip aklai Martynas iSsitraukty 5 skaicius, vis tiek tarp ju rasis
tokie 3, kuriy suma dalijasi iS 3.

O kaip buty jeigu Martynui reikéty turéti jau ne tris, o keturis tokius
skaicius, kuriy suma dalytysi be liekanos i 3?
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Kiek maziausiai korteliy jam tada reikéty aklai iSsitraukti i§ savo placiy
kiSeniy?

O jeigu reikéty turéti 5?

0 6?

XIII SKIRSNELIS
ARBA DAR KARTA APIE 100 SKAICIU

Karta vienoje i§ atrankos stovykly buvo susirinkusiems buvo pateiktas toks
uzdavinys, kurio sprendimas vaizdziai demonstruoja dar vieng akivaizdzia psichologing
tiesa, kad paskaicius uzdavinio sprendima uzdavinys atrodo visai lengvas,

DaZnai nuomoné apie uzdavinio lengvuma stipriai pasikeisty, jeigu ta tariama
lengva uzdavinio sprendima reikéty surasti paciam.

Situacija labai panasi i ta, kai mums menkai paZistamame mieste kas nors kur
reikia veda, viskas atrodo aiSku ir nepainu, o kai paciam reikia nueiti, tai pasiklysti
gretimame kieme.

Bet grizkime prie to sitilomo uzdavinio salygos.

Vél ant stalo guli 100 korteliy, vél kortelése po vieng suraSyti visi skaiciai nuo
1 iki 100. Du Zaidéjai pakaitomis, pradeda pirmasis, nuiminéja nuo stalo po vieng
kortel¢ tol, kol ant stalo lieka 2 kortelés. Kai ant stalo telieka 2 Kortelés, yra
suskaifiuojama jose parasyty skaiciy suma.

Jeigu ta suma dalijasi be liekanos i§ 3, tai laimi pirmasis imantysis, o jeigu
ne, tai antrasis.

Ir vél klausiame, ar kuris nors i§ imanciyju korteles turi laiminciaja strategija, t.y.,
ar gali jis taip Zaisti, kad visada laiméty, nepaisant to, kad kitas bedaryty?

Kas ¢ia pasidaro visai aiSku bent 5 minutes apie tuos dalykus pamascius?

1. Pirmajam imanciajam, matyt, yra sunkiau, nes jam reikia dvieju likusiy skaiciy
sumos dalumo i§ 3, o antrajam reikia nedalumo i§ 3, o tai daZnesnis atvejis, o dar antrasis
ims paskutinis.

2. V¢l lemia ne tiek patys skaiciai, kiek jy dalybos iS trijy liekanos.

Kad pasidaryty dar aiskiau, sumazinkime korteliy skai¢iy nuo 100 iki 10,
skaitytojas nepamirso, kad tai mes tai vadinome ,,dideliy skai¢iy baimés mazinimu*.

Vadinasi, turime jau daug paprastesng situacija: ant stalo guli 10 korteliy: trijose
parasyta po 0, keturiose kortelése — po 1 ir dar trijose kortelése yra parasytas skaiCius 2.
Du zaidé¢jai, pradeda pirmasis, pakaitomis paima po 4 korteles. Tada ant stalo lieka 2
kortelés ir yra sudedami jose paraSyti skaiCiai. Jeigu ta suma yra 0 arba 3 (dalijasi i§ 3),
tai laimi pirmasis, o jeigu ne — tai antrasis.

Ar gali kuris nors i$ jy garantuotai laimeti?

Jau sakéme, kad antrojo imanciojo perspektyvos rodosi gerokai Sviesesnés, nes
jam reikia to, kas nutinka dazniau.

Vél atsukime viena kadra atgal, arba pasizitrékime, kas dedasi per metra iki
finiSo, t. y. tada, kai jie dar po karta gali imti.

Antrasis zaid¢jas jau émé 3 kartus ir vien savo jégomis galéjo pasalinti nuo stalo
visas 3 korteles, kuriose parasytas 0 — tai ,,ankstesnés* kortelés, kuriose parasyti skaiciai
dalijosi i§ 3 arba tai 3, 6 ir 9.
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Taigi antrasis gali uztikrinti, kad prie§ paskutini ju émima ant stalo korteliy su 0
nebéra, yra tik keturios kortelés su 1 arba su 2.

Tada galimi tokie atvejai: ant stalo liko 4 vienetai, 3 vienetai ir 1 dvejetas, 2
vienetai ir 2 dvejetai, 1 vienetas ir 3 dvejetai, arba galiausiai 4 dvejetai.

Dabar viskas labai aiSku, jeigu ant stalo yra likg vieni vienetai, arba vieni dvejetai,
tai dar po karta jiems imant jau visai nesvarbu, kaip kas ims, vis tiek po to liks 2 vienodos
kortelés — arba su vienetais, arba su dvejetais ir jose parasSyty dviejy skaiciy suma i§ 3
nesidalys.

Jeigu ant stalo yra 3 vienetai ir 1 dvejetas, arba, simetriskai, 3 dvejetai ir 1
vienetas, tai pirmajam imant bet ka antrajam pakanka imti ne toki skaitmeni, kaip kad
eéme pirmasis ir tada ant stalo visada lieka du vienodi skaitmenys - arba 2 vienetai arba 2
dvejetai ir ju suma tikrai nesidalija 18 3.

Galiausiai, jeigu ant stalo yra 2 vienetai ir 2 dvejetai, tai tada, ka beimty pirmasis,
lai ta pat] ima ir antrasis ir v¢l ant stalo liks 2 vienodi skaitmenys, o tai pirmojo zaid¢jo
pralaiméjimas, ka mes nujautéme ir pranaSavome, o dabar dar ir jrodéme.

XIV SKIRSNELIS
MONOTONISKI SKAICIAI

Sveika teigiama (arba Kitaip vadinant natiirinj) skai¢iy N vadiname
monotoniSku, jeigu atsiras toks skaiius sveikas teigiamas skai¢ius M, kad ju
sandaugai N x M uZraSyti pakanka vienintelio skaitmens.

Pavyzdziui, 12 345 679 yra monotoniskas skai¢ius, nes

12345679 x9=111111111.
Priminsime, kad §i lygybé naudojama patikrinti, ar gerai veikia skaiciuoklis.

Pirmasis labai natiiralus klausimas. O gal visi skai¢iai monotoniski?

Tikrai, visi vienazenkliai skaiCiai arba skaitmenys 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
monotoniski patys savaime, nes jie vienazenkliai.

Deja, idilija tuo ir baigiasi, nes jau 10 yra toks skaicius, kurio antruoju skaitmeniu
0 niekada neatsikratysime, o kitokiy skaitmenu sandaugoje i§ nenulinio skai¢iaus visada
bus.

Pamokyti patirties tada klauskime, o gal visi sveiki teigiami skaiciai
nesibaigiantys nuliu yra monotoniski?

11 i$ karto monotoniskas, o 12 kaip? Kaip nezinant susivokti, kad padauging ji i§
37, gauname 444?

Gal taip. Kad vienas kuris i§ vienodais skaitmenimis parasyty skaiciy A, AA, AAA,
AAAA.,.... dalytysi i§ 12, jis turi dalytis i§ 3 ir i§ 4. Todel tikty 444, nes jis aiSkiausiai
dalijasi i$ 4, o 18 3 jis dalijasi todél, kad jo skaitmeny suma yra 12 (o ji dali i$ 3).

O su ,velnio tuzinu“ 13 kaip yra? Cia galima imti skai¢iy su daug vienety ir
méginti ji dalinti kampu i$ 13, kol ,,pasidalins®.

Ar tai greitai {vyks? Pasizitirékime

11111 /13
104 8547
71
65
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61
52
91
91
0
Na, zinoma, lyg mes kada biitume pamirse, kad
111111 =111 x1001,0 1001 =7 x 11 x 13.
Ar, sakykime, 155 yra monotoniskas skaicius?
Jus gal nustebsite, bet
3584229390681 x31=111111111111111
vadinasi,
3584229390 681 x 155 =555 555 555 555 555.
Koks yra pats maziausias trizenklis monotoniSkas skaiCius? Atsakymas dar
paprastesnis.

XV SKIRSNELIS
ARBA KA DARYTI, KAI NEZINAI KO GRIEBTIS?

Tai labai gyvenimi$ka situacija, kadangi mes kone kiekviena diena susiduriame su
reikalais, su kuriais niekada nebuvome susidiire, sutinkame tokiy Zmoniy, | kuriuos
pana$iy niekada nebuvome mate, arba girdime aplinkinius kalbant kalbas, kuriy niekada
nesame girdéje, ir turime atlikti darbus, kuriy niekada nesame darg. Turbiit, panasiai
jauciasi ir kosmonautai, atsidiir¢ nesvarumo biisenoje — viskas klostosi kitaip nei iprasta.
Tai idomu, Siek tiek baugu, ir miisy protas meta visas jégas, energija, patirti ir sveika
nuovoka iskilusiems reikalams spresti.

Paprasti bet graziis matematikos uzdaviniai leidzia labai naudingai modeliuoti
tokias situacijas, tinkamai pasirenkant galima jy sudétingumo lygi ir, kas labai svarbu —
mes galime, jeigu nesiseka, (kuriam laikui) atsitraukti, apmastyti susidariusia situacija ir
vel prie ty reikaly sugrizti — nes viskas vyksta miisy galvose, o su iSkilusiais sunkumais
galyng¢jasi visa miisy esybe — $irdis, protas, valia ir jausmai.

Stai viena tokia uzduotis, grazi ir netikéta, nors kiekvienam netingin¢iam
parasinéti skaiCius prieinama - Lietuvos Olimpiados baigiamajame, treCiajame rate
spresta - ir vis tiek tokia, kur pavyzdi gali rasti kiekvienas, nebijantis daugybos lentelés —
o ko gi jos bijoti?

Arba uZdavinys apie deSimtZenklis save koduojantj skaiciy

Skaitytojas tuoj supras, ka tai reiskia.

Reikia rasti tokj deSimtZenklj skaifiy — vadinasi, pirmasis jo skaitmuo ne
nulis — kurio pirmas skaitmuo pasako, kiek nuliy yra to skaifiaus deSimtainéje
iSraiSkoje, antrasis skaitmuo — kiek toje iSraiSkoje vienety, treciasis skaitmuo — kiek
dvejety ir t.t., galiausiai, paskutinis, deSimtasis skaitmuo — kiek toje iSraiSkoje
devynety.

Zinoma, kai miisy praSo rasti viena toki skaiiu, tai i§ masy tikisi, kad mes rade
vieng toki skai¢iy, mes kartu pasizitrésime ir suprasime ir kaip rasti visus tokius
skaicius.
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Pirmiausiai kuklus tikslas, arba kaip rasti nors vieng tokj skaiciy?

Jeigu misy praso mums iki tol nematytame mieste rasti zmogy, kalbanti abisiny
kalba, tai mes visada turime dvi galimybes: arba ieSkoti informacijos apie abisiny kalbos
plétra visame pasaulyje ir gal net apie apskritai apie visy kalby iSplitima visame
pasaulyje, arba, iSmoke¢ kelis abisiniSkus zodzius, galime pameéginti drasiai iSeiti | to
miesto gatves ir kartodami juos kiekvienam sutiktam praeiviui, klausti jo, ar jis juos
supranta?

Manome, kad matematikoje, kaip ir kasdieniame gyvenime, antrasis kelias
gerokai perspektyvesnis.

Kaip tai atrodyty miisy atveju?

Gal paimkime bet koki 10-Zenklj skaiciy ir pasizitirékime, ar jis nors kiek panasus
1 misy ieSkoma skaiciy?

Gal imkime patj ramiausig skai¢iy 1 111 111 111.

Misy uzdavinio pasaulyje tai reiksty, kad jame yra vienas nulis, o tai i§ karto
mums sako ,,stop®, nes miisy skaiCiuje né vieno nulio néra. I§ karto supratome, kad jeigu
tas skaiCius yra 10-Zenklis o jo pirmas skaitmuo registruoja jo nuliy skaiciy, tai kadangi
jis ne nulis, tai mums tinkanc¢iame skaiciuje nuliy tikrai turi biti.

Imkime kita koki nors kultiringg skaiciy, pavyzdziui, kad ir toki:1 234 567 089.
Tas skaiCius dar labiau netinka, nes jame turéty buti 1 nulis, 2 vienetai, 3 dvejetai, 4
trejetai, 5 ketvertai. Stop, tiek skaitmeny 10-Zenkliame skaiiuje néra, nes
1+2+3+4+5 taijau 15, o misy skaiCius, primename, turi tik 10 skaitmeny.

Ir { galva ateina paprasta mintis: kadangi 10-zenkliame skaiciuje yra 10
skaitmenuy, tai to miisy ieSkomo 10-Zenklio skaiCiaus, jeigu tik toks yra, skaitmeny suma
turi buti lygilO-Ciai, todel tokio skaiciaus skaitmenys, matyt, yra nedideli ir jame yra
daug nuliy.

Po Sios minties natiiralu pradéti riiSiavima pagal galima nuliy skaitmeni,
pradedant kad ir nuo paties didziausio jmanomo nuliy skaiciaus ir laipsniskai leidziantis
Zemyn.

Kiek daugiausiai nuliy gali biiti tokiame skaiciuje?

Visi 10 skaitmeny negali biiti lygts nuliui, nes nulius Zenklina skaitmenys, o 10
jau ne skaitmuo, o dvizenklis skai¢ius, jau nekalbant apie tai, kad skaic¢ius su 10-¢ia nuliy
néra 10-Zenklis.

Sekantis atvejis buty, kad skaiciuje yra 9 nuliai, arba skaicius atrodo taip:
9......1.....(Primename, kad skai¢iaus skaitmeny suma turi buti lygi 10). Tada tas vienetas
turi zenklinti esancius devynetus, vadinasi, jis yra paskutinis skaitmuo.

Todé¢l kandidatas atrodo taip:

9 000 000 001.

Taciau tuo atveju ir antrasis skaitmuo yra 1, nes tame skaiCiuje yra 1 vienetas ir
juos reikia zenklinti ir vél viskas gritina, nes vél to skaiCiaus visy skaitmeny suma
prasoka 10, jau nekalbant apie tai, kad dabar jau biity 2 vienetai ir antrasis skaitmuo
turéty biiti 2 o tai dar blogiau skai¢iaus skaitmeny sumai.

Taigi ir bandymas su pirmuoju skaitmeniu 9 Zlugo.

Sekantis bandymas. O jeigu skaiCiuje butu 8 nuliai arba kad jo pirmasis
skaitmuo biity 8. Tada arba kur nors galéty rastis vienas 2, arba kazkur dviejose vietose
po 1.
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Pirmuoju atveju, jeigu biity dvejetas, tai jis turéty zyméti kokius nors 2 skaicius,
bet tai ne nuliai, nes ju daugiau, o kitokiu negali buti, ir vél visy to ieSkomo skaiCiaus
skaitmeny suma negalés buti 10.

Tai gal gali biiti — antras atvejis — kad pirmas aStuonetas eina su 2 kazkur
esanciais vienetais. Tada vienas 1 koduoty pati aStuoneta, arba turétume skaiciy § ... ....
10, o tada kita ta jau esantj astuonis nulius koduojantj 1 tegaléty koduoti galimas antrasis
vienetas, arba atsirasty skaicius 8 1... ... 10 bet ta pacia akimirka jau biity blogai, nes
vienety jau 2, tada ir juos reikia koduoti maziausiai dvejetu, o kad tai blogai 10 lygiai
skaitmeny sumai, vél prasokanciai 10, vadinasi, vél negerai ir taip biiti negali.

3 bandymas su 7 nuliais arba dabar imamés skaiiaus 7 ..... 100. Vieneta vél
reikés koduoti, bet 1 iSkart po 7 negalime raSyti , nes tada ty 1-ty bity jau 2, tai po 7
iSkart reikéty rasyti 2, bet jei po 7 raSome 2, tada vienetas v¢l jau tik 1 ir padétis tokia,
jeigu po 7 eina 1, tai po 7 turi eiti 2, o po 7 eiti 2 negali, nes tada iSkart po jo turi eiti 1, o
tada skaiciaus 721...100 skaitmeny suma nebe 10, o daugiau. V¢l blogai.

4 bandymas su 6 nuliais arba pradedame nuo skaiciaus 6......0 100. Vieneta vel
teikia koduoti, bet tada juy turi biti jau 2, tada reikia vienetu uzkoduoti 2 ir taip gauname
tinkama skaiCiy

6210 001 000,
kuris ir yra vienintelis jmanomas to uzdavinio atsakymas.

Galima biity rasyti ir lygtis, nors be konkreCios patirties ty lygciuy uzraSymas
gerokai pasunkety ir be praktinio paraSin¢jimo biity daug sunkiau jsivaizduojamas.

Dar karta paaiSkéja, kad eksperimentas kaip isijautimas | susidariusia padéti yra
praktiSkai niekuo nepamainomas dalykas. Tai paaisSkina ir tai, kodeél mokykloje taip
permainingai klostosi reikalai su kombinatoriniy uzdaviniy sprendimu arba paaiSkina tai,
kad jie penktokui aiSkesni negu abiturientu, kuris gaves toki uzdavini neretai pirmiausiai
klausia, kokia gi ¢ia formulg taikyti?

XVI SKYRELIS
DAR VIENAS DESIMTZENKLIS NUOTYKIS

Yra zinoma, kad reikliam virSininkui itikti yra nelengva, o kartais ir apskritai
neimanoma, pavaldiniai atvirumo akimirka kartais padejuoja sakydami: ,,biity visai geras
zmogus, tik per daug reikalauja“.

Pasizitrékime i viena toki uzdavini, kuris i§ deSimtzenklio skaiciaus i§ pazitiros
reikalauja tiek daug, kad, rodos, tokiy reikalavimuy nepajégs iSpildyti joks 10-zenklis
skaicius.

Ar atsiras toks 10-Zenklis skai¢ius ABCDEFGHIJ, kurio visi 10 skaitmeny
skirtingi ir toks, kad skaifius A dalijasi i§ 1, skaiius AB, sudarytas i§ pirmyjy
dviejy to skaiciaus skaitmeny, dalijasi i§ 2, skai¢ius ABC, sudarytas i§ pirmyjy trijy
jo skaitmeny, dalijasi i§ 3 ir t.t., galiausiai skai¢ius ABCDEFGHI dalijasi i§ 9 ir pats
tas deSimtZenklis skai¢ius ABCDEFGHIJ dalijasi i§ 10.

Pirmieji pastebéjimai
1. Jeigu tas visas skaicius dalijasi i$ 10, tai jis baigiasi nuliu (J =0) .

2. Jeigu ABCDE daljjasi 18 5, tai jis gali baigtis tik 0 arba 5. Kadangi 0 jau uzimtas
paskutingje skiltyje, tai E = 5.
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3. Pirmasis skaitmuo A gali biiti bet koks, juo néra ko riipintis.

4. Kadangi paskutinysis, deSimtasis skaitmuo J = 0, tai devynzenklio skaiCiaus
ABCDEFGHI skaitmeny suma yra lygi visy nenuliniy skaitmeny nuo 1 iki 9 sumai, arba
skai¢iui 1 +2 +3+4+5+6+ 7+ 8+ 9 =45, kuris dalijjasi 1§ 9, todél ir pats
devynzenklis skaicius dalijasi i§ 9.

Kitaip sakant, ir d¢l dalumo 1§ 9 nereikia sukti galvos.

5. Antrasis, ketvirtasis, SeStasis ir aStuntasis skai¢iaus ABCDEFGHIJ skaitmenys
B, D, F ir H turi buti lyginiai. Tod¢l likusiose, arba pirmoje, treCioje, septintoje ir
devintoje skiltyse bus nelyginiai skai¢iai. Be to, kiekvienas antroje vietoje (skiltyje)
esantis lyginis skaiCius automatiSkai uztikrina daluma 1§ 2. Kadangi treioje vietoje
esantis skaicius yra nelyginis, tai skai¢ius ABCD dalijasi i$ 4 tik kai D yra 2 arba 6.

Priminsime dalumo i§ 8 pozymi, kuris ji formulavome ir kuris yra akivaizdus:
skaiCius dalijasi i§ 8 tada ir tiktai tada, kai skaiCius sudarytas i§ paskutiniyjy 3 jo
skaitmeny, dalijasi i§ 8. Sakysime 1976 dalijasi 1§ 8, nes 976 dalijasi iS 8.

Kadangi miisy skai¢ius ABCDEFGH turi dalytis i 8, o kadangi SeStasis skaitmuo
turi buti lyginis, tai tada gana ir pakanka, kad GH dalytysi 1§ 8. Kadangi 7-asis skaitmuo
yra nelyginis, tai GH tegali buti arba 16, arba 32, arba 72, arba 96 (56 turime atmesti, nes
5 jau ,,idarbintas* 5-tuoju skaitmeniu). Pastebékime, tad ABC turi dalytis i§ 3, ABC D5F —
1§ 6, taigi, D5SF dalijasi 18 3, o kadangi ABC D5F GHI dalijasi i§ 9, tai ir GHI dalijasi 1§ 3

Jei GH yral6, tai DEF tegali biiti 258, skaicius tada yra

ABC258161J ir | gali biiti tik 3, 7 arba 9, bet nei 163, nei 167, nei 169 nesidalija
i$ 3.

Jeigu GH yra 96, tada panasiai samprotaudami gautume 2 kandidatus

1472589630 arba 7412589630.

Viskas bty gerai, bet nei 1472589, nei 7412589 nesidalija i$ 7..

Jeigu GH yra 32, v¢l nieko nerastume ir galiausiai fragmentas GH lygus 72 duoty
vieninteli atsakyma

3 816 547 290

Matome, kad lyginiai skaitmenys tame vieninteliame tokiame 10-Zenklyje
skaiCiuje lyginése vietoje eina maz¢janciai, o nelyginiai eity grieztai didéjanciai, jeigu 1
ir 3 nebiity susikeit¢ vietomis.

XVII SKIRSNELIS
TVARKA KAIP ZODYNE

Lietuvai istojus 1 Europos sajunga dar jdomesni pasidaré visokie grazis
kultiirinio, dvasinio, protinio ir kitokio paveldo reikalai.

Kiekviena valstybé, susisaistydama su kitomis, yra suinteresuota iSlikti idomi
kitoms kaimynéms ir todél turi stengtis ir pati kuo daugiau suvokti apie save ir méginti
tuo sudominti savo kaimynes.

Stai turime grazy ir §viesy zodi: LIETUVA.

Tame zodyje yra 7 raidés, visos jos yra skirtingos ir paklauskime saves, kiek
skirtingy kombinacijy gautume perstatinédami jas visais galimais buidais ir iSdéstykime
jas leksikografine tvarka — arba kaip zodyne.
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Stengdamiesi iSlaikyti uzdavinio struktiirinimo principus pradékime nuo paties
nattiraliausio ir lengviausio klausimo:

1. Jeigu zodzio LIETUVA raides iSdéstytume taip kaip zZodyne, tai kuri ty raidziy
perstata tame zodyne biity pati pirmoji?

2. Kuri ty raidziy perstata biity antroji ir kuri trecioji?

3. Kiek apskritai yra ty perstaty, zodynu terminais tariant vadinamy zodziais,
tokiame Zodyne?

4. Kuris zodis buty 2005 vietoje? ( 2000-taisias metais panasy uzdavinj apie,
suprantama, 2000-taji Zodi autoriaus sitlymu sékmingai sprendé¢ ,,Kompiuterijos*
zurnalo, kuriam autorius raSo nuo 1998 mety, skaitytojai).

5. Kurioje vietoje atsidurty pats jkvépima dirbti ir rikiuoti paskatings Zodis
LIETUVA?

ATSAKYMAI

1. Paémus zodi LIETUVA sudarancias raides ir iSrikiavus jas abécélés nustatyta
eile, gautume, kad A yra pirmoji, E — antroji, | — trecioji, L — ketvirtoji, T — penktoji, U —
Sestoji, galiausiai, V — paskutinioji, arba 7 raidé.

Todél tame zodzio LIETUVA perstaty zodyne pirmasis Zodis bus

AEILTUV

2. D¢l to, kuri perstata bus 2-o0ji ir kuri 3-o0ji malonuma nurodyti teisinga
atsakyma paliekame skaitanc¢iam Sias eilutes.

3. Norin¢iam garantuotai ir pasitikrinti, kuris gi Zodis tame Zodyne bus 2-asis ir 3-
1asis, primintume, jog jeigu teturétume tik 2 raides A ir E, tai i$ ju tegalétume sudaryti 2
kombinacijas, bitent, AE ir EA.

Jeigu turétume jau 3 raides A, E ir I, tai déstant leksikografine, arba Zodyno
tvarka, jau biity 6 galimybés arba

AEI, AIE, EAI EIA, IAE ir IEA.

Ar jau aiSkiau dél Zodzio LIETUVA perstaty 2-osios ir 3-osios viety tokiame
zodyne?

Panasiai turédami 4 raides (misy atveju A, E, | ir L) naujai atsiradusia raidg L
galétume paraSyti pries visas 6 raidziy A, E ir | perstatas — biity pirmieji 6 atvejai, parase
L tarp pirmos ir antros raidés, gautume dar 6, tarp antros ir trecios raidés — biity dar kiek
pat, galiausiai paras¢ pabaigoje turétume paskutinius 6 arba i$ viso 24 atvejus.

Kadangi su 2 raidémis yra 2 = 1 x 2 i8déstymo atvejai, su trimis — 6 arba
1 x 2 x 3 atvejai, su 4 raidémis jau 24 = 1 x 2 x 3 x 4 atvejai, tai kyla pagristy jtarimy,
kad déstant 5 raides visais galimais budais ty atvejy bus jau 1 x 2 x 3 x 4 x 5 arba 120
atveju, o turint 6 raides rasis jau 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 = 720 galimybiy, o su 7 raidémis
busnet ]l x2x3x4x5x6x7arba 5040 budy.

Apskritai, jeigu buty n skirtingy raidziy, tai norédami suskaic¢iuoti visus budus
iSrikiuoti jas visais galimais biidais reikéty surasti visy skai¢iy nuo 1 iki n sandauga,
matematikoje nuo Simtmeciy vadinama n faktorialu ir raSoma specialiu vardu n!

Idomumo délei pasakykime, kad rad¢ valgykloje 10 studenty ir paniide juos
iSrikiuoti prie patiekaly arba i kasa visais galimais budais turétume jau 10! =1 x 2 x 3 x
X4x5x6xTx8x9Ix10=TIx8x9x10=5040 x 8§ x 9 x 10 =40320 x 90 =3 628
800, o tai jau mazdaug Lietuvos gyventojy skaicius.
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4. Teskodami 2005 zodzio prisiminkime, kad ty zodZio LIETUVA perstaty Zodyna
salyginai galétume suskirstyti 1 7 skyrius po 720. Visi 720 pirmojo skyriaus perstaty arba
zodziai nuo 1 iki 720 prasidéty raide A, nuo 721 iki 1440 — raide E, nuo 1441 iki 2160 -
raide |, nuo 2161 iki 2880 — raide L, nuo 2881 iki 3600 — raide T, nuo 3601 iki 4320 —
raide U, galiausiai nuo 4321 iki 5040 — raide V.

Taigi mes su tuo savo 2005-tuoju zodziu pakliiname i 3 skyriu, arba i skyriy I,
apimantj perstatas nuo 1441 iki 2160.

Treciasis arba I skyrius dalysis 1 6 smulkesnius skyrelius po 120, arba skyrelius
IA, IE, IL, IT, IU ir IV.

Nesunku atskaiciuoti, kad 2005-tasis zodis pakliiiva 1 prieSpaskutinjji skyrelj 1U,
kuriam priklauso 1921 — 2040 perstatos.

Skyrelis U dalijasi 1 5 skirsnelius po 24 zodzius. Mes vél atsiduriame
prieSpaskutiniame skirsnelyje arba skirsnelyje IUT, kuriam priklauso 1993 — 2016
Zodziai.

Skirsnelis IUT skirstomas 1 4 skirsneliukus po 6 Zodzius. Mes vé¢l pakliiname 1
priespaskutini skirsneliuka IUTL, apimant; zodzius nuo 2005 iki 2010, ir dabar mes jame
esame jau pirmi, todél likusias raides A, E ir V reikia prijungti tokia eile, kokia jos eina
raidyne.

Vadinasi, 2005-asis Zodis visy galimy zodzio LIETUVA perstaty Zodyne yra

IUTLAEV

XVIII SKIRSNELIS
RIESUTAI IR SOKOLADO LAUZYMAS

Isivaizduokime, kad mums reikia i$spresti toki bendro pobiidzio uzdavini. Turime
n x n Sokolado plyta, sudaryta i§ vienetiniy Sokolado daleliy. Ant kai kuriy i$ ty vienetiniy
Sokolado daleliy pas mus atsiradgs Mazylis padeda po kvapny rieSuta. Po to priéjes
Karlsonas perlauzia ta Sokolado plyta pagal griovelius i 2 sta¢iakampes dalis.

Klausimas rimtas: kiek maziausiai rieSuty turi iSdélioti Mazylis, kad bet
kaip perlauZus ta plyta j 2 sta¢iakampes dalis, kurioje nors puséje vis tiek bus bent n
rieSuty?

Psichologiniu pozitriu ¢ia vél susiduriame su didelio skaiCiaus ,.kompleksu® ir
tikriausiai dar ir su tuo, kad uzdavinys netradicinis ir todé¢l reikés gilintis arba isijausti i
nauja situacija.

Todél vél méginkime situacija prastinti, nelyginant ja prisijaukinti iSlaikydami
reikaly esmg ir pradésime nuo visiSkai paprasto atvejo, arba 2 x 2 Sokolado plytelés ir
klausimo, kiek maziausiai tada rieSuty gana biity padéti kad bet kaip perlauzus 2 x 2
plytele 1 dvi staciakampes dalis vienoje kurioje sta¢iakampéje dalyje visada biity nors 2
rieSutai.

Sis papraséiausiais atvejis visai aiskus, nes trijy riefuty ¢ia gana — rieSutus taip ir
zZymésime raide R:
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O 2 rieSuty ar nepakakty?

Atsakymas: ne, nepakakty. Bet §j atsakyma deréty pagristi.

Jeigu tie du rieSutai yra vienoje eilutéje arba viename stulpelyje, tada Sokolado
plytelg lauziame ,,tarp ju* ir abiejose pusése tebus tik po viena rieSuta.

Jeigu dviejy rieSuty néra nei jokioje eilutéje, nei jokiame stulpelyje, tai tada jie
abu yra arba vienoje, arba kitoje istrizaingje ir tada rieSutai atsiskiria bet kaip lauziant.

Psichologiniu poziiiriu sunku prisiversti grieZtai samprotauti tokioje
paprastoje situacijoje, bet tai yra biuitina, nes kitaip galime prasilenkti su tiesa, o tai
yra pats blogiausias dalykas, kuris ieSkant tiesos gali nutikti.

Kitaip sakant, jeigu mes ieSkome laimés 100 kambariy bute ir 99 kambariuose jos
dar neradome, tai nevalia pamirsti, kad ji gali sléptis pa¢iame maziausiame tame 100-
tajame kambaré¢lyje ar net virtuveje.

Kylame aukS$tyn ir dabar klausiame, kiek maZiausiai rieSuty gana bity
iSdélioti, kad likty bent 3 rieSutai kad ir kaip beperlauZtume ta 3 x 3 plytele | 2
sta¢iakampes dalis.

Jau turime Siek tiek patirties ir suprantame, kad 5 rieSuty tikrai pakaks net ir bet
kaip juos i8déliojus, nes vienoje kurioje nors puséje neiSvengiamai atsiras dauguma — o
tai maziausiai 3 rieSutai, na pavyzdziui, kad ir tvarkingai ,kryzium* tuos rieSutus
sudéliojus, nors pakartosime — Siuo kartu yra visiSkai nesvarbu, kaip déliosime.

R
R R R
R

Ar galima su maziau? Galima. Nesunku matyti, kad i§ miisy ,,kryziaus* galima
paimti bet kuri rieSuta ir reikalai nenukentés ir lauziant per griovelius kurioje nors puséje
3 rieSutai garantuotai bus:

1. Jeigu nuimsime centrinj rieSuta, vis tiek bet kaip lauZiant { dvi staCiakampes
dalis kurioje nors puséje 3 rieSutai bus:

R

R

2. Jeigu nuimsime ir kuri nors krastinj, tai irgi bet kaip perlauziant plytelg 1 dvi
staciakampes dalis v¢él kurioje nors puséje trys rieSutai tikrai bus.

R
R R
R

O gal pavykty nuimti dar viena rieSuta arba ar neissiverstume su 3 rieSutais? Negi
negalima i8délioti 3 rieSuty taip, kad bet kaip lauziant jie visi likty vienoje puséje?

Aisku, kad taip néra, bet vél stenkimés priversti save nepriekaiStingai mastyti, o
tai kai kada nelengva.

Taigi pradedame. Nagrin¢jame i$ eilés, kaip gali biiti.
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1. Jeigu kurioje nors eilutéje randame bent 2 rieSutus, tai perlauziame tarp ju.

2. Jeigu kuriame nors stulpelyje randame bent 2 rieSutus, tai perlauziame tarp ju.

3. Jeigu jokioje eilutéje ar stulpelyje néra 2 rieSuty, tai visi rieSutai yra skirtingose
eilutése ir skirtinguose stulpeliuose ir tada lauzti galima bet kaip ir viena kurj rieSuta mes
visada atskirsime nuo likusiyju dviejy.

XIX SKIRSNELIS
JAU 4 x 4 SOKOLADAI

IS 5 rieSuty sudétas rieSuty ,.kryzius* rodo, kad 5 rieSuty pakanka 4 x 4 matmeny
Sokolado plytelei:

Kad 4 rieSuty ne gana, galétume isitikinti, Zodis Zodin pakartodami baigiamaji
3 x 3 Sokolado plytelés samprotavima.

Lyrinis intarpas apie galimus skubotos analogijos pavojus

Pasidairykime, ka mes i$siaiskinome: 2 x 2 plytelei gana 3 rieSuty, 3 x 3 plytelei -
4,0 4 x4 plytelei — 5 rieSuty. Ko mes galime tikétis 5 x 5 Sokolado plyteléje?

Pazitiréjus 1 pries tai buvusius skaicius gali pirStis mintis, kad reikés maziausiai 6
rieSuty, nes kad 5 nepakaks yra visiskai aiSku. Pameginkite iSdélioti 6 rieSutus taip, kad
bet kaip lauziant 5 rieSutai likty vienoje kurioje nors puséje ir pamatysite, kad nieko
neiseina.

Tai ka, negi zlugs toks, atrodo, aiSkus désningumas, kad ,,n x n plytel¢je gana
n + 1 rieSuto?*.

O kad 7 rieSuty 5 x 5 plyteléje pakanka, rodo toks pavyzdys:

R R
R R R
R

O su 6 rieSutais, kad ir kaip vargstame, nieko neiSeina. Tai ka, gal tik mes
nemokame vargti? Gal kitas ta varga iSvargty?

Ziista toks paprastas — todél ir patrauklus désningumas.

Kompiuteriu ¢ia dar galima biity verstis ipareigojant musy drauga kompiuteri
perrinkti visus galimus rieSuty délionés atvejus. Bet Sokoladui did¢jant ir kompiuteriui
gali pasidaryti per sunku.

Ka gi daryti?

Teks priversti save tiksliai samprotauti stengiantis gauti aiskia priestara tam, kad 6
rieSuty nepakanka?

40



Bet kaip ja gauti?

Samprotavimas. Sakykime, kad 6 yra tas maziausias riesuty skaicius, kuri gana
padéti, kad bet kaip lauziant { 2 stac¢iakampes dalis, kurioje nors dalyje vis tiek bus bent 5
rieSutai.

Pirma karta perlauzkime plytelg vertikaliai kuo ar¢iau kairiojo krasto taip, kad
toje 18 kairés atlauztoje dalyje jau biity 5 rieSutai, antra karta vertikaliai perlauzkime kuo
arCiau desiniojo krasto, kad dabar jau desingje pus¢je biity 5 rieSutai.

Kadangi padéty rieSuty skaiius minimalus, tai kairioji ir deSinioji atlauztosios
pusés turés vienintelg bendra vertikalia 1 x 5 matmeny juostelg.

TrecCia ir ketvirta karta perlauzkime horizontaliai atitinkamai kuo arciau virSaus
(ir, atitinkamai, kuo ar¢iau apacios), kad virSuje (ir atitinkamai apacioje) jau biity
5 rieSutai.

Vel virSus su apacia turés vienintelg bendra horizontalia 5 x 1 matmeny juostelg.

Suskaiciuokime visy kairéje, desinéje, virSuje ir apacioje esanciy rieSuty skaiciy.
Jis bus ne mazesnis uz 5 x 4 arba uz 20.

Dabar pastebékime, kad abi tos ,,ribinés juostelés — horizontalioji ir vertikalioji -
sudarys ,.kryziy“ ir kad kiekviena rieSuta mes iskai¢iavome daugiausiai 3 kartus ir tik
vienintelj ,,kryZziaus centro” langelyje esanti rieSuta (jei tik jis ten buvo padétas) mes
galéjome iskaiCiuoti 4 kartus. Todél kairéje, deSingje, virSuje ir apacioje mes tegalé¢jom
priskaiciuoti daugiausiai 3 x 6 + 1 arba 19 rieSuty, o tai néra daugiau uz 20, kaip kad
turéty buti.

Vadinasi, 6 rieSuty nepakanka.

Atkreipkime démesi, kad Sis samprotavimas tinka ir didesniy matavimy Sokolado
plytoms.

Primygtinai sitlytume skaitytojui pasiziiiréti, kiek maziausiai rieSuty reikéty
sakysime atveju 10 x 10.

O 1i8sprendg atveji n = 100, turétuméte dar viena Sankt-Peterburgo Olimpiadoje
spresta grazy uzdavini.

XX SKIRSNELIS
KA DARYTI, KAI NELABAI AISKU, KAIP SUMAZINTI DIDZIUL] SKAICIU?

1 atvejis: biina , kad mazinti néra kaip.

Gerai, pasakys skaitytojas, jau girdéjome sitilyma paméginti sumazinti salygoje
randama didziulj skai¢iy neprarandant uzdavinio intrigos arba jo esmés. O ka daryti, kai
mazinti neiSeina, kaip kad pavyzdziui tame vél, matyt, Sankt—Peterburge gimusiame
uzdavinyje, paimtame i§ 2002 mety miesto Olimpiados rinkinio?

Irodykite, kad i$ kiekvieno deSimtZenklio skaiciaus, kuriame néra nuliy, vis
tiek galima ,,iSsikirpti“ arba 3 skaitmeny, arba 4 skaitmeny, arba 7 skaitmeny ilgio
»fragmenta®, kuris dalijasi i$ 3.

Mazinti Cia tikrai nesimato kaip, o deSimtzenkliai skaiciai — tai milijardas arba
keli ir dar su Simtais milijony ir | kiekvieno tokio skai¢iaus neparasysi.

O iSsiaiskinti buty smalsu.
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Beje, galimo sprendéjo smalsumo pazadinimas yra labai rimtas psichologinis
uzdavinys, nes daznai skaitytoja negrazi salyga atstumia, o jei ir neatstumia, tai ir
nepatraukia (o tai beveik taip pat blogai), ir jis to uzdavinio nesiima.

Todél potencialaus sprendé€jo itraukimas i tiesos paieska yra pirmaeilis uzdavinys
ir ¢ia dar daug galima ir reikia daryti, nes tie dirvonai tikrai dar menkai praarti.

1 paprastas neblogas patarimas.

Paimkite koki nors tinkama pavyzdj ir panagrinékime ji.

Mes puikiai suprantame, kad vienas pavyzdys joks ne irodymas, kad visada kas
nors bus, taciau nors pavyzdys - tikrai ne jrodymas, tac¢iau neabejotinas informacijos
Saltinis.

Na, paimkime, kad ir koki ,,netvarkinga“ skai¢iy 4 357 892 183 ir matome kad ¢ia
jau pirmasis trizenklis fragmentas 435 dalijasi 1§ 3.

Dabar paklauskime, ka mes suzinojome i$ to konkretaus pavyzdzio?

Atsakysime: pamatéme, kad 10-Zenklis skai¢ius be nuliy turi 7 trizenklius, 6
keturzenklius ir 4 septynzenklius ,,fragmentus® (salyga ,,be nuliniy skaitmeny* garantuoja
mums, kad jie visi tikrai turés tiek zenkly, kiek sakéme).

O po to jau matome ir Svelny judesi: kadangi tikrai gerai zinome, kad skaiCius
duoda tokia dalybos i$ triju liekana, kokia duoda ir jo skaitmeny suma, tai mes galime
skaitmeny 1, 4 ir 7 rasyti vienetus, vietoj 2, 5 ir 8 — rasSyti dvejetus, o vietoj 3, 6 ir 9 —
trejetus ir toliau nagrinéti tik deSimtzenklius skaiius uzrasomus vienetais, dvejetais ir
trejetais.

O toliau? Jeigu dvejojame, paimkime dar viena pavyzdi, dabar jau tik su vienetais,
dvejetais ir trejetais — taip kiek paprasciau.

Na, kad ir tokj atsitiktinj skaiciy — 2 212 233 221

Sis skaicius ne i karto tinka, nes jokios iSkarpos po 3 ir net po 4 skaitmenis, regis
tikrai nesidalija i§ 3, nes ,,iSkarpy* po tris skaitmeny sumos yra atitinkamai

5,5,5,7,8,8,7ir 5.

»ISkarpu® po 4 skaicius skaitmeny sumos yra atitinkamai

7,7,8, 10,10, 10 ir 8.

Beliko ,,iSkarpos® po 7 ir jau pirmoji suma 2 +2 + 1+ 2+ 2 + 3 + 3 yra
lygiai 15.

Beliko dar kazka pastebéti ir galésime baigti sprendima — panasu, kad judame
teisinga linkme.

Pradékime baigti.

Imkime septynzenklj 10-Zenklio skaiciaus fragmenta ABCDEFG. Jeigu jis dalijasi
i§ 3, tai viskas padaryta, daugiau mums nieko nereikia. Jeigu tas fragmentas i§ triju
nesidalija, tai jo dalybos i§ 3 liekana yra 1 arba 2. Padalykime ji dviem budais i du
fragmentus ABC ir DEFG ir dar kitaip i du fragmentus ABCD ir DEF. Nei vienas i§ ty
fragmenty i$ 3 nesidalija, nes kitaip vel viskas biity baigta.

Nagrin¢jame 2 atvejus:

(a) fragmente ABCDEFG dalybos i$ 3 liekana yra 1, ir kitas galimas atvejis

(b) fragmento ABCDEFG dalybos i$ 3 liekana yra 2.

Pirmuoju atveju skaic¢iaus ABC dalybos i§ 3 liekana gali biti tik 2 (jeigu ji biity 1,
tai likgs fragmentas DEFG dalytysi i§ 3). Tada skaic¢iaus DEFG dalybos i$ 3 lickana irgi
lygi 2.

Lygiai tokios pat turi buti ir skai¢iy ABCD ir DEF dalybos i$ 3 liekanos.
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Gavome $tai kg — skai¢iy ABC ir ABCD dalybos i§ 3 liekanos yra vienodos, o tai
reiskia, kad vidurinis skai¢iaus ABCDEFG skaitmuo D yra 3.

Lygiai tas pats buty ir atveju (b), tik tada fragmenty liekanos bty po 1 ir vel
gautume, kad vidurinis skaitmuo D yra 3.

Kadangi ta fragmenta galima stumdyti, nes ju deSimtzenklyje skaiCiuje i§ viso yra
4, tai gautume net 4 1S eilés einancius trejetus (mums pakakty ir 3 i$ eilés einanciy trejety)
ir todél miisy teiginys yra irodytas.

Pakartokime: mes irodéme, jog i§ kiekvieno 10-Zenklio skaiciaus be nuliy galima
paimti tokius i§ eilés einancius 3, 4 arba 7 skaitmenis, kad i$ ju sudarytas trizenklis,
keturzenklis arba septynzenklis skaicius dalijasi 1§ 3.

Nieko negarantuodami, sitilome skaitytojui iSnagrinéti toki uzdavinj:

6-Zenklio skaiciaus visi skaitmenys skirtingi.

Ar galima jame paimti 2 arba 3 i§ eilés einancius skaitmenis, kad iS ju
sudarytas dviZenklis arba triZenklis skaicius dalytysi be liekanos i 3?

Kitas atvejis arba kai mazinti pasiseka

) XXI SKIRSNELIS
NUDIENOS VEJAI ARBA APIE VERSLO PSICHOLOGIJA

Jeigu norime pazadinti zmogaus smalsuma, galime pasiiilyti jam kokia nors i$
pirmo Zvilgsnio visiskai neimanomg situacija ir paklausti, ar taip gali bati ar ne. Zmogus
1§ prigimties linkgs susivokti, kokie ¢ia yra galimi vadinamieji ekstremalils arba, i§vertus
18 kalby, krast(ut)iniai atvejai ir mégsta suvokti, ar jie apskritai jmanomi.

Pas baltarusius esame rade toki paprasta bet pamokoma uzdavini, kuri, lengvai
beletrizave, pateikiame kaip vieno verslininko pirmyju veiklos mety balanso atpasa-
kojima. I tokius pagyvinimus galima ziiiréti atsargiai, gal net atsainiai, bet autorius tiki ir
praktika tai beveik be iSlygu patvirtina, kad jei bent kiek vykusiai atlikta, ji turi savo vertg
ir vieta. Autorius §ia beletrizacija yra paskelbgs Zurnale ,,Kompiuterija®.

»dunki yra verslo pradzia®“ pasakojo senas verslo lifitas savo jauniesiems kole-
goms pradédamas paskaita ,,Verslo optimizmo klausimai*. Stai ir a§, menu kaip $iandien,
kad mano pirmyju verslo mety kiekvieny 5 i$ eilés einanciy ménesiy balansas buvo
neigiamas — iSlaidos virs§ijo pajamas.

, Tai kur ¢ia tas optimizmas‘ — pasigirdo balsas i$ salés.

,Ogi ten, kad visy mano pirmyjy mety balansas buvo teigiamas, arba visos mano
iStisy mety pajamos virsijo visy mety islaidas — ramiu balsu atkirto verslo liiitas.

Negi tai imanoma?

Cia yra psichologiniy sunkumy, kurie natiiraliai atsiranda skiriant vadinamuosius
tipinius arba iprastus atvejus nuo ne kasdien arba apskritai retai nutinkanciy, bet
imanomy galimybiy arba vadinamuyjy atskiry arba $iuo atveju rety atvejy.

Uzdaviniuose tokiais atvejais daZnai atvirai patariama ir sakoma: panagrinékime
patj blogiausia (neparankiausia) atvejj (galimybe).

Sioje situacijoje tipinis atvejis, aisku, biity tas, kad jeigu kiekvieny 5 i§ eilés
einan¢iy ménesiy balansas neigiamas, tai dazniausiai neigiamas bus ir visy tokiy mety
balansas.

Dazniausiai, niekas nesigincija, bet neaisku ar visada.
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Zemiau esancioje lentelégje mety ménesiai pazyméti pirmosiomis dviem jy
pavadinimy raidémis (iSskyrus 2), o antrojoje eilutéje nurodytas to ménesio balansas.

Ménesis |Sa |[Va |Ko |Ba |[Ge |Bi |Li |Rugj |[Rugs [Sp |La |Gr
Balansas | 2 |2 2 -9 2 2 2 2 -9 2 2 2

Aiskiai matome, kad kiekvieny penkiy i§ eilés einan¢iy ménesiy bendras balansas
yra neigiamas (ir visada —1), i§tisy mety — visgi teigiamas ir lygus 2.

XXII SKIRSNELIS
DAR APIE KONKRECIU SKAICIU ZAVES]

AnglisSkose grazesniy uzdaviniy knygose teko matyti toki uzdavini, kuri mes
pateiksime truputi struktiirindami arba kitaip sakant pamazéle ivesdami skaitytoja i jo
sprendima mégindami ji sudominti ir tuo paciu padédami isijausti i ji.

Taigi pradzioje yra ieSkomas nesvarbu koks nors skai¢ius, kurio deSimtainiame
uzrase dalyvauja vien tik dvejetai ir trejetai — ir bent vienas dvejetas, ir bent vienas
trejetas butinai yra — ir dar kad tas skaicius turi dalytis ir i§ 2, ir 1§ 3.

Mintyse 1§ karto iSkyla abu tie poZymiai — juos zino kiekvienas save gerbiantis
aStuntokas — skaicius dalijasi i§ 2, jeigu to skaifiaus paskutinis skaitmuo yra lyginis ir i$
3, jeigu to skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 3.

Todél jeigu skaiCius uzraSomas iSimtinai tik dvejetais ir trejetais ir dalijasi i§ 2
vadinasi, jo paskutinis skaitmuo tegali buti tik 2. Kad jis dalytysi i 3, jo skaitmeny suma
turi dalytis i$ 3 ir dar priminsime, kad bent vienas trejetas irgi turi biiti.

Tode¢l galime paimti skai¢iy 32 ir, pasteb¢je, kad jo skaitmeny suma 2 + 3 yra 5
galime priauginti du kartus prie savgs. Tada gausime skaiciy

323232,
kuris tikrai dalijasi i§ 3, nes jo skaitmeny suma yra 15, o i§ 2, kaip sakyta jis jau dalijasi
vien jau d¢l to, kad jo paskutinis skaitmuo yra lyginis.

Dabar kai jau radome viena toki skai¢iy, natiiralu paklausti apie pati maziausiaji
toki skaiciy.

Ir dabar paskutinis jo skaitmuo bus nepajudinamai dvejetas, o dar reikia
panaudojus nors vieng trejeta surinkti 1§ 3 dalig skaitmeny suma.

Jeigu skaiCiaus uzraSe yra ir 2, ir 3, tai jo skaitmeny suma yra bent 5, sekantis
dalus 1§ 3 skaicius yra 6, bet jo tada dvejetais ir trejetais, kad biity ir tokiy, ir tokiy
nesurinksime, tad sekanti viltis yra skaiCius su skaitmeny suma 9, toks skaiCius
surenkamas 1§ 3 dvejety ir 1 trejeto.

Kad tas skaiius buty pats maziausias i§ visy galimy ta 3 reikia rasyti ,,kuo arciau
galo®, bet ne paciame gale, todé¢l pats maZziausias skaicius bus skaicius

2232.

O dabar jau pats skaitytojas gali iSspregsti analogiska uzdavini su 8 ir 9 arba i§
pradziy lai jis pabando rasti skaifiy, uzraSoma vien aStuonetais ir devynetais ir
besidalijanti i§ 8 ir 9, o jau véliau standartiskai — ir patj maZziausiaji toki skaiciy.
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Uzdavini galima kelti bet kuriems dviems skai¢iams — paméginkime paklausti su
7 ir 8 — uzdaviniai su skaiCiais yra visada idomis, nes aiSku ir, ko klausiame ir visai
aiSku, ka mazdaug reikéty daryti.

Idomu, kaip ¢ia mums seksis, nes néra tokio labai greito dalumo i§ 7 poZymio. Su
8 yra daug geriau, nes skaicius dalijasi i§ 8, jeigu skaiius, sudarytas i§ 3 paskutiniyjy jo
skaitmeny, dalijasi be liekanos iS 8.

Todél suprantama, jeigu skaiCius dalijasi i§ 8, tai jis dalijasi ir i§ 2, todél jo
paskutinis skaitmuo yra lyginis, tod¢l Siuo atveju, kai tegalime rinktis tik i§ 7 ir 8, tas
paskutinis skaiCius bus 8, toliau, jeigu jo prieSpaskutinis skaitmuo biity 7, tai jis
nesidalyty 1§ 4, o privalo, nes dalijasi 1§ 8, todé¢l ir jo prieSpaskutinis skaitmuo 8, o
kadangi 788 = 800 — 12 tikrai nesidalija i$ 8, todél ir jo treciasis i§ galo skaitmuo turi biiti
irgi 8.

Vadinasi, toks skaiCius turi baigtis trimis aStuonetais arba 888, o dar mums reikia
panaudoti nors viena 7, todél maziausias kandidatas galéty buti tik skaiCius 7888, bet jis
nesidalija i§ 7, nes 888 nesidalija i§ 7, o 888 nesidalija i§ 7, nes 888: 8 =111 nesidalija
i§7.

Sekantis kandidatas i maziausius tokius skaicius biity skaicius 78888, bet ir jis 1§ 7
nesidalija.

Taip pamazu aptiksime skai¢iy

7 888 888,
kuris ir yra pats maziausias i$ visy imanomuy tokiy skaiciuy.

XXIII SKIRSNELIS
DAR DU GRAZUS UZDAVINIAI SU KONKRECIAIS SKAICIAIS

KaZkada prie§ gera deSimtmeti Sankt-Peterburgo graziy uzdaviniy knygeléje teko
matyti toki uzdavini:

Irodykite, kad skaicius

40 x 66 x 96 + 53 x 83 x 109 =732 931
néra pirminis skai¢ius, arba, kitaip sakant, toks, kuris dalijasi be lieckanos ne tik i§ 1 ir
pats saves, bet ir dar i kokio nors kitokio skaiciaus.

Kompiuteriui tas uzdavinys biity keliy sekundziy reikalas, nes tas skaicius jam yra
mazylis, matome, kad jis net yra mazesnis uz milijona. Jam tokie nedideli skaiciai didelio
isptuidzio nedaro, nes veiksmus su jais — tokius kaip tokio skaiciaus daugikliy paieska — jis
baigia greitai.

Bet, sutikime, kad ir mums kai kada malonu, psichologiskai ziiirint, kompiuterio
greiciui prieSpastatyti miisy sumanuma, patirt ir nuovokuma.

Dar paprastesniam pasimankStinimui galime pasiiillyti uzdavini su tokia pacia
sprendimo idé¢ja tik su dar mazesniais skaiciais.

Irodykite, kad skaicius

23 x 27 %29+ 50 % 52 x 56 =163 609
néra pirminis skaicius.

Dar paprasCiau — bet vis dar su ta pacia id¢ja biity paprasyti nustatyti, kad ir
skaiCius

9x 13 x 15438 x40 x 44 =68 635
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taip pat néra pirminis skaicius.

Pamégink, skaitytojau, nesvarbu, ar su ar be kompiuterio iSspresti Siuos
uzdavinius.

Jeigu pirmiau pasikinkysi kompiuteri, tai kai atspausdins nors po viena tikra ty
skaiCiy dalikli, tikrai kils paprasty aritmetiniy minciy.

Skaitytojau, jeigu sprestum be kompiuterio, tai labai patariame panaudoti to
skaiciaus struktiira arba tai, kad jis yra dviejy (gana simetriSkai vieno kito atzvilgiu
iSsidésciusiy skaiciy trejety sandaugy

Dar viena skaitiné miniatiura.

VengriSkose iSminties knygose esu radgs toki pratima:

Irodykite, kad skaicius 5'2 +2'0 néra pirminis t.y. turi ir kity dalikliu, ne tik
vieneta ar pati save.

Vel gi, neslépkime, kad kompiuteriui toks skaiCius biity nyksStukas ir daug
idomesnis psichologiskai zitirint biity toks uzdavinys: kaip ¢ia i$siversti be kompiuterio
arba skaiciuoklio?

Be abejo, pirmiausiai esame skatinami pasinaudoti to skaiiaus ,.konstrukcine*
struktiira, arba tuo, kad jis yra 12 sudauginty penkety ir 10 sudauginty dvejety suma.

Ka gi mums gali ,,pakuzdéti* to skaiciaus daryba?

IS mokyklos laiky daznai esame mate, kaip prie 2 skai¢iy kvadraty sumos, kaip
misy atveju yra pridedama o paskui atimama dviguba ty skai¢iy sandauga. Pabandykime
taip padaryti ir dabar.

512 4210 _ (562 4 (25)2 =
=(59)2 +2x5%% 2% + (2%)2 —2x5%x 25 =
= (5% +2%)2 —5%%20 = (5% +2%)2 —(10%)% =
= (5% +10% +2°)x (5% —10% +2°) = 16 657 x 14657.

XXIV SKIRSNELIS
ENERGINGI SKAICIAI

Kita miniatiira yra susijusi su vadinamaisiais energingais skaiciais. Tuoj
pasakysime, kokius skaicius mes tokiais laikysime.

Skaiciy A vadinsime energingu, jeigu jo skaitmenys, skaitant juos i$ kairés j
deSing, didéja. Galétume sakyti, tokie skaitmenys bent savo did¢jimu ,,iSperka™ savo
»mazéjancia itaka™ skaiCiaus pozicinéje iSraiSkoje. Nes mes suprantame, kad poziciné
iSraiska dél to ir vadinasi pozicine, kad joje skaitmens reikSmé priklauso nuo uzimamos
pozicijos, kuo kairiau yra skaitmuo, tuo didesné jo reikSmé skaiciaus didumui.

Klausimas biity toks: kokia gali buti devyneriopo energingo skaiciaus
skaitmeny suma?

IS pirmo zvilgsnio gali pasirodyti, kad tos devyneriopo energingo skaiciaus
skaitmeny sumos gali biiti pacios ivairiausios.

Pati paprasCiausia mintis, matyt, buty ta, kad to skaifiaus 9A skaitmeny suma,
suprantama, dalinsis i$ 9.

Paimkim visai nedidelj skaiciy.
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12 yra energingas skaiCius. Dabar 12 x 9 = 108, o 1 + 0 + 8 = 9. Imkim kita
energinga skaiCiy, kad ir 89. Dabar 89 x 9 = 801, o Sio skaiciaus skaitmeny suma v¢l 9.

KaZkaip nesiseka gauti ko nors kito kaip 9.

Dar pabandysime gauti kokia nors kitokia ne 9 lygia skaitmeny suma, o jei dar
kelis kartus nepasisekty gauti kitokios skaitmeny sumos, tai tada teks irodinéti, kad kitaip
ir biiti negali.

Imkime trecia energinga skaiciy 1378.

Tada 1378 x 9 = 12402, o Sio skaiCiaus skaitmeny sumal +2+4+0+2 =9,

Prie§ pradédami jrodinéti dar paimkime pati didziausia energinga skaiciy

123456789
ir pazitrékime, negi ir vél skaiciaus 9N skaitmeny suma bus 9?
Padauging ta skaiciy i§ 9, gauname
9x123456789=1111111 101,
o Siame skaiciuje, kuriame, kaip matote, yra 9 vienetai ir jokiy kity nenuliniy skaitmeny
néra, todél ir jo skaitmeny suma vél 9.

Dabar mes jau turime méginti tai jrodyti. Atvirai sakant, psichologiskai pozitiriu
mes esame jau beveik itikinti, kad bet kurio energingo skaifiaus N ir 9 sandaugos
skaitmeny suma yra 9, nebent kas mus itarty, kad tuos ankstesnius energingus skaicius
mes rinkomés, Svelniai sakant, ne visai pripuolamai.

Irodymas susidés 1§ vieno taCiau labai esminio mikrojudesio, kuriuo $iuo atveju
bus skaiciaus 9A uzrasymas pavidalu 10A — A ir Sios skirtumo ieskojimo atliekant atimti
stulpeliu.

Jeigu energingas skaicius A uzraSomas, sakykime, iSraiSka KLMNOPRST, tai tada
9A gausime stulpeliu atlike atimt

KLMNOPRSTO
KLMNOPRST..

Dabar is eilés iSrasysime to skirtumo skaitmenis skaitant i§ deSinés i kairg, arba
pradedant nuo vienety.

Vienety skaitmuo, bus 10— T, toliau deSimciy skaitmuo, suprantama, bus ne
T - S, kaip galéty i§ pirmo zvilgsnio pasirodyti, bet T — S — 1, nes ,,vieng jau skolinomes*
vienety skiltyje, dar toliau eity paprastaiS—R,R—-P,P-O,0-N,N-M,M-L,L-K
(nes ,,nieko nesiskolinome®) ir galiausiai paskutinysis skaitmuo yra K.

Tode¢l visy skaitmeny ( tik dabar skaiciuojame kita eile nuo paciy auksSciausiyjy
skil¢iy) suma yra

K+L-K)y+(M-L)+(N-M)+(O-N)+(P-0O)+(R-P)+(S-R)+

+(T-S-1)+(10-T)=9,
ir kadangi visi raidémis pazyméti skaiciai (teleskopiSkai) ,.iSsiprastina® ir lieka tik —1 ir
10 suma, todél ir gavome 9.

Turime nuoSirdziai prisipazinti, kad miisy irodymas, formaliai kalbant tinka tik
devynzenkliams energingiems skai¢iams, (o toks skaifius yra vienintelis, ir mes ji jau
tikrinome!), nes tai 123456789.

Dabar skaitytojas jau yra itikintas, kad ir trumpesniems energingiems skaic¢iams
viskas vykty lygiai taip pat, tik biity maziau skaitmeny.
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XXV SKIRSNELIS
PAPRASTU DALYKU ZAVESYS ARBA KOPUSTU DALYBOS

Uzdaviniai daznai, perfrazuojant viena pastaryjy metuy nusisekusio skelbimo fraze
Lisdygsta sta¢iai i§ niekur”. Stai dar vienas toks pratimas.

Pas kiskj Strakaliuka atbégo jo miSko brolis piskis Makaliukas. Ant Strakaliuko
stalo jau puikavosi vai$és — trys kopistai, kiSkiy skanéstai, vienas — 300, kitas — 500, o
treCias — 700 gramy svorio. Makaliukas kaip svecias, kopiisto galva renkasi pirmas, po to
iSkart grauzti imasi ir Seimininkas Strakaliukas. Abu jie grauzia vienodu grei¢iu. Nuo
kurio kopiisto reikéty pradéti sveciui Makaliukui, kad jam kuo klitity kuo daugiau
kopiistienos? Sveikas protas kuzda, kad jam, kaip pirmajam besirenkanc¢iajam sugrauzti
maziau negu pus¢ ant stalo buvusiy kopiisty svorio buity nelabai sumanu.

Panagrinékime visus imanomus svec¢io Makaliuko pasirinkimus.

Pirmasis noras bty griebti pat] didziausia arba 700 gr kopiista. Tuomet
Seimininkas kukliai pradés nuo 300 gr galvutés, o po to jam atiteks ir paskutinioji 500 gr
galvuté (gal¢jo jis grauzti ir atvirks¢ia eile). Vienaip ar kitaip, Seimininkas, kad ir
besirinkegs antrasis sugebéjo sugrauzti didesng kopisty svorio dali.

Vadinasi, sveCiui reikéty pradéti kukliau.

Jeigu Makaliukas pradeéty nuo 300 gr galvutés, tai Seimininkui pasic¢iupus 500 gr
kopitista, Makaliukui atitekty ir 700 gr galvuté arba i§ viso kilogramas kopiisty. Jeigu
Seimininkas biity pradéjes doroti 700 gr galvute, tai Makaliukui vis tiek biity atitekes ir
likes 500gr kopiistas, arba i§ viso 800 gr, o tai daugiau vél negu pusé bendro viso kopiisty
svorio.

Ir vél visai blogai sveciui Strakaliukui biity pradéti nuo 500 gr galvutés, nes tada
Seimininkas, sugrauzgs 300gr kopiista, spety pasiimti ir 700 gr galvutg.

Vadinasi, su tokio svorio galvutémis svecias turi pradéti labai kukliai nuo 300 gr
galvutés.

Atsakomojo vizito metu dabar jau Seimininkas Makaliukas deda ant stalo jau
keturias koptsty galvutes — atitinkamai 300, 500, 700 ir 900 gr svorio. Dabar pirmasis
ims grauzti svecias Strakaliukas. Negi ir dabar kuklumas pradedant ir daugiau negu pusés
koptisty svorio sugrauzimas bus tas pats?

Jeigu svecias pradéty nuo pacios didziausios 900 gr galvutés, tai biity ir nekuklus
ir maziau negu pus¢ koptisty sugrauzgs, nes kol jis graus ta 900 gr, Seimininkas sudoros ir
300 ir 500 gr galvutes ir spés pradéti grauzti dar ir ta paskuting likusia 700 gr galvute.

Tad sveciui buti godziausiu negerai. Jeigu jis pradéty nuo 700 gr galvutes, vél ne
kas, nes Seimininkas sugrauzia 500 gr ir sp¢ja paimti 900 gr galvute, t.y., pradéjes antras
sudoroja daugiau negu puse¢ koptusty.

Jeigu svecias pradeda nuo 500 gr galvutés, tuomet Seimininkas sudoroja 300 gr
galvute ir imasi 900-gramés uzsitikrindamas puse¢ koptsty svorio.

Na, o jeigu svecias noréty pradéti kukliausiai griebtysi 300 gr galvutés, tai Seimi-
ninkui neverta griebtis pacios didziausios 900 gr galvutés, nes svecias paskui ramiai
sudoroty 500 gr ir dar spéty prie 700 gr galvutés. Jeigu Seimininkas ima kitaip — 500 ar
700 gr, tai viskas baigiasi taip, kad kiek kiekvienam atitenka po puse¢ kopisty svorio.

Todél ir atsakomojo vizito metu pirmasis imantysis gali pradéti kukliausiai.

O dabar tegu skaitytojas sumodeliuoja, kaip reikéty optimaliai pradéti pirmajam,
jeigu kopusty ir vél biity jau 4, bet dabar jie sverty
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300, 500, 700 ir 800 gramy?
O jeigu kopiistai ir toliau 7, bet ju svoriai jau
200, 210, 300 ir 310 gramy?

XXVI SKIRSNELIS
DABAR APIE ATEIT], NES APIE VAIKUS

Pasaulyje tikrai gyvena tokie vaikai vardais AuSryté, Jonas, Andrius ir Justas.
Norétysi tiketis, kad uzaugg jie bus ne tik dideli, bet ir kantris, ir geri Zmonés.

Kas zino, gal kada nors su jais nutiks tokia istorija, kuri jau karta buvo nutikusi su
kitais keturiais vaikais.

Sédi tie vaikai pas senelg, laukia sekmadienio piety, kiekvienas su savo saldainiy
maiSeliu. Kol senelé¢ sukingjosi po virtuve, kepdama ploksStaini, juos iStiko gerumo
priepuolis — daznas rimty vaiky palydovas.

Staiga AuSryté ir sako broliams:

— Broliai, jis, mano broliai, nagi parodykit, kiek kautis saldainiy turit ir a$§ kiek-
vienam i§ savo saldainiy maiso atseikésiu dar po tiek pat saldainiy. Ar sutinkat?

Na, ko spyriosies. Broliai sutiko.

Bet paskui nutiko dar grazesnis dalykas. Sesers kilnumu uzsikréte broliai
kiekvienas padare lygiai ta pati. IS pradziy Jonas, po jo Andrius, o galiausiai ir Justas
kiekviena karta 1§ savo maiSo atseikéjo visiems kitiems po tiek saldainiy, kiek kuris tuo
momentu tur¢jo.

Galiausiai viskas baigési, o jie nustebg Zvelgé vienas i kita, o po to iSverté
kiekvienas ant stalo savo saldainius ir susiskaiciavo, kiek kuris dabar beturis.

Ir, o jergutéliau, pasirodé, kad kiekvienas turi po lygiai, po 16 saldainiy.

Kuris vaikas pasirodé dosniausias?

Principas: lapatai, lapatai j kalniuka, lapatai lapatai atgalios

Si visiems nors karta girdéta liaudies daina pasako, kas darytina, jeigu mums ka
nors pasako apie galutini rezultata ir praso miisy ka nors pasakyti apie tai, kas buvo
pradzioje.

IS karto grizti ir suvokti, kaip buvo pradzioje, gali biiti nelabai paprasta, todél mes
ir elgiamés kukliau, stengdamiesi pradzios biisena 1§ galutinés padéties atstatinéti
palaipsniui, Zingsnis po Zingsnio.

Kartais tai neimanoma, bet labai daznai pavyksta.

Pabandysime tai padaryti ir minétame vaiky saldainiy perskirstymo, arba,
aukStom frazém kalbant, saldainiy distribucijos uzdavinyje. Mes Zinome, kad kalb¢jimas
vartojant daug tarptautiniy Zodziy, kartais daro nemenka psichologini ispudi.

Taigi po paskutinio saldainiy padvigubinimo, {vykdyto Justo valia ir iStekliais,
visi vaikai turi po 16 saldainiy.

Kitaip sakant, galutin¢ idiliska padétis — visi turi po lygiai (tik neaisSku, ar visi
vienodai patenkinti) — yra tokia.

AUSRYTE JONAS ANDRIUS JUSTAS
16 16 16 16
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O kiek kuris ty saldainiy tur¢jo prie§ Justui atriSant savo saldainiy kapsa? Ar tai
galima nustatyti? Tai ir biity tas pirmas zingsnis atgal ir, jeigu jis nusisekty, mes
bandytume padaryti dar vieng Zingsni.

Taigi Justas ka tik daveé visiems savo broliams ir seseriai antra tiek saldainiu, kiek
jie turéjo.

Vadinasi, jeigu jie visi dabar turi po 16, o yra gave po antra tiek, kiek turéjo, tai
Justas jiems bus daves po 8 saldainius, arba i§ viso iSdalijes 8 x 3 = 24 saldainius.
Kadangi ir jis dabar turi 16, tai prie§ dalybas bus tur¢jes 16 + 24 = 40 saldainiy, taigi
pries paskutines dalybas buvo pats turtingiausias arba ,,saldainiausias®.

Vadinasi, tada buvo taip:

AUSRYTE JONAS ANDRIUS JUSTAS
8 8 8 40

O dar anksc¢iau kaip buvo?

O tada buvo taip: saldainius broliams ir seseriai dvigubino Andrius. Todél jis dave
Justui 20, o Ausrytei ir Jonui po 4, vadinasi, iSdalino 20 + 4 + 4 = 28 saldainius, taigi bus
turéjes 8 + 28 = 36 saldainius. Todél prieS Andriaus dalybas saldainiai buvo pasiskirstg
taip:

AUSRYTE JONAS ANDRIUS JUSTAS
4 4 36 20

Atkreipkime démesi i aiSky fakta, kad bendras visy vaiky turimy saldainiy
skaicius nekinta, Ju yra, kaip buvo ir pradzioje, 16 x 4 = 64, jie tik pereidinéja i§ vienos
kiSenés i kita.

Dabar Jono ir Ausrytés saldainiy padvigubinima sujungsime i viena lentelg,
pirmiau nurodydami, kaip buvo prie§ Jono dvigubinimg ir, galiausiai, kaip prie§ Ausrytes,
arba pacioje pradzioje.

AUSRYTE JONAS ANDRIUS JUSTAS
2 64-(2+18+10)=34 18 10
64— (17+9+5) = 33 17 9 5

Vadinasi, ne tik atstatéme, kaip buvo pradzioje, bet ir nustatéme, kad pati
dosniausia po visko pasirodé esanti Ausryté, nes, atstacius prading biisena, paaiskéjo, kad
ji atidave daugiausiai saldainiy, biitent 33 — 16 = 17. Jono saldainiai i§ esmés nesikeite,
formaliai zitrint, ir ji galima priskirti prie réméjuy. Na o Andrius uzdirbo 16 — 9 =7, o
Justas 16 — 5 = 11 saldainiy.

Ka gi, gal taip ir geriausiai, nes Justas pats maziausias.
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XXVII SKIRSNELIS
DABAR APIE PINIGUS IR ARKLIU LENKTYNES

Visi esame girdéje apie arkliy lenktynes, azarta, statymus ir apie pirmuosius finiSo
linija kertancius arklius ir net su tuo susijusius skandalus.

Atéjes kaimynas Petras Pasakorius saké, jog Matematiky Rie$¢je tuoj bus
atidarytas hipodromas, kur pradzioje lenktyniaus tik 3 arkliai. Vienas arklys visai
neblogas, vardu Trimitas, kiti du, Blignas ir Skudutis yra ne tokie geri.

Kadangi Trimitas yra pats greiciausias, tai uZ ji statymai priimami santykiu 1 : 1.
Tai reiskia: jeigu jis statéte 100 lity, kad jis bus pirmas, ir Trimitas atbégs pirmas, tai jus
atgausite savo statytus 100 lity ir dar gausite antra tiek arba dar 100 lity.

Jeigu Trimitas nebus pirmas, jiisu pinigai liks organizatoriams.

Uz Biigna priimami statymai santykiu 1 : 4, o uz Skuduti — santykiu 1 : 5. Tai
reiskia, jeigu, pavyzdziui, Skudutis atbégs pirmas, o jiis buvote uz ji statgs 100 lity, tai jus
atgausite savo statytus 100 lity ir dar gausite 500 lity. Aisku, kad Skudutis yra laikomas
silpniausiu arkliu. Jeigu jis nebus pirmas, jiis tuy savo pinigy nebematysite.

Kaip vertinti Petro Pasakoriaus pasakojima? Panagrinékime padéti. Gal cia
imanoma uzsidirbti? Gal ¢ia pradedantis nepatyres hipodromas?

Pasizitrékime, kas Cia gali détis.

Sakykime, kad uz pirmaji arklj, vardu Trimitas, pastatéme A lity, uz antraji arklj,
vardu Bugnas, pastatéme B lity, galiausiai uz treciaji arkli, vardu Skudutis, pastatéme
C lity.

Aisku, jeigu pirmas atbégs Trimitas, mes turésime 2A lity (pagal salyga
atgauname pastatytus pinigus ir gauname dar kita tiek), jeigu pirmas atbégs Bignas, mes
gausime 5B lity (atgausime ineStuosius ir dar gausime keturiskart tiek), galop, jei
pirmasis bus Skudutis — kas maziausiai tikétina, sprendziant iS to, kokiu santykiu
organizatoriai priima uz ji statymus, tai mes gausime 6C lity (atgausime statytuosius ir
dar gausime penkiskart tiek.

IS viso mes pastattme A + B + C lity ir, jeigu mes tikimés bet kuriuo atveju
nepralosti, tai, kad ir koks arklys beatbégty pirmas, miisy gaunama suma turi biti didesné
uz ta ka tik nurodyta suma, arba turi biti

2A>A+B+C,
5B>A+B+C,
6C>A+B+C,
arba
A>B+C,
4B>A+C,
5C>A+B,
o tokiai sistemai sprendiniy parinkti ne taip sunku, tinka, pavyzdziui, A=10,B=C =4
arba, apvalesniais skaiciais, 50, 20 ir 20.

Vadinasi, jeigu uz Trimitg statysime 50 lity, o uz Biigna ir Skuduti — po 20 lity, tai
jei Trimitas atbégs pirmas, tai mes, pastatg¢ 90 lity, atsiimsime 100, jei Blgnas, tai irgi
100, na, o jeigu Skudutis, tai net 120 lity.

Kitaip tariant, jeigu tas hipodromas ir toliau taip elgtysi, tai mes greitai galétume
ten neregétai uzsidirbti,
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XXVIII SKIRSNELIS
GAL NORETUMETE PASKAICIUOTI ONUTES PIESTUKUS?

arba susipazinti su bene paciu subtiliausiu 2003 Tarptautinio ,,Kengtros* konkurso
uzdaviniu, kuri Lietuvoje sprendé visy penkiy amziaus grupiy moksleiviai nuo pirmoky
iki paciu dvyliktoky arba mazdaug 60 000 drasiy gery galvu.

Onuté turi 9 pieStukus, ir tarp jos pieStuky bent vienas mélynas pieStukas
tikrai yra. Dar yra tikra, kad:

(A) iS bet kuriy 5 jos turimy pieStuky daugiausiai 3 yra skirtingy spalvy;

(B) iS bet kuriy 4 jos turimy pieStuky daugiausiai 3 yra vienos spalvos.

Kiek mélyny pieStuky turi Onuté?

Tiesa (A) pavadinkime pirmuoju, o tiesa (B) — antruoju Onutés désniu.

Paklauskime, kiek daugiausiai skirtingy spalvy pieStuky mergaité turéti: vienos,
dvieju, trijy ar gal net daugiau spalvy?

Jeigu rastysi bent keturiy spalvy piestuky tai paimkime 4 tokius keturiy spalvy
piestukus ir dar viena bet kurj kita bet kurios spalvos piestuka penktuoju ir su tokiu
piestuky rinkiniu mes tikrai nusikalsime pirmajam Onutés désniui.

Vadinasi, ty spalvy yra arba viena, arba dvi, arba trys ir ne daugiau.

Dabar paklauskime, ar gali nutikti taip, kad pas Onutg rasime 4 kurios nors vienos
spalvos piesStukus? Jeigu taip, tai paimkime juos ] ranka ir gaukime pylos nuo antrojo
Onutés désnio. Vadinasi, bet kurios spalvos pieStuky yra trys arba dar maziau.

Vadinasi ir spalvy yra tik trys arba maziau, ir kiekvienos atskiros spalvos
piestuky irgi tik trys arba maziau.

Bet i$ viso tu pieStuky yra 9. Vadinasi, ir spalvy yra trys, ir kiekvienos spalvos
piestuky yra po 3.

Atsakymas. Onuté turi 3 mélynus pieStukus.

XXIX SKIRSNELIS
ARBA DAR VIENAS UZDAVINYS SOKLIOSIOS KENGUROS MOTYVAIS

Kad buty kiek linksmiau — o nelengvose proto astrinimo pratybose to linksmumo,
jeigu tik nors kiek vykusio, niekada nebtina per daug, mes savo uzdavini suformuluosime
penkianulininko Avalinsko turto, kuri jis nori iSkeisti 1 ct monetomis, pervezimo
motyvais,

Taigi karta garsusis penkianulininkas Avalinskas susapnavo, kad iki ryto jam
lemta persikraustyti 1 nauja buta ir pasiimti visus pinigus, kuriuos jis, kad vagys visy
nepakelty, laiké 50-tyje pazyméty déziy, sverianCiy atitinkamai 150, 151, 152,..., 197,
198 ir 199 kg. Jis i§ karto nusprendé, kad perveZimus atliks jo pasitikéjima pelniusi
transporto firma ,,Vezam tiesiai, vezam drasiai, turinti pakankamai sandariy
sunkvezimiy, vezanciy ne daugiau kaip po 1200 kg kiekvienas ir éme svarstyti, su keliais
firmos sunkvezimiais jam pavykty iSsiversti?

Kadangi ir mokykloje (aukso medalis) ir gyvenime jis buvo sumanus Zmogus,
todél ir Cia i$ karto émési vertinti bendra veztiny monety svorj ir zaibiskai suskai¢iavo 50
savo déziy svoriy suma 150 + 151 + 152 + ... + 197 + 198 + 199. Taip zaibiskai
suskaiciuoti jam pavyko ir dél to, kad sumaniai surikiavo démenis poromis po du su
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vienoda suma imdamas vienodai nutolusius nuo ,,galy” démenis. Taip jis gavo 25 poras
su vienoda suma, nes tikrai 150 + 199 =349 =151 + 198 =152+ 197=...=174 + 175.

Vadinasi, visas krovinys svéré 25 x 349 = 8725 kilogramus. Kadangi vienas
sunkvezimis gali vezti 1200 kg ir ne daugiau, tai 7 sunkvezimiy bus aiskiai per mazai, nes
jie galéty nuvezti tik 1200 x 7 = 8400 kg monety. Todé¢l reikés maziausiai 8 sunkvezimiy.
Taciau Avalinskas vis tiek truputi nerimavo, ar jam tikrai pasiseks iSsiversti su 8
sunkvezimiais.

Kadangi déziy tai 50, o 50 : 8 > 6, tai pirmiausiai jis sumeté, kad | pirmuosius 2
sunkvezimius reikéty krauti po 7, suprantama, pacias maziausias dézes, o | likusius
sunkvezimius po 6 dézes.

Ar 2 sunkvezimiai pave§ po 7 lengviausias dézes? Pirmajam tuomet galéty tekti
150 + 151 + 152 + 153 + 154 + 155+ 156 = 1071 kg, o antrajam 157 + 158 + 159 + 160
+ 161+ 162+ 163 = 1120 kg.

Dabar i likusius 6 sunkvezimius reikéty krauti po 6 sunkéjancias dézes, pirmiau-
siai 1 tre€igji krautume 164 + 165 + 166 + 167 + 168 + 169 = (164 + 169) + (165 + 168) +
+ (166 + 167) = 333 x 3 =999 kg. Telpa. Ir kitos dézés po SeSias tikrai tilps, jeigu tik
tilps padios sunkiausios dézés. Ziarime. 194 + 195 + 196 + 197 + 198 + + 199 = 393 +
+393 +393 =1191 < 1200.

Vadinasi, 8 sunkvezimiais krovinys bus tikrai nuveztas.

Avalinskas net nespéjo nudziugti, toki optimaly plana sugalvojes, kol jam
paskambino zmona Kinga. Ji patvirtino jau suzinojusi apie arté¢janCia perkrausta ir
paprasé dar nugabenti dar ir jos kitoje vietoje laikytas 4 dézutes, sveriancias atitinkamai
200, 201, 202 ir 203 kg. Ji pareiske tikinti, kad ir dabar jis optimaliai suplanuosias.

Avalinskas émé galvoti, kaip Cia dar tas keturias dézutes priglaudus, o idomiausia
jam buvo, ar dabar su tomis atsiradusiomis 4 dézémis naujy sunkvezimiy samdyti jam
nereikés ir 8 sunkvezimiy jam dar vis tiek pakaks.

Kol kas jo vezimo schema buvo, kaip matéme, tokia:

1 sunkvezimis: 150 + 151 + 152 + 153 + 154 + 155 + 156 — arba i$ viso 1071 kg

2 sunkvezimis: 157 + 158 + 159 + 160 + 161 + 162 + 163 — arba i§ viso 1120 kg

3 sunkvezimis: 164 + 165 + 166 + 167 + 168 + 169 — arbaiS viso 999 kg
4 sunkvezimis: 170 + 171 + 172+ 173 + 174 + 197 — arba i§ viso 1035 kg
5 sunkvezimis: 176 + 177 + 178 + 179 + 180 + 181 — arbai§ viso 1071 kg
6 sunkvezimis: 182 + 183 + 184 + 185 + 186 + 187 — arbai§ viso 1107 kg
7 sunkvezimis: 188 + 189 + 190 + 191 + 192 + 193 — arbai§ viso 1143 kg
8 sunkvezimis: 194 + 195 + 196 + 197 + 198 + 199 — arbai§ viso 1179 kg

Ka daryti su tomis keturiomis naujai pasirodziusiomis dézémis — jeigu buty
atkeliavusi tik viena, 200 kg dézé, tai nieko nereikéty keisti — { treCia sunkvezimi ja ir
viskas.

Aisku, kad joks sunkvezimis daugiau kaip 7 déziy nepajudins, nes 8 pacios
lengviausios vis tiek sveria jau 150 + 151 + 152 + 153 + 154 + 155 + 156 + 157 = 1228
kg. Akivaizdu, kad krauti dabar reikia labai taupiai, nes visos 54 dézés dabar sveria jau
150 + 151 + ... + 202 + 203 = 353 x 27 = 9531, o kadangi i§ viso perveZzti imanoma, kaip
zinome, 9600 kg, tod¢l tuose 8 sunkvezimiuose tegalés biiti jau tik 9600 — 9531 = 79 kg
,,laisvos vietos®.

Todé¢l suprantama, kad Avalinsko planas dabar pasikeité ir pasidaré toks: krauti
po 6 pacias sunkiausias dézes 1 2 sunkvezimius, arba i§ viso 12 sunkiausiy déziy i 2
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sunkvezimius, grupuojant jas po 2 nuo galy, kaip sumuojant aritmeting progresija, ir
panasiai méginti elgtis su likusiomis 42 dézémis.

12 paciy sunkiausiy déziy nuo 192 iki 203, grupuojant jas poromis nuo galy
reiksty { viena sunkvezimj krauti 192 + 203 + 193 + 202 + 194 + 201 = 1185, o | kita
1954200+ 196 + 199 + 197 + 198 = 1185 kg.

Abiem atvejais neiSnaudojame po 1200 — 1185 = 15 kg svorio, vadinasi, per abu
sunkvezimius prarandame 15 % 2 arba 30 kg svorio, todé¢l laisvo svorio likusiems 6
sunkvezimiams jau teturime tik 69 — 30 = 39 kg.

Vadinasi, liko 42 dézés, sverian€ios nuo 150 iki 191 kg ir 6 sunkvezimiai. Kaip
dabar pakrauti, jeigu tai tik jmanoma.

Meéginkime imti krauti nuo galy stengdamiesi prarasti kuo maziau svorio. Planas
yra toks: iSdéstykime misy dézes 7 eilémis po 6 arba taip:

150 151 152 153 154 155
156 157 158 159 160 161
162 163 164 165 166 167
168 169 170 171 172 173
174 175176 177 178 179
180 181 182 183 184 185
186 187 188 189 190 191

O dabar méginkime imtis po likusiais 3 pacias lengviausias ir sunkiausias dézes ir
dar po viena kuria dézg i$ ketvirtosios eilés.

Tos trys poros paciu lengviausiy ir sunkiausiy déziy svers visos vienodai po
(150 + 191) + (151 + 190) + (152 + 189) = 341 + 341 + 341 = 1023 kg ir dabar mes prie
jos galime jungti bet kuria 18 ketvirtosios eilés déziy, kadangi pati sunkiausia ketvirtosios
eilés dézé sveria 173 kg, o 1023 + 173 = 1096 < 1200, tai planas yra geras visiems 6
sunkvezimiams, nes kity 4 eilés sunkvezimiy svoriai yra jau mazesni.

Atsakymas: Ir priémes dar keturias déZes i§ savo Zmonos Kingos Avalinskas
pajégs iSsiversti su 8 sunkveZimiais.

XXX SKIRSNELIS
PSICHOLOGINIAI PAPRASTU FORMULUOCIU PAVOJAI

Neretai gyvenimiskose istorijose tenka iSgirsti: ,,jis atrodé toks doras zmogus, o
apgavo® arba ,,reikalas atrod¢ toks paprastas, o nieko neiséjo*.

Matematikoje tokiy pavyzdziy taip pat apstu, tik ¢ia viskas vyksta daug
»HKultliringiau®, nes galima neklusny uzdavini palikti (kuriam laikui) ramybéje ir véliau su
naujomis jégomis prie jo grizti ir vél paméginti ka nors daugiau nuveikti, negu kad iki tol
buvo pasiseke.

Tik norétume atkreipti démesi i tai, kad kartais galime susidurti su tokia
problema, kuria visi Sviesieji zmonijos protai sprendzia tikstantmecius ir niekaip negali
1Sspresti.

Tokiu atveju vargas mums - ypac jeigu uzdavinio formuluoté yra apgaulingai
paprasta, kartais vienu vieninteliu sakiniu iSreiSkiama, o dar blogiau gali buti tai, kad jus
jau galite biiti pazadéje sau ta uzdavini iSspresti, pavyzdziui, per savaitg, ar ménesi, ar
metus — kaip gi kitaip — mes juk smarkds.
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Bet psichologiné misy patirtis turi mums priminti, kad yra paprastos, visai
lengvai sprendziamos problemos, yra rimtesnés, jveikiamos, bet jau gana sudétingos ir,
deja, gyvenimo iSmintis sako mums, kad tikrai yra ir ilgalaikiy, nezinia, ar kada i§ viso
pasiduosianciy problemy.

Miusy zmogiskoji biitis jpareigoja mus neatsiriboti ir nuo tokiy problemuy,
zmogiskoji patirtis vis primena, kad tokiy gali biiti ir, gal biit, dabar misy sprendziamas
uzdavinys yra i§ tokiy amzinyjy problemy.

Nenorime nei gasdinti klausytojo, nei mazinti jo drasos, tik norime priminti, kad
biina visaip ir reikia biiti pasirengus susidurti net ir su tokia galimybe.

O be to, neslépkime, kad drasiam zmogui kartais taip ijdomu susiremti su
uzdaviniu, kuris neklauso né vieno i§ aplinkiniy.

Nereikia né¢ Ferma problemos

Standartinis tokios nejveikiamos, o jau kaip aiSkiai formuluojamo uzdavinio
pavyzdys yra Ferma problema, zinoma jau daugiau kaip 300 mety ir sugriovusi gyvenima
ne vienam i$ ja sprendusiy iSminciy.

Priminsime jos formuluotg.

Pirmiausiai pastebésime, kad nesunku rasti tokius tris sveikuosius skaicius, kad
dvieju is ju kvadraty suma yra lygi treciojo skaiciaus kvadratui.

Pirmas tokiy skaiciy pavyzdys biity skaiciai 3, 4 ir 5. Yra daug ir kity pavyzdziy.

ISdrasé€j¢ mes galétume greitai apibendrinti ir paklausti: jei yra trys tokie sveikieji
skai€iai, kad dvieju i8 ju kvadraty suma yra lygi treciojo skaiciaus kvadratui, tai gal yra ir
tokie trys skaiciai, kad dvieju kuby suma yra lygi tre¢iojo skaiciaus kubui.

O gal ir ketvirtyjy, o gal ir n-tyjy?

Taip pasaulyje atsirado Ferma problema.

Ar yra trys tokie sveiki teigiami skai¢iai X, y ir z, kad X n-tuoju plius y n-tuoju
laipsniu lygu z n-tuoju laipsniu (x" + yn =z"y?

Uz Sios problemos sprendima buvo skiriamos milziniskos premijos ir daugybeé
zmoniy bandé su ja galynétis, bet dar blogiau buvo tai, kad Ferma spéjo pasakyti, kad
zino sprendima, tiktai tos knygos, kur jis uzrase¢ taq pastaba, parastés yra per siauros to
trodymo uZraSymui.

Vien i§ tikéjimo ta Ferma pastaba — ir kaip netikési pasauliniu autoritetu — buvo
sukurtos naujos matematikos sritys. Sritys buvo sukurtos, o Ferma problema vis likdavo
neiSspresta.

Taip tgsési Simtmeciais.

Ir tik pries kelerius metus paaiSkéjo, kad atsakymas j Ferma klausima yra
neigiamas, néra tokiy trijuy sveikyju skaiciy, kad dviejy i ju n-tyjy laipsniy suma
yra lygi treciojo skaiciaus n-tajam laipsniui, jeigu tas laipsnis yra didesnis uz 2.

Problemos po milijong doleriy kiekviena

Kiekvienas skaitytojas internete gali rasti ne viena problema, uz kuriy sprendima
yra sitiloma, ka ten sitiloma, o jau paskirta po milijona doleriy.

Tik skaitytojau, buk atsargus, nepritriik psichologinés iSminties ir atmink, kad dar
prie§ Tau iSgirstant problemos formuluote, su ja jau galynéjosi rimti Zzmonés ir jeigu jau
jiems nepavyko — nes problema liko — tai ir Tu turék tai galvoje.
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XXXI SKIRSNELIS
DAR VIENA IS PAZIUROS PAPRASTAI FORMULUOJAMA PROBLEMA

Paimkime koki nors sveika teigiama skaiciy ir sutarkime su juo elgtis taip: jeigu
jis lyginis, tai dalykime ji pusiau, o jeigu jis nelyginis, tai patrigubinkime ji ir dar
pridékime 1, o gautajam skaiciui ta procediira nuosekliai taikykime toliau.

Pavyzdziui, imkime misy pamégta mety skaiciy 2005 ir nuosekliai taikykime jam
ta taisykle.

Kadangi 2005 yra nelyginis skaiCius, tai teks ji patrigubinti ir dar 1 pridéti, todel
turésime 6016, toliau mazinsime perpus, nes tai lyginis skaiius, gausime 3008, vél
lyginis, tai dar perpus, bus 1504, dar 752, toliau atitinkamai 376, 188, 94, 47.

Matome, kad skaiCiai greitai mazta, zitirésime, kas bus toliau.

Taigi nuo 47 pereisime prie 3 X 47 + 1 arba 142, toliau 71, 214, 107, 322, 161,
484,242,121, 364,182, 91, 274, 137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233, 700 (o, apvalus
skaiCius!), 350, 175, 526, 263, 790, 395, 1186 (vél persiritome 1000), 593, 1780 (beveik
pasiekéme pradinj skaiciy), 890, 445, 1336, 668, 334, 167, 502, 251, 754, 377, 1132, 566,
283, 850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158 (persiritome per pradini
skaiciy), 1079, 3238 (turime jau kone dvigubai didesni skai¢iu negu pradzioje), 1619,
4858 (nustojome stebétis, kaip auga), 2429, 7288 (taip ir per 10.000 netruksime
persiristi), 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051 (jau visai arti pradzios), 6154, 3077,
9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433, 1300 (v¢l apvalus skai¢ius), 650, 325, 976,
488, 244, 122, 61 (vél labai nukritome), 184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20,
10 (oho, kaip mazgja, tuoj biisim vienazenkliai), 5, 16, 8, 4, 2, 1 (kelio galas).

O dabar klausimas: ar taip atsitiks — kad nusileisime iki 1 — su kiekvienu
skaiciumi?

Odabar siiilome dar kita uzdavinj kartu su klausimu, kuris sunkesnis?

Nesupyk, skaitytojau, kad mes vél ji suliteratiirinsime.

Stai ta jo aranZuota salyga.

Neramy savo gyvenimg baiges ir Jurgos taip ir nesurades Baltaragis
pakliuvo j vieng i§ begalinio skaifiaus rojaus sfery, kurios buvo sunumeruotos
naturaliaisiais skai€iais ir toliau ieSkojo savo Jurgos, kuri, kaip jis jauté, irgi bus
pakliuvusi | rojy, tik, matyt, j kitg sfera, kurios numerio Baltaragiui nebuvo duota
Zinoti.

Taciau savo Jurgos jis buvo nusiteikes ieSkoti iki begalybés, patikrindamas,
kokios yra galimybés pakliuiti j visas kitas sferas.

Tranzito galimybés, kaip jis iSsiaiSkino, buvo tokios:

1. IS sferos su numeriu N panoréjus galima pereiti j sfera su numeriu 2N ten
ir atgal.

2. IS sferos su numeriu N panoréjus galima pereiti j sfera su numeriu 3N + 1
ten ir atgal.

Seéd¢jo Baltaragis ir masté, kaip ¢ia kuo greiciau visas sferas apzitiréjus, jeigu tai
apskritai jmanoma. Jis suprato, kad paieskoms reikia rimtai ruostis.

Jis apsizilir¢jo esas sferoje su numeriu 2005 ir pagalvojo, ar galéty jis patekti |
sfera su numeriu 1.

Tada, jeigu ir Jurgai biity suteiktos tokios pacios galimybes, tai ir ji sugalvoty
verztis  pirmaja sfera ir ten jie galutinai susitikty.
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Ir prad¢jo jis raSyti savo biisimos kelionés i pirmaja sfera plana.

2005 skaicius uzrasomas pavidalu 3 x 668 + 1, todél kelias 1 668 sfera laisvas.
Toliau galime leistis i 334 sfera, nes 668 =2 x 334, o sekanciu zingsniu, galima dar karta
sferos numeri sumazinti perpus ir pasiekti sfera su numeriu 117.

117 =3 x 39, o tai nei lyginis, nei 3n + 1 pavidalo skaicius, todél sekanciu kartu
teks eiti | sferas su didesniais numeriais, o to Baltaragis visai netrosko.

Tris dienas galvojes iSmasté toki dalyka: 117 — 352 — 704 — 1408.

1408 = 3 x 469 + 1, todél kelias 1 469 sfera laisvas. Laimei, 469 yra 3 x 156 + 1,
todeél laisvas kelias 1 156 sfera, dabar galima dalinti i§ 2 (ir net ne viena karta). Todél
mazeti mums sekasi ir toliau keliaujame marsSrutu 156 — 78 — 39.

Teks vel didéti 39 — 118 — 236 — 472.

Dabar 472 =3 x 157 + 1, tod¢l 472 — 157 = 3 x 52+ 1, tod¢l i§ 157 — 52 =2
x 26, vadinasi 52 —26 — 13=3x4+4+1 — 4=3x1+1 — 1, o tai kelio galas — liko
tik palaukti Jurgos.

Dabar iSkyla patys normaliausi klausimai.

1. Ar taip pat kaip su skai¢iumi 2005 Baltaragiui biity pasiseke su bet kuriuo
kitu skaic¢iumi?

PAGRINDINIS KLAUSIMAS YRA TOKS: AR BALTARAGIS GALI IS
BET KURIOS SFEROS PAKLIUTI | BET KURIA KITA SFERA? Kadangi eismas
yra dvipusis, tai tam pakanka galéti iS bet kurios sferos pakliati | pirmaja sfera.

2. Koks buvo Baltaragio planas, apie kurj jis, pamokytas skaudZios Zemisko
gyvenimo patirties, tyléjo kaip Zemé?

3. Koks buvo jo veiksmy planas tada, kai jis buvo sferoje, kurios numeris
dalijosi iS§ 3? Nes tada jis visada ir ne po kartg kildavo (,,varydavo*) auks$tyn, o po
jam kazkaip veél pavykdavo dar labiau paZeméti.

Tai, skaitytojau, dar Kkarta klausiame, kuris i§ Siy dviejy uZdaviniy yra
sunkesnis.

Primename, kad §j uZdavinj lyginame su prie§ tai buvusiu uzdaviniu arba
klausimu, ar galétume garantuoti, kad paéme¢ bet kurj naturalyjj skaic¢iy N ir
nuosekliai taikydami jam 2 operacijas arba darydami i§ jo skaiciy 3N + 1, jeigu jis
nelyginis, arba darydami i$ jo skaiciy N/2, jeigu jis lyginis, visada pasiekti 1?

Esu sitilgs §i uzdavini jvairiose auditorijose ir gaves jvairius atsakymus.

Vienas i$ §iy uzdaviniy ju yra pasauling, iki Siol neiSspregsta, jau trijy méginusiy ja
spresti iZymybiy vardais aplipusi problema, kita gi — 1997 Tarptautinéje komandinéje
»Baltijos kelio* olimpiadoje Danijoje sprestas uzdavinys.

Taigi matome, kad galime suformuluoti dar viena uzdaviniy sprendimo
psichologijos désni, kuris gerai zinomas kasdieniame gyvenime: iSoré biina apgaulinga

Ji kazkiek gimininga kitam gyvenimiSkam désniui, kuris skamba mazZzdaug
taip:

Pagal iSore pasitinka, pagal prota palydi, kurio viena i§ matematiskai-
psichologiniy versijy galéty biti tokia:

Pagal paprastumg pasitinka, pagal esme palydi.

Arba Kkaip Kkita proga apie ta patj saké Zymus baltarusiy matematikos
uzZdaviniy kompozitorius ir Baltarusijos komandos treneris profesorius Sergiejus
Mazanikas: ,,Skaiciy teorijos uzdavinys, kurio salygai pasakyti gana vieno sakinio,
yra mirtinas“.
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Visai nenorime gasdinti skaitytojo, bet tiesos slépti taip pat nedera.

Vadinasi, jeigu tik jrodytume, kad Baltaragis visada gali nusileisti nors viena sfera
Zemiau, tai nieko daugiau nebereikia — jeigu i§ bet kurios padéties galima pazeméti, tai
po to galima dar pazeméti ir taip prieiti iki pirmosios sferos, o ten jau tikriausiai Jurga
belaukianti.

O jei ir nelaukia, tai eismas visur dvipusis ir jeigu i§ bet kurio sferos galima
nusileisti  pirmaja, tai galima ir i§ bet kurios sferos patekti { bet kuria kita sfera.

Pasuke galva supratome, kaip Baltaragis Zemyn leidosi.

Sferos biina su numeriais

A) 3N; B)3N +1; C)3N +2.

Antruoju atveju ,,pazeméti* paprasta, nes i§ sferos 3N + 1 leidziama eiti { sfera su
numeriu N < 3N + 1

Treciuoju atveju reikalingi du Zingsneliai:

3BN+2—>6N+4=32N+1)+1—->2N+1<3N+2

Labiausiai Baltaragiui, kaip matéme, teko sukti galva bunant 3N-toje sferoje.
Pasitikrink, skaitytojau, kad tais atvejais jis abu kartus elgési pagal schema

3N—>9N+1—>18N+2 — 36N +4 =
=3(12N+1)+1 = 12N+ 1=3x(4N)+ 1 — 4N — 2N <3N.

Atsakymas: Visais atvejais Baltaragis gali sumazinti sferos, kurioje jis yra,
numerj, todél, nuosekliai elgdamasis, jis i§ bet kur gali pasiekti pirmgja sfera, o
kadangi eismas tarp sfery yra abipusis, tai jis gali i$ bet kurios sferos pakliuti j bet
kurig kitg sfera.

O | pirmajj uzdavinj Zmonija dar neturi atsakymo, o hipotezé jau vadinasi
triju ja sprendusiy jZymybiy vardais.

Tiesa, regis, milijono uz ja dar nesiulo, bet... .

KaZkur skaiciau, kad Zmonés moka jrodyti tik tiek, kad kankindami bet kurj
skaiciy kazkada biitinai gausime daly i$ 4 skaiciy.

Tik tiek. Klausimas atviras. O salygos pazitiréjus ne taip jau labai skiriasi.

XXXII SKIRSNELIS
ARBA DAR KARTA KA DARYTI, KAI NELABAI AISKU, KO GRIEBTIS?

Klausimas yra pakankamai paradoksalus arba priestaringas, taciau ir ¢ia imanoma
verstis.

Tai gal truputi primena sriubos i§ kirvio virima.

Duosime panasy pavyzdi.

2000 metais Raseiniy krasto olimpiadoje profesoriaus Jono Kubiliaus isteigtai
taurei laiméti pasitiliau uzdavini, kuris tebuvo lengvesné kazkada jprastin¢je Lietuvos
jaunyju matematiky olimpiadoje pasitaikiusio uzdavinio parafrazé — bet uztat ir buvo
pasitlytas jis jaunesnéms klaséms.

Stai to uzdavinio salyga:

Duota lygtis x°+y°+2z° +10 = xyz.

IeSkosime natiiraliyjy jos sprendiniy ir struktiiruodami prasysime:

(A) nurodyti (ar atspéti) kokj nors viena jos sprendinj natiraliaisiais

skaiciais.
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(B) nurodyti 7 nataraliuosius tos lygties sprendinius.

(C) ar tikrai S§i lygtis turi 2000 (Siandien klaustume, ar ji turi 2005)

sprendiniy?

(D) ar ta lygtis turi be galo daug sprendiniy natiiraliaisiais skaiciais?

IS pradziy miisy struktiiruota salyga arba A dalis praSo visai nedidelio dalyko:
nurodyti ar atspéti (tai tas pats) viena tos lygties sprendini.

Psichologiskai zidirint, kaip jau sakéme, mus nori jtraukti | veiksma arba
sudominti tuo, kas vyksta.

Paprastai sakant, esame praSomi surasti 3 natiraliuosius skaicius, kurie (pa)tikty
tai lygciai, arba kuriuos iraS¢ gautume teisinga lygybg¢ — kaip besuksi, paprasciau
nepasakysi.

B dalis praso surasti jau 7 tokius natiraliyjy skaiciy trejetus.

C dalis jau visai drasiai klausia, ar ta lygtis turi bent 2000 sprendiniu (Siandien,
Zinoma, klaustume jau 2005 sveikyjy tos lygties sprendiniy).

Galiausiai D dalis jau kelia kone filosofini klausima: ar toji lygtis gali turéti
neribotai daug arba kitaip be galo daug sprendiniy.

Praéjus kiek laiko gavau vieno labai rimto skaitytojo, susidiirusio su tuo uzdaviniu
laiSka — tai buvo rimtas laiskas. Jame buvo sakoma: as$ esu informatikos docentas, as
pamaciau jusy uzdavini, pasiziliréjau i ji ir supratau: a$ nezinau, ko griebtis. O uz kadro
gal bit liko ir nebylus, taciau be galo natiiralus klausimas: o juk tai buvo mokiniams
skirtas uzdavinys — kaip jiems suktis?

Labai rimtas ir natiiralus klausimas.

Vél pasizitrékime, ar tas uzdavinys yra jau toks sunkus ir neprieinamas.

Skaitytojo laiSkas su prisipazinimu, kad ne i§ karto aiSku, ka daryti, jau kreipia
link minties, kad uzdavinys visai geras.

Betgi pirmoji, arba A, dalis tepraso tiek nedaug - surasti arba atspéti viena
tinkama trejeta — jokiu formuliy ¢ia nereikia. Imk ir parink. Tik tiek. Berinkdamas
iSgudrési, imsi daugiau matyti.

Zinoma, §ioje vietoje reikéty atvirai pasakyti, kad apskritai i spéliojima Zmongs,
mes, mokytojai ir kiti Zmonés, kartais Zilirime ivairiai arba kai kada labai atsargiai.
Niekas neneigia jo vertés, tik kartais biina abejoniy, ar tikrai i§ miisy paciy jis tas
pazinimas kyla? O gal i§ kaimyno galvos ar pirmiino sasiuvinio? Tai atsargumas nati-
ralus, nes taip tikrai (daznai) biina, bet pacios spéliojimo arba, kitaip sakant, prognoza-
vimo vertés tai né kiek nemenkina.

Juk kiekvienos televizijos zinios prasideda ir baigiasi ory prognoze, kurios labai
pagarbiai klausomés, o tai juk irgi prognozavimas arba spéliojimas.

Man yra teke daugybe karty paciose ivairiausiose auditorijose — nuo penktoky iki
mokytoju — kalbéti apie ta uzdavini — nebuvo né vieno atvejo, kad daugiausiai po kokiy
30 sekundziy kas nors nepastebéty: skaiciy trejetas 3, 4 ir 5 (pa)tinka miisy lygciai.

Taigi uzdavinio A dalis atlikta, ir dabar reikia dairytis, ka ¢ia nuveikus toliau — o
toliau yra 7 sprendiniy reikalas. Bet kol radome ta sprendini (3, 4, 5), spéjome truputi
apsidairyti, bent jau ta 1 lygti geriau pasizitiréti. Kg dar galétume nesunkiai pasakyti? —
ogi kad visi nezinomieji, arba, galétume pasakyti, ieSkomieji toje lygtyje dalyvauja
vienodomis teisémis, bet kuris kaip ir kitas kuris. Toji demokratija turi savo pavadinima —
lygtis yra simetriné¢ — ten sukeiskime kintamuosius vienas su kitu kaip tinkami, lygtis
nepasikeis, liks kokia buvusi.
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Bet tada i$ to vieno trejeto (3, 4, 5) pasidarys daugiau trejety — taigi sprendiniu
bus ne tik (3, 4, 5), betir (3, 5, 4), (4, 3, 5), (4, 5, 3), (5, 3, 4) o galiausiai dar ir (5, 4, 3).
Taip i§ 1 sprendinio pasidaré 6 ir dabar iki s¢kmingos jau B dalies atomazgos betriiksta
vieno sprendinio.

O juk viskas prasidéjo nuo vieno spéjimo ir vieno paprasto pastebéjimo.

Dabar reikeéty dar kazko, kad reikalai pajudéty 1S esmés — ta esme Cia bus paprasta
kvadratinés lygties idéja. Misy lygtyje sudauginami 3 kintamieji, todé¢l tokia lygties
mokyklose nerasi — ji tikrai ne kvadratiné.

Taciau nuo nemokykliniy iki mokykliniy reikaly Siuo atveju yra vienas zingsnelis
— uztenka isivaizduoti, kad 2 kintamuosius, sakykime, Yy ir z, tuos, kuriuos atspéjome,
zinome, o X, apsimeskime, kad pamirSome, ir tada atsiras kvadratiné lygtis — kas kad mes,
kad ir X = 3 Zinome, bet nejras¢ x, turésime kvadrating lygti, o $i veikiausiai pasakys dar
ir kita mums dar nematyta X.

Taigi {raSome 4 vietoje Y, o 5 vietoje z ir toliau nuduodami, kad visai pamirSome X
(kuris buvo 3 — vis tiek dar kazkiek atsimename) gauname kvadrating lygti.

X2 —-20x+51=0,
pasakancia mums kita Sakni yra x=17.

Taip surandame dar vieng trejeta (17, 4, 5), tinkant] musy lygc¢iai, o kadangi
nezinomuosius simetriSkoje lygtyje visada galima perstatinéti, tai i$ tikryjy radome net ne
viena, o i$ karto dar 6 trejetus, tinkanc¢ius musy lygciai.

Kas dar svarbiau, mes suvokéme, kad ta procesa galime testi: imkime, sakysime
trejeta su paciu maziausiu pirmuoju skai¢iumi X, arba (4, 5, 17), ta X, Siuo atveju 4 vél
,»uzmirskime* ir vietoj jo raSydami x, gausime nauja kvadrating lygti

X2 —85x +324 =0,
kuri pasakys mums nauja X reikSme¢ 85, arba trejeta (85, 5, 17), kuri vél galima
perstatinéti ir ta procesa galime nepabaigiamai testi, jsitikindami, kad toji lygtis turi ne tik
kad 2005, bet apskritai neribotai daug sprendiniy.

Grieztesniam skaitytojui galime pasitlyti pasiremti Vieto teorema, primenancig ir
griztamaji rysi tarp kvadratinés lygties koeficienty ir jos Sakny.

XXXIII SKIRSNELIS
VISAGALE PAPRASTINIMO IDEJA

Kartais atrodo, kad to mes nelaikome ypatingai svarbiu dalyku, nors id¢jiskai arba
teoriSkai suprantame, koks tai efektyvus instrumentas.

Stai pasiziiirékime i dar labiau beletrizuota, negu buvo i§ pradziy, ant Nevos
kranty gimusio uzdavinio salyga.

Apie beletrizacija, arba kitaip apie salygos pagyvinimo reik§me, galimybes ir
vieta dar norétume ir pakalbéti, ir paraSyti.

Neatidéliodami paprasSykime skaitytoja jvertinti, kokia vieno ir to paties uzdavinio
salyga jis rinktysi: ar sausg ir dalykiska salygos pateikimo buda:

Turime svirtines svarstykles be svareliy ir 9 uzdengtus indus, sveriancius
atitinkamai 1, 2. 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 kg. Ant kiekvieno indo buvo uzrasytas jo svoris.
Nusisukus i viena indg buvo imestas 1 kg svarelis.

Kaip dabar 2 svérimais iSsiaiskinti, | kurj indas buvo imestas svarelis?
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O gal kiek patrauklesné tokia salyga su nuotykiy intarpais?

Ant stiprios medzio Sakos tupi Miké Pukuotukas ir svajoja, kaip doros medu. O jo
jis turi pakankamai: ¢ia pat, ant tos pacios Sakos, piipso 9 asotéliai medaus, sveriantys
atitinkamai 1, 2 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 kilogramus, ant kiekvieno asotélio riipestinga ranka
uzraSytas jo svoris.

Prisistatgs Aplinkos apsaugos inspektorius LiSis patikrino visus Pukuotuko
leidimus: leidima gyventi ant Sakos, leidima laikyti ant jos medy ir net, ar nepasibaigusi
jo licenzija dirbti su turimomis nepriekaiStingai veikian¢iomis svirtinémis svarstyklémis.
Ir nors visi popieriai ir leidimai buvo tvarkingi, Inspektorius net neslépé savo ketinimy
iSkraustyti 1§ ten Mike Pikuotuka, nes, girdi, jis vis gaunas kaimynu skundu, kad
naktimis, kai Miké Piikuotukas miegodamas ant Sakos vartosi, ta Saka labai girgzda, o kai
jis doroja meduy, tai priedo dar labai Cepsi.

Miké jau ne pirma vasara gyveno miske ir gerai suprato, kad pirmiausiai Lusi
domina labai gera jo Sakos vieta — nuo jos visas miSkas kaip ant delno, o Cia dar patikimai
viskas itvirtinta — ir puikios galimybés misko turizmui.

Jam begalvojant ir ta valanda nieko aplinkui nematant, pro Salj skridusi varna {
viena asoteli imeté 1 kg kilogramo siirio gabala ir émé karkséti: ,,Kur stirio gabalas krito,
tu niekada nesuzinosi, nebent tenai jkiStum nosj“.

Zinojo kaimynai Mikés tvarkinguma ir kad pas ji viskas suzidiréta ir surayta. Ir
todé¢l niekas labai nenustebo, kai mokytas Barsukas pagalvojes pridiiré, kad jmanoma
dviem svirtiniy svarstykliy svérimais be svareliy nustatyti, i kuria puodyn¢ varna imeté
stir], o mokyta Sarka su lape sukirto ta proga lazyby.

Sarka sake, kad ¢ia ne Pikuotuko nosiai suprasti ir apskritai, kad dviejy svérimy
per maza, o lapé labai tikéjo mokyto barsuko autoritetu ir drasiai sake:

- Kaip barsukas sako, taip ir bus — ir ne kitaip.

Zodziu, visas miskas lauké, kuo &ia baigsis, ir Simtai nematomy akiy stebéjo
kiekviena Mikés Pikuotuko judesi.

O jis sédéjo ir maste.

Ka gi jam daryti?

Kaip ¢ia supaprastinti uzdavinio salyga?

Pirmiausiai jam galime patarti pasitreniruoti sprendziant paprastesng problema:

Imame kelias puodynes: vienkilograming, dvikilograming ir t. t. Kiek daugiausiai
Ju, po 1 kg sunkéjanciy galétume imti, kad vienu svérimu galétume surasti ta, kurioje yra
suris?

Vieno asotélio mazai, nes neturétume su kuo jo lyginti, viena asotéli galime
lyginti tik su kitu — dar karta primename, kad Miké Pukuotukas neturi svareliy, taigi
tegali lyginti tik vienus gsotélius su kitais.

Taigi vieno asotélio ne gana, o su dviem jau galima dirbti, ir Miké dés juos ant
skirtingy svarstykliy 1éksteliy — o kas gali nutikti, kai vienoje pus¢je yra asotélis, ant
kurio uzrasas 1 kg, o ant kito — 2 kg ir dar viename yra varnos dovana.

Miké dés, o mes jam dar padésime.

Jeigu varnos dovana yra tame asotélyje, kur uzrasyta 1 kg, tai bus pusiausvyra, o
jeigu, kur 2 kg, tai jie ir nusvers.

Taigi jeigu yra tik du asotéliai, su | viena kuri ikritusiu strio gabalu, tai zinome,
ka daryti.
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Na, o jeigu buty 3 asotéliai, sveriantys 1, 2 ir 3 kg ir { viena kurj i$ ju buty imestas
stirio gabalas, tai kaip biity tada? Ar galima vienu svérimu garantuotai suzinoti, kuriame
asotélyje siiris?

Méginkime. Jeigu turime 3 asotélius, tai galima 2 1§ juy déti ant vienos svarstykliy
lékstelés, o viena ant Kitos.

Sveikas protas sako, kad tada 1 ir 2 kg asotéliai eina i vieng svarstykliy pusg, o 3
kg — i kita. Kitaip sakant, ,.tikriname lygybe, ar dar 1 kg + 2 kg yra 3 kg*?

Jeigu 3 kg asotélis nusveria, tai jame ir yra siris, o jeigu nusveria ta pus¢, kur 1 ir
2 kg, tai ji sunkesné, taCiau kuriame i§ ty dviejuy asotéliy siiris, garantuotai pasakyti
negalime, galime tik spélioti.

Jeigu détume po vieng asotéli i kiekviena pusg, tai vél nieko gali neiSeiti, nes:

(A) Jei 1viena pusg détume 1 kg, o 1 kita 3 kg, tai visai nieko nesuzinotume.

(B) Jei i viena puse détume 1 kg, o i kita 2 kg, tai atsakyma rastume tik tuo atveju,
jei svarstyklés rodyty pusiausvyra, kitais atvejais vél nieko garantuotai tvirtinti negalima.
V¢l galétume tik spelioti, ar siiris ten, kur buvo 2 kg, ar kur 3kg?

(C) Jeigu 1 viena pusg détume 2 kg asoteli, o 1 kita 3 kg, biity panasus atvejis.

O kitaip nér kaip déti.

Vadinasi, vienu svérimu garantuotai susitvarkome tik su 2 asotéliais.

Bet vis pabréZiame, jog mums daug kas paaiskéjo.

) XXXIV SKIRSNELIS )
9 ASOTELIAI IR 2 SVERIMAI - FANTAZIJA AR REALYBE?

I$ to, ka mes jau patyréme, lieka baimé po pirmojo svérimo likti su trim svareliais.
Taciau mes tuoj pamatysime, kad dabar pirmas svérimas bus pad¢j¢s antrajam.

Imkime tikrinti kokia nors lygybe, pavyzdziui ar 1 kg + 3 kg + 8 kg vis dar tas
pats, kaip 2 kg + 4 kg + 6 kg. (licka neliesti 5, 7 ir 8 kg asotéliai).

Jeigu persveria, sakykime, ta pusé¢, kur yra 1 kg + 3 kg + 8 kg, tai aiSku, kad ji
persveria dél to, kad ten yra ikritgs siris, ir tebebukStaudami lickame su 3 asotéliais ir jau
tik vienu svérimu.

Anksciau tai mus prazudé, bet dabar mums yra geriau, nes dabar mes turime
daugiau asotéliy, o dar kad like 6 asotéliai yra tikri, jie sveria tiek, kiek ant uzraSyta,
vadinasi, juose néra siirio.

Vienu i$ ty ,,tikry*“ gsoteliy pasinaudosime.

Taigi stiris yra arba ten, kur yral kg, arba kur 3 kg, arba kur 8 kg, o likg asotéliai
yra ,bestiriai®.

Todél dabar imkime bestiri asotéli 5 kg ir tikrinkime lygybe, ar vis dar
3kg +5kg =8kg.

Jeigu persveria 3 kg + 5 kg , tai stris kur buvo 3 kg, jeigu 8 kg, tai ten ir siiris, o
jeigu pusiausvyra, tai stiris nuimtajame nuo svarstykliy 1 kg asotélyje.

Analogiskai elgiamés atveju, kai persveria 2 kg + 4 kg + 6 kg.

Ojeigul +3+8 =2+4+6?

Vadinasi, siiris arba kur 5, arba kur 7, arba kur 8 kg.

Tada imame tikra 2 kg asoteli ir tikriname , ar dar 2 kg + 5 kg =7 kg.
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V¢l viskas bus panasiai. Jeigu pusiausvyra, tai siiris 8 kg asotélyje, jeigu nusveére
ta 1ekstele, kur buvo 2 + 5, tai stris ,,buvusiame® 5 kg asotélyje, o jei nusvére buves 7 kg
svorio asotelis, tai siiris jame.

Antrasis Mikés Piikuotuko iSbandymas

O dabar jisivaizduokime, kad Miké Pukuotukas prasigyveno ir nusipirko
sandéliuka ir vienoje lentynoje laiko 10 nedideliy medaus puodeliy, sverian¢iy 100, 101,
102, 103, 104, 105, 106. 107, 108 ir 109 gramus. Ant kiekvieno indelio uzrasytas jo
svoris, Vieng karsta diena atzvimbé SirSiy spiecius, kiekviena §ir$¢ svéré po grama ir
apipuolé ta medu. Akylieji misko gyventojai mateé, kad ne visos Sirsés iSskrido atgal, kad
mazy maziausiai viena $ir§é tikrai paskendo meduje.

Kokia dabar uzduotj misko iSminciai kels Pukuotukui.

Dabar jis gali sverti kiek tinkamas tomis svirtinémis svarstyklémis be svareliy, bet
turi neklysdamas surasti nors vieng puodel;i su SirSe nekabindamas medaus.

Patarkime jam vietoje 10 puodeliy imti tik 2 ir jeigu jis susitvarkys su 2, tai
supras, kaip elgtis su deSimtimis, Simtais ar tiikstanciais vis po grama sunkéjanciy
puodeliy.

Taigi Miké ima tuos abu 100 ir 101 gramo puodelius ie deda ant skirtingy
svarstykliy leksteliy..

Galimi du atvejai: arba tas buves 100-gramis asotélis ir dabar yra lengvesnis,
arba ne.

Jeigu jis nebéra lengvesnis, tai, aiSku, kad tame 100 puodelyje bent viena Sirsé¢
tikrai yra.

Na, o jeigu buves 100-graminis puodelis ir dabar lengvesnis?

Tada bent viena §ir§¢ tame 101-graminiame puodelyje yra. Tikrai, jeigu { ji niekas
nejkrito, tai garantuotai ikrito { ta 100-graminj ir sveriant biity pazeista buvusi ,,svoriy
hierarchija“.

Priedo paaiskéjo, kad nuo puodeliy skai¢iaus Siuo atveju niekas nepriklauso, nes
tik ilgiau reikés nuosekliai déti ant skirtingy svarstykliy Iéksteliy tuos po grama
sunkéjancius puodelius.

Imtume 1§ eilés ir tikrintume 100 su 101, 101 su 102 ir t.t, iki pat 108 su 109. Jei
kuriuo nors svérimu biity paZeista buvusi svoriy hierarchija, tai tame buvusiame
lengvesniame, kurio dabar gramu sunkesnis jo kaimynas jau nebenusveria, $irSiy tikrai
yra.

Na, o jeigu buvusi ,,svoriy hierarchija“ iSlieka ir po paskutinio svérimo, kas tada?

Tada vél taip pat: paskutiniame 109-graminiame puodelyje tikrai yra SirSiy.

Nes jeigu paskutiniame 109-graminiame puodelyje SirSiy nebiity né vienos, tai
kadangi juy kur nors yra, tai pries tai kuriuo nors svérimu biity pazeista senoji svoriy
hierarchija.

Turime jdomia padéti, kai galime ir negaléti pasakyti, nuo kurio puodelio
atsiranda jkritusiy Sirsiy?

Treciasis Mikés Piikuotuko iSbandymas

Viena karta Piikuotukas susapnavo, kad jis turi be galo daug po grama sunké-
janciy puodeliy ir vél turi surasti nors viena puodelj su SirSe.
Pagalvojes jis su siaubu suvokeé, kad jis dabar to gali ir nebegaléti padaryti.
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Jeigu jis, paeiliui sverdamas gretimus puodelius (manykime, kad jis spés atlikti be
galo daug svérimu), rasty pazeista svoriy eile, tai tada aiSku, kad buvusiame lengves-
niame $irsiy yra.

O jeigu svoriy eilé nepaZeista, tai jis nieko garantuoti negali — kai puodeliy be
galo daug, nebéra paties sunkiausio, nes, kuri bepaimtum, uz visada yra kitas 1 gramu
sunkesnis ir Mike gali tik spélioti.

Pavyzdziui, tuo atveju, kai i kiekviena puodeli ikrito po viena $irSe, buvusi svoriy
eilé iSliks, o paskutinio sunkiausio puodelio dabar néra

Geras pavyzdys, kai be galo daug yra tikrai per daug, kad galétume suzinoti, ko
klausia uzdavinys arba kai be galo daug yra ,,blogiau* uz baigtinj skaiciy.

Tegu skaitytojas nepyksta, kad mes rimtu veidu kalbame apie begalini Mikés
Pikuotuko puodeliy skai¢iy, begalybé zvelgia 1 mus i§ paciy normaliausiy viety,
sakysime niekas neabejoja tuo, kad sveikuyjy skaiciy yra be galo daug, skai¢iy intervale —
irgi be galo daug.

Kazkada kazkoks spaudos magnatas sake, kad turtingas zmogus yra tas, kuris
nepajégia susiskaiciuoti savo pinigy.

Vel kazkas 1 begalybés pusg. Kadangi begalybé miisy vaizduotéje absoliuciai
pagristai yra kazkas neaprépiamo ir paslaptingo, o paslaptinga graikiskai yra mistiska
(mystikos), tai ir pridésime viena beveik mistiSka uzdavini, arba toki, kuri lyg turéty biiti
nejmanoma i$spresti, bet mes ji iSspresime arba papasakosime apie uzduoti vardu

XXXV SKIRSNELIS
KAIP RASTI ZMOGU, KURIO VARDO NIEKAS NEZINO?

Karta jzymiojo angly pédsekio ir dedukcinio metodo pradininko Serloko Holmso
draugai organizavo jo susitikimg seminarg su taip pat iZymiu pranciizy pédsekiu Puaro. I§
karto pasakysime, kad Puaro vardo niekas pasaulyje nebuvo susekes — net garsusis
Serlokas. I susitikima Puaro atvyko ne vienas, o lydimas 99 stazuotojy. Puaro, supran-
tama, zinojo visy kity su juo atvykstanciujy vardus, kiti gi stazuotojai kuriy savo kolegu
stazuotojuy vardus Zinojo, kuriy ne; visi jie buvo tiesiakalbiai ir nugrimuoti jie buvo visi
kaip vienas iskaitant ir Puaro.

Serlokas Holmsas pradédamas seminara angliskai santiiriai bet kartu Sirdingai
pasveikino 100 pranciizy ir pasaké, kad jis gali ir nezinodamas Puaro vardo, surasti
1zymuyji kolega detektyva, jei tik jam biity leista prieiti, prie kurio nori svecio, parodyti i
kita svecia ir paklausti, ar jis zino to svecio varda.

Jam nereikésia né 100 klausimy ir jis kolega suras. Taip iliustruodamas savo
dedukcini metoda jis rasias zmogu, kurio vardo niekas nezino:

Jeigu Holmsas priéjes prie svecio A ir rodydamas j kita svecig B j klausima:
»Ar Jis Zinote, sere, kuo jis vardu“— gauna atsakyma: ,,Taip“, tai kadangi visi
sve€iai duoda teisingus atsakymus, o Puaro vardo, primename, niekas pasaulyje
nezino, tai B — tikrai ne Puaro.

Todé¢l B is karto yra kvieciamas i furSeto kambarj ir , budamas mandagus, i§ karto
ten ir eina.

Jeigu Serlokas Holmsas j savo klausima gauna atsakymga ,,Ne“, tai tada jis
priéjo ne prie Puaro ir dabar jau A eina j furSeto kambarj.
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O toliau kas? O toliau veiksmas tgsis tol, kol ten beliks tik 2 zmongs, o likg 98 jau
bus per¢j¢ pavalgyti ir atsigaivinti.

Dabar, kai jau yra belike tik 2 Zmonés, Seriokas prieis prie pirmojo parodys i
antrajj ir pakartos tg patj klausima. Jeigu jis iSgirs ,, Taip®, tai jis jau ir yra priéjes
prie Puaro ir Sirdingai, tik dabar jau asmeniskai jj pasveikins, o jeigu iSgirs ,,Ne®,
tai prieis prie antrojo ir tars: ,,Sveiki, mesje Puaro®.

Taip jis, klausdamas tik vardy, bus suradgs Zmoguy, kurio vardo niekas nezinojo.

XXXVI SKIRSNELIS
KA GALIMA SUZINOTI IR KO NE?

Kartais kartu su gera nuotaika ir optimizmu jsiskverbia natiirali mintis, kad mes
viska galime nustatyti, jeigu tik mums kas nors ka nors esmingo pasaké — arba i karto,
arba pagalvoje.

Deja, tai ne visada taip, gali nutikti, kad mums pasaké nepakankamai daug, nors
esti ir tokiy salygy, kuriose pasakoma daugiau, negu reikia, arba kai salygoje yra per daug
duomeny ir mes galétume atsakyti 1 uzdavinio klausima, arba surasti tiesa, net jeigu
mums bty pasakyta maZiau.

Méginant juokauti tuo atveju, kai mums yra pasakyta per mazai, galétume
prisiminti klasikini uzdavinj i§ nemirtingosios garsiojo ¢eky rasytojo Jaroslavo Haseko
knygos ,.Sauniojo kareivio Sveiko nuotykiai“, kur yra pateikiamas maZdaug toks
uzdavinys:

Name yra 5 aukstai, kiekviename aukSte yra po 25 langus. Kuriais metais
miré namo prizitirétojo mociuté?

Gyvenime taip pat daznai nutinka ir taip, kai yra pasakoma per daug ir tokios
salygos yra nusipelniusios atskiro pertekliniy salygy vardo.

Kitos salygos yra tokios, kad jos leidzia atsakyti { mums keliama klausima, bet
remiantis tik jomis negalima visiSkai atkurti viso ivykiy vaizdo.

Pateiksime paprasta pavyzdi, kuri prie§ gera deSimtmeti matéme vél Sankt-
Peterburgo olimpiadiniuose rinkiniuose.

Dabartin¢ karta yra menkiau susipazinusi su trimis muskietininkais Atu, Portu,
Aramiu ir su ju kolega D‘Artanjanu, kuris, nesakytum, kad buvo ju vadas ar koks
virSininkas, bet nedaug betruko.

Populiarus rasytojas Diuma apie juy tikrus ar tariamus zygdarbius paras¢ daugybe
visai tikry o ne tariamy ar virtualiy knygu, kuriose idomiai iSguldé, kaip ten viskas
klostési.

Ir nors istorikai nesutinka daug su kuo i§ to, ka mes tose knygose randame,
skaitytojui tai ne visada svarbu, juoba, kad graziai papasakota.

Psichologiskai zitirint, roménai jau pries tukstanc¢ius mety tokiu posakiu jvertino
meistriSkus pasakojimus, ZodZiais: ,,Jeigu tai ir ne tiesa, tai nors gerai sugalvota“.

O kas gerai sugalvota, tas grazu, o grozis labai jtikina.

Stai niidienos uzdavinys apipintas vardais, kuriuos ikikompiuterinéje eroje Zinojo
kiekvienas, skaitantis knygas, o tokiy skaiius buvo mazdaug toks pat kaip dabar
rymanciy prie monitoriy.

Kiekviena karta turi savo priekinj flanga.
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XXXVII SKIRSNELIS
TENISAS IR GUDRAGALVIS d‘ARTANJANAS

Karta trys muskietininkai Atas, Portas ir Aramis zaidé tenisa, o d‘Artanjano su
jais nebuvo.

Zaidé jie, kaip sakyta, tenisa, po viena geima, visi buvo uzimti, nes du zaid¢, o
trecias teis¢javo. Geimui pasibaigus laiméjusis likdavo Zaisti toliau, pralaiméjgs eidavo
teis€jauti, o teis€javes — zaisti. Ir taip geimas po geimo.

Ilgai muskietininkai zaisdavo, arba, kaip dabar pasakytume, daug démesio savo
formos palaikymui skirdavo ir dar dienorastj vede.

Viena diena po ilgu zaidimy jie susiskaiciavo, kad Atas suzaidé 15 geimy, Portas
— 10, o Aramis — net 17. Kur buves, kur nebuves, ka tik atsirades d‘Artanjanas éme
aiSkinti, kad jis gali, vien { tuos 3 Zaid¢jy suzaisty geimy skaicius pazitr¢jgs, oi daug ka
apie geimy baigtis pasakyti galéty.

— Na ir ka tu 18 to pliko zaisty geimy skaiciaus gali izitiréti?

— Matau, kas pralos¢ antra geima.

— Bet juk Taves nebuvo, mes jau ir patys uzmirSome, kas ten ta antra geima zaide¢,
o ka jau ir bekalbéti apie tai, kas ta geima laiméjo.

— Nezinau, mano Saunieji broliai, ar jis galit, ar negalit pasakyti, kas ten ta antra
geima zaidé, ar kas laimé¢jo. Jis zaidéte, a$ ne, bet a$ tikrai galiu pasakyti, kas pralosé
antra geima. Ir ne tik antra, bet ir ketvirta geima.

— Daug tu gali.

— Visi gali, kas stengiasi , — oriai atrémé d*Artanjanas.

— Tai paaiskink, kaip galvoji, — nusileido draugai.

Negi D‘artanjanas tikrai Zino, kuris pralos§é antra geima?

Atsisédg pievutéje ant apsiausty muskietininkai pasiruo$¢ idémiai klausytis, ka gi
¢ia jiems iSaiskins juy jaunasis draugas.

Mielas skaitytojau, mes puikiai suprantame, kad ne visiems toks salygos
gyvinimas prie Sirdies.

Juo labiau, kad salyga gyvinant, ja nesunku sugadinti ir nejucia padaryti,
kad kengiira vienu Suoliu nusoka 100 kilometry arba kad Zirgas perSoka 15 metry
kliutis.

Suprasdami tai, mes tvirtai manome, kad tinkamas salygos pagyvinimas
padaro ja triskart patrauklesn¢ penkiskart platesniam galimy sprendéjy ratui — o
juk galutinis wuZdaviniy sprendimo tikslas yra padaryti skaitytoja
ISMINTINGESNIU.

D‘Artanjanas prad¢jo aiskinti reikalus sakydamas, kad jeigu Atas los¢ 15 karty
arba 15 geimy, Portas 10, o Aramis — 17 geimuy, tai jie visi kartu losé 42-juose geimuose,
o kadangi kiekvienam geimui reikalingi du zaid¢jai, tai ty geimy biita 42 : 2 =21.

Antra mokytojo pastaba buvo tokia, kad nors ir koks prastas biity zaidéjas — Cia jis
vos pastebimai débteléjo | Porta — jis maziausiai kas antra karta arba kas antra geima vis
tiek stovi aikstel¢je ir mojuoja rakete.

Draugai, klausydamiesi d‘Artanjano, gal to débtel¢jimo ir nepastebéjo, o mes
matéme ir i$ karto pagalvojome, negi Portas ir kodé¢l Portas?

Portas tezaidé 10 karty per tuo 21 geima, tai kadangi i$ bet kuriy dviejy i$ eilés
einan¢iy geimy bent viename i$ turi biti zaidgs, iSeina, kad tada vienintelé¢ galimybé jam

66



buvo zaisti 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 ir 20 geimus ir, deja, visus pralaiméti, kitaip kada
nors jis biity loSes 2 geimus 1§ eilés, o kitaip neiSeina biiti Zaidus per 21 geima tik 10
karty..

— Bet a$ ramiai zitir¢jau | tuos pralaime¢jimus,— regis, taip ir girdime sakant Porta,
kuriam buvo svarbios ne tiek pergalés teniso kortuose, o geras bendras fizinis pasiren-
gimas ir taikliis diiriai kautynése.

XXXVIII SKIRSNELIS
APIE PAPRASTU DALYKU GROZ]

Grozis labai patraukia, veikia kaip magnetas, kone ima nelaisvén, vadinasi, ir
psichologiSkai yra labai galingas dalykas, kadangi Zmogus daznai nelaukia dideliu
grazybiy i§ paprasty dalyky, nes ten viskas atrodo regéta, matyta, iprasta ir ka jau ten
tokio ispiidingo beiSpesi.

Kita vertus, zmogus savo esybe yra senas aukso plov¢jas, o juk yra pasakyta, ,,kas
iesko, tas randa....“, - nors bent kiek didesnis skeptikas galéty ir atitarti: - ... arba gauna |
spranda®, bet net tai labai neatbaido susizavéjusiy ieSkotoju.

Tiesa yra tai, kad spregsdamas uzdavini zmogus daZznai susiduria su rimtais
psichologiniais sunkumais.

Tai suprantama, nes net jeigu uzdavinys yra nesunkus ar net trivialus, tai man,
sprendéjui, vis tiek malonu, kad as ji jveikiau, kad a$ galiu pasakyti, ko klaustas.

Tik tai nelabai prapleCia mano iSminties platumas ir gilumas, - na, zinojau ir
padariau, kas ¢ia tokio?

Visai kitas dalykas, kai mangs klausia kazko, kas ne labai paprasta, ko nelabai
suprantu ar visai nezinau, nesu girdéjgs, dél ko a$ turiu lauzyti galva, pasitelkti visg savo
patirty, valia ir ryzta ir laika, kurio apskritai visada triksta..

Net ir tada, daznai biina, kad vis tiek negaliu rasti, ko prasomas.

Tada nereikia nusiminti, o tik nurimti ir vél i§ naujo tuo uzsiimti.

Pradékime nuo to, kas tikrai iSeina

Sunku biity rasti zmogu, kuris nepajégty iSspresti tokio uzdavinio.

100 metry ilgio medis buvo supjaustytas i 30 rastgaliy, kurie buvo arba 3, arba 4
metry ilgio.

Kiek dar karty reikéty pjauti tuos rastgalius, kad jie visi pasidaryty Im ilgio?

Pirmasis paprastas ir doras pamastymas biity toks: 3 metry rastgali, kad i$ jo iSeity
metriniai rastgaliai reikés pjauti du kartus, o ta 4 metry — 3 kartus.

Todél jeigu mes zinotume, kiek yra trimetriniy ir kiek yra keturiametriniy
rastgaliy, tai trimetriniy rastgaliy skai¢iy padaugintume 1§ 2, keturiametriniy — 1§ 3 ir
suskaiciave ty skai¢iy suma, suzinotume, kiek i§ viso karty reikés pjauti.

Toliau iprastinis salygos glaudinimo receptas biity toks: pazymékime trimetriniy
rastgaliy skaiciy X, keturiametriniy — raide Y, tai kadangi i$ viso ju yra 30, tai

Xx+y =30,
o kadangi jie gauti i§ 100 metry ilgio kamieno, tai
3x + 4y =100.

Net ir tokia paprastute lygéiy sistema galima iSspresti truputi kitaip, negu tai
paprastai yra daroma.
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Kadangi 3 x 30 = 90, yra ar¢iau 100 negu 3 x 40 = 120, tai imame kalbéti taip:
jeigu visi 30 rasty buty trimetriniai, tai jy bendras ilgis tebiity 90, o yra 100, todél ne visi
rastai yra 3-metriniai — yra ir 4-metriniy.

Jeigu viena 3-metrinj rasta iSkeistume { viena 4-metrini (barteris!), tai bendras
rasty skaicius nepakisty, o laimétume 1 metra medzio kamieno. Kadangi jo laiméti mums
reikia 10 metry, arba tiek, kiek 90 skyrési nuo 100, tai reikia deSimtj 3-metriniy rastigaliy
i8keisti | 10 4-metriniy.

Taigi yra 20 trimetriniy ir 10 keturiametriniy rastgaliy, todél pjauti reikés
25 x 2+ 5 x 4 =70 karty.
keturiy metry litanijos.

Pirmas judesys visiSkai nelauktas — uzuot pjaust¢ imameés prieSingo veiksmo,
biitent rastgaliy ,,lipdymo®: visus rastgalius sulipdome i buvusi kamiena: kadangi tu
rastgaliy yra 30, tai reikés 29 sulipdymu. Dabar jau kamienas sulipdytas, jo ilgis vel 100
metry, kaip pradzioje, supjaustome ji 1 metrinius rastgalius, dabar pjauti, Zinoma, jau
reikés 99 kartus, i8S ju ir per 29 ka tik lipdytas vietas, vadinasi, tikry naujy pjiiviy bus tik
99 —29 =170.

Si puiki miniatitira paimta i§ maskvietisky olimpiadiniy knygy.

Sioje vietoje autorius noréty pridéti pastaba, kad pagal antraji sprendima visiskai
nesvarbu, kokio ilgumo buvo tie rastai (svarbu tik, kad jy ilgis biity matuojamas sveikais
metrais!) — sprendimas likty toks pat — vél biity 29 suklijavimai, 99 nauji pjovimai, i$
kuriy 29 nebereikety, nes jie eina per ,,sulipdymo* vietas, arba i§ viso biity 99 — 29 = 70
tikry pjovimy.

Dar syki pakartosime, kad svarbu tik, kad kamienas biity supjaustytas ,,sveikais
metrais®, na ir, suprantama, ju skaicius (Siuo atveju 30).

Manau, kad skaitytojas jau suvoke, kaip atsiranda, sakysime, tokie uzdaviniai:

N metry ilgio rastas buvo supjaustytas i n dalis, kuriy ilgiai yra. X;, Xo, X3, ..., Xp
.(visy ty rastgaliy ilgiai reiSkiami sveikais metrais).

Kiek karty reikéty pjauti, kad visus rastgalius supjaustytume i 1 m ilgumo dalis?

Skaitytojui turéty buti visiSkai aiSku, koks §iuo atveju yra apsakymas?

Neatimsime malonumo i§ skaitytojo pasakyti ji pirmiau miisy, tik pridursime, kad
teisingas atsakymas uzrasomas 3 spaudos Zenklais.

XXXIX SKIRSNELIS
ARBA PO PJAUSTYMU EINA LAUZYMAI

Id¢ju , nors labai paprasty atsiradimas, sprendzianciojo galvoje néra toks greitas
kaip kad sprendzian¢iam norétysi. Viskas turi savo kaing ir vertg. Viskas ateina pamazu ir
tie, kurie galvoja, kad viskas darosi greitai, gali kiek atvésti, prisiming kaip Euklidas
atsaké pas ji apsilankiusiam imperatoriui, paprasiusiam ji greitai iSmokyti geometrijos. Jis
drasiai taré: ,,Geometrijoje néra karalisky keliy“.

Nors psichologiskai zitirint, Euklido drasa stulbina — nes su karaliskais Zzmonémis
laikomasi kitokiy mandagumo taisykliy — bet iSminties poziiiriu tai tikra tiesa — niekas per
dvi dienas negali i§mokti geometrijos.

Ir apskritai, mazai ko gero galima gerai iSmokti per 2 dienas.
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Viskas turi savo kaing.

Vel papasakosime viena labai paprasta uzdavini ir pasitlysime skaitytojui
truputeli sunkélesnj, bet stengsimés viska papasakoti taip, kad 10 minu¢iy mastymo
turéty pakakti, kad skaitytojas tapty to uzdavinio s€kmes riteriu.

Tai vél melodijos Sankt-Peterburge matyty uzdaviniy motyvais. Grazias melodijas
nelengva uzmirsti.

Gudrutis turi 100 karteliy, kuriy kiekviena yra po Im arba po 3m ilgio. Jis noréty,
panaudodamas jas visas atitverti staCiakampio formos sklypa, kuri tada jo senelis jam
nupirkty ir uZraSyty, bet tik su salyga jeigu jis sugebés tai atlikti tik viena karta
perlauzdamas viena kuria kartelg.

Kaip Gudruciui ir ¢ia pasirodyti gudriausiu?

Tai gana nesunku.

Nors ir nezinoma, kiek tiksliai kokio ilgio karteliy Gudrutis turi, bet tikrai aisku,
kad vieny kuriy jis turi pakankamai daug, bent jau daugiau negu 2. Tada jis gali paimti
dvi i$ ty karteliy ir ,,paversti* jas dviem prieSingomis stac¢iakampio krastinémis. Gi visas
likusiais jis gali iSdéti i eilg ir perlauzti, jei reikia ta lazdelg, esancia tiksliai per iSdélioty
lazdeliy vidurio vieta ir imti jas kitomis dviem staciakampio krastinémis. Taip jis tikrai
gaus staCiakampi lauzdamas daugiy daugiausiai viena lazdelg.

O dabar uzdavinys skaitytojui.

Gudrutis vél turi 100 lazdeliy bet dabar ju ilgiai jau nezinomi. Gudrutis vél nori 1§
ju visy i8délioti staciakampi ir jeigu jam ne daugiau ne dviem lauzimais pavyks tai
padaryti, tai dabar jau senelé nupirks jam jo staciakampiu atitverta zeme, kuri §i karta yra
kurortingje zonoje, arba tai biity puiki investicija i aniiky ateiti.

Kaip dabar verstis Gudruc¢iui? Primename, kad lazdeliy vél 100, taciau ju ilgiai
dabar neaiskts, nors lauZzti atitveriant staiakampi dabar galima jau 2 kartus, o nebe
viena, kaip kad buvo su 1m ir 3m kartelémis.

O dabar jau esame subrendg griebtis visai neprasto uzdavinio apie tai kaip
turédami daugybeg 8 ir 9 cm pagaliuky, kuriy bendras ilgis 18 metry uzsibrézéme bet
kuriuo atveju itikinti ir save, ir pasauli, kad visada galima dabar jau grieztai nelauZant
pagaliuky sudéti taisyklinga 8-kampi, kuriame biity panaudoti abiejy ilgiy pagaliukai.

Taisyklingo aStuonkampio délioné i$ 8 ir 9 cm ilgio pagaliuky, kuriy bendras
ilgis 1800 centimetry — negi visada pavyks?

Kaip tai padaryti? Ko tada griebtis? Tai nuolatos bet ka daranti, bet ka bet ko
besiémusi zmoguy lydintys klausimai.

IS pradziy galétume pabandyti elgtis santiiriai ir laikydami, kad ta taisyklinga
aStuoniakampi su 8 lygiomis krastinémis iSdélioti galima, turime, kad kiekvienos
krastineés ilgis tada turéty buty po 1800 : 8 =225 cm.

Jeigu 8 cm ilgio pagaliuky yra X, o 9 cm ilgio pagaliuky — y, tai visy 8 cm ilgio
pagaliuky ilgis yra 8X, o visy 9 cm ilgio pagaliuky ilgis yra 9y, o tai tada jy visy bendras
ilgis yra 8x + 9y, o tai 18 m arba 1800 cm.

Taip atsiranda lygybe

8x + 9y = 1800.

Ka ji mums sako? Ji sako, kad x dalijasi i§ 9, nes i§ ju dalijasi abu kiti lygybeés
nariai — 1800 ir 9x. Todél i§ 9 privalo dalytis X. Lygiai taip pat y dalijasi i§ 8, nes i§ 8
dalijasi abu lik¢ lygybés nariail800 ir 8X.
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Vadinasi x dalijasi i§ 9, o y dalijasi i§ 8. Ka tai reiskia aiSkumo prokalbe kalbant?
Tai reiSkia kad 8 cm pagaliuky skaicius dalijasi be liekanos i§ 9, o 8 cm pagaliuky
skaiius dalijasi be liekanos i§ 8 Primename, kad pagal salyga tikrai esama abiejy rasiy
pagaliuky .

Vadinasi, mes galime visus 8 cm ilgio pagaliukus suskirstyti rySeliais po 9, kad
jokio laisvo pagaliuko 8 cm nelikty ir lygiai taip galime visus 9 cm pagaliukus suskirstyti
rySeliais po 8 taip , kad jokio laisvo 9 cm pagaliuko irgi nebebuty.

Dabar buty gerai susivokus kiek kartu yra ty abiejy ilgiu rySeliy. Tai jau visai
paprasta: kadangi 8 cm ilgio pagaliukai suskirstyti po 8, o 8 cm pagaliukai — po 9, tai
abieju rySeliy pagaliuky bendras ilgis yra 8 x 9 = 9 x 8 = 72 cm, vadinasi, ty ryseliy yra
tiek kiek karty 72 cm telpa 1800 cm, o tai yra 1800 : 72 = 25 kartus. Vadinasi, abiejy
rusiy ryseliy yra i8 viso 25.

Dabar seka vienas mikrojudesys. Kadangi mums reikia misy 8 ir 9 cm
pagaliukais surinkti 8 kartus po 225 cm, o kiekvienos riisies pagaliuky yra, tai paimkime
vieng 9 cm ilgio po 8 pagaliuky rySelj ir iSdéliokime ji po 1 pagaliuka i kiekviena misy
norimo 8-kampio krasSting. Tada mums dar liks kiekvienai krastinei duoti po 225 — 9 =
=216 cm ilgio pagaliuky.

Bet dabar mums dar liko 24 rySeliai po 72 cm bendro ilgio kiekvienas. Todél
kiekviena krasSting iSklosime po bet kuriuos 3 vis tiek 72 cm suminio ilgio rySelius ir
reikalas bus atliktas.

XL SKIRSNELIS )
PRIE AKROPOLIO PAPEDES AKMENU DELIONIU

Sio uzdavinio idéja priklauso {Zymiojo Rusijos nestandartinio §vietimo lyderio
Igorio Rubanovo kiirybinei laboratorijai.

Sizifas legendinio Olimpo kalno papédéje turi prisirinkti penkiy skirtingy
svoriy akmeny (jis gali imti ir vienodo svorio akmenis), kad pajégty su Hefaistu
suzaisti pusiausvyros Zaidimg. Hefaistas po vieng kiekviena ranka gali paliesti bet
kuriuos 2 Sizifo pasirinktus akmenis. Tada Sizifas savo atrinkty akmeny kriiveléje
visada turi galéti rasti paliesti kitus 2 akmenis, kad abiejy ir jo, ir Hefaisto paliesty
akmeny bendras svoris biuity vienodas. Kalno papédéje yra bet kiek bet kurio svorio
akmenuy.

Taip pasielgti Sizifas turi pajégti kiekvieng karta, kad ir kokius 2 akmenis
Hefaistas bepaliesty.

Dievai uz bausme Sizifui buvo padarg taip, kad jis be paliovos turédavo ritinti
sunky akmeni i kalno virstng ir kai jau jis biidavo ji beveik uzritings, akmuo i$spriisdavo
1§ jo ranky ir nusirisdavo Zemyn ir Sizifas vél be jokio atokvépio turédavo ji vél ritinti
aukStyn. Dabar jie pazadéje jam uz tai atokvépi liepé Sizifui surasti pati maziausia
imanoma penkiy skirtingy svoriy akmeny skai€iy, kad jis visada pajégty 1 bet kuriuos 2
Hefaisto paliestus akmenis pajégti paliesti kitus 2 tokio paties bendro svorio akmenis.

Sizifas éme galvoti, nuo ko jam pradéti norint pajudéti.

Jis sugalvojo supaprastinti klausima pirmiausiai pasirinkdamas maziausiai 2 vieno
svorio akmenis. Véliau jis planavo imtis 2 skirtingy svorio akmeny atvejo ir taip atsikasti
iki 5 skirtingo svorio akmeny atvejo.
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Taigi, jeigu jam buty leista imtis maZiausiai 2 vienodo svorio akmeny atvejo, tai
tada jam pakakty 4 vienody akmeny. Gali sau Hefaistas tada paliesti vienus kuriuos 2, jis
palies kitus tokio paties svorio 2 akmenis.

Jeigu Sizifui reikty pasirinkti 2 skirtingy svoriu akmenu, tai jy tikrai reikéty 8, nes
Hefaistui palieciant 2 skirtingy svoriy akmenis, jam reikéty turéti kitus 2 tokiy paciu
skirtingy svoriy akmenis.

Vadinasi abiejy svoriy akmeny yra maziausiai po 2 ir tada Sizifui lieCiant vienus 2
maziausio (didZiausio) svorio akmenis Sizifui reikia turéti dar kitus 2 maziausio
(didziausio) svorio akmenis.

O turédamas po 4 dvieju skirtinguy svoriu akmenis Sizifas pajégs atsakyti i bet
koki Hefaisto 2 akmeny palietima.

Mes jau supratome, kad penkiu skirtingy svoriu akmeny atveju Sizifui tikrai
neprireiks daugiau negu 5 x 4 = 20 akmenuy, nes Sizifas visada pajégs atsakyti Hefaistui.

O gal galima apsieiti su maziau?

Mes pasistengsime irodyti, kad 5 skirtingo svorio akmeny atveju 13 akmeny
pakanka, o su maziau iSsiversti nepasiseka.

Pradzia ta pati. Hefaistas palietus 2 paciy lengviausiy (arba paciy 2 paciy
sunkiausiy) svoriy akmenis Sizifas turi galéti paliesti kitus bendro tokio paties svorio
akmenis. Tai vél tegali buti kiti 2 dviejy lengviausiy (arba sunkiausiy) svoriy akmenys.
Vadinasi, dvieju paciu lengviausiy ( ir paciy sunkiausiy) svorio akmeny yra po 2, taigi, 18
viso jau turi buti 2+ 2 + 1 + 2 + 2 = 9 akmenys (vidurinis vienetas jrasytas dél to, kad turi
biti bent vienas viduriniojo 5-tojo svorio akmuo.

Taciau, jeigu yra 2 paties lengviausio (arba sunkiausio svorio) akmenis, tai
Hefaistui, juos palietus, reikés dar kity 2 tokiy paciy lengviausiy (arba 2 paciu
sunkiausiy) akmeny, vadinasi jy jau bus bent 4 +2 +1+2+4=13.

Dabar mes pateiksime pavyzdi, liudijantj, kad yra tokie 13 konkretaus svorio
akmeny, kad Sizifas visada pajégia | Hefaisto 2 akmeny palietima atsakyti savuoju kity
dvieju to paties bendrojo svorio akmeny palietimu.

Sizifui uZtenka pasirinkti tokius 13 akmeny (primename, kad Olimpo papédéje
yra kiek norime bet kurio svorio akmeny. Zmonéms, mégstantiems tvarka, galétume leisti
manyti, kad Olimpo kalno papédéje guli tik sveiko svorio akmenys — sprendime tai nieko
nekeicia.

Stai Sizifui pakankamas 13 akmeny komplektas (1, 1,1, 1,2,2,3,4,4,5,5,5,5).
Nesunku matyti, kad ir ka Hefaistas bepaliesty, Sizifas sugebés paliesti kitus 2 bendro
tokio paties svorio, kaip ir Hefaisto paliestieji.

XLI SKIRSNELIS
APIE PAPRASTU UZDAVINIU VERTE, ARBA
KADA GANA BUTI VEIKLIU PENKTOKU?

1960/61 Cekoslovakijos olimpiadoje buvo pasiiilytas uzdavinys.
Duota skaiciy eiluté

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,...

Raskite koks skaicius yra 1000-tasis toje eilut¢je.
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Mes ta uzdavini kiek praplésime ir pirmiau paklausime, koks yra 100-tasis tokios
eilutés skaiCius o po to koks tikstantasis ir, zinoma, dar paklausime, koks yra 2005 tos
eilutes skaicius?

Zitirédami i ta eilute, mes matome, kad vienody skai¢iy vis po viena daugéja, arba
kitaip sakant, pastebime, kad vienetas buvo tik 1, dvejety buvo jau 2, trejety — 3, ketverty
—4irt. t.

Vadinasi dedant 1 +2 + 3 +4 + 5 + 6 +... mums pirmiausiai reikia Ziliréti kelintas
démuo persirita 100, toks skaicius ir bus tas 100-tasis skaicius toje eilutéje.

Dédami 1S eilés prie 1 vis po 1 padidéjancius skaicius gauname

1,3,6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 104,...

Kadangi 100 persirita 14-tasis démuo, tai 100-tasis tos eilutés skaicius yra 14.
Zinoma 14 yra ir 92-tasis, ir 93-sias, ..., iki pat 104-tojo skai¢iaus.

Na, o su 1000-tuoju kaip? Negi vél skaiciuosime rankomis?

Dabar mums yra reikalingas toks n, kad

1+2+3+.+(n-1)<1000, 0

1+2+3+.+(—-1)+n>1000
arba toks n, kad

2(1+2+3+...+(n-1)) = ((1+(n-1)) + (2+(n=2)) +...+ ((n—=1)+1)) = n(n—1) < 2000,
0

2(142+3+ +(n-1)+n)=((1+n) + 2+(n-1)) +... + (n+1) =n(n+1) > 2000

Kadangi n(n—1) su n(n+1) sukingjasi apie n kvadrata o 45 kvadratas yra 2025, tai
paziiirime ir randame, kad 44 x 45 =1980, 0 45 x 46 = 2070, todél ieSkomasis n yra 45.

Skaitytojas pats nesunkiai ras, kuris démuo yra 2005-tasis ir net kuris
1 000 000-asis ar net 1 000 000 000-asis

XLII SKIRSNELIS
LINKSMOJI MATEMATIKA

Visi gerai atsimename arija ,,Figaro ¢ia, Figaro ten“. Matematikoje irgi daug
judrumo ir nesunku isivaizduoti, kad i§ pradziy buvo pora (A, B), o po to ir pora (B, A) ar
dar kas nors panasaus.

Neretai nutinka, kad i§ teiginio A iSplaukia teiginys B. Pavyzdziy toli ieSkoti
nereikia. Ju apstu visur: pavyzdziui, jeigu teiginys A yra ,,Giedria dieng patekéjo saulé®, o
B yra ,NeuZztemdytame kambary pasidaré Sviesu®, tai yra visai aiSku, jog esant
normalioms jprastinéms aplinkybéms, jei ivyko A, tai ivyko ir B.

O jeigu dabar B sukeistume su A, tai kaip tada? Ar bitinai, jeigu jau neuZtem-
dytam kambaryje pasidaré Sviesu, tai ar biitinai taip nutiko dél to, kad giedria diena
patekéjo saulé?

Aisku, kad visai nebitinai ir atsakyti galima Smaiksciu klausimu:

Kas yra svarbesnis: Ménulis ar Saulé?

Atsakymas: Ménulis, nes Sviecia nakti, kai néra Saulés, o diena ir taip Sviesu.

Biitinos ir pakankamos salygos

Jeigu i$ to, kad teisingas teiginys A, iSeina, kad teisingas ir teiginys B, tai reiskia,
kad teiginys A ,,uztikrina® teigini B.
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Jeigu patekéjo saulé, tai pasidaré Sviesu. O jeigu pasidaré Sviesu, tai ar biitinai
patekéjo saulé? Visai ne, tiesiog vidurnakti galéjome ijjungti galinga prozektoriy.

Zaismingai tai galétume iSreiksti ZodZiais ,,Kiekvienas tortas yra turtas, bet ne
kiekvienas turtas yra tortas.

Panasias iSvadas galétume padaryti i$ kitos istorijos arba

IS istorijos apie bonifacy ir jo kating

Du lygiateisiai partneriai — Bonifacas ir jo katinas Leopoldas - pasiras¢ sutarti,
pagal kuria Bonifacas uz tinkama maitinima isipareigojo tvarkyti namuose peliy ir ziurkiy
apskaita, o dar teikti papildomas paslaugas, nes jis pasizadéjo, kad jeigu rytoj lis, tai jis
Siandien nusi¢iaudes.

Ka tik jis nusi¢iaudéjo.

Rytoj lis, pamané Bonifacas. Ar biitinai jis teisus?

Skaitytojas, kuriam po 3 sekundziy ¢ia viskas aiSku ir jis placiai Sypsosi, gali
pasveikinti save su tuo, kad su logine klausa pas ji viskas kuo puikiausiai.

O jeigu ne, tai tada kas? Ogi nieko tokio. Viska galima ugdyti. O Siaip jau galéjo
biti ir taip, kad buvote issiblaSkes skaitydamas salyga. O gal nemégstate kaciy?

Kad dar labiau prablaskytume Jus, o tai svarbu, nes mes kalbame, kad ir juokais
bet apie (psicho)logiSkai labai svarbius dalykus, pateiksime dar viena Smaikscia
epigrama.

Sir, I admit your general rule,
That every poet is a fool:

But you yourself may serve it,
That every fool is not a poet.

Tai galétume iSversti mazdaug taip:

Ir kas gi, mielas pone, ginCytis i8dris,
Su jiisy zodziais: kas poetas, tas kvailys.
O jiisy pavyzdys, lig Siolei neregétas,
Irodo, kad kvailys - nebiitinai poetas.

XLIIT SKIRSNELIS
AR YRA GYVYBE MARSE, ARBA APIE MATEMATINIUS SIURPRIZUS

Jeigu mums pasakytuy, kad Marse yra gyvybe, tai mes labai nustebtume, o ttlas
tuo visiskai nepatikéty.

Taip biina ir su uzdaviniais. Daznai musy klausia to, kas i§ pirmo zvilgsnio yra
absoliuciai neijtikétina, atrodo neimanoma, na, kazkokios fantazijos. Ir vis délto
staigmeny ir netikétumy btina visur ir tai irgi yra rimta gyvenimisko ar matematinio
zavesio komponent¢.

Tiesa pasakius, matematikoje su jos tukstantmetémis tradicijomis ir sukurtais
subtiliais metodais to Zavesio yra tiek, kad nors vezimu vezk.

Tuojau pamatysite, kad netikétumy atsiranda jau aritmetikoje.

Stai toks pavyzdys (arba psichologinis siurprizas miisuy aritmetinei intuicijai) —
arba gal ne vien Marse yra gyvybé.
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Visi Marso ir Merkurijaus vyrai ir moterys mokosi visa gyvenimg ir
kiekvienais metais jy Zinios yra vertinamos vienu paZymiu taip kaip ir misuose —
nuo 1 iki 10.

2004 metais pasirodé, kad visy Merkurijaus motery paZymiy vidurkis yra
didesnis negu visy Marso motery paZzymiy vidurkis ir visy Merkurijaus vyry
pazymiy vidurkis irgi yra didesnis uz visy Marso motery paZymiy vidurkj.

Ar zinodami tik tiek, kiek Cia pasakyta, mes galime kategoriskai tvirtinti, kad
visuy Merkurijaus gyventoju paZymiy vidurkis yra didesnis negu visy Marso
gyventojy pazymiy vidurkis.

IS pirmo Zvilgsnio ¢ia viskas labiau negu aisku. Jeigu ir tos geresnés, ir tie geresni,
tai ir vieni visi kartu bus geresni uz kitus visus kartus.

Psichologiniu poziiiriu ¢ia kazkiek panasu 1 verslininko balanso uzdavini.
Apskritai dazniausiai biina taip, kad jei merkurietés geresnés uz marsietes ir merkurieciai
geresni uz marsiecius, tai ir visas Merkurijus apskritai turéty turéti aukstesni vidurki negu
visas Marsas.

Taciau dazniausiai nereiSkia visada: jeigu a$ 10 karty ¢jau ledu ir nejliizau, tai kas
man galéty garantuoti dél 11-to éjimo per leda.

Pateiksime pavyzdi, kad taip gali nutikti.

Sakysime, kad Merkurijuje gyvena Merkuté, Merkys ir Merkelis, besimokantys
atitinkamai pazymiais 10, 5 ir 6, o Marse — Marsyté, Marselieté ir Marselis, kuriy
pazymiai yra atitinkamai 9, 9 ir 6.

Taip mes, zemées dukros ir siiniis, zvelgiame | dvi trumputes ataskaitas:

MERKURIJUS
Pavardé Pazymys Motery vidurkis | Vyry vidurkis | Visy vidurkis
MERKUTE 10 10
MERKYS 6 (6+6)/2=6
MERKELIS 6 (10+6+6)/3=7,34

MARSAS

Pavardé Pazymys Motery vidurkis | Vyru vidurkis | Visy vidurkis
MARSYTE 9 (9+9+5)/3=7,67
MARSELIETE 9 (919)/2=9
MARSELIS 5 5

Ir viskas kaip ant delno: atskirai ir tie geresni, ir tos geresnés, o kartu — atvirksciai,
nors tu ka. Nieko sau statistiniai nuotykiai.

Ir pa(si)tikek, zmogau, po viso to tais visais vidurkiais.

Beje, doras penktokas pastebéty, kad nors Marsytés ir Marselietés bendras
vidurkis yra tik 9, lyginant su Merkutés, kuri turi 10, ta¢iau abi Marsietés | bendra visu
vidurki inesé 9 x 2 — 10 = 8 svariais balais daugiau negu Merkuté, tie 8 balai ir nulémé,
nes Merkys ir Merkelis, kuriy bendras vidurkis yra 6, ir kuris, Zinoma, yra didesnis uz
Marselio 5, teine$é 6 x 2 — 5 =7 balais daugiau.

O tas 1 jy skirtumo balas ir nusvéré svarstykliy (vidurkiy) lentelg¢ marsieciy pusén.
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XLIV SKIRSNELIS
REISKINIO ,,MYLI -NEMYLI“ MATEMATINIAI MODELIAI

Esame tvirtai isitiking kad visi rimti gyvenimiski dalykai turi savo matematinius
analogus.

Turi matemating interpretacija ir spéliojimas ar myli, ar nemyli peSiojant ramunés
ziedlapius ir ji labai paprasta: vietoj myli matematikas daznai gali pasakyti lyginis, vietoj
nemyli nelyginis ir samprotauti toliau. Situacija, kai labai daug lemia ar net viska
i§sprendzia svarstymai, kas Cia lyginis, kas nelyginis, daznai sutinkama jvairiausiuose
uzdaviniuose.

Pateiksime viena pavyzdi. UZzdavinio veikéjus pavadinsime placiai Zinomos
liaudies dainos veikéju Jono, Baltraus ir MatijoSiaus vardais, tik §i karta jie ne Alvita
didos pirkti ,,varo®, o su 7 x 7 lenteléje suraSytais visais sveikaisiais skaiciais nuo 1 iki
49 krapstosi.

Taigi dar karta pakartokime, kad 7 X 7 matmeny lentelés langeliuose suraSyti visi
sveikieji skai¢iai nuo 1 iki 49 ir pasakysime, kas ten buvo toliau. Toliau Jonas teisingai
suskaiciavo visy kiekvienos eilutés ir visy kiekvieno stulpelio skai¢iy suma, suprantama,
kad ty sumuy 18 viso buvo 14 — 7 eiluciy ir 7 stulpeliy skai¢iy sumos.

Lygines sumas Jonas atidavé Baltrui, o nelygines jaunéliui MatijoSiui. Ir Baltrus,
ir MatijoSius atskirai susiskai¢iavo jiems atiduoty sumuy suma. Susiskaiciave jie labai
nustebo, kad ju abiejy suskaiciuotos sumy suma i$éjo vienoda.

Dar jiems nepradéjus linguoti galvomis svarstant, kokiy tik sutapimy gyvenime
nesama, apie ty sumy sutapima iSgirdgs tévas pasaké, kad kuris nors i§ juy siineliy bus
,pridirbes®, arba, paprastai kalbant, suklydes.

Klausiame, kuo remiasi tévo iSmintis?

Primename, kad Jonas, tas kuris suskai¢iavo tas 14 sumuy ir lygines atidavé
vienam, o nelygines sumas — kitam broliui skai¢iavo labai susikaupgs ir jokiy aritmetiniy
klaidy nepadaré.

Nepriklausomas ekspertas ir Zemés wikio banko Arklény skyriaus pataréjas dr.
Tadas Blinda tyres $ia istorija, i karto atkreipé démesi i du dalykus:

1. Kadangi Baltrui buvo duodamos lyginés sumos, tai Baltraus sumy suma, jeigu
tik ji teisingai buvo suskaiciuota, privalo biiti lyginé.

2. Visi lentelés skaiciai arba skai¢iai nuo 1 iki 49 i suma ,,pakliidavo* du kartus —
viena karta kaip atitinkamos eilutés, o kita karta — kaip atitinkamo stulpelio skaiciai.

3. Jeigu Baltraus sumy suma B yra tokia pati kaip MatijoSiaus sumy suma M, tai
abiejy broliy sumy sumos suma B + M = 2B = 2M. Kadangi B, kai sakyta, yra lyginis
skaiCius, tai 2B dalinsis be liekanos jau is 4.

Dabar jau visi émé gérétis tévo iSmintimi: Jeigu sumy sumos suma dalijasi 1§ 4, tai
tikrai kazkas negerai, nes ji privalo buti lygi dvigubai visy skai¢iy nuo 1 iki 49 sumai arba
2(1+2+3+...+47+48 +49) = 2450,

0 2450, deja, 1§ 4 nesidalija.

Taigi bent vienas kuris i§ broliy, Baltrus arba MatijoSius — o gal net ir abu — tikrai

bus apsirike.
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) XLV SKIRSNELIS
KA PRADEJAI DIRBK IR BAIKI, NORS TENAI IR KAZINKAS

Jau esame citave apie §i grazy pasakyma 1§ Kazio Binkio poemos apie TamoSiy
Bekepuri.

Tik psichologiskai zitirint, graziis pasakymai daZniausiai yra nelengvai, neretai
sunkiai o kartais net labai sunkiai jvykdomi. Sakysime, visi zino, kad biiti darbs¢iu yra
labai praktiska, naudinga ir Siaip labai patogu, tik, deja, neretai nutinka taip, kad kai
reikia ka nors sudétingesnio baigti, zitirek, ir nusvyra rankos.

NezZinau, skaitytojau, gal tau taip ir nebiina, taciau autoriui taip daznokai nutinka.

Kad tai nelikty tik tuSti Zzodziai, papasakosime apie viena uzdavini, spresta
viename 2005 jaunyjy Lietuvos galvy susiéjime.

Visy skaiciy nuo 1 iki N skirstymo j tris dalis su vienoda suma — ar tai visada
imanoma?

Suprantama, kad jeigu aibg biity galima biity suskirstyti i tris (nesikertancias)
dalis su vienoda jos skai¢iy suma, joje turi biiti bent trys skaiciai.

Taciau aibés {1, 2, 3} aiskiai negalima suskirstyti { tris su vienoda suma.

Toliau kantriai zitrime | sekancia aibg {1, 2, 3, 4} ir klausiame, tai galima ja
suskirstyti i tris dalis su vienoda kiekvienos dalies skai¢iy suma, ar ne?

Cia galimybiy suskirstyti i tris dalis nedaug, jas nesunkiai suskai¢iuotume ,,ant
vienos rankos pirsty, nors labai tiksliai sakant vienos rankos pirsty ,,truputi neuztekty*,
nes jeigu keturelemente aibe skirstome i tris nesikertancias dalis su vienoda skaitmeny
suma, tai jokia dalis néra tuscia, o tada suprantame, kad i viena kurig aibg ieis du skaiciai,
o 1 likusiais dvi - po viena. Tokiy atvejy yra 6. ISvardinsime juos:

Stai tie galimi skirstiniai: {(1, 2), (3), (4)}, {(1, 3), 2), (4}, {(1, 4), (2), (3),
{(2,3), (1), D}, {(2,4), (1), (3)} ir galiausiai {(3,4), (1), (2)}.

Taip perrinkinéty kompiuteris — proziskai, be emocijy, bet ir be klaidy iSvardinty
atsakyma, kad ne, o jeigu norétume, tai ir visg lentelg.

Taip daznai daryty ir pradedantis tvarkingas penktokas. Taciau iSrases tai, ka tik
iSraséme mes, jis pasidaryty gudresnis, nes igijo praktikos, arba kitaip sakant, ,.isijaute* i
aibe {1, 2, 3, 4} ir mato jos elementy sumos galimybes.

Dabar, kai psichologiskai zilirint, jis apsiprato su ta aibe, tai mégindamas skirstyti
ja 1 tris dalis su vienoda suma jis sakys: jeigu tai imanoma, maziausias tos aibés skai¢ius
1 negali likti vienas, nes jis jau ir taip pats maziausias. Taigi su 1 reikia imti ir dar ka
nors.

Taciau, jeigu su 1 imsime 2, tai ju suma bus jau 3, o kitos dvi likusios
vienaelementés aibés bus (3) ir (4), jas buisime priversti imti po viena i kiekvieng ir visos
sumos nebus lygios.

Panasiai, bus ir jeigu 1 imsime su 3.

Na, o jeigu 1 imsime su 4, tai visy skirstinio aibiy sumos bus skirtingos.

Dabar dar geriau jau isijautg i tai, kas ¢ia vyksta, galétume jau iSsiversti ir vienu
sakiniu: Kadangi aibés {1,2,3,4} elementy suma yra 1 + 2 + 3 + 4 = 10, tai jos negalima
suskirstyti 5 tris dalis su vienoda suma jau vien dél to, kad tada 10 turéty dalytis be
liekanos i8 3, o taip niekaip néra.
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Jeigu toliau imtume aibg {1, 2, 3, 4, 5} , tai ji naturaliai susiskirsto i tris dalis su
vienoda suma —{(1, 4), (2, 3), (5)}.

Neéra vargo ir su sekancia aibe {1, 2, 3, 4, 5, 6}, nes jos skirstinys i tris dalis su
vienoda suma yra toks {(1,6), (2, 5), (3, 4)}.

Sekanti aibé {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, vél kaip ir aibé {1, 2, 3, 4}, niekaip nesileidzia
suskirstoma 1 tris dalis su nesikertan¢ia suma. Tik jau dabar rankom perrinkti visus
atvejus, kaip ka tik daréme, biity daug sunkiau, nes, nors prisid¢jo tik trys skaiciai 5, 6 ir
7, bet skaidymo btidy zenkliai padaugéejo.

Besiaiskinant, ar galima suskirstyti, ar ne, mus gelbsti tas baigiamasis
pastebéjimas, kaip ir su aibe {1, 2, 3, 4}, o biitent, tada sakéme, kad tos keturelementés
aibés skaitmeny suma 1 + 2 + 3 + 4 yra 10, ir todél, kad 10 nesidalija be liekanos is 3, tos
aibés negalima suskirstyti { tris dalis su vienoda jos skai¢iy suma. Dabar prie tos aibés
prisid¢jo skaiciai 5, 6 ir 7, tai ta ,,globali* suma padidé¢jo skai¢iumi 5 + 6 + 7 = 18 ir dabar
jijau yra 10 + 18 = 28 ir v¢l nesidalija i§ 3, todél ir aibés {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}suskirstyti |
tris dalis su vienoda suma negalima.

Bet dabar psichologiskai zitirint labai malonu, nes atsivéré ,,vienas kelias {
begalybg®, nes jei prie aibeés {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} prijungtume dar sekancius tris skaiCius,
arba skaicius 8, 9, 10, tai vel viskas pasikartoty, nes ty prisidéjusiy skaiciy 8, 9 ir 10 suma
8 + 9 +10 yra 27, vadinasi, dalijasi i$ triju, todél visy skai¢iy nuo 1 iki 10 suma yra 28 +
27 arba 55, ir vél 1§ 3 nesidalija, todél ir jos negalima suskirstyti { 3 dalis su vienoda
suma.

Ir taip liks ,,per amzius®, nes kad ir kokius sekancius skaicius n+1, n+2 ir n+3 prie
1 tris dalis su vienoda elementy suma nepadalijamos aibés {1,2,3,..., n}, nes tos aibés
visy elementy suma paprasciausiai nesidalija i§ 3, beprijungtume, naujai ,,atéjusiy®
skai¢iy suma yra (nt+1)+(n+2)+(n+3) = 3nt+6 = 3(n + 2), taigi dali i§ 3, ir todél
prapléstosios aibés visy elementy suma véel bus nedali 1§ 3, taigi ir visa padidéjusi aibé vél
yra nepadalijama i 3 poaibius su vienoda jose esanciy skai¢iy suma.

Taigi, iSsiaiSkinome, kad jokia i§ aibiy

{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3,..,10}, {1, 2, 3, ..., 13},...,
{1, 2, 3,..., 3n+1} nepadalijama { tris poaibius su vienoda juose esanc¢iy skaiciy suma.

O kitos kaip?

Prisiminkime, kad sakéme, jog, pavyzdziui, aibés {1, 2, 3, 4, 5} ir
{1, 2,3,4,5, 6} padalijamos { tris dalis su vienoda jose esanciy skaiciy suma:

{1,2,3,4,5} ={1,4} + {2, 3} + {5}
{1,2,3,4,5,6}={1,6}+ {2,5} + {3, 4},
kur ,,+* Zenklu dabar pazyméjome poaibiy jungini.

Dabar prie bet kurios i§ ju galime prijungti sekancius tris skaicius, iSlaikydami
visy poaibio elementy sumy lygybe.

Pirmuoju atveju reikia prijungti skaiCius 6, 7 ir 8 — tai visai paprasta: i§ poaibio
{1, 4} ,,isimsime* 1 ir { ji ,,paskirsime® 8, | antra poaibi {2, 3},,paskirsime* 7, galiausiai i
poaibi, kuriame buvo vienintelis skaicius, 5 ,paskirsime® ta ka tik ,,iS§imtaji“ 1 ir dar
likusi niekur dar nepriglausta skaiciy 6.

Gausime

{1,2,3,4,5,6,7,8} ={4,8} +{2,3,7} + {1, 5, 6}

Lygiai taip padarysime su skaidiniu

{1,2,3,4,5,6}={1, 6}+{2, 5}+{3, 4},
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jungdami sekancius tris skaiCius 7, 8 ir 9 taip: i§ pirmojo poaibio paimsime 1 ir ten
yjungsime 9, 1 antraji jjungsime 8, o i treciaji jjungsime i$ pirmojo poaibio ka tik paimtaji
1 ir dar likusji niekur neimta 7 ir turésime déstinj

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}={6,9} + {2, 5,8} + {1,3,4,7}
su v¢l vienoda visy poaibiy skai¢iy suma (= 15).

Siuos 2 atvejus taip smulkiai i$nagrin¢jome dar ir dél to, kad bity visai aisku, kad
toks prijunginéjimas gali tgstis be pabaigos:

Jeigu turime aibe

{1, 2, 3, ..., n} padalinta i tris poaibius A, B ir C su vienoda poaibiy A,B ir C
skai¢iy suma ir norime prijungti sekancius tris skai¢ius n + 1, n + 2 ir n + 3, iSlaikydami
vienoda tuose trijuose poaibiuose esanciy skaiciy suma, tai darome lygiai taip. kaip ka tik
daréme: kazkuriame i§ ty poaibiy, sakykime, A yra vienetas, ji paimame ir ta poaibi A
jungiame skaiciy n + 3 (vadinasi to poaibiy skai¢iy suma padidéja(n+3)—1=n+2),1
antraji poaibi B jjungiame n + 2 ( vadinasi, v¢l skai¢iumi n + 2 padidéja ir visy poaibio B
skai€iy suma, galiausiai, i treciaji poaibi C jjungiame i§ poaibio A ka tik paimtaji 1 kartu
su paskutiniuoju dar niekur nejjungtu n+ 1, taigi ir visy poaibio C skaifiy suma
padidiname skai¢iumi (n+ 1)+ 1 =n+ 2.

Pakartokime, kad visy poaibiy skai¢iy suma padidinome vienu ir tuo paciu
skai¢iumi n + 2, tod¢l, kadangi pagal salyga visuy poaibiy sumos buvo tokios pacios ir prie
prijungéme skaicius su vienoda suma, todél ir prapléstyjy poaibiy visy skai¢iy sumos bus
irgi vienodos.

Taigi dabar jau zinome, kad visus poaibius

{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6,7,8}, {1,2.3,4,5,6,7,8,9,10. 11},..., {1, 2,3, ...,3n—1}
ir
{1,2,3,4,5,6,},{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12},...,{ 1,2, 3, ..., 3n}
galima padalinti { tris dalis su vienoda visy ty trijy daliy skaiciy suma.
O viskas prasid¢jo taip nekaltai nuo keliy skaiciy skirstiniy.

XLVI SKIRSNELIS )
DAR VIENAS UZDAVINYS SU SUMU LYGYBEMIS

Kokia nors aibg padalyti i vienoda elementy skai¢iy turin¢iy daliy taip, kad dar
kas nors tose aibése sutapty, visada buvo ir idomu, ir nelabai paprasta.

Visada, kai sutampa keli pozymiai, tai esti psichologiskai idomu.

Paimkime toki pavyzdi, kuri leiskime sau pateikti klausimo forma.

Ar galima visy sveikyjy teigiamy skaiciy nuo 1 iki 105 aibe¢ suskaidyti j 15
poaibiy, turindiy po 7 elementus su vienoda visy ty poaibiuose esan¢iy skaiciy
suma?

Vel galétume pradéti nuo mikrojudesiy, arba nuo beveik nepastebimy
palengvinimuy.

Pirmiausiai pastebékime, kad visy aibés nuo 1 iki 105 skaiiy suma yra
14+2+43+...+ 103+104+105 = ((1+105) x 105)/2 = 105 x 53 = 5565, tai jeigu ta aibg
galima padalyti { 15 poaibiy, turin¢iy po 7 elementus, tai kiekvieno tokio poaibio visy
elementy suma turi biiti baiti lygi 5565 : 15 =371.
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Pirmiausiai aibg (1, 2, 3, ..., 103, 104, 105) paméginkime truputi ,,pastumti‘ taip,
kad jos vidurinis elementas biity 0.

IS karto paklauskime, ka mes i§ to laimésime - atsakymas, mes jjungsime
simetrijos ,,jausma‘“ — mes esame savotiSkai daug labiau iprate, kad nulis yra ,,vidurio*
taskas.

Tada miisy uzdavinys virsty tokiu:

Visuy sveikyjy skai¢iy nuo (=52, 51, -50,..., 0, ,,... 50, 51, 52) suskirstykime i
15 poaibiy po septynis elementus kiekvienas, kad kiekvieno 7-elemencio poaibio
elementy suma bty lygi 0.

Tolesnis mikrojudesys — jau prieSpaskutinis - biity pirmiau surasti 15 aibiy po
3 elementus kiekviena, kad kiekvieno tokio trejeto suma buty lygi 0 ir kad visy ty
parinkty 15 x 3 =45 skaiciy aibé biity irgi simetriSka nulio atzvilgiu —t. y., jeigu i ta aibe,
pavyzdziui, ieina skaicius 10, tai i ja ieity ir skaicius —10.

Tai padaryti nesunku — tokias 15 poaibiu po 3 elementus su nuline suma
kiekvienas galima tiesiog iSvardyti:

(-1,0,1), (4, 5,-6),(-4,-5,6),(7,8,-9), (-7,-8,9), (10, 11, -12), (-10,-11, 12),
(13, 14, -15), (-13, -14, 15), (16, 17, -18),(-16,-17, 18), (19, 20, -21), (-19, =20, 21),
(22, 23, -24) ir (22, -23, 24).

Si 45 lementy aibé tikrai yra simetriska nulio atzvilgiu. Todél uZ jos riby like
105 — 45 = 60 elementy gali buti suskirstyti 1 30 vienas kitam prieSingu skaiciu (a, —a)
poruy.

Todél dabar turédami 15 3-elemenciy aibiy su nuline suma kiekviena, mes galime
prijungti po 2 prieSingy elementy poras ir turésime jau visa sveikyjy skai¢iy nuo —52 iki
+52 aibg iSskaideg 1 15 7-elemenciy aibiy su 0 lygia visy skaiciy suma kiekvienoje aibéje.

Dabar ja pakanka ,,pastumti‘‘ atgal per 53 kiekviena skaiciy, tada elementy suma ,
zinoma, liks tokia pati ir bus lygi 53 x 7 =371, apie ka jau kalb¢jome.

XLVII SKIRSNELIS
NUO DIDINGO IKI PAPRASTO — VIENAS ZINGSNIS

Zinome, kad klasikai yra sake, kad nuo tragigko iki juokingo atstumas kartais yra
vienas zingsnis. Kiekvienas rimtas pasakymas turi daugybe interpretaciju - viena i$ tokiy
tokia galimy interpretacijy yra miisy skirsnelio antraste.

Ka mes tuo norétume pasakyti? Ogi tai, kad mazumelg padiding salygos skaicius,
gautume jau Pasaulinés moksleiviy matematikos olimpiados uzdavini. IS salygos
skaitytojas nesunkiai nujaus, kelinty mety pasaulingje Olimpiadoje tas uzdavinys buvo
gvildenamas.

Ar galima visus sveikuosius skaicius nuo 1 iki 1989 suskirstyti j 117 aibiuy po
17 skaiciy kiekvienoje, kad visy kiekvienos tokios aibés skai¢iy suma biity vienoda?e

Sprendimas visiskai atkartoty tai, ka mes ka tik daréme.

O jei tai biity buves 2005 mety mety olimpiados uzdavinys, tai biitume skaitg ka
nors panasaus | klausima"

Ar galima visus sveikuosius skai¢ius nuo 1 iki 2005 suskaidyti arba i 5 poaibius
po 401 skaiciy kiekviename su vienoda kiekvieno poaibio skai¢iy suma, arba i 401 poaibi
po 5 skaicius ir su vienoda suma kiekviename?

Manytume, kad skaitytojui savaime aisSkus yra toks teisingas jutimas, kad visus
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sveikuosius skai¢ius nuo 1 iki n visada galima suskirstyti { k nesikertan¢iy poaibiy nuo
vienoda suma kiekviename i$ tokiy poaibiy, jei tik k dalijasi i$ n.

Toks jutimas bty teisingas ir tada visi miisy nagrinétieji uzdaviniai buty atskiri
tokio teiginio (jeigu tik pajégtume ji irodyti!) atvejai.

Gal dabar suzaiskime domino?

Jungtinése Amerikos Valstijose pries kokius 10 mety buvo leidziamas matema-
tikos ir informatikos talentams vystyti skirtas leidinys etimologiskai lotyniSku pavadi-
nimu ,,Consortium®.

Tame leidinyje radome ir labai idomy uzdavini su domino kauliukais, apie kuri ir
norétume dabar pakalbéti.

Tikime, kad misy skaitytojas zino, kas tie domino kauliukai, kiek ju yra, bet
apsidarusdami, jeigu pasitaikyty kas nors nezinantis, priminkime, kad atskiras domino
kauliukas yra 1 x 2 matmeny staciakampis, kurio kiekviename langelyje yra jrasyti skai-
¢iai nuo nuo 0 iki 6 — gali buti ir taip, kad tie abu skaiciai yra vienodi. Tie skai¢iai nuo 0
iki 6 yra jraSomi visais galimais budais.

Taigi kadangi i abu domino kauliuky langelius visais galimais biidais yra
iraSomos visos imanomos ( nebitinai skirtingos) skaic¢iy 0, 1, 21, 3, 4, 5, 6 poros, tai i§
viso yra 28 domino kauliukai:

(0;0), (0;1), (052), (0;3), (0;4), (0;5), (0;6), (1;1), (1;2), (1;3), (154), (1;5), (1;6), (2;2),
(2;3). (25 4), (2;5). (2;6), (3:3), (3.4), (3:5), (356), (4:4), (4:5), (4;6), (5;5), (5:6), (66).

Pastebé¢kime, kad kiekvienas skaicius domino kauliukuose pasitaiko 8 kartus 7
kauliukuose: SeSiuose — po karta su kiekvienu kitui skaitmeniu, o septintame kauliuke - su
savimi.

Kadangi kauliuky yra, kaip jau iSvardijome — 28, o kiekvienas yra sudurtas i§ 2
vienetiniy kvadratéliy, tai pilnam domino kauliuky komplektui pagaminti reikia
28 x 2 =56 vienetiniy kvadratéliy ir tod¢l jais galima istisai nukloti be perdengimy ir
tarpy nukloti visa 7 x 8 matmeny staciakampi.

Psichologiniam pagyvinimui paméginkime $i amerikietiSka uzdavini ,,iSversti* i
Mykoliuko sapny ir koSmary kalba.

Karta Mykoliukas sapne pamaté i§ visyu domino kauliuky sudéta 7 x 8 matmeny
staciakampi. Uragano banga uZliejo ta staciakampyj ir viska aplink.

Atsipeikéjes Mykoliukas nustebo i§vydes, kad uraganas sta¢iakampio nesugrioveé,
tik i§plové kauliuky ribas.

Burtininkas Smekioné pasaké Mykoliukui, kad jo ko§maras baigsis jam atstadius
kauliuky ribas. Jis pasakeé:

— I8 Sio koSmaro tu i$sivaduiosi tik tada, kai atkursi visy domino kauliuky ribas —
taip Mykoliuka gasdino burtininkas.

Nusiminé Mykoliukas, dar karta { ta 7 x 8 lentelg pasiziuréjo, o ten tik tokie
skaiCiai tesimate:

5 5 5 2 1 3 3 4
6 4 4 2 1 1 5 2
6 3 3 2 | 6 0 3
3 0 5 5 0 0 0 6
3 2 1 6 0 0 4 2
0 3 6 4 6 2 5 5
2 1 1 4 4 4 1 5
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Kaip mums padéti Mykoliukui per kokia valanda atstatyti iSdilusias domino
kauliuky ribas ir iSlaisvinti | visy jam gresian¢iy nemalonumy?

XLVIII SKIRSNELIS
AGNIO ANDZANSO ,,CONSORTIUMO* UZDAVINYS

Radome ir skaitytojui su malonumu pateikiame toki izymiojo latviy profesoriaus,
sprendéjo ir kompozitoriaus Agnio Andzanso uzdavini. Beje, profesorius mielai atvyksta
1 Lietuva ir ne tik | mokslines konferencijas, bet ir dirbti su miisy gabuliais. Jo,
pavyzdziui, su malonumu ne karta klausési ir miisy gabiy vaiky Akademijos klausytojai.

Stai tas grazus i§ dviejy daliy susidedantis uzdavinys.

Pirmoje lentelés 2 x 9 lentelés eilutéje suraSome visus skai¢ius nuo 1 iki 9, antroje
suraSome tuos pacius tik 1SmaiSytus skaicius, pavading juos a(1), a(2), a(3), a(4), a(5),
a(6), a(7), a(8) ir a(9), o zemiau surasome ty skaiciy skirtumus, atimdami i§ didesnio
skai¢iaus mazesni. Klausimas yra toks, ar mes galétume juos suraSyti taip, kad paeiliui
atimdami i§ didesniy skaitmenuy mazesnius, trecioje eilutéje galétume kada gauti visus
skaiCius 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8?

1 2 3 4 5 6 7 8 9
a(l) a(2) a(3) a(4) a(5) a(6) a(7) a(8) a(9)
Padésime skaitytojui pateikdami pavyzdi, kad su skaiciais nuo 1 iki 9 taip padaryti
galima.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 7 4 6 5 9 3 2 1
7 5 1 2 0 3 4 6 8

O dabar paklausime skaitytoja, ar galima padaryti tokia pacia lentelg imant vienu
skai¢iumi daugiau, t.y. jau nebe nuo 1 iki 9, bet nuo 1 iki 10?

Dabar mes klausiame, ar galima pirmoje eilutéje suraSyti visus skaicius
1, 2,3,4.5,6,7,8,9, 10, o antrojoje po jais suraSyti tuos pacius, tik permaisSytus
skaiCius a(1), a(2), a(3), a(4), a(5), a(6), a(7), a(8), a(9) ir a(10), kad nuosekliai atimdami
1§ didesnio skaiCiaus mazesni gautume visus galimus sveikuosius skai¢ius nuo 0 iki 8?

Psichologiskai mes Zinome, kad nezymiai pasikeitus salygai, sprendimas paprastai
i8lieka panaSus, taciau esti ir taip, kad nezymus salygos pakeitimas keicia pati atsakyma.

Sakysime, visai aiSku, kad visy sveikyjy skai¢iy nuo 1 iki 9 suma
1+2+3+4+5+6+7+8+ 9 =45 yra nelyginé. ,,Nezymiai“ pakeitus salyga, arba
pridéjus dar viena démenij 10, toji suma 1 +2 +3+4+5+6 +7 + 8 + 9 + 10 islicka
nelyginé — kitaip ir biiti negali, nes prisidéjes démuo 10 nekei¢ia buvusios sumos nuo 1
iki 9, lygios 45, dabar jau lygios 55, lyginumo.

Taciau tolesnis ,,nezymus* salygos pakeitimas, arba naujo démens 11 prijungimas
jau kei¢iasumos (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10) +11=55+11 =66 lyginuma.

Siuo paprastu¢iu pavyzdziu noréjome tik atkreipti skaitytojo démesi, kad su
nezymiais salygos pakeitimais reikia elgtis labai atidziai ir kad jeigu jums nepavykty
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pateikti panaSaus pavyzdzio su skaiciais nuo 1 iki 10, kaip kad mes jums pateikéme su
skaiciais nuo 1 iki 9, t.y., jeigu jius imsite manyti, kad to su skaiciais nuo 1 iki 10 to
padaryti negalima, tai ta reikia pagristi.

Psichologiskai mus daznai stebina tokie dalykai, kad aplinkybés panaSios, o
rezultatai labai skirtingi.

XLIX SKIRSNELIS
DAR VIENAS RUMUNISKAS GRAZUS PAPRASTAS,
BET VIS TIEK VISIEMS JVEIKIAMAS UZDAVINYS

Psichologiskai (ir zmogiSkai) zitirint néra nieko blogesnio uz tai, kaip isivaizduoti,
kad jeigu a$ per 5 minutes pasiiilyto uzdavinio nei$sprendziau, tai as ji vargu ar apskritai
18spresiu.

Tiesa yra tai, kad zmoniy mastymo gylis yra nevienodas, bet juk tai nickam
netrukdo. Sakysime, visi supranta, kad ne kiekvienas yra JasikeviCius, tac¢iau niekas
nesiginCys, kad visada galima pasimokyti geriau métyti baudas ar efektyviau bégioti po
aikste.

Ne kiekvienam lemta tapti krepSinio Saboniu, bet kiekvienas gali pagilinti savo
mastymo gyli. Tam ir skirta musy knygelé.

Tik reikia nesibijoti, pirmiausiai, jeigu kas, 3 kartus perskaityti uzdavinio salyga,
po to prireikus paklausti saves, ar a$ supratau, ko mangs klausia uzdavinys ir ar a$ turiu
kokiy nors idéju, ka man reikéty daryti.

Po to imti ka nors daryti, o jeigu nieko neiSeina, tai pasitraukti ir po kurio laiko
vél grizti su naujomis jégomis ir jau nebegaiStant laiko susipazinimui su uzdaviniu, o tai
kainuoja nemenky psichologiniy ir zmogisSku pastanguy.

Tai proto valios ir asmenybés ugdymas, kurio mums gyvenime taip reikia, kad
neretai net pritriiksta ir kurj irgi vysto tikslieji mokslai.

Tik niekada nereikéty leisti sau manyti, kad tai man per sunku, a$ to negaliu, nes
tai tik papildomos niekam nereikalingos kliiitys, kurias a§ daznai be reikalo sau sukuriu.

Zinia, gali nutikti, kad a$ pataikiau ant pasaulinio sunkumo uzdavinio, bet net ir
tai labai naudinga, nes plec¢ia akirati, ugdo valia ir supratima, kad ne viskas per diena
padarome — senoveés zmongs tai buvo labai taikliai iSreiSke¢ Zodziais, kad ,,Roma ne per
vieng naktj 1Sdygo®.

Po tokiy pasamprotavimy labai praversty grazus nebanalus, bet iveikiamas
uzdavinys. Juo ir bus antrastéje pazadétas rumuniskas uzdavinys, kurio salyga labiau
negu aiski, o sprendimas gana jdomus, nes nesunkus ir keliapakopis.

Keliais biidais galima iSskirstyti visy sveikyjuy skaiiy aibe nuo 1 iki 10 j 2
nesikertancias dalis taip, kad visy vienos dalies skai¢iy suma biuty lygi visy Kitos
dalies skaic¢iy sandaugai?

Duokime toms aibéms pavadinimus — ta aibg, kurios elementus sumuojame,
pavadinkime aibe B, o ta, kurios elementus dauginame, pavadinkime aibe C.

Pastebékime, kad aibés B elementy suma yra ne didesné negu
1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10 =155, t. y., kad aibé C turi ne maziau negu 4
elementus, nes kitaip aibés C elementy sandauga biity maZziausiai 1 x 2 x 3 x4 x 5 =120.

Todél mums tenka iSnagrinéti tokias galimybes:
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(A) Aibé C susideda i$ vienintelio elemento. to negali biti, nes tada aibés C
elementy sandauga yra daugiausiai 9 o aibés B elementy suma yra maziausiai 55 —9 = 46.

(AA) Aibe C sudaro 2 elementai X ir y. Tarkime, kad x <y. Tada gauname x x y =
55 — x — y kuri gali biiti perrasyta kaip (X +1)(y+1) = 56. Kadangi x +1 <y + 1 < 11,
vienintel¢ galimybé¢ yra, kad X + 1 =7 ir y + 1 = 8, duodantis aib¢ C ={6, 7} ir aibg
B={1,2,3,4,5,8,9, 10}.

(AAA) Tarkime, kad C susideda i§ 3 elementy X, Y ir z, tokiy, kad x <y < z. Tada
duotoji salyga reiSkia Xyz=55-X -y —z.

Kai x = 1, naudodamiesi panaSiais samprotavimais, gauname, kad y = 4 ir kad
z=10,todel C={1,4,10} irB={2,3,5,6,7,8,9}.

Kai x = 2, turime 2yz + y + z = 53 arba pertvarkius (2y + 1)(2z + 1) = 107, o 107
yra pirminis skaic¢ius. Todél Siuo atveju jokiy sprendiniy negauname.

Jeigu X >3, tai tada aiSku, kad xyz >3 x 4x 5 = 60 > 55 — X — y — z. Taigi, Siuo
atveju jokiy sprendiniy nesama.

(AAAA) Aibé C susideda i$ 4 elementy X <y < z <t. Mes esame priversti imti X =
1, kitaip Xyzt >2 x 3 x 4 x 5=120> 55. Mes turime yzt =54 -y —z -t ir2<y<z<t.
Atvejis, kai y >3 duoda prieStarg kaip ir (aaa) atveju. Vadinasi, y =2 ir 2zt +z +t =52
arba (2z+1)(2t+1) = 105. Tod¢l 2z+1 = 7 ir 2t+1 = 15, o tai reiskia, kad z =3 ir t = 7,
duodantys sprendinius C = {1,2,3,7} irB={4,5,6, 8,9, 10}.

L SKIRSNELIS
ALBANU SENELIO PROBLEMA

Si pavadinima paéméme i§ albany jdomesniy uzdaviniy rinkiniy, todél
nenuostabu, kad taip pavadinome ir §j skirsnelj.

Pas mus Seimos retesnés, iSskydo per paskutini gera pusSimti mety, o ne taip toli
nuo musy, nes vis dar Europoje reikalai dar, matyt klostosi kitaip — nepamirskime, kad
Albanija — tai ta pati Europa, bet geografiSkai ir demografiSkai nesiblaskykime ir
imkimes to zavaus uzdavinio.

Vienoje kaimo mokyklos klaséje mokosi 20 mokiniy. Klasé¢ pasizymi nuostabia
vienybe ir draugiskumu — bet nieko nestebina, nes visi zino tai dar, kad ir kokius 2 klasés
vaikus bepaimtuméme, jie turi bendra seneli.

Esame prasSomi jrodyti, jog tokiomis salygomis atsiras senelis, turintis toje
klaséje maziausiai 14 aniiky.

Tokia kvapa gniauzianti pradzia, nors rék nakcia ar paslapcia. Bet nuo kazko
reikia pradéti, juk kiekvienoje istorijoje esti pirmieji lapai.

Pirmiausiai paklauskime saves, ar taip gali biiti? Aisku, kad galéjo biti taip, kad
kazkuris senelis tur¢jo 20 vaiky, o Sie savo ruoZztu turéjo kiekvienas po savo vaika ir leido
ji mokytis i ta klasg.

Tai ka ¢ia dar reikéty jrodinéti?

Irodinéti reikétai tai, kad taip bus ir visais kitais atvejais, ne tik tada, tai yra 20-
vaikaitis senelis.

Vél pagalvokime, kaip galétume parysSkinti uzdavinio sprendima, padaryti taip,
kad mes geriau isivaizduotume, kas vyksta, kad mums bty aiskiau.
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Vaizdumo délei galime isivaizduoti, kad rugsé¢jo 1 diena mes papraSome
kiekviena mokinj atvykti 1 mokykla su abieju seneliu nuotraukomis ir prie$ pirma pamoka
jie visi atsistoja laikydami iSkélg abiejy seneliy nuotraukas. Taip ir regime 20
besiSypsanciy vaiky, savo seneliy nuotraukas belaikanciy.

Jeigu jie visi laiko po viena to paties zmogaus nuotrauka, tai turime miisy jau
aptarta atveji, kai atsiranda vienas bendras senelis visiems tos klasés vaikams. Tad visi
kity vaiky antrieji seneliai gali biiti visi skirtingi ir tada 20 vaiky turéty 21 skirtinga
senelj.

Jeigu taip néra, kad visi vaikai turéty bendra senelj, tai tada, zitirédami i tuos 20
stovinc¢iy vaiky, laikanciy po dvi abiejy savo seneliy nuotraukas, suskaiciuokite, kiek tose
40 nuotrauky yra skirtingy Zmoniy? Vaikai turi 40 nuotrauky, gal jau leiskime nuleisti
jiems rankas, surinkime i$ ju nuotraukas ir iSdéliokime pagal skirtingus asmenis. Gal nors
kas deSimtoje nuotraukoj rasime skirtingus senelius.

Visai rimtai paklauskime, ar yra tose nuotraukose 4 skirtingi asmenys, ar néra?
Mat jei 4 skirtingy asmeny nuotraukose nerandame, tai per 40 nuotrauky kartojasi
daugiausiai 3 seneliai, vadinasi atsiras senelis, randamas bent 14 nuotrauky. (Kitaip per 3
senelius susirinkty daugiausiai 3 x 13 = 39 nuotraukos.)

Lieka atvejis, kai 40 nuotrauky surandame bent 4 asmenis. Tada atsiras 3
vaikaiCiai, kurie laiké iskélg 4 skirtingy seneliy nuotraukas. Tikrai bet kuris vienas jau
laiké 2 skirtingy seneliy A ir B fotografijas, dar suraskite kita, laikantj senelio C
fotografija ir dar trecia, laikanti senelio D fotografija.

Pastebékime, kad antrasis laikyti abiejuy seneliy C ir D fotografijas negali, nes tada
pirmas ir antras jau nebeturéty bendro senelio.

Tode¢l raktiné, arba svarbiausioji situacija yra tokia:

Pirmasis aniikas Antrasis aniikas Treciasis aniikas
turi senelius A ir B turi senelj C turi senelj D

Pasizitirekime, ka dabar laiko antrasis antikas antrojoje rankoje — jis gi turi turéti
bendra senelj su pirmuoju — todél atsakymas ziiirint tuo pozitiriu yra toks — antrasis
privalo laikyti viena i$ 2 nuotrauky — arba seneli A, arba B. Jeigu jis laiko A, tai tada
padétis tokia:

Pirmasis aniikas Antrasis anukas Treciasis anikas
Seneliai A ir B Seneliai A ir C Senelis D

Kokia tada antraja nuotrauka gali laikyti treCiasis aniikas, jei jis turi turéti bendra
senelj ir su pirmuoju ir su antruoju aniiku, o jis jau laiko senelio D nuotrauka? Jeigu jis
antraja nuotrauka nelaiko senelio A nuotraukos, tai dél bendro senelio su pirmuoju aniiku
jis tada tegali laikyti senelio B nuotrauka, o dél bendro senelio su antruoju aniiku, jis
tegaléty laikyti senelio C nuotrauka.

Tai jau loginé katastrofa, nes treciasis aniikas tada turéty laikyti jau 3 skirtingy
seneliy A, B ir C nuotraukas, o tiek ju Jam neskirta.

Vadinasi, ir treCiasis vaikaitis laiko senelio A nuotrauka. PanaSiai bty nutike, jeigu
antrasis aniuikas buty laikes ne A, o B nuotrauka, tada ir treciasis anukas bty laikes
senelio B nuotrauka.
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Nemazindami bendrumo ir apsiribodami atveju, kai antrasis ir treciasis antikai
laiko nuotrauka A, turime tokia padéti:

Pirmasis aniikas | Antrasis aniikas | Treciasis aniikas | Bet kuris kitas aniikas
Seneliai A ir B Seneliai A ir C Seneliai A ir D Kokie jo seneliai?

Tai kokias gi nuotraukas gali laikyti bet kuris kitas aniikas? Jeigu jis nelaiko
senelio A nuotraukos, tada dél bendro senelio su pirmuoju aniiku jis privalo kelti senelio
B nuotrauka, toliau dél bendro senelio su antruoju, jis turi buti kélgs ir senelio C
nuotrauka, o dél bendro senelio su treCiuoju jis turéty buti keélgs dar ir senelio D
nuotrauka. Taigi, vél butu antkas, kélgs 3 skirtingu seneliy nuotraukas, o tai per daug.
Vadinasi, bet kuris kitas ketvirtas aniikas, taigi visi likusieji, neiSvengiamai turi buti kéle
to paties senelio A. nuotrauka.

Galime pasakyti netgi truputélj daugiau negu kad misy klaus¢.Gavome Stai ka:
jeigu visi 20 antky kartu laiko tik 3 skirtingy seneliy nuotraukas, vadinasi, 40 nuotrauky
randame tik 3 skirtingus asmenis, ir tada kuris nors i§ jy yra aptinkamas maziausiai 14
nuotraukuy, arba turi toje klas¢je bent 14 antiky.

Jeigu tarp ty 40 nuotrauky atrandame bent 4 skirtingus senelius, tai tada atsiras
vienas senelis visiems tiems dvideSim¢iai anukuy..
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