
II S K Y R I U S

ŽIEDU
‘

IR KŪNU
‘

TEORIJOS ELEMENTAI

10. Idealai

10.1. Apibrėžimas. Komutatyviojo žiedo A idealu vadinamas to žiedo adicinis
pogrupis I, kai I ·A ⊂ I.

10.2. Teorema (žiedo idealo požymis). Žiedo A netuščias poaibis I yra to žiedo
idealas tada ir tik tada, kai:

1) jei α, β ∈ I, tai α− β ∈ I;
2) jei α ∈ I, a ∈ A, tai aα ∈ I.

I
‘
rodymas. Būtinumas. 1) Tarkime, α, β ∈ I. Tuomet α−β ∈ I, nes I – adicinis žiedo

A pogrupis.

2) Sa
‘
lygos būtinumas ǐsplaukia ǐs idealo apibrėžimo. 4

Pakankamumas. Iš 1) sa
‘
lygos ǐsplaukia, kad poaibis R yra adicinis žiedo A pogrupis.

2) sa
‘
lyga reǐskia, kad I ·A ⊂ I. 4

10.3. Pavyzdžiai. 1) Žiedas A yra savo paties idealas, nes A yra adicinė grupė ir
A ·A ⊂ A. Šis žiedas vadinamas vienetiniu idealu.

2) Aibė, sudaryta ǐs žiedo A nulinio elemento I = {0}, yra to žiedo idealas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

0− 0 = 0 ∈ I ir a · 0 = 0 ∈ I. Šis idealas vadinamas nuliniu idealu.

3) Fiksave
‘
žiedo A elementus α1, α2, . . . , αn, sudarykime aibe

‘

I = (α1, α2, . . . , αn) =
{ n∑

i=1

aiαi

∣∣ai ∈ A, i = 1, n
}
.

I
‘
rodysime, kad šis žiedo A poaibis yra idealas.

Tarkime,

α =
n∑

i=1

aiαi, β =
n∑

i=1

biαi ∈ I. =⇒

α+ β =
n∑

i=1

(ai + bi)αi ∈ I.
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Tarkime a ∈ A, α =
n∑

i=1

aiαi ∈ I. =⇒

aα = a
n∑

i=1

aiαi =
n∑

i=1

(aai)αi ∈ I.

Šis idealas yra vadinamas elementu
‘
α1, α2, . . . , αn generuotu idealu. Kai n = 1, toks

idealas vadinamas vyriausiuoju idealu, generuotu elemento α1.

10.4. Teorema. Visi sveiku
‘
ju
‘

skaičiu
‘

žiedo Z idealai yra vyriausieji.

I
‘
rodymas. Tarkime, I yra žiedo Z idealas. Galime laikyti I nenuliniu idealu, kitaip

būtu
‘
I = (0). Idealui I priklauso bent vienas nenulinis skaičius a. Jei a – neigiamas, tai

jau priešingas skaičius −a – teigiamas, taip pat priklausantis I. Iš visu
‘
natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
,

priklausančiu
‘
idealui I, pasirenkame mažiausia

‘
ji
‘
skaičiu

‘
n ir i

‘
rodysime, kad jis ir generuoja

pati
‘
ideala

‘
: I = (n).

Tarkime, a ∈ I. Padaline
‘
a ǐs n su liekana – a = qn + r, 0 ≤ r < n, i

‘
rodysime,

kad r = 0. Tarkime priešingai, r 6= 0. Turime lygybe
‘
r = a − qn. Vadinasi r ∈ I,

kadangi a, n ∈ I,. Gauname prieštara
‘
skaičiaus n, kaip mažiausiojo natūraliojo skaičiaus,

priklausančio idealui I, pasirinkimui. Vadinasi, r = 0. Todėl a ∈ (n) ir I ⊂ (n).

Tarkime, a ∈ (n). Vadinasi, a = nk, k ∈ Z. Iš idealo I apibrėžimo gauname a ∈ I.
Taigi (n) ⊂ I ir galutinai gauname lygybe

‘
I = (n). 4

Išskirsime idealo funkcija
‘
faktorizuojant.

Tarkime, I yra žiedo A idealas. Apibrėžiame žiede A ekvivalentumo ryši
‘
: sakome,

kad elementas a ekvivalentus elementui b ir rašome a ∼ b, kai a− b ∈ I. Patikrinsime, ar
šis sa

‘
ryšis yra ekvivalentumo sa

‘
ryšis.

1. a ∼ a, nes a− a = 0 ∈ I.
2. Tarkime, a ∼ b. Tuomet a− b ∈ I ir jam priešingas elementas −(a− b) = b−a ∈ I.

Todėl b ∼ a.

3. Tarkime a ∼ b, b ∼ c. Vadinasi a − b, b − c ∈ I. Todėl ir šiu
‘

elementu
‘

suma
(a− b) + (b− c) = a− b+ b− c = a− c ∈ I. Taigi a ∼ c. 4

I
‘
sitikine

‘
, kad šis sa

‘
ryšis yra ekvivalentumo sa

‘
ryšis, pažymėkime a klase

‘
, sudaryta

‘
ǐs

visu
‘
žiedo A elementu

‘
, ekvivalenčiu

‘
a:

a =
{
b ∈ A | b ∼ a

}
.

I
‘
rodysime, kad a sutampa su sluoksniu a+ I.

Tarkime, b ∈ a. Vadinasi, b ∼ a. Iš ekvivalentumo apibrėžimo turime b− a ∈ I, todėl
b ∈ a+ I. Gauname, kad a yra poaibis a+ I: a ⊂ a+ I.

Tarkime, b ∈ a+ I. Iš čia b− a ∈ I ir b ∼ a. Todėl b ∈ a ir a+ I ⊂ a. 4
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Faktoraibėje A
/
I apibrėžiame sudėties ir daugybos operacijas –

(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I

(a+ I) · (b+ I) = ab+ I.

Kadangi šios operacijos tarp sluoksniu
‘
yra apibrėžtos per atstovus, būtina i

‘
rodyti ju

‘

apibrėžimo korektǐskuma
‘
.

Tarkime a′ + I = a+ I, b′ + I = b+ I ir

(a′ + I) + (b′ + I) = a′ + b′ + I,

(a′ + I) · (b′ + I) = a′b′ + I.

Turime i
‘
rodyti, kad a′ + b′ + I = a + b + I ir a′b′ + I = ab + I. Tam pakanka parodyti,

kad atitinkamu
‘
sluoksniu

‘
sankirtos yra netuščios:

(a′ + b′ + I) ∩ (a+ b+ I) 6= ∅ ir

(a′b′ + I) ∩ (ab+ I) 6= ∅.

Elementas a+ b priklauso savo sluoksniui a+ b+ I, o a′ + b′ ∈ a′ + b′ + I.
Parodysime, kad sluoksniui a+ b+ I priklauso elementas a′ + b′. Iš tikru

‘
ju

‘
,

(a′ + b′)− (a+ b) = (a′ − a) + (b′ − b) ∈ I.

Vadinasi, a′ + b′ ∈ a+ b+ I ir

(a′ + b′ + I) ∩ (a+ b+ I) 6= ∅.

Kadangi šie sluoksniai kertasi netuščiai, jie sutampa.
Analogǐskai parodome, kad sluoksniu

‘
a′b′ + I ir ab + I sankirtai priklauso elementas

a′b′:
a′b′ − ab = a′b′ − a′b+ a′b− ab = a′(b′ − b) + (a′ − a)b ∈ I.

Todėl ir šie sluoksniai sutampa. Vadinasi, abi algebrinės operacijos yra apibrėžtos ko-
rektǐskai. Šiu

‘
operaciju

‘
atžvilgiu faktoraibė A

/
I sudaro žieda

‘
:

1) sudėtis asociatyvi:(
(a+ I) + (b+ I)

)
+ (c+ I) = (a+ b+ I) + c+ I =

= a+ b+ c+ I = a+ I + (b+ c+ I) = (a+ I) +
(
(b+ I) + (c+ I)

)
;

2) egzistuoja nulinis elementas – sluoksnis 0 + I = I:

(a+ I) + (0 + I) = (a+ 0) + I = a+ I;
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3) sluoksniui a+ I egzistuoja priešingas sluoksnis −(a+ I) = −a+ I:

(a+ I) + (−a+ I) = a− a+ I = 0 + I = I;

4) sudėtis komutatyvi:

(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I = b+ a+ I = (b+ I) + (a+ I);

5) sandauga asociatyvi:(
(a+ I) · (b+ I)

)
· (c+ I) = (ab+ I) · (c+ I) = abc+ I =

(a+ I)(bc+ I) + (a+ I)
(
(b+ I) · (c+ I)

)
;

6) sudėti
‘
ir daugyba

‘
jungia distributyvumo dėsnis:(

(a+ I) + (b+ I)
)
· (c+ I) = (a+ b+ I)(c+ I) = (a+ b)c+ I =

= ac+ bc+ I = (ac+ I) + (bc+ I) = (a+ I)(c+ I) + (b+ I)(c+ I). 4

11. Žiedu
‘
homomorfizmai

11.1. Apibrėžimas. Žiedo homomorfizmu žiede A′ vadiname atvaizdi
‘
ϕ : A → A′,

stabilu
‘

žiedo A operaciju
‘

aťzvilgiu, t. y.
1) ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) ∀a, b ∈ A;
2) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∀a, b ∈ A.

11.2. Pavyzdžiai. 1. Polinomu
‘
žiedo A[t] atvaizdis ϕ žiede A, apibrėžtas lygybe

ϕ
(
f(t)

)
= f(0),

yra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕ
(
f(t) + g(t)

)
= f(0) + g(0) = ϕ

(
f(t)

)
+ ϕ

(
g(t)

)
,

ϕ
(
f(t) · g(t)

)
= f(0) · g(0) = ϕ

(
f(t)

)
· ϕ
(
g(t)

)
,

2. Sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo Z atvaizdis ϕ lyginiu

‘
skaičiu

‘
žiede 2Z, apibrėžtas lygybe,

ϕ(a) = 2a,

nėra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
, nors

ϕ(a+ b) = 2(a+ b) = 2a+ 2b = ϕ(a) + ϕ(b),
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bet, pavyzdžiui,

ϕ(3 · 5) = ϕ(15) = 30 6= ϕ(3) · ϕ(5) = 2 · 3 · 2 · 5 = 60.

3. Polinomu
‘
žiedo R[t] atvaizdis ϕ i

‘
save, apibrėžtas lygybe

ϕ
(
f(t)

)
= f(t+ 1),

yra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕ
(
f(t) + g(t)

)
= f(t+ 1) + g(t+ 1) = ϕ

(
f(t)

)
+ ϕ

(
g(t)

)
,

ϕ
(
f(t) · g(t)

)
= f(t+ 1) · g(t+ 1) = ϕ

(
f(t)

)
· ϕ
(
g(t)

)
.

11.3. Apibrėžimas. Žiedo A homomorfizmo ϕ žiede A′ branduoliu vadinamas žiedo
A elementu

‘
poaibis

Ker ϕ =
{
a ∈ A | ϕ(a) = 0′

}
(čia 0′ –žiedo A′ nulinis elementas).

11.4. Teorema. 1. Homomorfizmo ϕ vaizdas ϕ(A) yra žiedo A′ požiedis.

2. Homomorfizmo ϕ branduolys Ker ϕ yra žiedo A idealas.

I
‘
rodymas. 1. Tarkime, ϕ(a), ϕ(b) ∈ ϕ(A). Tuomet

ϕ(a)− ϕ(b) = ϕ(a− b) ∈ ϕ(A),

ϕ(a) · ϕ(b) = ϕ(ab) ∈ ϕ(A).

Vadinasi, ϕ(A) yra žiedo A′ požiedis. 4

2. Tarkime, a, b ∈ Ker ϕ. Tuomet

ϕ(a− b) = ϕ(a)− ϕ(b) = 0′ − 0′ = 0′.

Vadinasi, a− b ∈ Ker ϕ.
Tarkime, a ∈ Ker ϕ, b ∈ A. Tuomet

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = 0′ · ϕ(b) = 0′.

Vadinasi, ab ∈ Ker ϕ ir branduolys Ker ϕ yra žiedo A idealas. 4

11.5. Teorema (pagrindinė žiedu
‘
homomorfizmu

‘
teorema). 1. Tarkime, ϕ

yra žiedo A homomorfizmas žiede A′. Tada faktoržiedis A
/
Ker ϕ yra izomorfiškas vaizdui

ϕ(A):
A
/
Ker ϕ

∼= ϕ(A).
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2. Tarkime, I yra žiedo A idealas. Tada egzistuoja surjekcinis homomorfizmas ϕ :
A→ A

/
I toks, kad branduolys Ker ϕ sutampa su idealu I.

I
‘
rodymas. 1. Kadangi Ker ϕ yra žiedo A idealas, juo galime faktorizuoti ir nagrinėti

faktoržiedžio A
/
Ker ϕ atvaizdžius žiedo A′ požiedyje ϕ(A).

Apibrėžkime atvaizdi
‘
f : A

/
Ker ϕ→ ϕ(A) lygybe

f(a+ Ker ϕ) = ϕ(a).

Pirmiausia i
‘
rodysime, jog šis atvaizdis yra apibrėžtas korektǐskai. Tarkime, a′ yra

kitas sluoksnio a+ Ker ϕ atstovas – a′ + Ker ϕ = a+ Ker ϕ ir

f(a′ + Ker ϕ) = ϕ(a′).

Turime i
‘
rodyti lygybe

‘
ϕ(a) = ϕ(a′). Iš lygybės a′ + Ker ϕ = a + Ker ϕ turime, kad

a′ − a ∈ Ker ϕ. Vadinasi, 0′ = ϕ(a − a′) = ϕ(a) − ϕ(a′). Todėl ϕ(a) = ϕ(a′). Taigi
atvaizdžio f apibrėžimas nepriklauso nuo atstovu

‘
parinkimo, t. y. korektǐskas. I

‘
rodysime,

kad f yra žiedu
‘
izomorfizmas.

1) f – homomorfizmas, nes

f(a+ Ker ϕ+ b+ Ker ϕ) = f(a+ b+ Ker ϕ) = ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) =

= f(a+ Ker ϕ) + f(b+ Ker ϕ);

f
(
(a+ Ker ϕ)(b+ Ker ϕ)

)
= f(ab+ Ker ϕ) = ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b) =

= f(a+ Ker ϕ) · f(b+ Ker ϕ).

2) f – injekcija.
Tarkime priešingai, egzistuoja du skirtingi sluoksniai a + Ker ϕ ir b + Ker ϕ, kuriu

‘

vaizdai sutampa:
f(a+ Ker ϕ) = f(b+ Ker ϕ).

Tuomet ϕ(a) = ϕ(b) ir ϕ(a − b) = 0′. Vadinasi, a − b ∈ Ker ϕ ir a ∈ b + Ker ϕ. Todėl
sluoksniu

‘
a + Ker ϕ ir b + Ker ϕ sankirta yra netuščia ir jie sutampa, kas prieštarauja

sa
‘
lygai. Todėl atvaizdis f yra injekcija.

3) f – surjekcija. Iš tikru
‘
ju

‘
, elemento ϕ(a) ∈ ϕ(A) pirmvaizdžiu yra sluoksnis a+Kerϕ,

nes
f(a+ Ker ϕ) = ϕ(a). 4

2. Tarkime, I yra žiedo A idealas. Apibrėžiame atvaizdi
‘
ϕ : A→ A

/
I lygybe

ϕ(a) = a+ I.
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Šis atvaizdis – surjekcinis homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕ(a+ b) = a+ b+ I = (a+ I) + (b+ I) = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ(ab) = ab+ I = (a+ I) · (b+ I) = ϕ(a) · ϕ(b).

Be to, sluoksnio a+ I pirmvaizdžiu (ǐs ϕ apibrėžimo) yra elementas a: ϕ(a) = a+ I. 4

12. Pirminiai ir maksimalieji idealai

11.1. Apibrėžimas. Žiedo A idealas I vadinamas pirminiu, jei ǐs sa
‘
lygos x, y ∈ I

ǐsplaukia, kad arba x ∈ I, arba y ∈ I.

12.2. Teorema (pirminio idealo požymis). Žiedo A idealas yra pirminis tada ir
tik tada, kai faktoržiedis A

/
I yra be nulio dalikliu

‘
.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Taikysime prieštaros metoda

‘
. Tarkime, x + I ir y + I yra

faktoržiedžio A
/
I nulio dalikliai. Vadinasi x+ I, y + I 6= I ir

(x+ I) · (y + I) = I.

Tada xy + I = I ir xy ∈ I. Bet x, y /∈ I, vadinasi, gavome prieštara
‘

sa
‘
lygai, kad I –

pirminis idealas. 4

Pakankamumas. Taip pat taikysime prieštaros metoda
‘
. Tarkime, idealas I nėra pirmi-

nis. Vadinasi, egzistuoja elementai x, y ∈ I tokie, kad xy ∈ I, o x, y /∈ I. Iš paskutinės
sa

‘
lygos ǐsplaukia, kad ir x+ I, y + I /∈ I. Bet šiu

‘
sluoksniu

‘
sandauga

(x+ I) · (y + I) = xy + I = I,

nes xy ∈ I. Gavome prieštara
‘
sa

‘
lygai – faktoržiedyje A

/
I yra nulio dalikliu

‘
. 4

12.3. Apibrėžimas. Žiedo A idealas I vadinamas maksimaliuoju, kai jis nepriklauso
jokiam kitam idealaui, ǐsskyrus pati

‘
žieda

‘
A.

Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad jei idealas I yra poaibis idealo J , tai arba I sutampa su
J , arba J sutampa su A.

12.4. Teorema (maksimaliojo idealo požymis). Tarkime, A yra komutatyvusis
žiedas su vienetu. Žiedo A idealas I yra maksimalusis tada ir tik tada, kai faktoržiedis A

/
I

yra kūnas.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, I yra maksimalusis idealas. I

‘
rodysime, kad kiek-

vienas nenulinis faktoržiedžio A
/
I elementas turi atvirkštini

‘
. Fiksuokime nenulini

‘
fak-

toržiedžio A
/
I sluoksni

‘
– x+ I. Vadinasi, x /∈ I. Sudarome žiedo A poaibi

‘

(x, I) =
{
ax+ α | a ∈ A,α ∈ I

}
.
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I
‘
rodysime, kad poaibis (x, I) yra žiedo A idealas.

1) Tarkime, ax+ α, bx+ β ∈ (x, I). Tada šiu
‘
elementu

‘
skirtumas

(ax+ α)− (bx+ β) = (a− b)x+ (α− β) ∈ (x, I),

nes a− b ∈ A, α− β ∈ I.

2) Tarkime, b ∈ A, ax+ α ∈ (x, I). Tada šiu
‘
elementu

‘
sandauga

b(ax+ α) = (ba)x+ (aα) ∈ I,

nes ba ∈ A, bα ∈ I. Vadinasi, poaibis (x, I) yra žiedo A idealas, kuriam priklauso idealas
I. Kadangi x /∈ I, idealas I yra idealo (x, I) tikrinis poaibis. Kadangi I – maksimalusis,
idealas (x, I) turi sutapti su A: (x, I) = A. Vadinasi žiedo A vienetinis elementas e
priklauso idealui (x, I). Todėl egzistuoja y ∈ A, α ∈ I: xy + α = e.

I
‘
rodysime, kad sluoksnio x+ I atvirkštinis sluoksnis yra y + I. Iš tikru

‘
ju

‘
,

e+ I = xy + α+ I = xy + I = (x+ I) · (y + I).

Vadinasi, faktoržiedis A
/
I yra kūnas. 4

Pakankamumas. Tarkime, A
/
I yra kūnas ir idealas I priklauso idealui J . I

‘
rodysime,

kad idealas J sutampa arba su I, arba su A. Galime laikyti, kad J 6= I. I
‘
rodysime, kad

J = A. Egzistuoja elementas x ∈ J ir x /∈ I. Tuomet sluoksnis x + I yra nenulinis. Jam
egzistuoja atvirkštinis sluoksnis y + I:

(x+ I) · (y + I) = e+ I.

Vadinasi, xy + I = e+ I. Todėl xy ∈ e+ I. Taigi egzistuoja α ∈ I toks, kad xy = e+ α.
Išsireǐske

‘
ǐs šios lygybės e, turime

e = xy − α ∈ J,

nes x ∈ J , α ∈ I ⊂ J . Vadinasi ir bet kuris žiedo A elementas a = a · e ∈ J . Todėl A = J

ir idealas I – maksimalusis. 4

Išvada. Kiekvienas žiedo maksimalusis idealas yra pirminis.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymui pakanka fakto, kad kūne A

/
I nėra nulio dalikliu

‘
. 4

Ne kiekvienas pirminis idealas yra maksimalusis. Pavyzdžiui, sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo

nulinis idealas (0) yra pirminis (nes Z
/
(0) = Z), bet ne maksimalusis.

12.5. Teorema. Kiekvienas nenulinis tikrinis pirminis sveiku
‘
ju
‘

skaičiu
‘

žiedo Z

idealas I yra maksimalusis.
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I
‘
rodymas. Žinome, kad idealas I yra vyriausiasis – egzistuoja n ∈ N toks, kad I = (n).

Jei skaičius n būtu
‘
sudėtinis, faktoržiedis Z

/
(n) turėtu

‘
nulio dalikliu

‘
. Vadinasi I = (p),

kur p – pirminis skaičius. I
‘
rodysime, kad faktoržiedis Z

/
(p) yra kūnas. Tarkime, x + (p)

yra fiksuotas faktoržiedžio nenulinis sluoksnis. Rasime jam atvirkštini
‘
. Kadangi x /∈ (p),

tai p - x. Todėl (x, p) = 1. Užrašome skaičiu
‘
x ir p tiesine

‘
ǐsraǐska

‘
– egzistuoja u, v ∈ Z

tokie, kad xu+ pv = 1. Sluoksniui x+ (p) atvirkštinis yra sluoksnis u+ (p). Iš tikru
‘
ju

‘
,

1 + (p) = xu+ pv + (p) = xu+ (p) =
(
x+ (p)

)
·
(
u+ (p)

)
.

Tokiu būdu i
‘
rodėme, kad idealas I = (p) yra maksimalusis. 4

13. Algebriniu
‘
skaičiu

‘
kūnai

Čia ir toliau nagrinėsime kompleksiniu
‘

skaičiu
‘

kūno C pokūnius. Tarkime, K yra
vienas šiu

‘
pokūniu

‘
. Kadangi 1 ∈ K, tai ir

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= n ∈ K.

Be to, −n ∈ K, 0 ∈ K. Vadinasi, sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedas Z yra kūno K poaibis. Jei

n,m ∈ Z, n 6= 0, tai m · n−1 = m
n ∈ K. Taigi šio kūno pokūniu yra racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘

kūnas Q.

13.1. Apibrėžimas. Jei kūnas K yra skaičiu
‘
kūno L pokūnis, tai kūna

‘
L vadiname

kūno K plėtiniu.

I
‘
sitikinsime, kad kūno K plėtini

‘
L galima nagrinėti kaip vektorine

‘
erdve

‘
virš kūno K.

Iš tikru
‘
ju

‘
, L yra adicinė grupė ir yra apibrėžta daugybos operacija K × L → L, nes L –

kūnas, o K – jo pokūnis.

13.2. Apibrėžimas. Pėtinys K ⊂ L yra vadinamas baigtiniu, kai vektorinė erdvė L
virš kūno K yra baigtinio matavimo.

Baigtinio plėtinio laipsniu yra vadinamas šios erdvės matavimas dimK L ir žymimas
[L : K].

13.3. Teorema. Jei plėtiniai K ⊂ L ir L ⊂M yra baigtiniai, tai ir plėtinys K ⊂M

yra baigtinis. Be to, plėtiniu
‘

laipsniai susieti lygybe

[M : K] = [M : L][L : K].

I
‘
rodymas. Tarkime, [M : L] = n, [L : K] = m. Pasirinkime kuria

‘
nors erdvės L virš

kūno K baze
‘
α1, α2, . . . , αm: L = K{α1, α2, . . . , . . . αm} ir erdvės M virš kūno L baze

‘
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β1, β2, . . . βn: M = L{β1, β2, . . . , βn}. I
‘
rodysime, kad sandaugos αiβj (i = 1,m, j = 1, n)

sudaro erdvės M baze
‘
virš kūno K. Tuo pačiu bus i

‘
rodyti abu teoremos teiginiai.

1) I
‘
rodysime, kad elementu

‘
αiβj , (i = 1,m, j = 1, n) sistema yra tiesǐskai nepriklau-

soma virš kūno K. Tarkime, egzistuoja skaičiai aij ∈ K tokie, kad galioja lygybė

m∑
i=1

n∑
j=1

aijαiβj = 0.

Parodysime, kad aij = 0 (i = 1,m, j = 1, n). Pastarojoje lygybėje pergrupuojame narius
tokiu būdu:

n∑
j=1

βj

( m∑
i=1

aijαi

)
= 0.

Pažymėje
‘

λj =
m∑

i=1

aijαj ∈ L,

turime lygybe
‘ m∑

j=1

λjβj = 0.

Kadangi elementu
‘
sistema β1, β2, . . . , βn yra tiesǐskai nepriklausoma virš kūno L, tai

λj = 0, kai j = 1, n.

Vadinasi,
m∑

i=1

aijαj = 0.

Bet elementu
‘
sistema α1, α2, . . . , αm yra tiesǐskai nepriklausoma virš kūno K, todėl

aij = 0, kai i = 1,m, j = 1, n. 4

2) I
‘
rodysime, kad bet kuris kūno M elementas α yra vektoriu

‘
sistemos {αiβj} (i =

1,m, j = 1, n) tiesinė kombinacija. Kadangi M = L{βl, β2, . . . , βn}, egzistuoja elementai
λj ∈ L, kad

α =
n∑

j=1

λjβj .

Kadangi L = K{α1, α2, . . . , αm}, su kiekvienu λj ∈ L egzistuoja aij ∈ K, kad

λj =
m∑

i=1

aijαi.
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I
‘
state

‘
λj ǐsraǐska

‘
i
‘
aukščiau parašyta

‘
lygybe

‘
, turime

α =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijαiβj . 4

13.4. Apibrėžimas. 1. Kūno L skaičius α yra vadinamas algebriniu skaičiumi virš
kūno K, kai egzistuoja polinomas f(t) ∈ K[t], kurio šaknimi yra α, t. y. f(α) = 0. Kitu
atveju skaičus α yra vadinamas transcendentiniu virš kūno K.

2. Plėtinys K ⊂ L yra vadinamas algebriniu virš kūno K, kai kiekvienas kūno L

skaičius yra algebrinis virš to kūno. Kitu atveju plėtinys L vadinamas transcendentiniu
virš kūno K.

Pastaba. Skaičius α yra vadinamas algebriniu (transcendentiniu), jei jis yra algebri-
nis (transcendentinis) virš racionaliu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

kūno Q.

13.5. Pavyzdžiai. 1. Skaičius
√

2 yra algebrinis – jis yra, pavyzdžiui polinomo
f(t) = t2 − 2 šaknimi.

2. Menamasis vienetas i yra taip pat algebrinis – jis yra, pavyzdžiui, polinomo f(t) =
t2 + 1 šaknimi.

3. Yra i
‘
rodyta, kad dažnai naudojami skaičiai e, π yra transcendentiniai – nėra poli-

nomo su racionaliaisiais koeficientais, kuriu
‘
šaknimis būtu

‘
šie skaičiai.

13.6. Apibrėžimas. Tarkime, α yra plėtinio L algebrinis skaičius virš kūno K.
Skaičiaus α minimaliuoju polinomu virš kūno K vadiname mažiausio laipsnio polinoma

‘

ϕα(t) ∈ K[t] su vyriausiuoju koeficientu 1, kurio šaknimi yra skaičius α.

13.7. Minimaliojo polinomo savybės. 1. Minimalusis polinomas ϕα(t) yra
neskaidus virš polinomu

‘
žiedo K[t].

2. Bet kuris polinomas f(t) ∈ K[t], kurio šaknimi yra skaičius α, dalosi polinomu
‘

žiede K[t] ǐs minimaliojo polinomo ϕα(t).

I
‘
rodymas. 1. Tarkime priešingai, minimalus polinomas ϕα(t) yra skaidus. Vadinasi,

egzistuoja polinomai g(t), h(t) ∈ K[t], 0 < deg g(t),deg h(t) < degϕα(t), tokie, kad

ϕα(t) = g(t)h(t).

I
‘
state

‘
vietoje kintamojo t skaičiu

‘
α, gauname lygybe

‘

0 = ϕα(α) = g(α) · h(α).

Kadangui kūne nėra nulio dalikliu
‘
, ǐs šios lygybės ǐsplaukia, kad skaičius α yra arba poli-

nomo g(t), arba polinomo h(t) šaknimi. Bet kuriuo atveju, tai prieštarauja minimaliojo
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polinomo apibrėžimui, nes ir vieno, ir kito polinomo laipsnis mažesnis už polinomo ϕα(t)
laipsni

‘
. 4

2. Dalome polinoma
‘
f(t) ǐs minimaliojo polinomo ϕα(t) su liekana:

f(t) = ϕα(t)q(t) + r(t), 0 ≤ deg r(t) < degϕα(t).

I
‘
state

‘
vietoje kintamojo t skaičiu

‘
α, gauname lygybe

‘

0 = f(α) = r(α).

Kadangi minimalusis polinomas ϕα(t) yra mažiausio laipsnio polinomas, kurio šaknimi yra
skaičius α, liekana r(t) turi būti tapačiai lygi nuliui. Tuo pačiu polinomas f(t) dalosi ǐs
ϕα(t). 4

Išvada. Visu
‘

polinomu
‘
f(t) ∈ K[t], kuriu

‘
šaknimi yra skaičius α, aibė sudaro žiedo

K[t] vyriausia
‘
ji
‘
ideala

‘
, kurio generuojančiuoju elementu yra minimalusis polinomas ϕα(t).

I
‘
rodymas. Pažymėkime

I =
{
f(t) ∈ K[t] | f(α) = 0

}
.

I
‘
rodysime, kad vyriausiasis idealas

(
ϕα(t)

)
sutampa su I.

Tarkime, f(t) ∈
(
ϕα(t)

)
. Vadinasi,

f(t) = ϕα(t) · g(t), g(t) ∈ K[t].

I
‘
state

‘
vietoje kintamojo t skaičiu

‘
α, gauname lygybe

‘

f(α = ϕα(α) g(α) = 0.

Vadinasi, f(t) ∈ I ir
(
ϕα(t)

)
⊂ I.

Tarkime, f(t) ∈ I. Iš antrosios teoremos dalies ǐsplaukia, kad polinomas f(t) dalosi ǐs
ϕα(t):

f(t) = ϕα(t) · g(t).

Vadinasi, f(t) ∈
(
ϕα(t)

)
ir I ⊂

(
ϕα(t)

)
. Tuo pačiu I =

(
ϕα(t)

)
. 4

Pastaba. Iš šios teoremos ǐsplaukia, kad neskaidus polinomas ϕ(t) ∈ K[t], kurio
šaknimi yra skaičius α, ir yra šio skaičiaus minimalusis polinomas ϕα(t).

13.8. Pavyzdžiai. 1. Skaičiaus
√

2 minimalusis polinomas yra ϕ√2(t) = t2 − 2, nes
ϕ√2(

√
2) = 0 ir jis yra neskaidus polinomu

‘
su racionaliaisiais koeficientais žiede Q[t].

2. Skaičiaus 3
√

2 minimalusis polinomas yra ϕ 3√2(t) = t3 − 2, nes ϕ 3√2

(
3
√

2
)

= 0 ir jis
taip pat neskaidus žiede Q[t].
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13.9. Teorema. Racionaliu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

kūno Q baigtinis plėtinys K yra algebrinis.

I
‘
rodymas. Tarkime plėtinio Q ⊂ K laipsnis [K : Q] = n ir α – fiksuotas kūno

K elementas. Elementu
‘

1, α, α2, . . . , αn sistema yra tiesǐskai priklausoma, nes sistemos
elementu

‘
skaičius viršija plėtinio Q ⊂ K laipsni

‘
. Vadinasi, egzistuoja racionalieji skaičiai

a0, a1, a2, . . . , an, kuriu
‘
bent vienas nenulinis, tokie, kad galioja lygybė

a0 · 1 + a1 · α+ a2α
2 + . . .+ an · αn = 0.

Pažymėje
‘

f(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n,

matome, kad šio polinomo su racionaliaisiais koeficientais šaknimi yra skaičius α. Vadi-
nasi, bet kuris plėtinio Q ⊂ K skaičius yra algebrinis ir tuo pačiu pats plėtinys taip pat
algebrinis. 4

13.10. Apibrėžimas. 1. Baigtini
‘

racionaliu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

kūno Q plėtini
‘
K vadiname

algebriniu
‘

skaičiu
‘

kūnu.

2. Algebrini
‘

skaičiu
‘
α vadiname m-tojo laipsnio algebriniu skaičiumi, kai jo mini-

maliojo polinomo ϕα(t) laipsnis lygus m.

13.11. Teorema. Tarkime, α yra pėtinio K ⊂ L m-tojo laipsnio algebrinis skaičius,
kurio minimalusis polinomas

ϕα(t) = tm + c1t
m−1 + . . .+ cm−1t+ cm.

Tada aibė elementu
‘

K(α) =
{m−1∑

i=0

aiα
i | ai ∈ K, i = 0,m− 1

}
yra m-tojo laipsnio kūno K plėtinys.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad aibė K(α) sudėties ir sandaugos atžvilgiu su-

daro kūna
‘
. Pažymėkime

f(t) =
m−1∑
i=0

ait
i, g(t) =

m−1∑
i=0

bit
i, ai, bi ∈ K, i = 0,m− 1.

Tada f(α) ir g(α) yra bet kurie aibės K(α) elementai. Parodysime, kad f(α) + g(α),
f(α) · g(α) ∈ K(α). Iš tikru

‘
ju

‘
,

f(α) + g(α) =
m−1∑
i=0

(ai + bi)αi ∈ K(α).
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Padaliname sandauga
‘
f(t)g(t) ǐs ϕα(t) su liekana:

f(t)g(t) = ϕα(t)q(t) + r(t), deg r(t) < m.

Pažymėje
‘
polinoma

‘
r(t) =

m−1∑
i=0

dit
i ir i

‘
state

‘
dalybos su liekana formulėje vietoje kintamojo

t skaičiu
‘
α, turime

f(α)g(α) = r(α) =
m−1∑
i=0

diα
i ∈ K(α).

Nesunku i
‘
sitikinti, kad apibrėžtu

‘
operaciju

‘
atžvilgiu aibė K(α) sudaro žieda

‘
. I

‘
rodysime,

kad šis žiedas su vienetu yra kūnas. Tam pakanka su kiekvienu f(α) 6= 0 žiede K(α) rasti
jam atvirkštini

‘
skaičiu

‘
.

Kadangi f(α) 6= 0, tai polinomas f(t) nesidalo ǐs minimaliojo polinomo ϕα(t). Bet
ϕα(t) – neskaidus, todėl

(
ϕα(t), f(t)

)
= 1. Užrašome šiems polinomams tiesine

‘
ǐsraǐska

‘
.

Egzistuoja polinomai u(t), v(t) ∈ K[t] tokie, kad

ϕα(t)u(t) + f(t)v(t) = 1 ir

deg v(t) < degϕα(t), deg u(t) < deg f(t).

I
‘
state

‘
šioje lygybėje t = α, turime

f(α)v(α) = 1.

Kadangi v(α) ∈ K(α), radome skaičiui f(α) atvirkštini
‘
– v(α). Todėl K(α) yra kūnas. Iš

K(α) apibrėžimo ǐsplaukia, kad K yra to kūno pokūnis. I
‘
rodysime, kad plėtinio K ⊂ K(α)

laipsnis lygus m. Tam pakanka i
‘
rodyti, kad skaičiai 1, α, α2, . . . , αm−1 sudaro erdvės K(α)

baze
‘
. Iš kūno K(α) apibrėžimo ǐsplaukia, kad kiekvienas to kūno skaičius yra sistemos

1, α, α2, . . . , αm−1 tiesinė kombinacija. Parodysime, kad ši sistema yra tiesǐskai nepriklau-
soma. Tarkime priešingai – sistema yra tiesǐskai priklausoma. Tada egzistuoja nenulinis
kūno K skaičiu

‘
rinkinys a0, a1, . . . , am−1 toks, kad

a0 + a1α+ . . .+ am−1α
m−1 = 0.

Pažymėkime
h(t) = a0 + a1t+ . . .+ am−1t

m−1 ∈ K[t].

Šio polinomo šaknimi yra skaičius α. Bet deg h(t) < degϕα(t), o tai prieštarauja mini-
maliojo polinomo apibrėžimui. 4

13.12. Teorema. Tarkime, α yra algebrinis skaičius virš kūno K, ϕα(t) – jo mini-
malusis polinomas. Tada faktoržiedis K[t]

/(
ϕα(t)

) yra izomorfiškas kūnui K(α).
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I
‘
rodymas. Tarkime, f(t) ∈ K[t]. Padaline

‘
ši
‘
polinoma

‘
ǐs polinomo ϕα(t) su liekana:

f(t) = ϕα(t) q(t) + r(t), deg r(t) < m,

apibrėžiame atvaizdi
‘
ϕ : K[t] → K(α) lygybe

ϕ
(
f(t)

)
= r(α).

Norėdami šiam atvaizdžiui pritaikyti pagrindine
‘
žiedu

‘
homomorfizmo teorema

‘
, i

‘
rody-

sime, kad ϕ yra surjekcinis žiedu
‘
homorfizmas ir Ker ϕ =

(
ϕα(t)

)
.

Tarkime, g(t) ∈ K[t] – kitas polinomas. Padaline
‘
ji
‘
ǐs ϕα(t) su liekana:

g(t) = ϕα(t) q1(t) + r1(t), deg r1(t) < m,

turime ϕ
(
g(t)

)
= r1(α). Sudėje

‘
polinomu

‘
f(t) ir g(t) dalybos ǐs ϕα(t) ǐsraǐskas, turime

f(t) + g(t) = ϕα(t)
(
q(t) + q1(t)

)
+ r(t) + r1(t).

Kadangi deg
(
r(t) + r1(t)

)
< m, ši ǐsraǐska yra polinomo f(t) + g(t) dalybos ǐs ϕα(t) su

liekana formulė. Todėl

ϕ
(
f(t) + g(t)

)
= r(α) + r1(α) = ϕ

(
f(t)

)
+ ϕ

(
g(t)

)
.

Taigi atvaizdis ϕ yra adicinis homomorfizmas.
Sudaugine

‘
polinomu

‘
f(t) ir g(t) dalybos ǐs ϕα(t) su liekana ǐsraǐskas, turime

f(t) g(t) = ϕα(t) q2(t) + r(t)r1(t).

Kadangi polinomo r(t) r1(t) laipsnis dali būti didesnis už polinomo ϕα(t) laipsni
‘
, dalome

ji
‘
ǐs ϕα(t) su liekana:

r(t) r1(t) = ϕα(t) q3(t) + r2(t), deg r2(t) < m.

Iš čia gauname polinomo f(t) · g(t) dalybos ǐs ϕα(t) su liekana ǐsraǐska
‘
:

f(t) · g(t) = ϕα(t) q2(t) + r(t) r1(t) = ϕα(t)
(
q2(t) + q3(t)

)
+ r2(t).

I
‘
state

‘
šiose tapatybėse t = α, gauname lygybes

f(α) g(α) = r(α) r1(α) = r2(α).

Iš čia
ϕ
(
f(t) g(t)

)
= r2(α) = r(α) r1(α) = ϕ

(
f(t)

)
· ϕ
(
g(t)

)
.
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Vadinasi, atvaizdis ϕ yra ir multiplikacinis homomorfizmas.
I
‘
sitikinsime, kad žiedu

‘
homomorfizmas ϕ yra surjekcija. Tarkime,

f(α) =
m−1∑
i=0

aiα
i ∈ K(α).

Pažymėje
‘

f(t) =
m−1∑
i=0

ait
i,

padaliname ši
‘
polinoma

‘
ǐs ϕα(t) su liekana:

f(t) = ϕα(t) · 0 + f(t), deg f(t) < m.

Iš atvaizdžio ϕ apibrėžimo ǐsplaukia lygybė

ϕ
(
f(t)

)
= f(α).

Vadinasi, skaičiui f(α) radome pirmvaizdi
‘
– polinoma

‘
f(t).

Liko i
‘
rodyti, kad branduolys Ker ϕ sutampa su idealu

(
ϕα(t)

)
.

Tarkime, f(t) ∈ Ker ϕ. Padaline
‘
f(t) ǐs ϕα(t) su liekana, gauname lygybe

‘

f(t) = ϕα(t) q(t) + r(t), deg r(t) < m.

Todėl ϕ
(
f(t)

)
= r(α) = 0. Vadinasi, skaičius α yra polinomo, kurio laipsnis mažesnis už

to skaičiaus minimaliojo polinomo laipsni
‘
, šaknis. Todėl r(t) ≡ 0. Vadinasi,

f(t) = ϕα(t) q(t)

ir f(t) ∈
(
ϕα(t)

)
. Gauname, kad Ker ϕ ⊂

(
ϕα(t)

)
.

Tarkime, f(t) ∈
(
ϕα(t)

)
. Vadinasi,

f(t) = ϕα(t) · q(t), q(t) ∈ K[t].

Iš čia turime, kad polinomo f(t) dalybos ǐs ϕα(t) liekana r(t) ≡ 0. Bet ϕ
(
f(t)

)
= r(α).

Todėl ϕ
(
f(t)

)
= 0. Vadinasi, f(t) ∈ Ker ϕ ir

(
ϕα(t)

)
⊂ Ker ϕ. Tuo pačiu Ker ϕ =

(
ϕα(t)

)
.

Teoremos teiginys dabar ǐsplaukia ǐs pagrindinės žiedu
‘
homomorfizmu

‘
teoremos. 4

Išvada. Vyriausiasis žiedo K[t] idealas
(
ϕα(t)

)
– maksimalusis.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymui pakanka pasinaudoti maksimaliojo idealo požymiu – faktoržiedis

K[t]
/(
ϕα(t)

) ∼= K(α)

yra kūnas. 4
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14. Norma ir pėdsakas

Nagrinėsime algebriniu
‘
skaičiu

‘
kūno K n-tojo laipsnio plėtini

‘
L. Plėtinys L – taip pat

algebriniu
‘
skaičiu

‘
kūnas, nes K – baigtinis racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q plėtinys.

Tarkime, α ∈ L ir jo minimalusis polinomas

ϕα(t) = tm + c1t
m−1 + . . .+ cm−1t+ cm, ci ∈ K, i = 0,m.

Apibrėžiame atvaizdi
‘
fα : L→ L lygybe

fα(β) = αβ ∀ β ∈ L.

Šis atvaizdis – tiesinė transformacija. Iš tikru
‘
ju

‘
,

fα(b β + c γ) = α(b β + c γ) = b · αβ + c · αγ =

= b fα(β) + c fα(γ).

14.1. Apibrėžimas. Tarkime, A yra tiesinės transformacijos fα matrica kurioje
nors bazėje. Skaičiaus α charakteringuoju polinomu vadiname tiesinės transformacijos fα

charakteringa
‘
ji
‘

polinoma
‘
fα(t) = |tE −A|.

14.2. Teorema. Tarkime, α yra n-tojo laipsnio plėtinio K ⊂ L skaičius, degϕα(t) =
m, s = n

m . Tada šio skaičiaus charakteringasis polinomas fα(t) yra lygus jo minimaliojo
polinomo ϕα(t) s-tajam laipsniui.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime plėtinio K ⊂ L tarpini

‘
kūna

‘
K(α): K ⊂ K(α) ⊂ L. Kadangi

[L : K] = n, [K(α) : K] = m, ǐs laipsniu
‘
formulės turime lygybe

‘

[L : K(α) =
n

m
= s.

Fiksuojame plėtinio K(α) baze
‘
virš kūno K:

K(α) = K{1, α, α2, . . . , αm−1}

ir kuria
‘
nors plėtinio K(α) ⊂ L baze

‘
virš K(α):

L = K(α){θ1, θ2, . . . , θs}.

Tuomet ǐs laipsniu
‘
formulės teoremos i

‘
rodymo galime parašyti plėtinio K ⊂ L baze

‘
virš

kūno K:

L = K{θiα
j | i = 1, s, j = 0,m− 1}.
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Norėdami užrašyti tiesinės transformacijos fα matrica
‘
šioje bazėje, turime šia baze tiesǐskai

ǐsreikšti skaičius fα(θiα
j), i = 1, s, j = 0,m− 1:

fα(θ1) = θ1α = 0 · θ1 + 1 · θ1α+ 0 · θ1α2 + . . .+ 0 · θ1αm−1+

+ 0 · θ2 + 0 · θ2α+ 0 · θ2α2 + . . .+ 0θ2αm−1 + . . .+

+ 0 · θs + 0 · θsα+ 0 · θsα
2 + . . .+ 0 · θsα

m−1;

fα(θ1α) = θ1α
2 = 0 · θ1 + 0 · θ1α+ 1 · θ1α2 + . . .+ 0 · θ1αm−1+

+ 0 · θ2 + 0 · θ2α+ 0 · θ2α2 + . . .+ 0 · θ2αm−1 + . . .+

+ 0 · θs + 0 · θsα+ 0 · θsα
2 + . . .+ 0 · θsα

m−1;

..................................................................................................................

fα(θ1αm−2) = θ1α
m−1 = 0 · θ1 + 0 · θ1α+ 0 · θ1α2 + . . .+ 0 · θ1αm−2+

+ 1 · θ1αm−1 + 0 · θ2 + 0 · θ2α+ 0 · θ2α2 + . . .+

+ 0 · θ2αm−1 + . . .+ 0 · θs + 0 · θsα+ 0 · θsα
2 + ·+ 0 · θsα

m−1;

Kadangi fα(θ1αm−1) = θ1α
m nėra bazinis skaičius, ji

‘
ǐsskaidysime baziniu

‘
skaičiu

‘
suma,

pasinaudoje
‘
minimaliuoju polinomu ϕα(t). Skaičius α yra šio polinomo šaknis –

αm + c1α
m−1 + . . .+ cm−1α+ cm = 0.

Padaugine
‘
abi tapatybės puses ǐs θ1, gausime θ1αm ǐsraǐska

‘
baziniais skaičiais:

θ1α
m = −cmθ1 − cm−1θ1α− . . .− c1θ1α

m−1.

Analogǐskai ǐsskaidome skaičius fα

(
θiα

j
)
, kai i = 2, s, j = 0,m− 1. Gausime transforma-

cijos fα matrica
‘
A, sudaryta

‘
ǐs s bloku

‘
Am pagrindinėje i

‘
strižainėje bei visu

‘
kitu

‘
nuliniu

‘

bloku
‘
O:

A =


Am O . . . O
O Am . . . O
. . . . . . . . . . . .
O O . . . Am

 ,

Am =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

−cm −cm−1 −cm−2 . . . −c2 −c1

 .

Tuomet charakteringa
‘
ji
‘
polinoma

‘
fα(t) galima užrašyti pavidalu:

fα(t) = |tE −A| = |tE −Am|s.
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Pažymėkime Dm = |tE − Am| – m-tosios eilės determinanta
‘
. Šiam determinantui paskai-

čiuoti ǐsvesime rekurentine
‘
formule

‘
. Skleidžiame determinanta

‘
Dm pirmuoju stulpeliu:

Dm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t −1 0 . . . 0 0
0 t −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . t −1
cm cm−1 cm−2 . . . c2 t+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)1+1 · t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t −1 0 . . . 0 0
0 t −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . t −1

cm−1 cm−2 cm−3 . . . c2 t+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+(−1)m+1 · cm

∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 . . . 0 0
t −1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . t −1

∣∣∣∣∣∣∣ =
= tDm−1+(−1)m+1 · cm · (−1)m−1 = tDm−1 + cm.

Paskaičiuojame determinanta
‘
D2 tiesiogiai:

D2 =
∣∣∣∣ t −1
c2 t+ c1

∣∣∣∣ = t2 + c1t+ c2.

Determinantui D3 paskaičiuoti taikome rekurentine
‘
formule

‘
:

D3 = tD2 + c3 = t(t2 + c1t+ c2) + c3 =

= t3 + c1t
2 + c2t+ c3.

Iš determinantu
‘
D2 ir D3 ǐsraǐsku

‘
darome indukcine

‘
prielaida

‘
, kad

Dm = tm + c1t
m−1 + . . .+ cm−1t+ cm.

I
‘
rodymui taikome indukcija

‘
.

10. Kai k = 2, jau i
‘
rodyta.

20. Darome indukcine
‘
prielaida

‘
su visais k ≤ m − 1. I

‘
rodysime teigini

‘
, kai k = m.

Pasinaudoje
‘
rekurentine formule bei indukcine prielaida, gauname lygybe

‘

Dm = tDm−1 + cm = t
(
tm−1 + c1t

m−2 + . . .+ cm−2t+ cm−1

)
+ cm =

= tm + c1t
m−1 + . . .+ cm−1t+ cm = ϕα(t).

Vadinasi,
fα(t) = |tE −Am|s = Ds

m =
(
ϕα(t)

)s
. 4

55



14.3. Teorema. 1. Panašiu
‘

matricu
‘

determinantai sutampa.
2. Panašiu

‘
matricu

‘
pėdsakai sutampa.

I
‘
rodymas. 1. Tarkime, matricos A ir B yra panašios. Vadinasi, egzistuoja neǐssigimusi

matrica T :

B = TAT−1.

Tuomet

|B| = |TAT−1| = |T | |A| |T−1| = |A|. 4

2. Pažymėkime AT−1 = B. Tuomet A = BT ir TAT−1 = TB. Todėl pakanka
i
‘
rodyti, kad komutuojančiu

‘
matricu

‘
pėdsakai sutampa, t. y. Tr(BT ) = Tr(TB).

Tarkime, B = (bij), T = (tij). Tuomet

BT =
( n∑

k=1

bik tkj

)
, TB =

( n∑
k=1

tik bkj

)
.

Vadinasi,

Tr(BT ) =
n∑

i=1

n∑
k=1

biktki,

T r(TB) =
n∑

i=1

n∑
k=1

tikbki.

Kadangi šiu
‘
lygybiu

‘
dešiniosios pusės lygios, tai Tr(BT ) = Tr(TB). 4

Išvada. Tiesinės transformacijos matricos determinanto ir pėdsako reikšmės neprik-
lauso nuo bazės parinkimo.

I
‘
rodymas. Iš tikru

‘
ju

‘
, žinome, kad tiesinės transformacijos matricos skirtingose bazėse

yra panašios. 4

14.4. Apibrėžimas. Plėtinio K ⊂ L skaičiaus α norma NL/K(α) vadinamas tiesinės
transformacijos fα matricos A kurioje nors bazėje determinantas – NL/K(α) = |A|, o
skaičiaus α pėdsaku – tos transformacijos matricos pėdsakas – TrL/K(α) = Tr(A).

Pastaba. Jei plėtinys K ⊂ L fiksuotas, rašome tiesiog N(α) ir Tr(α) vietoje NL/K(α)
ir TrL/K(α).

14.5. Pavyzdys. Paskaičiuosime plėtinio Q ⊂ Q
(

3
√

2
)

skaičiaus α = 1 + 3
√

2 + 3
√

4
norma

‘
ir pėdsaka

‘
.

Skaičiaus 3
√

2 minimalusis polinomas yra ϕ 3√2(t) = t3 − 2, todėl skaičiai 1, 3
√

2, 3
√

4
sudaro plėtinio Q ⊂ Q

(
3
√

2
)

baze
‘
. Užrašome fα(1), fα

(
3
√

2
)
, fα

(
3
√

4
)

šios bazės skaičiu
‘
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tiesinėmis ǐsraǐskomis:

fα(1) = α · 1 =
(
1 + 3

√
2 + 3

√
4
)
· 1 = 1 · 1 + 1 · 3

√
2 + 1 · 3

√
4;

fα

( 3
√

2
)

=
(
1 + 3

√
2 + 3

√
4
)
· 3
√

2 = 2 · 1 + 1 · 3
√

2 + 1 · 3
√

4;

fα

( 3
√

4
)

= α · 3
√

4 =
(
1 + 3

√
2 + 3

√
4
)
· 3
√

4 = 2 · 1 + 2 · 3
√

2 + 1 · 3
√

4.

Vadinasi, šios transformacijos matrica 1 1 1
2 1 1
2 2 1

 .

Taigi,
N(α) = |A| = 1,

T r(α) = Tr(A) = 3.

14.6. Teorema. Nagrinėjame n-tojo laipsnio plėtini
‘
K ⊂ L ir to plėtinio skaičiu

‘

normas ir pėdsakus. Yra teisingos lygybės:
1. N(αβ) = N(α)N(β) ∀α, β ∈ L∗

(t. y. norma – multiplikacinės grupės L∗ homomorfizmas i
‘
multiplikacine

‘
grupe

‘
K∗).

2. N(aα) = anN(α) ∀a ∈ K∗, α ∈ L∗.
3. N(a) = an ∀a ∈ K∗.
4. Tr(α+ β) = Tr(α) + Tr(β) ∀α, β ∈ L
(t. y. pėdsakas – adicinės grupės L homomorfizmas i

‘
adicine

‘
grupe

‘
K).

5. Tr(aα) = aTr(α) ∀a ∈ K,α ∈ L.
6. Tr(a) = na ∀a ∈ K.

I
‘
rodymas . 1. Pirmiausia i

‘
rodysime, kad fαβ = fα ◦ fβ Iš tikru

‘
ju

‘
,

fα ◦ fβ(γ) = fα

(
fβ(γ)

)
= fα(βγ) = αβγ = fαβ(γ) γ ∈ L.

Tarkime, kurioje nors bazėje transformacijos fα matrica yra A, transformacijos fβ – ma-
trica B. Kadangi fαβ = fα ◦ fβ , transformacijos fαβ matrica C toje pat bazėje yra lygi
matricu

‘
B ir A sandaugai. Vadinasi,

N(αβ) = |C| = |BA| = |B||A| = N(α)N(β). 4

2; 6. Fiksuokime kuria
‘

nors plėtinio K ⊂ L baze
‘
α1, α2, . . . , αn ir paskaičiuokime

vaizdu
‘
fa(αi) koordinates šioje bazėje:

fa(αi) = aαi = 0 · α1 + 0 · α2 + . . .+ 0 · αi−1 + a · αi + 0 · αi+1 + . . .+ 0 · αn, (i = 1, n).
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Vadinasi, transformacijos fa matrica A šioje bazėje yra

A =


a 0 . . . 0
0 a . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a

 .

Iš čia
N(a) = |A| = an,

T r(a) = Tr A = na. 4

3. Ši savybė yra 1-osios ir 2-osios savybiu
‘
ǐsvada. 4

4. I
‘
rodysime lygybe

‘
fα+β = fα + fβ . Iš tikru

‘
ju

‘
,

fα+β(γ) = (α+ β)γ = αγ + βγ = fα(γ) + fβ(γ) ∀γ ∈ L.

Vadinasi, transformacijos fα+β matrica C yra lygi transformaciju
‘
fα ir fβ matricu

‘
A ir B

sumai: C = A+B. Iš čia

Tr(α+ β) = Tr(C) = Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B) = Tr(α) + Tr(β). 4

5. Tarkime, plėtinio K ⊂ L bazėje α1, α2, . . . , αn transformacijos fα matrica

A =
(
aij

)
,
(
i = 1, n, j = 1, n

)
.

Vadinasi,

fα(αi) =
n∑

j=1

aijαj , i = 1, n.

Paskaičiuokime transformacijos faα matrica
‘
B šioje bazėje:

faα(αi) = aααi = a
n∑

j=i

aijαj =

=
n∑

j=1

(
aaij

)
αj , i = 1, n.

Vadinasi, B = aA. Iš čia

Tr(aα) = Tr(B) = Tr(aA) =
n∑

i=1

aaii =

= a
n∑

i=1

aii = aTrA = aTr(α). 4
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15. Polinomo skaidinio kūnas

Tarkime, f(t) ∈ K[t], K – algebriniu
‘
skaičiu

‘
kūnas. Be to, tarkime, α1, α2, . . . , αm

yra visos šio polinomo šaknys. Šiu
‘

šaknu
‘

egzistavimas ǐsplaukia ǐs pagrindinės alge-
bros teoremos. Prijunge

‘
šias šaknis prie algebriniu

‘
skaičiu

‘
kūno K, gausime plėtini

‘
L =

K(α1, α2, . . . , αm), kuriame polinomas f(t) ǐssiskaido tiesiniu
‘
daugikliu

‘
sandauga:

f(t) = a
m∏

i=1

(
t− αi

)
.

15.1. Apibrėžimas. Kūna
‘
, gauta

‘
prijungus prie algebriniu

‘
skaičiu

‘
kūno K polinomo

f(t) ∈ K[t] šaknis, vadiname to polinomo skaidinio kūnu.

15.2. Teorema. Polinomo f(t) ∈ K[t] skaidinio kūnas K(α1, α2, . . . , αm) yra mini-
malus kūnas, kuriame šis polinomas ǐssiskaido tiesiniu

‘
daugikliu

‘
sandauga.

Pastaba. Minimaluma
‘

suprantame taip: jei K ⊂ L – plėtinys, kuriame polinomas
f(t) ǐssiskaido tiesiniu

‘
daugikliu

‘
sandauga, tai

K
(
α1, α2, . . . , αm

)
⊂ L.

I
‘
rodymas. Tarkime, plėtinyje K ⊂ L polinomas f(t) ǐssiskaido tiesiniu

‘
daugikliu

‘

sandauga –

f(t) = a
m∏

i=1

(
t− αi

)
.

Vadinasi, visos šio polinomo šaknys αi (i = 1,m) priklauso kūnui L. Todėl ir visos tu
‘

šaknu
‘
sandaugu

‘
tiesinės kombinacijos∑

ai1i2...is αi1αi2 . . . αis

taip pat priklauso L. Iš čia

K(α1, α2, . . . , αm) ⊂ L. 4

Tarkime, α yra plėtinioK ⊂ L skaičius, K(α1, α2, . . . , αm) – jo minimaliojo polinomo ϕα(t)
skaidinio kūnas. Kadangi šio skaičiaus charakteringasis polinomas fα(t) yra minimaliojo
polinomo natūralusis laipsnis, tai kūnas K(α1, α2, . . . , αm) yra ir charakteringojo polinomo
fα(t) skaidinio kūnas.

15.3. Apibrėžimas. Charakteringojo polinomo fα(t) šaknys yra vadinamos jungti-
nėmis šakniai α.
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15.4. Teorema. n-tojo laipsnio plėtinio K ⊂ L skaičiaus α norma N(α) lygi to
skaičiaus jungtiniu

‘
šaknu

‘
sandaugai, o pėdsakas Tr(α) – jungtiniu

‘
šaknu

‘
sumai:

N(α) =
n∏

i=1

αi, T r(α) =
n∑

i=1

αi

(čia α1 = α).

I
‘
rodymas. Užrašome skaičiaus α charakteringa

‘
ji
‘
polinoma

‘
:

fα(t) = |tE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣
t− a11 −a12 . . . −a1n

−a21 t− a22 . . . −a2n

. . . . . . . . . . . .
−an1 −an2 . . . t− ann

∣∣∣∣∣∣∣ =

= tn + tn−1 ·
(
−

n∑
i=1

aii

)
+ . . .+ (−1)n|A| =

= tn − tn−1 · Tr(A) + . . .+ (−1)n|A| =

tn − tn−1 · Tr(α) + . . .+ (−1)nN(α).

Iš Vijeto formuliu
‘
ǐsplaukia lygybės

Tr(α) =
n∑

i=1

αi, N(α) =
n∏

i=1

αi. 4

15.5. Apibrėžimas. Plėtinys K ⊂ L vadinamas paprastuoju, kai egzistuoja toks
kūno L skaičius θ, kad L = K(θ).

Skaičius θ, generuojantis plėtini
‘
L, yra vadinamas primityviuoju skaičiumi.

15.6. Teorema. Baigtinis plėtinys K ⊂ L gali būti gautas, prijungiant prie kūno K
baigtini

‘
skaičiu

‘
algebriniu

‘
skaičiu

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, plėtinio L laipsnis lygus n. Jei L = K, tai galima laikyti, kad

L = K(1). Tarkime, L 6= K. Tuomet egzistuoja plėtinio L skaičius α1, nepriklausantis
kūnui K, ir jo minimaliojo polinomo ϕα1(t) laipsnis m1 didesnis už 1. Kūnas K(α1) yra
tarpinis plėtinio K ⊂ L kūnas:

K ⊂ K(α1) ⊂ L.

Iš laipsniu
‘
formulės ǐsplaukia, kad

[L : K(α1)] =
n

m1
< n.

Jei L = K(α1), teiginys i
‘
rodytas.
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Tarkime, L 6= K(α1). Tada analogǐskai procesa
‘
te

‘
siame: egzistuoja plėtinio L skaičius

α2, nepriklausantis kūnui K(α1), ir to skaičiaus minimaliojo polinomo ϕα2(t) laipsnis m2

didesnis už 1. Prijungiame skaičiu
‘
α2 prie kūno K(α1):

K ⊂ K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ L.

Vėlgi ǐs laipsniu
‘
formulės gauname nelygybe

‘[
L : K(α1, α2)

]
<

n

m1
.

Jei L = K(α1, α2), teiginys i
‘
rodytas. Jei L 6= K(α1, α2), te

‘
siame prijungimo procesa

‘
.

Procesas baigtinis, nes plėtinio K(α1, α2, . . . , αs) ⊂ L laipsnis mažėja su kiekvienu naujo
skaičiaus prijungimu. Vadinasi, egzistuoja natūralusis skaičius r toks, kad

[
L : K(α1, α2, . . . , αr)

]
= 1.

Iš čia ǐsplaukia lygybė L = K(α1, α2, . . . , αr). 4

15.7. Lema. Baigtinio plėtinio K ⊂ L skaičiaus α minimaliojo polinomo ϕα(t)
šaknys skirtingos.

I
‘
rodymas. Tarkime, α1 = α, α2, . . . , αm yra visos minimaliojo polinomo ϕα(t) šaknys

ir šaknis αk – kartotinė. Vadinasi, skaičius αk yra ir polinomo ϕα(t) ǐsvestinės ϕ′α(t)
šaknimi.

Polinomas ϕα(t) yra ir skaičiaus αk minimalusis polinomas, nes jis yra neskaidus.
Todėl gauname prieštara

‘
minimaliojo polinomo apibrėžimui, nes

degϕ′α(t) < degϕα(t). 4

15.8. Teorema. Baigtinis algebriniu
‘

skaičiu
‘

kūno K plėtinys L – paprastasis.

I
‘
rodymas. Iš teoremos 15.6 i

‘
rodymo galima laikyti, kad L = K(α1, α2, . . . , αr). Jei

i
‘
rodysime teigini

‘
, kai r = 2, tai bendrasis atvejis gaunamas, pritaikius indukcija

‘
. Todėl

toliau laikysime, kad L = K(α, β) ir i
‘
rodysime, kad egzistuoja skaičius θ toks, kad L =

K(θ).
Pažymėkime skaičiaus α minimaliojo polinomo ϕα(t) šaknis α1 = α, α2, . . . , αm, o

skaičiaus β minimaliojo polinomo ϕβ(t) šaknis – β1 = β, β2, . . . , βn. Iš lemos 15.7 ǐsplaukia,
kad visos polinomo ϕα(t) ir atitinkamai polinomo ϕβ(t) šaknys yra skirtingos. Su kiekvienu
indeksu i = 1,m ir j = 2, n sudarome lygti

‘

α+ xβ = αi + xβj .
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Ši lygtis turi vieninteli
‘
sprendini

‘
, nes β 6= βj . Kadangi lygčiu

‘
skaičius yra baigtinis, tai

ir šiu
‘

lygčiu
‘

sprendiniu
‘

skaičius yra taip pat baigtinis. Todėl galime pasirinkti kūno K

skaičiu
‘
c toki

‘
, kad jis nėra nė vienos lygties sprendiniu:

α+ cβ 6= αi + cβj , i = 1,m j = 2, n.

Pažymėje
‘
θ = α + cβ, i

‘
sitikinsime, kad L = K(θ), t. y. θ yra plėtinio L primityvusis

skaičius.

Iš lygybės θ = α+ cβ ǐsplaukia, kad

K(θ) ⊂ K(α, β).

I
‘
rodysime, kad K(α, β) ⊂ K(θ).

Nagrinėkime polinoma
‘
ϕα(θ − ct). Šio polinomo koeficientai priklauso kūnui K(θ).

Ieškosime polinomu
‘
ϕβ(t) ir ϕα(θ − ct) bendru

‘
ju

‘
šaknu

‘
. Skaičius β yra minimaliojo poli-

nomo ϕβ(t) šaknis ir, be to, polinomo ϕα(θ − ct) šaknis:

ϕα(θ − cβ) = ϕα(α) = 0.

I
‘
rodysime, kad daugiau bendru

‘
ju

‘
šaknu

‘
šie polinomai neturi. Tarkime priešingai, kad jie

turi dar bent viena
‘
bendra

‘
ja

‘
šakni

‘
. Vadinasi, ši šaknis turi sutapti su kuria nors polinomo

ϕβ(t) šaknimi, pavyzdžiui βj (j = 2, n). Todėl

ϕα(θ − cβj) = 0.

Todėl skaičius θ − cβj turi sutapti su kuria nors polinomo ϕα(t) šaknimi αi:

θ − cβj = αi.

Iš čia

θ = α+ cβ = αi + cβj ,

o tai yra prieštara skaičiaus c parinkimui. Vadinasi, polinomai ϕα(θ − ct) ir ϕβ(t) teturi
viena

‘
bendra

‘
šakni

‘
β ir todėl ju

‘
didžiausias bendras daliklis

(
ϕα(θ − ct), ϕβ(t)

)
polinomu

‘

žiede K(θ)[t] yra lygus t−β. Todėl skaičius β priklauso K(θ). Bet α = θ− cβ ir todėl irgi
priklauso K(θ). Vadinasi, ir skaičiu

‘
α ir β generuojamas plėtinys K(α, β) priklauso kūnui

K(θ): K(α, β) ⊂ K(θ). Todėl K(α, β) = K(θ). 4
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16. Algebriniu
‘
skaičiu

‘
kūno izomorfizmai

16.1. Apibrėžimas. Baigtinio plėtinio K ⊂ L izomorfizmu vadiname kūnu
‘
L ir L′

izomorfizma
‘
ϕ su sa

‘
lyga

ϕ(a) = a ∀a ∈ K.

Pastaba. Kai K – racionaliu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

kūnas, ši
‘

izomorfizma
‘

vadinsime algebriniu
‘

skaičiu
‘

kūno L izomorfizmu.

16.2. Teorema. n-tojo laipsnio plėtinys K ⊂ L turi lygiai n izomorfizmu
‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, L = K(θ), degϕθ(t) = [L : K] = n. Pažymėkime primityviojo

skaičiaus θ minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknis θ1 = θ, θ2, . . . , θn. Su kiekviena šaknimi θi

(i = 1, n) sudarome plėtini
‘
K ⊂ K(θi). Šio plėtinio laipsnis [K(θi) : K] = degϕθ(t) = n,

nes polinomas ϕθ(t) yra bet kurios savo šaknies minimaliuoju polinomu.
Apibrėžiame atvaizdi

‘

σi : K(θ) → K(θi) lygybe

σi

( n−1∑
j=0

ajθ
j

)
=

n−1∑
j=0

ajθ
j
i .

I
‘
sitikinsime, kad šis atvaizdis yra plėtinio L = K(θ) izomorfizmas.

1) σi – adicinis homomorfizmas:

σi

( n−1∑
j=0

ajθ
j +

n−1∑
j=0

bjθ
j

)
= σi

( n−1∑
j=0

(
aj + bj

)
θj

)
=

=
n−1∑
j=0

(
aj + bj

)
θj

i =
n−1∑
j=0

ajθ
j
i +

n−1∑
j=0

bjθ
j
i =

= σi

( n−1∑
j=0

ajθ
j

)
+ σi

( n−1∑
j=0

bjθ
j

)
.

2) σi – multiplikacinis homomorfizmas:
Pažymėkime žiedo K[t] polinomus

f(t) =
n−1∑
j=0

ajt
j , g(t) =

n−1∑
j=0

bjt
j .

Tada

f(θ) =
n−1∑
j=0

ajθ
j , g(θ) =

n−1∑
j=0

bjθ
j .
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Padaliname sandauga
‘
f(t)g(t) su liekana ǐs polinomo ϕθ(t):

f(t)g(t) = ϕθ(t)q(t) + r(t), deg r(t) < n.

I
‘
state

‘
vietoje t pirma θ, po to – θi, turime lygybes

f(θ) g(θ) = r(θ), f(θi) g(θi) = r(θi).

Vadinasi,
σi

(
f(θ) g(θ)

)
= σi

(
r(θ)

)
= r(θi) =

= f(θi) g(θi) = σi

(
f(θ)

)
σi

(
g(θ)

)
.

3) σi – injekcija:
Tarkime,

n−1∑
j=0

ajθ
j ∈ Kerσi.

Tada

σi

( n−1∑
j=0

ajθ
j

)
=

n−1∑
j=0

ajθ
j
i = 0.

Kadangi skaičiai 1, θi, θ
2
i , . . . , θ

n−1
i sudaro plėtinio K(θi) baze

‘
, ǐs paskutiniosios lygybės

ǐsplaukia, kad aj = 0, kai j = 0, n− 1. Vadinasi, Kerσi = {0}.

4) σi – surjekcija:
Tarkime,

n−1∑
j=0

ajθ
j
i ∈ K(θi).

Šio skaičiaus pirmvaizdžiu yra skaičius

n−1∑
j=0

ajθ
j .

Iš tikru
‘
ju

‘
,

σi

( n−1∑
j=0

ajθ
j

)
=

n−1∑
j=0

ajθ
j
i .

I
‘
rodėme, kad atvaizdis σi yra kūnu

‘
K(θ) ir K(θi) izomorfizmas. Liko i

‘
rodyti, kad

σi(a) = a ∀a ∈ K.

Ši lygybė ǐsplaukia tiesiogiai ǐs atvaizdžio σi apibrėžimo:

σi(a) = σi

(
a · 1 + 0 · θ + 0 · θ2 + . . .+ 0 · θn−1

)
=

= a · 1 + 0 · θi + 0 · θ2i + . . .+ 0 · θn−1
i = a.
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Tokiu būdu gavome n skirtingu
‘
plėtinio L izomorfizmu

‘
, nes visos šaknys θi (i = 1, n) yra

skirtingos. I
‘
sitikinsime, kad plėtinys L daugiau izomorfizmu

‘
neturi. Tuo tikslu tarkime,

kad σ yra plėtinio L izomorfizmas kūne L′. I
‘
rodysime, kad σ sutampa su vienu ǐs izomor-

fizmu
‘
σi.

Tarkime,
ϕθ(t) = tn + c1t

n−1 + . . .+ cn−1t+ cn.

I
‘
state

‘
vietoje t skaičiu

‘
θ, turime lygybe

‘

θn + c1θ
n−1 + . . .+ cn−1θ + cn = 0.

Paveikime abi lygybės puses izomorfizmu σ:

σ(0) = 0 = σ
(
θn + c1θ

n−1 + . . .+ cn−1θ + cn
)

=

= σ(θn) + σ(c1θn−1) + . . .+ σ(cn−1θ) + σ(cn) =

=
(
σ(θ)

)n + c1
(
σ(θ)

)n−1 + . . .+ cn−1σ(θ) + cn.

Vadinasi, σ(θ) yra minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknis ir todėl turi sutapti su kažkuriuo
skaičiumi θi: σ(θ) = θi. Bet θi = σi(θ). Vadinasi,

σ(θ) = σi(θ).

Tarkime,

f(θ) =
n−1∑
j=0

ajθ
j −

bet kuris plėtinio L skaičius. Parodysime, kad

σi

(
f(θ)

)
= σ

(
f(θ)

)
.

Iš tikru
‘
ju

‘
,

σ
(
f(θ)

)
= f

(
σ(θ)

)
= f

(
σi(θ)

)
= f(θi) = σi

(
f(θ)

)
. 4

16.3. Pavyzdžiai. 1. Rasime visus kūno Q
(

3
√

2
)

izomorfizmus. Kadangi

ϕ 3√2(t) = t3 − 2 =
(
t− 3

√
2
)(
t− ε

3
√

2
)(
t− ε2

3
√

2
)
,

kur ε – primityvioji 3-iojo laipsnio vieneto šaknis, kūnas Q( 3
√

2) turi tris izomorfizmus:

σ1 : Q( 3
√

2) → Q( 3
√

2), σ1(
3
√

2) = 3
√

2;

σ2 : Q( 3
√

2) → Q(ε 3
√

2), σ2(
3
√

2) = ε
3
√

2;

σ3 : Q( 3
√

2) → Q(ε2 3
√

2), σ3(
3
√

2) = ε2
3
√

2.
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2. Rasime visus kūno Q(
√

2) izomorfizmus. Kadangi

ϕ√2(t) = t2 − 2 = (t−
√

2)(t+
√

2),

kūnas Q(
√

2) turi du izomorfizmus:

σ1 : Q(
√

2) → Q(
√

2), σ1(
√

2) =
√

2;

σ2 : Q(
√

2) → Q(−
√

2), σ2(
√

2) = −
√

2.

Pastaba. Aǐsku, kad Q(−
√

2) = Q(
√

2). Vadinasi, σ1 ir σ2 yra kūno Q(
√

2) auto-
morfizmai, paliekantys vietoje racionaliuosius skaičius.

16.4. Apibrėžimas. Kūnai, gauti prijungus jungtinius skaičius, vadinami jungti-
niais.

17. Normalieji plėtiniai

Praeito paragrafo pavyzdžiai rodo, kad kūnas K(θ) gali sutapti su jungtiniu kūnu
K(θi), bet gali ir nesutapti. Išskirsime ta

‘
atveji

‘
, kai K(θ) sutampa su visais jam jungtiniais

kūnais K(θi).

17.1. Apibrėžimas. Baigtinis plėtinys K ⊂ L yra vadinamas normaliuoju, kai visi
to plėtinio primityviojo skaičiaus θ jungtiniai kūnai K(θi) sutampa.

17.2. Teorema. Polinomo skaidinio kūnas – normalusis plėtinys.

I
‘
rodymas. Tarkime, K yra algebriniu

‘
skaičiu

‘
kūnas, ϕ(t) ∈ K[t]. Pažymėje

‘
šio poli-

nomo šaknis α1, α2, . . . , αn, sudarome jo skaidinio kūna
‘
K(α1, α2, . . . , αn) = L. I

‘
rodysime,

kad plėtinys K ⊂ L – normalusis. Pažymėkime šio plėtinio primityvu
‘
ji
‘
skaičiu

‘
θ, jo mini-

maliojo polinomo ϕθ(t) šaknis – θ1 = θ, θ2, . . . , θm. I
‘
rodysime, kadK(θ) = K(θi), i = 1,m.

Kadangi θ ∈ K(α1, α2, . . . , αn), egzistuoja n kintamu
‘
ju

‘
polinomas su koeficientais ǐs

kūno K g(t1, t2, . . . , tn) toks, kad θ = g(α1, α2, . . . , αn).

Sudarome n+ 1 kintamojo polinoma
‘

F (t, t1, t2, . . . , tn) =
∏

σ∈Sn

(
t− gσ(t1, t2, . . . , tn)

)
,

kur sandauga imama pagal visus simetrinės grupės Sn elementus σ,

gσ(t1, t2, . . . , tn) = g
(
tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

)
.
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I
‘
rodysime, kad šis polinomas yra simetrinis kintamu

‘
ju

‘
t1, t2, . . . , tn atžvilgiu. Fiksuojame

simetrinės grupės Sn elementa
‘
τ ir juo paveikiame kintamu

‘
ju

‘
t1, t2, . . . , tn indeksus poli-

nome F
(
t, t1, t2, . . . , tn

)
:

F
(
t, tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
=
∏

σ∈Sn

(
t− gσ

(
tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
.

Pertvarkome nari
‘
gσ

(
tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
:

gσ

(
tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
= g
(
tστ(1), tστ(2), . . . , tστ(n)

)
=

= gστ

(
t1, t2, . . . , tn

)
.

Vadinasi,
F
(
t, tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
=
∏

σ∈Sn

(
t− gστ (t1, t2, . . . , tn)

)
.

Kai σ perbėga visus baigtinės grupės Sn elementus, tai στ taip pat perbėga visus tos grupės
elementus, tik, gal būt, kita tvarka. Todėl

F
(
t, tτ(1), tτ(2), . . . , tτ(n)

)
=

∏
στ∈Sn

(
t− gστ (t1, t2, . . . , tn)

)
=

= F (t, t1, t2, . . . , tn).

Vadinasi, F (t, t1, t2, . . . , tn) – simetrinis kintamu
‘
ju

‘
t1, t2, . . . , tn polinomas.

Tarkime, id yra vienetinis simetrinės grupės Sn elementas. Tada

gid(t1, t2, . . . , tn) = g
(
tid(1), tid(2), . . . , tid(n) = g(t1, t2, . . . , tn).

Pažymėkime

F (t) = F
(
t, α1, α2, . . . , αn

)
=
∏

σ∈Sn

(
t− gσ(α1, α2, . . . , αn)

)
.

Iš pagrindinės simetriniu
‘
polinomu

‘
teoremos ǐsvados ǐsplaukia, kad polinomo F (t) koefi-

cientai priklauso pagrindiniam kūnui K. Be to, skaičius θ yra šio polinomo šaknis. Iš
tikru

‘
ju

‘
, θ = g(α1, α2, . . . , αn) = gid(α1, α2, . . . , αn). Todėl šis polinomas dalosi ǐs mini-

maliojo polinomo ϕθ(t):

F (t) = ϕθ(t) · q(t), q(t) ∈ K[t].

I
‘
state

‘
šioje lygybėje vietoje t skaičiu

‘
θi, gauname lygybe

‘

F (θi) = 0, i = 1,m.
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Vadinasi, egzistuoja keitinys σ ∈ Sn toks, kad

θi = gσ(α1, α2, . . . , αn) = g
(
ασ(1), ασ(2), . . . , ασ(n)

)
.

Todėl
θi ∈ K(α1, α2, . . . , αn) = K(θ)

ir K(θi) ⊂ K(θ). Bet [K(θi) : K] = [K(θ) : K] = m, todėl ǐs laipsniu
‘
formulės ǐsplaukia

lygybė [K(θ) : K(θi)] = 1. Vadinasi, K(θi) = K(θ). 4

18. Baigtiniai Galua plėtiniai

18.1. Apibrėžimas. Baigtinis normalusis plėtinys K ⊂ L yra vadinamas baigtiniu
Galua plėtiniu.

Pažymėkime [L : K] = n, L = K(θ), θ1 = θ, θ2, . . . , θn – minimaliojo polinomo ϕθ(t)
šaknis. Tada K(θ) = K(θi), kai i = 1, n, ir izomorfizmas σi : K(θ) → K(θi) yra kūno
K(θ) automorfizmas, paliekantis vietoje kūno K skaičius. Pažymėkime automorfizmu

‘
aibe

‘

G = GL(L,K) =
{
σi | i = 1, n

}
.

Automorfizmu
‘
kompozicijos atžvilgiu ši aibė yra multiplikacinė grupė.

18.2. Apibrėžimas. Galua plėtinio K ⊂ L automorfizmu
‘

grupė G = GL(L,K) yra
vadinama šio plėtinio Galua grupe.

Pastaba. Iš Galua grupės apibrėžimo ǐsplaukia, kad šios grupės eilė |G| sutampa su
plėtinio K ⊂ L laipsniu [L : K].

18.3. Lema. Jei visi Galua plėtinio K ⊂ L automorfizmai σ palieka vietoje skaičiu
‘

a, tai šis priklauso pagrindiniam kūnui K.

I
‘
rodymas. Turime lygybe

‘

σ(a) = a ∀σ ∈ G.

Skaičiaus a jungtiniai skaičiai σ(a) sutampa su a, todėl minimalusis polinomas

ϕa(t) = t− a,

nes minimalusis polinomas vienodu
‘
šaknu

‘
neturi. Bet t− a ∈ K[t], todėl a ∈ K. 4

18.4. Pagrindinė Galua teorijos teorema. Tarp Galua plėtinio K ⊂ L tarpiniu
‘

kūnu
‘

aibės
A = {M |K ⊂M ⊂ L}
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ir to plėtinio Galua grupės pogrupiu
‘

aibės

B = {H |H < G}

egzistuoja bijekcinis ryšys.

I
‘
rodymas. Apibrėžkime atvaizdi

‘
f : A→ B lygybe

f(M) = {σ ∈ G | σ(α) = α ∀α ∈M}, M ∈ A.

I
‘
rodysime, kad f(M) yra grupės G pogrupis, t. y. atvaizdis f apibrėžtas korektǐskai.

Tarkime, σ, τ ∈ f(M). Vadinasi,

στ(α) = σ
(
τ(α)

)
= σ(α) = α ∀α ∈M.

Todėl στ ∈ f(M).
Tarkime σ ∈ f(M). Parodysime, kad σ−1 ∈ f(M). Tuo tikslu abi lygybės

σ(α) = α

puses paveikime automorfizmu σ−1:

σ−1σ(α) = σ−1(α) = α.

Vadinasi, σ−1 ∈ f(M) ir tuo pačiu f(M) yra grupės G pogrupis.
Kadangi K ⊂ L yra normalusis plėtinys, tai ir M ⊂ L yra normalusis plėtinys ir

ǐs f(M) apibrėžimo ǐsplaukia, kad šis pogrupis yra Galua plėtinio M ⊂ L Galua grupė:
f(M) = GL(L,M).

I
‘
rodysime, kad atvaizdis f yra injekcija. Taikome prieštara

‘
. Tarkime, M1 6= M2, o

f(M1) = f(M2). Parodysime, kad M1 turi sutapti su M2.
Tarkime α ∈ M1. Tada σ(α) = α ∀σ ∈ f(M1). Bet f(M1) = f(M2). Vadinasi,

σ(α) = α ∀σ ∈ f(M2). Kadangi f(M2) = GL(L,M2), ǐs lemos 18.3 ǐsplaukia, kad
α ∈M2. Vadinasi M1 ⊂M2.

Analogǐskai i
‘
rode

‘
, kad M2 ⊂M1, gauname M1 = M2, o tai prieštara sa

‘
lygai.

Vadinasi, atvaizdis f – injekcija.
I
‘
rodysime, kad f yra surjekcija.

Su kiekvienu aibės B elementu H turėtu
‘
egzistuoti toks aibės A elementas M , kad

f(M) = H.
Pažymėkime

M = {α ∈ L | σ(α) = α ∀σ ∈ H}.

I
‘
rodysime, kad M yra aibės A elementas, t. y. tarpinis kūnas.
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Tarkime, α, β ∈M . Tuomet

σ(α) = α, σ(β) = β ∀σ ∈ H.

Vadinasi,
σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) = α+ β,

σ(αβ) = σ(α)σ(β) = αβ,

t. y. α+ β, αβ ∈M . Todėl M yra kūnas. Be to, M ⊂ L ǐs M apibrėžimo ir K ⊂M , nes

σ(a) = a ∀a ∈ G.

I
‘
sitikinsime, kad pogrupis H sutampa su f(M).

Tarkime, σ ∈ H. Vadinasi, σ(α) = α ∀α ∈ M . Bet tokiu atveju σ ∈ f(M). Taigi
H ⊂ f(M).

Parodysime, kad baigtiniu
‘
pogrupiu

‘
H ir f(M) eilės |H| ir |f(M)| sutampa. Iš čia

ǐsplauks šiu
‘
pogrupiu

‘
lygybė.

Tarkime, L = K(θ). Vadinasi, L = M(θ).
Pažymėkime plėtinio M ⊂ L primityviojo skaičiaus θ minimalu

‘
ji
‘
polinoma

‘
ϕ

(M)
θ (t).

Sudarykime polinoma
‘

ϕ(t) =
∏
σ∈H

(
t− σ(θ)

)
.

Šio polinomo koeficientai priklauso kūnui M ir θ yra jo šaknis, nes pogrupio H elementu
‘

tarpe yra ir vienetinis. Iš minimaliojo polinomo savybiu
‘
polinomas ϕ(t) dalosi ǐs polinomo

ϕ
(M)
θ (t). Todėl

degϕ(t) ≥ degϕ(M)
θ (t).

Bet degϕ(t) = |H|, degϕ(M)
θ (t) = [L : M ] = |f(M)|. Vadinasi, |H| ≥ |f(M)|. Bet H yra

dalis f(M), todėl |H| = |f(M)|. Tuo pačiu H = f(M).
Vadinasi aibiu

‘
A ir B atvaizdis F yra bijekcija. 4

Išvada. Tarkime, tarpini
‘

kūna
‘
M atitinka Galua grupės G pogrupis H. Tuomet

indeksas [G : H] sutampa su laipsniu [M : K].

I
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs lygybiu

‘

|G| = |H| [G : H],

[L : K] = [L : M ] [M : K],

|G| = [L : K],

|H| = [L : M ]. 4
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18.5. Pavyzdys. Nagrinėkime plėtini
‘
Q ⊂ Q(ε), kur ε – primityvioji 9-ojo laips-

nio vieneto šaknis. Rasime visus to plėtinio tarpinius kūnus. Pirmiausia paskaičiuosime
skaičiaus ε minimalu

‘
ji
‘
polinoma

‘
. Polinomas f(t) = t9− 1, kurio šaknimi yra ε, negali būti

minimaliuoju, nes jis skaidus:

t9 − 1 =
(
t3 − 1

)(
t6 + t3 + 1

)
.

I
‘
rodysime, kad ϕε(t) = t6+t3+1. Pirmiausia ϕε(ε) = 0, nes ε3 6= 1, kadangi ε – primityvioji

šaknis. Liko i
‘
rodyti, kad ϕε(t) yra neskaidus polinomas virš racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno. Tam

pakanka parodyti, kad polinomas ϕε(t+ 1) yra neskaidus. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕε(t+ 1) = (t+ 1)6 + (t+ 1)3 + 1 =

= t6 + 6t5 + 15t4 + 21t3 + 18t2 + 9t+ 3,

ir ϕε(t+ 1) yra neskaidus pagal Eizenšteino kriteriju
‘
.

Taigi ϕε(t) = t6 + t3 + 1 ir [Q(ε) : Q] = degϕε(t) = 6.
Iš primityviosios šaknies savybiu

‘
ǐsplaukia, kad jai jungtinėmis šaknimis yra skaičiai

ε, ε2, ε4, ε5, ε7, ε8,

t. y. visi skaičiaus ε laipsniai, kuriu
‘
rodikliai yra mažesni už n ir tarpusavyje pirminiai su

9. Iš čia ǐsplaukia, kad plėtinys Q ⊂ Q(ε) yra normalusis ir jo Galua grupė G lygi

G =
{
σ1, σ2, σ4, σ5, σ7, σ8

}
,

kur
σ1(ε) = ε,

σ2(ε) = ε2,

σ4(ε) = ε4,

σ5(ε) = ε5,

σ7(ε) = ε7,

σ8(ε) = ε8.

Rasime visus šios grupės tikrinius pogrupius. Tam pirmiausia paskaičiuosime visu
‘
elementu

‘

eiles:
1) |σ1| = 1, nes σ1(ε) = ε;

2) σ2
2(ε) = σ2

(
σ2(ε)

)
= σ2(ε2) =

(
σ2(ε)

)2 = (ε2)2 = ε4,
σ3

2(ε) = σ2

(
σ2

2(ε)
)

= σ2(ε4) =
(
σ2(ε)

)4 = (ε2)4 = ε8.
Vadinasi, |σ2| 6= 2, 3, todėl |σ2| = 6, nes elemento eilė dalo grupės eile

‘
;

3) σ2
4(ε) = σ4

(
σ4(ε)

)
= σ4(ε4) =

(
σ4(ε)

)4 = (ε4)4 = ε16 = ε7,
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σ3
4(ε) = σ4

(
σ2

4(ε)
)

= σ4(ε7) =
(
σ4(ε)

)7 = (ε4)7 = ε28 = ε.
Vadinasi, |σ4| = 3;

4) σ2
5(ε) = σ5

(
σ5(ε)

)
= σ5(ε5) =

(
σ5(ε)

)5 = (ε5)5 = ε25 = ε7,
σ3

5(ε) = σ5

(
σ2

5(ε)
)

= σ5(ε7) =
(
σ5(ε)

)7 = (ε5)7 = ε35 = ε8.
Kaip ir antruoju atveju, |σ5| = 6;

5) σ2
7(ε) = σ7

(
σ7(ε)

)
= σ7(ε7) =

(
σ7(ε)

)7 = (ε7)7 = ε49 = ε4,
σ3

7(ε) = σ7

(
σ2

7(ε)
)

= σ7(ε4) =
(
σ7(ε)

)4 = (ε7)4 = ε28 = ε.
Vadinasi, |σ7| = 3;

6) σ2
8(ε) = σ8

(
σ8(ε)

)
= σ8(ε8) =

(
σ8(ε)

)8 = (ε8)8 = ε64 = ε.
Vadinasi, |σ8| = 2.

Taigi grupė G turi du tikrinius pogrupius:

H1 =
{
σ1, σ4, σ7

}
ir H2 =

{
σ1, σ8

}
.

Rasime tuos pogrupius atitinkančius tarpinius kūnus.
1. Tarkime, pogrupi

‘
H1 atitinka kūnas M1. Vadinasi,

M1 =
{
α ∈ Q(ε) | σ4(α) = α, σ7(α) = α

}
.

Galima laikyti, kad skaičius ε yra plėtinio M1 ⊂ Q(ε) primityvusis skaičius: M1(ε) = Q(ε).
Šiam skaičiui jungtiniai yra

σ1(ε) = ε, σ4(ε) = ε4, σ7(ε) = ε7.

Todėl skaičiaus ε minimalusis polinomas ϕ(1)
ε (t) virš kūno M1 yra

ϕ(1)
ε (t) = (t− ε)(t− ε4)(t− ε7) =

= t3 − t2 (ε+ ε4 + ε7) + t (ε5 + ε8 + ε2)− ε12 = t3 − ε3.

(Čia pritaikome tapatybes ε9 = 1, ε6 + ε3 + 1 = 0).
Matome, kad ε3 ∈ M1. Paskaičiuosime skaičiaus ε3 minimalu

‘
ji
‘
polinoma

‘
ϕε3(t) virš

racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q. Tuo tikslu rasime visus to skaičiaus jungtinius:

σ1

(
ε3
)

= ε3, σ2

(
ε3
)

= ε6, σ5

(
ε3
)

= ε6, σ8

(
ε3
)

= ε6.

Taigi skaičiui ε3 jungtiniai yra ε3 ir ε6. Todėl minimalusis polinomas

ϕε3(t) = (t− ε3)(t− ε6) = t2 + t+ 1.

Šio polinomo šaknys yra 1
2

(
− 1±

√
−3
)
. Todėl

M1 = Q(ε3) = Q
(√

−3
)
.
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18.6. Apibrėžimas. Plėtinys, gautas prie racionaliu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

kūno prijungus
neskaidaus kvadratinio polinomo menama

‘
ja
‘
šakni

‘
, vadinamas menamuoju kvadratiniu

‘
skai-

čiu
‘

kūnu, o realia
‘
ja
‘

šakni
‘

– realiuoju kvadratiniu
‘

skaičiu
‘

kūnu.

Taigi šiame pavyzdyje tarpinis kūnas M1 = Q
(√

−3
)

yra menamu
‘
ju

‘
kvadratiniu

‘

skaičiu
‘
kūnas.

2. Tarkime, pogrupi
‘
H2 atitinka kūnas M2. Vadinasi,

M2 =
{
α ∈ Q(ε) | σ8(α) = α

}
.

Turime antrojo laipsnio plėtini
‘
M2 ⊂ Q(ε). Vėlgi galime laikyti, kad Q(ε) = M2(ε).

Skaičiaus ε jungtiniais yra σ1(ε) = ε ir σ8(ε) = ε8. Todėl skaičiaus εminimalusis polinomas
ϕ

(2)
ε (t) virš kūno M2 yra

ϕ(2)
ε (t) = (t− ε)(t− ε8) = t2 − t(ε+ ε8) + 1.

Pažymėkime θ = ε + ε8. Šis skaičius priklauso kūnui M2. Paskaičiuojame jo jungtinius
virš racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q:

σ1(ε+ ε8) = ε+ ε8, σ2(ε+ ε8) = ε2 + ε7, σ4(ε+ ε8) = ε4 + ε5,

σ5(ε+ ε8) = ε5 + ε4, σ7(ε+ ε8) = ε7 + ε2.

Vadinasi, skaičiui ε+ ε8 jungtiniai yra ε+ ε8, ε2 + ε7, ε4 + ε5 ir jo minimalusis polinomas
ϕθ(t) virš racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q yra

ϕθ(t) = (t− ε− ε8)(t− ε2 − ε7)(t− ε4 − ε5) = t3 − 3t+ 1.

Kadangi degϕθ(t) = 3 = [M2 : Q], skaičius θ = ε+ ε8 generuoja kūna
‘
M2 virš racionaliu

‘
ju

‘

skaičiu
‘
kūno Q: Q(θ) = Q(ε+ ε8) = M2.

19. Grupės Cn ir Mn

Su kiekvienu natūraliuoju skaičiumi n pažymėkime

Cn =
{
a | (a, n) = 1

}
−

multiplikacine
‘

liekanu
‘

klasiu
‘

grupe
‘

moduliu n. Žinoma, kad šios grupės eilė yra ϕ(n)(
ϕ(n) – Oilerio funkcija

)
. Be to, grupė Cn yra Abelio grupė.

Nagrinėkime aibe
‘

M =
{
(a, b) | a, b ∈ Z, (a, n) = 1

}
.
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Šioje aibėje apibrėžiame ekvivalentumo ryši
‘
: sakome, kad pora (a, b) ekvivalenti porai (c, d)

tada ir tik tada, kai
a ≡ cmodn, b ≡ dmodn.

I
‘
rodysime, kad šis ryšys ǐs tikru

‘
ju

‘
yra ekvivalentumo ryšys:

1) (a, b) ∼ (a, b), nes a ≡ amodn, b ≡ bmodn.
2) Tarkime (a, b) ∼ (c, d). Tuomet a ≡ cmodn, b ≡ dmodn. Iš čia ǐsplaukia, kad

c ≡ amodn ir d ≡ bmodn. Todėl (c, d) ∼ (a, b).
3) Tarkime, (a, b) ∼ (c, d) ir (c, d) ∼ (g, h). Vadinasi, a ≡ cmodn, b ≡ dmodn ir

c ≡ gmodn, d ≡ hmodn. Tuomet a ≡ gmodn, b ≡ hmodn ir todėl (a, b) ∼ (g, h). 4

Pažymėkim aibės M faktoraibe
‘
pagal apibrėžta

‘
ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘

Mn =
{
(a, b) | (a, n) = 1, a, bmodn

}
.

Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad šios aibės klasiu
‘
skaičius yra lygus nϕ(n).

Aibėje Mn apibrėžiame algebrine
‘
operacija

‘
lygybe

(a, b) · (c, d) = (ac, bc+ d).

Kadangi apibrėžiame operacija
‘
tarp klasiu

‘
per atstovus, ǐskyla apibrėžimo korektǐskumo

klausimas. Tarkime,
(a′, b′) = (a, b), (c′, d′) = (c, d) ir

(a′, b′) · (c′, d′) = (a′c′, b′c′ + d′).

Mes turime i
‘
rodyti, kad

(ac, bc+ d) = (a′c′, b′c′ + d′).

Kadangi
a ≡ a′modn, b ≡ b′modn,

c ≡ c′modn, d ≡ d′modn,

ǐs lyginiu
‘
savybiu

‘
ǐsplaukia, kad

ac ≡ a′c′modn,

bc+ d ≡ b′c′ + d′modn.

Vadinasi, klasės (ac, bc+ d) ir (a′c′, b′c′ + d′) kertasi netuščiai, todėl sutampa.
Šios operacijos atžvilgiu aibė Mn sudaro grupe

‘
:

1) operacija asociatyvi –((
(a, b) · (c, d)

)
· (g, h)

)
= (ac, bc+ d) · (g, h) = (acg, bcg + dg + h) =

= (a, b) · (cg, dg + h) = (a, b) ·
(
(c, d) · (g, h)

)
;
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2) egzistuoja vienetinis elementas (1, 0) –

(1, 0) · (a, b) = (a, 0 · a+ b) = (a, b);

3) klasei (a, b) atvirkštinė klasė yra (c,−bc), kur ac ≡ 1 modn. Iš tikru
‘
ju

‘
, (a, b) ·

(c,−bc) = (ac, bc− bc) = (1, 0), nes ac ≡ 1 modn.
Vadinasi, Mn yra multiplikacinė grupė. Ši grupė yra nekomutatyvi: pavyzdžiui,

(1, 1) · (2, 0) = (2, 2), o

(2, 0) · (1, 1) = (2, 1).

19.1. Teorema. Grupė Mn yra ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Apibrėžkime grupės Mn atvaizdi

‘
ϕ grupėje Cn lygybe

ϕ
(
(a, b)

)
= a.

I
‘
rodysime, kad atvaizdžio ϕ apibrėžimas yra korektǐskas. Tarkime, (a′, b′) = (a, b) ir

ϕ
(
(a′, b′)

)
= a′.

Iš klasiu
‘
lygybės ǐsplaukia, kad a ≡ a′modn, todėl a = a′.

Atvaizdis ϕ yra surjekcinis homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
:

1) ϕ
(
(a, b) · (c, d)

)
= ϕ

(
(ac, bc+ d)

)
= ac = a · c = ϕ

(
(a, b)

)
ϕ
(
(c, d)

)
;

2) klasei a ∈ Cn pirmvaizdžiu yra klasė (a, 1):

ϕ
(
(a, 1)

)
= a. 4

Pritaike
‘

atvaizdžiui ϕ pagrindine
‘

grupiu
‘

homomorfizmu
‘

teorema
‘
, gauname, kad faktor-

grupė Mn

/
Ker ϕ yra izomorfiška grupei Cn. Vadinasi, faktorgrupė Mn

/
Ker ϕ yra Abelio

grupė.
Paskaičiuosime tiksliau branduoli

‘
Kerϕ. Tarkime, (a, b) ∈ Kerϕ. Tuomet ϕ

(
(a, b)

)
=

a = 1. Vadinasi,
Ker ϕ =

{
(1, b), bmodn

}
.

I
‘
rodysime, kad Ker ϕ yra izomorfiška ciklinei grupei Zn. Grupės Ker ϕ atvaizdi

‘
ψ

grupėje Zn apibrėžiame lygybe
ψ
(
(1, b)

)
= b.

1) ψ – homomorfizmas:

ψ
(
(1, b) · (1, c)

)
= ψ

(
(1, b+ c)

)
= b+ c = b+ c =

= ψ
(
(1, b)

)
+ ψ

(
(1, c)

)
;
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2) ψ – injekcija:

Tarkime, (1, b) ∈ Ker ψ. Tuomet

ψ
(
(1, b)

)
= b = 0.

Vadinasi, b ≡ 0 modn ir (1, b) = (1, 0). Taigi, Ker ψ =
{
(1, 0)

}
;

3) ψ – surjekcija:

Klasei b ∈ Zn pirmvaizdžiu yra klasė (1, b):

ψ
(
(1, b)

)
= b. 4

Tokiu būdu, grupė Kerϕ yra Abelio grupė. Teoremos teiginys dabar ǐsplaukia ǐs lemos:

19.2. Lema. Jei G
/
H ir H yra Abelio grupės, tai faktorgrupė G

/
H yra ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Kadangi G

/
H yra Abelio grupė, jos komutantas

(
G
/
H
)′ = {H}. I

‘
rodysime,

kad grupės G komutantas G′ yra H pogrupis. Tarkime, g1, g2 ∈ G ir sudarykime komuta-
toriu

‘
[g1, g2]. Kadangi

H = g1H · g2H
(
g1H

)−1(
g2H

)−1 =

= g1H · g2H · g−1
1 Hg−1

2 H = g1g2g
−1
1 g−1

2 H,

tai g1g2g−1
1 g−1

2 = [g1, g2] ∈ H.

Taigi G′ ⊂ H. Bet
(
G′
)′ ⊂ H ′ ir H ′ = {e}, nes H – Abelio. Vadinasi, grupės G

komutantu
‘
eilutė nutrūksta jau antrame žingsnyje ir todėl G – ǐssprendžiama. 4 4
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20. Paprastieji radikalieji plėtiniai

20.1. Apibrėžimas. Tarkime, K yra algebriniu
‘

skaičiu
‘

kūnas ir polinomas ϕ(t) =
tn − a ∈ K[t]. Polinomo ϕ(t) skaidinio kūna

‘
vadiname paprastuoju radikaliuoju kūno K

plėtiniu.

Tarkime, K ⊂ L yra paprastasis radikalusis plėtinys, gautas, prijungus polinomo
ϕ(t) = tn−a šaknis. Jei θ yra šio polinomo šaknis, tai kitos šaknys yra θ ·εk, k = 1, n− 1,
o ε – primityvioji n-tojo laipsnio vieneto šaknis. Iš tikru

‘
ju

‘
,(

θ · εk
)n = θn ·

(
εk
)n = θn ·

(
εn
)k = a.

Vadinasi kūna
‘
L galima gauti, prijungus prie kūno K skaičius θ ir ε: L = K(θ, ε). Be to,

šis plėtinys yra Galua plėtinys, nes polinomo skaidinio kūnas yra normalusis plėtinys.

20.2. Teorema. Paprastojo radikaliojo plėtinio K ⊂ L Galua grupė G = GL(L,K)
yra ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Tarkime, σ yra bet kuris grupės G automorfizmas. Paveike

‘
juo abi lygybės

θn = a puses, turime, kad
(
σ(θ)

)n = a. Vadinasi, σ(θ) yra taip pat polinomo ϕ(t) =
tn − a šaknis ir todėl σ(θ) = θ · εb, bmodn. Paveike

‘
automorfizmu σ abi lygybės εn = 1

puses, gauname lygybe
‘

(
σ(ε)

)n = 1. Vadinasi, σ(ε) yra n-tojo laipsnio vieneto šaknis.
Parodysime, kad tai yra primityvioji šaknis. Tarkime, σ(ε) = εa ir d yra skaičiu

‘
a ir n

didžiausias bendras daliklis (a, n). Reikia i
‘
rodyti, kad d = 1. Pakėle

‘
skaičiu

‘
εa laipsniu n

d ,
turime: (

εa
)n

d = ε
na
d =

(
εn
) a

d = 1.

Vadinasi, (
σ(ε)

)n
d =

(
εa
)n

d = 1.

Todėl
σ
(
ε

n
d

)
= 1.

Paveike
‘
abi šios lygybės puses automorfizmu σ−1, gauname lygybe

‘

ε
n
d = 1.

Kadangi ε yra primityvioji n-tojo laipsnio vieneto šaknis, didžiausias bendras daliklis
d = 1. Taigi, σ(ε) = εa ir (a, n) = 1.

Jei εa = εa′
, tai a ≡ a′modn ir

jei θεb = θεb′
, tai b ≡ b′modn.

Todėl galima apibrėžti grupės G atvaizdi
‘
ϕ grupėje Mn lygybe

ϕ(σ) = (a, b),
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kur a ir b tokie skaičiai, kad σ(ε) = εa ir σ(θ) = θεb.

I
‘
rodysime, kad atvaizdis ϕ yra injekcinis homomorfizmas:

1) ϕ – homomorfizmas:

Tarkime τ ∈ G ir τ(ε) = εc, τ(θ) = θεd. Tuomet

στ(ε) = σ
(
τ(ε)

)
= σ

(
εc
)

=
(
σ(ε)

)c =
(
εa
)c = εac ir

στ(θ) = σ
(
τ(θ)

)
= σ

(
θεd
)

= σ(θ) · σ
(
εd
)

= σ(θ) ·
(
σ(ε)

)d = θεb ·
(
εa
)d = θ · εad+b.

Vadinasi,

ϕ(στ) = (ac, ad+ b) = (c, d) · (a, b) = ϕ(τ) · ϕ(σ);

2) ϕ – injekcija:

Tarkime, σ ∈ Ker ϕ. Tuomet

ϕ(σ) = (a, b) = (1, 0).

Todėl σ(ε) = ε1 ir σ(θ) = θ · ε0, t. y. σ(ε) = ε ir σ(θ) = θ. Tarkime,

g(ε, θ) =
k∑

i=0

l∑
j=0

aijε
iθj

yra bendrasis plėtinio L narys. Paveike
‘
ji
‘
automorfizmu σ, gauname lygybe

‘

σ
(
g(ε, θ)

)
= σ

( k∑
i=0

l∑
j=0

aijε
iθj

)
=

=
k∑

i=0

l∑
j=0

σ
(
aijε

iθj
)

=
k∑

i=0

l∑
j=0

σ
(
aij

)
σ
(
εi
)
σ
(
θj
)

=

=
k∑

i=0

l∑
j=0

aij

(
σ(ε)

)i (
σ(θ)

)j =
k∑

i=0

l∑
j=0

aijε
iθj = g(ε, θ).

Vadinasi, σ yra tapatusis automorfizmas id ir Ker ϕ = {id}.
Iš čia ǐsplaukia, kad grupė G yra izomorfiška grupės Mn pogrupiui ϕ(G) ir todėl yra

ǐssprendžiama grupė, nes kiekvienas ǐssprendžiamos grupės pogrupis yra ǐssprendžiamas. 4
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21. Cikliniai plėtiniai

21.1. Apibrėžimas. Baigtinis Galua plėtinys K ⊂ L yra vadinamas cikliniu, kai jo
Galua grupė G yra ciklinė.

21.2. Teorema. Tarkime, algebriniu
‘

skaičiu
‘

kūnui K priklauso primityvioji n-tojo
laipsnio vieneto šaknis ε, o K ⊂ L yra ciklinis n-tojo laipsnio plėtinys. Tada šis plėtinys
yra paprastasis radikalusis plėtinys ir ji

‘
generuojantis polinomas yra tn − a.

I
‘
rodymas. Pažymėkime plėtinio K ⊂ L Galua grupe

‘
G. Tarkime, grupe

‘
G generuoja

automorfizmas σ : G =< σ >. Be to, |G| = [L : K] = n. Vadinasi,

G =
{
id, σ, σ2, . . . , σn−1

}
.

Tarkime, α ∈ L ir sudarykime šio skaičiaus Lagranžo rezolvente
‘
, atitinkančia

‘
skaičiu

‘

t (t ∈ Z): (
εt, α

)
= α+ εtσ(α) + ε2tσ2(α) + . . .+ ε(n−1)tσn−1(α).

Prijunge
‘
prie kūno K skaičiu

‘
α, gauname tarpini

‘
kūna

‘
K(α): K ⊂ K(α) ⊂ L. Šiam

kūnui atitinka grupės G pogrupis H ir H = GL
(
L,K(α)

)
. Kadangi G – ciklinė grupė,

pogrupis H yra taip pat ciklinis ir yra generuojamas automorfizmo σd (čia dm = n,
m = |H|). Kadangi pogrupio H automorfizmai palieka vietoje visus tarpinio kūno K(α)
elementus, σd(α) = α. Padaline

‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
k ǐs d su liekana: k = di + j, paskai-

čiuokime σk(α):

σk(α) = σid+j(α) = σj σid(α) = σj ·
(
σd
)i(α) = σj(α),

nes
(
σd
)i ∈ H.

Pertvarkome Lagranžo rezolvente
‘
(ε, α):

(ε, α) = α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εdσd(α) + εd+1σd+1(α) + εd+2σd+2(α) + . . .+

+ ε2dσ2d(α) + . . .+ εdi+1σdi+1(α) + εdi+2σdi+2(α) + . . .+ εd(i+1)σd(i+1)(α)+

+ . . .+ ε(m−1)d+1σ(m−1)d+1(α) + ε(m−1)d+2σ(m−1)d+2(α) + . . .+

+ ε(m−1)d+d−1σ(m−1)d+d−1(α) = α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εd−1σd−1(α)+

+ εd
(
α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εd−1σd−1(α)

)
+ . . .+ ε(m−1)d

(
α+ εσ(α)+

+ ε2σ2(α) + . . .+ εd−1σd−1(α)
)

=
(
α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+

+ εd−1σd−1(α)
)(

1 + εd + ε2d + . . .+ ε(m−1)d
)

=

=


(
α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εd−1σd−1(α)

)
·m, jei εd = 1;(

α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εd−1σd−1(α)
)
· εmd−1

εd−1
, jei εd 6= 1.
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Bet εmd = εn = 1, vadinasi, jei εd 6= 1, Lagranžo rezolventė (ε, α) = 0. Kadangi ε yra
primityvioji n-tojo laipsnio vieneto šaknis, tai εd 6= 1, kai d < n. Vadinasi, jei Lagranžo
rezolventė (ε, α) 6= 0, būtinai d sutampa su n. O tai reǐskia, kad H =< σn >=< id >=
{id}, t.y. |H| = 1 = [L : K(α)]. Todėl kūnas L turi sutapti su K(α).

Rasime kūne L toki
‘
skaičiu

‘
α, kad jo Lagranžo rezolventė (ε, α) 6= 0. Tarkime, skaičius

θ yra plėtinio K ⊂ L primityvusis skaičius: L = K(θ). Pažymėkime skaičiaus θ minimalu
‘
ji
‘

polinoma
‘
ϕθ(t):

ϕθ(t) =
∏
σ∈G

(
t− σ(θ)

)
.

I
‘
rodysime, kad bent viena ǐs rezolvenčiu

‘
(ε, θ), (ε, θ2), . . . , (ε, θn−1) yra nelygi nuliui.

Tarkime priešingai, visos šios rezolventės lygios nuliui:

θ + εσ(θ) + ε2σ2(θ) + . . .+ εn−1σn−1(θ) = 0,

θ2 + εσ(θ2) + ε2σ2(θ2) + . . .+ εn−1σn−1(θ2) = 0,

.................................................................................

θn−1 + εσ
(
θn−1

)
+ ε2σ2

(
θn−1

)
+ . . .+ εn−1σn−1

(
θn−1

)
= 0.

Prie šiu
‘
lygybiu

‘
prirašykime tapatybe

‘

1 + ε+ ε2 + . . .+ εn−1 = 0.

Vadinasi,
(
1, ε, ε2, . . . , εn−1

)
yra nenulinis lygčiu

‘
sistemos

x1 +x2 +. . .+xn = 0,
x1θ +x2σ(θ) +. . .+xnσ

n−1(θ) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . .

x1θ
n−1+x2σ(θn−1)+. . .+xnσ

n−1(θn−1)= 0

sprendinys. Todėl šios sistemos determinantas yra lygus nuliui:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
θ σ(θ) σ2(θ) . . . σn−1(θ)
θ2 σ(θ2) σ2(θ2) . . . σn−1(θ2)
. . . . . . . . . . . . . . .
θn−1 σ(θn−1) σ2(θn−1) . . . σn−1(θn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Kadangi σk(θl) =
(
σ(θl)

)k =
((
σ(θ)

)l)k

=
(
σ(θ)

)lk, šis determinantas yra Vandermondo
determinantas:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
θ σ(θ) σ2(θ) . . . σn−1(θ)
θ2

(
σ(θ)

)2 (
σ2(θ)

)2
. . .

(
σn−1(θ)

)2
. . . . . . . . . . . . . . .
θn−1

(
σ(θ)

)n−1 (
σ2(θ)

)n−1
. . .

(
σn−1(θ)

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Todėl ∏
0≤i<j≤n−1

(
σi(θ)− σj(θ)

)
= 0.

Vadinasi, bent vienas dauginamasis lygus nuliui:

σk(θ)− σl(θ) = 0.

Bet ir σk(θ), ir σl(θ) yra minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknys, o jos yra skirtingos. Vadinasi,
gavome prieštara

‘
prielaidai, kad visos rezolventės

(ε, θ), (ε, θ2), . . . , (ε, θn−1)

yra lygios nuliui. Tokiu būdu, plėtinyje L egzistuoja toks skaičius α, kad (ε, α) 6= 0, ir šis
skaičius generuoja plėtini

‘
: L = K(α).

Su kiekvienu sveikuoju skaičiumi t nagrinėjame Lagranžo rezolvente
‘

(εt, α) = α+ εtσ(α) + . . .+ εt(n−1)σn−1(α).

Paveikime abi šios lygybės puses automorfizmu σ:

σ
(
(εt, α)

)
= σ(α) + σ

(
εtσ(α)

)
+ . . .+ σ

(
εt(n−1)σn−1(α)

)
=

= σ(α) + εtσ2(α) + . . .+ εt(n−1)σn(α) =

= σ(α) + εtσ2(α) + . . .+ εt(n−1)α =

= ε−t
(
α+ εtσ(α) + ε2tσ2(α) + . . .+ εt(n−1)σn−1(α)

)
=

= ε−t
(
εt, α

)
.

(I
‘
rodinėjant šia

‘
lygybe

‘
, naudojamės tuo, kad ε ∈ K, todėl σ(εk) = εk, bei tuo, kad

σn = id).
Imkime šioje lygybėje t = 1:

σ
(
(ε, α)

)
= ε−1(ε, α).

Pakeliame abi lygybės puses laipsniu t:(
σ
(
(ε, α)

))t

= ε−t(ε, α)t.

Vadinasi,
σ
(
(ε, α)t

)
= ε−t(ε, α)t,

ir
σ
(
(εt, α)

)
σ
(
(ε, α)t

) =
(εt, α)
(ε, α)t

.
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Galutinai gauname lygybe
‘

σ

(
(εt, α)
(ε, α)t

)
=

(
εt, α

)(
ε, α
)t .

Pažymėje
‘ (

εt, α
)(

ε, α
)t = at,

turime, kad σ(at) = at. Kadangi automorfizmas σ generuoja visa
‘
Galua grupe

‘
,

σk(at) = at,

t.y. visi grupės G automorfizmai skaičiu
‘
at palieka vietoje, todėl at yra pagrindinio kūno

K skaičius: at ∈ K.
Iš skaičiaus at ǐsraǐskos gauname lygybe

‘(
εt, α

)
= at

(
ε, α)t.

Pažymėkime
(
ε, α) = β. Tada kūnas K(β) yra kūno K(α) pokūnis: K(β) ⊂ K(α).

I
‘
rodysime, kad ir kūnas K(α) yra K(β) pokūnis.

Paskaičiuokime visu
‘
rezolvenčiu

‘

(
εt, α) suma

‘
, kai t = 0, n− 1:

(ε0, α) + (ε, α) + (ε2, α) + . . .+ (εn−1, α) =

= α+ σ(α) + σ2(α) + . . .+ σn−1(α)+

+ α+ εσ(α) + ε2σ2(α) + . . .+ εn−1σn−1(α)+

+ α+ ε2σ2(α) + ε4σ2(α) + . . .+ ε2(n−1)σn−1(α) + . . .+

+ α+ εn−1σ(α) + ε2(n−1)σ2(α) + . . .+ ε(n−1)(n−1)σn−1(α) =

= nα+ σ(α)
(
1 + ε+ ε2 + . . .+ εn−1

)
+ σ2(α)

(
1 + ε2 + ε4 + . . .+ ε2(n−1)

)
+

+ . . .+ σn−1(α)
(
1 + εn−1 + ε2(n−1) + . . .+ ε(n−1)(n−1)

)
.

Bet

1 + εk + ε2k + . . .+ ε(n−1)k =
εkn − 1
εk − 1

= 0, kai k = 1, n− 1.

Todėl
(ε0, α) + (ε, α) + (ε2, α) + . . .+ (εn−1, α) = nα.

Visos rezolventės (εt, α) ∈ K(β), todėl α ∈ K(β) ir K(α) ⊂ K(β).
Vadinasi, skaičius β generuoja plėtini

‘
L: L = K(β). Paskaičiuosime šio skaičiaus

minimalu
‘
ji
‘
polinoma

‘
. Turime lygybe

‘

σ
(
(ε, α)

)
= ε−1(ε, α),
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t.y.
σ(β) = ε−1β.

Paveikime automorfizmu σ skaičiu
‘
βn:

σ(βn) =
(
σ(β)

)n =
(
ε−1β

)n = βn.

Vadinasi, skaičius βn yra pagrindinio kūno K skaičius. Pažymėkime βn = a ∈ K. Tuomet
skaičius β yra n-tojo laipsnio polinomo tn−a šaknis. Kadangi β generuoja n-tojo laipsnio
plėtini

‘
, šis polinomas yra neskaidus ir todėl yra skaičiaus β minimalusis polinomas:

ϕβ(t) = tn − a.

Vadinasi, plėtinys K ⊂ L yra paprastasis radikalusis plėtinys. 4

22. Radikalieji plėtiniai

22.1. Apibrėžimas. Plėtinys K ⊂ L yra vadinamas radikaliuoju, kai egzistuoja
tarpiniu

‘
kūnu

‘
eilutė

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Ks ⊂ L,

tokia, kad plėtinys Ki ⊂ Ki+1 (i = 0, s− 1) yra paprastasis radikalusis plėtinys.

Pastaba. Nors kiekvienas tarpinis plėtinys Ki ⊂ Ki+1 yra normalusis, nebūtinai
plėtinys K ⊂ L turi būti normalusis.

22.2. Lema. Tarkime, K ⊂ M ir M ⊂ L yra normalieji plėtiniai. Plėtinys K ⊂ L

yra normalusis tada ir tik tada, kai egzistuoja polinomas ϕ(t) su koeficientais ǐs kūno K,
kurio skaidinio kūnu virš kūno M būtu

‘
kūnas L.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, K ⊂ L yra normalusis plėtinys ir L = K(θ). Tuomet

visos minimaliojo polinomo šaknys θ1 = θ, θ2, . . . , θn priklauso kūnui L ir galime laikyti,
kad skaičius θ yra plėtinio M ⊂ L primityvusis skaičius: L = M(θ). Vadinasi, polinomo
ϕθ(t) ∈ K[t] skaidinio kūnas virš kūno M ir yra kūnas L. 4

Pakankamumas. Tarkime, L = M(α1, α2, . . . , αm) yra polinomo ϕ(t) ∈ K[t] skaidinio
kūnas. Kadangi plėtinys K ⊂ M yra normalusis, tai to plėtinio primityviojo skaičiaus
θ minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknys θ1 = θ, θ2, . . . , θn ∈ M . Todėl galima laikyti, kad
M = K(θ1, θ2, . . . , θn). Tuomet L = K(θ1, θ2, . . . , θn, α1, α2, . . . , αm). Vadinasi, plėtinys
K ⊂ L yra polinomo ϕ(t) · ϕθ(t) skaidinio kūnas ir todėl yra normalusis. 4

22.3. Apibrėžimas. Plėtinys K ⊂ L yra vadinamas normaliuoju radikaliuoju, kai
jis yra kartu ir normalusis, ir radikalusis.
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22.4. Teorema. Bet kuri
‘
radikalu

‘
ji
‘
plėtini

‘
K ⊂ L galima i

‘
dėti i

‘
normalu

‘
ji
‘
radikalu

‘
ji
‘

plėtini
‘
K ⊂ L ⊂ L.

I
‘
rodymas. Tarkime, plėtinio K ⊂ L radikalioji eilutė yra

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Ki ⊂ Ki+1 ⊂ . . . ⊂ Ks = L.

Taikysime indukcija
‘
pagal s.

1. Kai s = 1, L yra paprastasis radikalusis plėtinys, vadinasi, ir normalusis.

2. Darome indukcine
‘
prielaida

‘
visiems radikaliesiems plėtiniams, turintiems radika-

lia
‘
sias eilutes ilgio s − 1. Nagrinėjame radikalu

‘
ji
‘
plėtini

‘
, kurio radikalioji eilutė yra ilgio

s. Plėtiniui K ⊂ Ks−1 galime taikyti indukcine
‘
prielaida

‘
– egzistuoja kūno K normalusis

radikalusis plėtinys K toks, kad Ks−1 ⊂ K. Kūnas L = Ks yra kūno Ks−1 paprastasis
radikalusis plėtinys, t. y.

L = Ks−1(ε, θ),

kur ε yra n-tojo laipsnio primityvioji vieneto šaknis, o θ – polinomo

ϕ(t) = tn − β
(
β ∈ Ks−1

)
šaknis. Pažymėkime ϕβ(t) skaičiaus β minimalu

‘
ji
‘
polinoma

‘
virš kūno K. Kadangi plėtinys

K ⊂ K yra normalusis ir β ∈ Ks−1 ⊂ K, tai kūnui K priklauso visos polinomo ϕβ(t)
šaknys β1 = β, β2, . . . , βm. Nagrinėkime lygti

‘

tn − βi = 0 (i = 1,m).

Tarkime, αi yra šios lygties šaknis (kai i = 1, pažymėkime α1 = θ). Prijunkime prie
kūno K skaičius ε, α1, α2, . . . , αm:

L = K
(
ε, α1, α2, . . . , αm).

Kadangi α1 = θ, kūnas L yra kūno L pokūnis. Be to, plėtinys L virš kūnoK turi radikalia
‘
ja

‘

eilute
‘

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Km = L, kur

Ki = Ki−1(ε, αi), i = 1,m.

Prate
‘
se

‘
plėtinio K ⊂ K radikalia

‘
ja

‘
eilute

‘
šia eilute, gauname plėtinio K ⊂ L radikalia

‘
ja

‘

eilute
‘

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Ks ⊂ K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Km = L.

I
‘
rodysime, kad šis plėtinys yra normalusis.
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Pažymėkime ϕ(t) = ϕβ(tn) ∈ K[t]. Kadangi

ϕ(t) =
(
tn − β1

)(
tn − β2

)
. . .
(
tn − βm

)
,

šio polinomo šaknimis yra skaičiai α1, α2, . . . , αm,. Visos kitos šio polinomo šaknys yra
skaičiu

‘
αi ir ε sandaugos. Todėl kūnui L priklauso visos šio polinomo šaknys. Vadinasi,

polinomo ϕ(t) skaidinio kūnas M yra kūno L pokūnis. Bet kūnas K yra kūno M pokūnis,
todėl plėtinys L = K

(
ε, α1, α2, . . . , αm

)
yra taip pat kūno M pokūnis. Vadinasi, L = M ,

t. y. kūnas L yra polinomo ϕ(t) skaidinio kūnas, todėl K ⊂ L yra normalusis plėtinys. 4

23. Galua plėtiniai su ǐssprendžiama Galua grupe

23.1. Teorema. Normaliojo radikaliojo plėtinio K ⊂ L Galua grupė G = GL(L,K)
yra ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Tarkime,

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Ki ⊂ Ki+1 ⊂ . . . ⊂ Ks = L

yra plėtinio K ⊂ L radikalioji eilutė. Šia
‘
eilute

‘
atitinka Galua grupės G pogrupiu

‘
eilutė

G = G0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ . . . ⊃ Hi ⊃ Hi+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {id}.

I
‘
rodymui pritaikysime teigini

‘
ǐs ǐssprendžiamu

‘
grupiu

‘
teorijos – jei grupė turi normalia

‘
ja
‘

eilute
‘

su ǐssprendžiamais faktoriais, tai ji pati yra ǐssprendžiama.
Pogrupi

‘
Hi galima nagrinėti kaip plėtinio Ki ⊂ L Galua grupe

‘
GL(L,Ki)

(i = 0, s− 1). Nagrinėkime plėtinius

Ki ⊂ Ki+1 ⊂ L
(
i = 0, s− 1

)
.

Kadangi plėtinys Ki ⊂ Ki+1 yra paprastasis radikalusis plėtinys, pogrupis Hi+1 yra grupės
Hi normalusis daliklis. Todėl grupės G pogrupiu

‘
eilutė yra normalioji eilutė su faktoriais

Hi

/
Hi+1

∼= GL
(
Ki,Ki+1

)
.

Bet paprastojo radikaliojo plėtinio Ki ⊂ Ki+1 Galua grupė yra ǐssprendžiama, todėl visi
normaliosios eilutės faktoriai yra ǐssprendžiami. 4

23.2. Teorema. Tarkime, K ⊂ L yra Galua plėtinys, M – tarpinis normalusis
kūnas. Be to, G = GL(L,K) ir G′ = GL(M,K) yra plėtiniu

‘
K ⊂ L ir K ⊂ M Galua

grupės, ir grupės G pogrupis H atitinka tarpini
‘

kūna
‘
M . Tuomet pogrupis H yra grupės

G normalusis daliklis ir faktorgrupė G
/
H yra izomorfiška G′.
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I
‘
rodymas. Tarkime, θ yra plėtinio K ⊂M primityvusis skaičius – M = K(θ), σ ∈ H,

τ ∈ G. I
‘
rodysime, kad τστ−1 ∈ H, t. y. H / G. Pakanka i

‘
rodyti, kad

τστ−1(θ) = θ.

Kadangi τ−1(θ) yra minimalioji polinomo ϕθ(t) šaknis, tai τ−1(θ) ∈ M . Tuomet
σ
(
τ−1(θ)

)
= τ−1(θ). Paveike

‘
šios lygybės abi puses atvaizdžiu τ , turime lygybe

‘

τ
(
σ
(
τ−1(θ)

))
= τ

(
τ−1(θ)

)
= θ.

Vadinasi, τστ−1(θ) = θ ir H yra grupės G normalusis daliklis pagal II-a
‘
ji
‘

normaliojo
daliklio kriteriju

‘
.

Nagrinėkime atvaizdi
‘

ϕ : G→ G′,

apibrėžta
‘
lygybe

ϕ(σ) = σ |M ∀σ ∈ G,

(t.y. apribojame automorfizma
‘
σ kūneM). I

‘
rodysime, kad atvaizdis apibrėžtas korektǐskai,

t.y. σ(M) ⊂M . Tarkime, α ∈M . Parodysime, kad σ(α) ∈M . Skaičius σ(θ) ∈M , nes jis
yra minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknis, o visos šaknys priklauso M , nes M – normalusis
plėtinys. Tarkime, deg ϕθ(t) = m. Tuomet

α =
m−1∑
i=0

ai θ
i, ai ∈ K, i = 0,m− 1

ir

σ(α) = σ

(m−1∑
i=0

ai θ
i

)
=

m−1∑
i=0

ai

(
σ(θ)

)i ∈M.

I
‘
rodysime, kad atvaizdis ϕ yra surjekcinis homomorfizmas.

1) ϕ – homomorfizmas:

Tarkime, σ, τ ∈ G. Tuomet

ϕ(στ) = στ |M = σ |M · τ |M = ϕ(σ) · ϕ(τ).

2) ϕ – surjekcija:

Tarkime, σ ∈ G′. I
‘
rodysime, kad egzistuoja τ ∈ G toks, kad

ϕ(τ) = τ |M = σ.
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Pažymėkime plėtinioM ⊂ L primityvu
‘
ji
‘
skaičiu

‘
θ : L = M(θ); jo minimalu

‘
ji
‘
polinoma

‘

– ϕθ(t), deg ϕθ(t) = s. Tarkime, α ∈ L. Tuomet

α =
s−1∑
i=0

aiθ
i
, ai ∈M, i = 0, s− 1.

Apibrėžkime atvaizdi
‘

τ : L→ L

lygybe

τ(α) = τ

( s−1∑
i=0

aiθ
i
)

=
s−1∑
i=0

σ(ai)
(
τ(θ)

)i
,

kur τ(θ) yra kuri nors fiksuota minimaliojo polinomo ϕθ(t) šaknis. Iš apibrėžimo ǐsplaukia
lygybė

τ(α) = σ(α), kai α ∈M.

I
‘
rodysime, kad τ yra kūno L automorfizmas.

1) τ – adicinis homomorfizmas:
Tarkime, β ∈ L ir

β =
s−1∑
i=0

biθ
i
.

Tuomet

τ(α+ β) = τ

( s−1∑
i=0

aiθ
i
+

s−1∑
i=0

biθ
i
)

=

= τ

( s−1∑
i=0

(
ai + b1

)
θ

i
)

=
s−1∑
i=0

σ
(
a1 + b1

)(
τ(θ)

)i =

=
s−1∑
i=0

σ(ai)
(
τ(θ)

)i +
s−1∑
i=0

σ(bi)
(
τ(θ)

)i = τ(α) + τ(β).

2) τ – multiplikacinis homomorfizmas:

τ(αβ) = τ

( s−1∑
i=0

aiθ
i ·

s−1∑
j=0

bjθ
j
)

= τ

( s−1∑
i=0

s−1∑
j=0

aibjθ
i+j
)

=

=
s−1∑
i=0

s−1∑
j=0

σ(aibj)
(
τ(θ)

)i+j =
s−1∑
i=0

s−1∑
j=0

σ(ai)σ(bj) ·
(
τ(θ)

)i · (τ(θ))j =

=
s−1∑
i=0

σ(ai)
(
τ(θ)

)i · s−1∑
j=0

σ(bj)
(
τ(θ)

)j = τ(α) · τ(β).
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3) τ – injekcija:
Tarkime, α ∈ Ker τ . Tuomet

τ(α) = τ

( s−1∑
i=0

aiθ
i
)

=
s−1∑
i=0

σ(ai)
(
τ(θ)

)i = 0.

Skaičiai 1, τ(θ),
(
τ(θ)

)2
, . . . ,

(
τ(θ)

)s−1 sudaro plėtinio M ⊂ L baze
‘
, todėl

σ(ai) = 0, i = 0, s− 1.

Bet σ – automorfizmas, todėl
ai = 0, i = 0, s− 1.

Vadinasi, α = 0 ir Ker τ = {0}. Todėl atvaizdis τ – injekcija.

4) τ – surjekcija:
Tarkime, α ∈ L ir

α =
s−1∑
i=0

aiθ
i
.

Pažymėkime minimaliojo polinomo ϕτ(θ)(t) = ϕθ(t) šakni
‘
θ = τ−1

(
τ(θ)

)
. Tuomet skai-

čiaus α pirmvaizdžiu yra skaičius

β =
s−1∑
i=0

ai

(
τ−1(θ)

)i
.

Iš tikru
‘
ju

‘

τ(β) = τ

( s−1∑
i=0

ai

(
τ−1(θ)

)i) =

=
s−1∑
i=0

σ(ai)
(
τ
(
τ−1(θ)

))i

=
s−1∑
i=0

σ(ai)θ
i
= α.

Vadinasi, atvaizdis τ yra surjekcija ir tuo pačiu kūno L automorfizmas, todėl τ ∈ G. Be
to,

ϕ(τ) = τ |M = σ.

Todėl ϕ – surjekcinis homomorfizmas. I
‘
rodysime, kad jo branduolys Kerϕ sutampa su

pogrupiu H.
Tarkime, σ ∈ Kerϕ. Tuomet

ϕ(σ) = σ |M = id.

Todėl σ(α) = α ∀α ∈M . Vadinasi, σ ∈ H ir Kerϕ ⊂ H.
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Tarkime, σ ∈ H. Vadinasi,

σ(α) = α ∀α ∈M.

Todėl σ |M = id ir σ ∈ Kerϕ. Tuo pačiu H ⊂ Kerϕ ir H = Kerϕ.

Dabar teoremos i
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs pagrindinės grupiu

‘
homomorfizmu

‘
teoremos:

G
/
Ker ϕ = G

/
H
∼= G′. 4

23.3. Teorema. Normaliojo radikaliojo plėtinio normaliojo pokūnio Galua grupė yra
ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Tarkime, K ⊂ L yra normalusis radikalusis plėtinys, G = GL(L,K) – šio

plėtinio Galua grupė, M – tarpinis normalusis kūnas, G′ = GL(M,K) – šio kūno Galua
grupė. Iš praeitos teoremos ǐsplaukia, kad grupė G′ yra izomorfiška faktorgrupei G

/
H

(čia H – tarpini
‘
kūna

‘
M atitinkantis Galua grupės G pogrupis). Kadangi grupė G yra

ǐssprendžiama, tai ir jos faktorgrupė G
/
H, o tuo pačiu ir grupė G′, yra ǐssprendžiama. 4

23.4. Teorema. Bet kuris normalusis plėtinys su ǐssprendžiama Galua grupe yra
normaliojo radikaliojo plėtinio pokūnis.

I
‘
rodymas. Skirsime du atvejus.

1. Tarkime, K ⊂ M yra normalusis m-tojo laipsnio plėtinys su cikline Galua grupe
G =< σ >. Pažymėkime M = K(θ), L = M(ε) (ε – m-tojo laipsnio primityvioji vieneto
šaknis). Tuomet L = K(θ, ε) = K(θ + cε), kur c – fiksuotas kūno K skaičius. Visos
skaičiaus θ + cε jungtinės šaknys turi pavidala

‘
σi(θ) + cεj , vadinasi, priklauso L. Todėl

K ⊂ L yra normalusis plėtinys. Plėtinio K(ε) ⊂ K(θ, ε) Galua grupė yra izomorfiška
plėtinio K ⊂ K(θ) Galua grupės pogrupiui ir todėl yra ciklinė. Be to, šios grupės eilė
n =

[
K(θ, ε) : K(ε)

]
dalo skaičiu

‘
m, todėl n-tojo laipsnio primityvioji vieneto šaknis η yra

skaičiaus ε laipsnis, vadinasi, priklauso K(ε). Taigi kūnas K(ε, θ) yra kūno K(ε) n-tojo
laipsnio ciklinis plėtinys, kuriam priklauso to paties laipsnio primityvioji vieneto šaknis, ir
todėl yra paprastasis radikalusis kūno K plėtinys. 4

2. Tarkime, K ⊂ L yra normalusis plėtinys su ǐssprendžiama Galua grupe G. Suda-
rykime šios grupės normalia

‘
ja

‘
eilute

‘
su Abelio faktoriais

G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hi ⊃ Hi+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {id}. (1)

Taikysime indukcija
‘
pagal eilutės ilgi

‘
s.

1) Kai s = 1, i
‘
rodyta pirmojoje dalyje, nes šiuo atveju grupė G yra ciklinė.
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2) Darome indukcine
‘
prielaida

‘
visiems normaliesiems plėtiniams, kuriu

‘
Galua grupės

turi normalia
‘
sias eilutes su Abelio faktoriais ilgio s− 1. I

‘
rodysime teigini

‘
, kai eilutės ilgis

lygus s.

Tarkime, plėtinyje K ⊂ L pogrupi
‘
H1 atitinka tarpinis kūnas M . Plėtinys K ⊂ M

yra normalusis ir jo Galua grupė GL(M,K) izomorfiška faktorgrupei G
/
H1

, todėl yra
ciklinė grupė. Vadinasi, kūnas M priklauso kūno K normaliajam radikaliajam plėtiniui
M . Tarkime M = K(α), L = K(θ). Pažymėkime N = K(α, θ). Kadangi plėtinio
M ⊂ N Galua grupė GL(N,M) izomorfiška plėtinio M ⊂ L Galua grupės GL(L,M) = H1

pogrupiui. Bet grupė H1, o tuo pačiu ir kiekvienas jos pogrupis, turi normalia
‘
ja

‘
eilute

‘
su

Abelio faktoriais ilgio s− 1. Todėl pagal indukcine
‘
prielaida

‘
kūna

‘
N , o tuo pačiu ir kūna

‘

M , galima i
‘
dėti i

‘
plėtinio L ⊂ M normalu

‘
ji
‘
radikalu

‘
ji
‘
plėtini

‘
. Tuo pačiu plėtinys K ⊂ L

bus taip pat radikaliuoju plėtiniu. Žinome, kad kiekvienas radikalusis plėtinys, o tuo pačiu
ir plėtinys K ⊂ L, yra i

‘
dedamas i

‘
normalu

‘
ji
‘
radikalu

‘
ji
‘
plėtini

‘
. 4

24. Lygtys, ǐssprendžiamos radikalais

24.1. Apibrėžimas. Sakome, kad polinomo ϕ(t) su koeficientais ǐs algebriniu
‘
skaičiu

‘

kūno K šaknis θ yra ǐsreǐskiama radikalais, kai egzistuoja kūno K radikalusis plėtinys L,
kuriam priklauso θ.

24.2. Teorema. Jei neskaidaus polinomo ϕ(t) bent viena šaknis ǐsreǐskiama radika-
lais, tai ir likusios šaknys taip pat ǐsreǐskiamos radikalais.

I
‘
rodymas. Tarkime, polinomo ϕ(t) šaknis θ priklauso kūno K radikaliajam plėtiniui

L. Radikalu
‘
ji
‘
plėtini

‘
K ⊂ L galime praplėsti iki normaliojo radikaliojo plėtinio K ⊂ L.

Kadangi θ ∈ L, tai ir visos likusios polinomo ϕ(t) šaknys taip pat priklauso L. Tuo pačiu
visos šio polinomo šaknys ǐsreǐskiamos radikalais. 4

24.3. Teorema (Polinomo šaknu
‘
ǐsreǐskimo radikalais kriterijus). Neskaidaus

polinomo ϕ(t) ∈ K[t] šaknys ǐsreǐskiamos radikalais tada ir tik tada, kai to polinomo
skaidinio kūno Galua grupė yra ǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, polinomo ϕ(t) šaknys ǐsreǐskiamos radikalais. Tada

egzistuoja normalusis radikalusis plėtinys L, kuriam priklauso visos šaknys. Todėl poli-
nomo ϕ(t) skaidinio kūnas M yra plėtinio K ⊂ L normalusis pokūnis. Būtinumo i

‘
rodyma

‘

gauname, šiam pokūniui pritaike
‘
23.3 teorema

‘
. 4

Pakankamumas. Tarkime, polinomo ϕ(t) skaidinio kūnas M yra su ǐssprendžiama
Galua grupe. Iš 23.4 teoremos ǐsplaukia, kad šis kūnas yra normaliojo radikaliojo plėtinio
K ⊂ L pokūnis. Todėl ir visos šio polinomo šaknys priklauso plėtiniui K ⊂ L. 4
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Pastaba. Egzistuoja polinomai su racionaliaisiais koeficientais, kuriu
‘
skaidiniu

‘
kūnu

‘

Galua grupės yra simetrinės grupės. Todėl jau penktojo laipsnio polinomu
‘
šaknys bendruoju

atveju gali būti neǐsreǐskiamos radikalais, pavyzdžiui,

ϕ(t) = t5 + pt+ p,

kai p – bet kuris pirminis skaičius.

Tikimybiu
‘
teorijos ir skaičiu

‘
teorijos katedra

Kompiuterinis rinkimas ir maketavimas: Vita Verikaitė
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