II SKYRIUS
ZIEDU IR KUNU TEORIJOS ELEMENTAI

10. Idealai

10.1. Apibrézimas. Komutatyviojo Ziedo A idealu vadinamas to Ziedo adicinis

pogrupis I, kai [ - A C I.

10.2. Teorema (ziedo idealo pozymis). Ziedo A netuséias poaibis I yra to Ziedo
tdealas tada ir tik tada, kau:

1) jeia,B €I, taia—p €

2)jeiael,ac A, taiac € 1.

Irodymas. Butinumas. 1) Tarkime, o, 8 € I. Tuomet o — 3 € I, nes I — adicinis ziedo
A pogrupis.

2) Salygos butinumas isplaukia is idealo apibrézimo. A

Pakankamumas. 18 1) salygos iSplaukia, kad poaibis R yra adicinis ziedo A pogrupis.
2) salyga reiskia, kad I- A C 1. A

10.3. Pavyzdziai. 1) Ziedas A yra savo paties idealas, nes A yra adiciné grupé ir

A- A C A. Sis ziedas vadinamas vienetiniu idealu.

2) Aibé, sudaryta is ziedo A nulinio elemento I = {0}, yra to ziedo idealas. I8 tikruju,
0-0=0€Tlira-0=0c I. Sisidealas vadinamas nuliniu idealu.

3) Fiksave ziedo A elementus oy, as, ..., a,, sudarykime aibe
n
I =(a1,a0,...,0p) = {Zaiai’ai €A, i= 1,n}.
i=1

Irodysime, kad $is ziedo A poaibis yra idealas.

Tarkime,
n n

a:Zaiozi, B:sz&zel —

i=1 =1

a+ 3= Z(az—kbz)az el
=1
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n
Tarkime a € A, a = > a0, €. =
i=1

n

n
ao = aZaiozi = Z(aai)ai el
i=1

=1

Sis idealas yra vadinamas elementu oy, as, ..., a, generuotu idealu. Kai n = 1, toks

idealas vadinamas vyriausiuoju idealu, generuotu elemento ;.
10.4. Teorema. Visi sveikyjy skaiciy Ziedo Z idealai yra vyriausiesi.

Irodymas. Tarkime, I yra ziedo Z idealas. Galime laikyti I nenuliniu idealu, kitaip
butu I = (0). Idealui I priklauso bent vienas nenulinis skai¢ius a. Jei a — neigiamas, tai
jau priesingas skaicius —a — teigiamas, taip pat priklausantis I. IS visu naturaliuju skaiciu,
priklausanciu idealui I, pasirenkame maziausiaji skaic¢iu n ir irodysime, kad jis ir generuoja
pati ideala: I = (n).

Tarkime, a € I. Padaline a iS n su lickana —a = gn +r, 0 < r < n, irodysime,
kad r = 0. Tarkime priesingai, » # 0. Turime lygybe r = a — gn. Vadinasi r € I,
kadangi a,n € I,. Gauname priestara skaic¢iaus n, kaip maziausiojo naturaliojo skaiciaus,
priklausancio idealui I, pasirinkimui. Vadinasi, 7 = 0. Todél a € (n) ir I C (n).

Tarkime, a € (n). Vadinasi, a = nk, k € Z. I idealo I apibrézimo gauname a € I.
Taigi (n) C I ir galutinai gauname lygybe I = (n). A

Isskirsime idealo funkcija faktorizuojant.

Tarkime, I yra ziedo A idealas. Apibréziame ziede A ekvivalentumo rysi: sakome,
kad elementas a ekvivalentus elementui b ir raSome a ~ b, kai a — b € I. Patikrinsime, ar
Sis sarysis yra ekvivalentumo sarysis.

l.a~a,nesa—a=0¢€l.

2. Tarkime, a ~ b. Tuomet a —b € I ir jam prieSingas elementas —(a —b) =b—a € I.
Todél b ~ a.

3. Tarkime a ~ b, b ~ ¢. Vadinasi a — b, b — ¢ € I. Todél ir Siu elementu suma
(a—b)+(b—c)=a—-b+b—c=a—cel. Taigia~c. A

Isitikine, kad Sis sarysis yra ekvivalentumo sarysis, pazymékime @ klase, sudaryta is

visu ziedo A elementu, ekvivalenciu a:
a={be A|lb~a}.

Irodysime, kad @ sutampa su sluoksniu a + 1.

Tarkime, b € @. Vadinasi, b ~ a. IS ekvivalentumo apibrézimo turime b —a € I, todél
b € a+ I. Gauname, kad @ yra poaibisa+ I: @ C a + 1.

Tarkime, bea+ 1. Is¢iab—aclirb~a. Todéelbeaira+ 1 Ca. A
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Faktoraibéje A /I apibréziame sudéties ir daugybos operacijas —

(a+D)+b+1)=a+b+1
(a+1)-(b+1)=uab+ 1.

Kadangi Sios operacijos tarp sluoksniu yra apibréztos per atstovus, biitina irodyti ju
apibrézimo korektiskuma.
Tarkime o' + I =a+ 1,0/ +1=b+1ir

(@ +D+ W +1)=d +V +1,
(@ +1)- (b +1)=aV +1.

Turime irodyti, kad '’ +b +1 =a+b+ 1 ir a’'b/ +1 = ab+ I. Tam pakanka parodyti,

kad atitinkamu sluoksniu sankirtos yra netuscios:

(d+b+D)N(a+b+1)#0 ir
(a'b +1)N (ab+ 1) #0.

Elementas a + b priklauso savo sluoksniui a +b+1,0a’ +b €a’ +b + I.
Parodysime, kad sluoksniui a + b + I priklauso elementas a’ + b'. 1§ tikruju,

(@ +b)—(a+b)=(a—a)+({ —b) el
Vadinasi, o’ +b €a+b+ 1 ir
(d+V+1)N(a+b+1)#0.

Kadangi Sie sluoksniai kertasi netusciai, jie sutampa.

Analogiskai parodome, kad sluoksniu a’b’ + I ir ab + I sankirtai priklauso elementas
a'b':

at —ab=ad'b —ad'b+adb—ab=d ' —b)+ (a' —a)be I

Todeél ir Sie sluoksniai sutampa. Vadinasi, abi algebrinés operacijos yra apibréztos ko-
rektiskai. Siu operaciju atzvilgiu faktoraibé A /I sudaro zieda:

1) sudétis asociatyvi:

(a+ D)+ O+1)+(c+D)=(a+b+I)+c+1=
=a+b+ct+I=a+I+0b+c+I)=(a+1I)+ (b+I)+ (c+1));

2) egzistuoja nulinis elementas — sluoksnis 0 + I = I:
(a+1)+(O0+1)=(a+0)+I=a+I;
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3) sluoksniui a + I egzistuoja priesingas sluoksnis —(a + 1) = —a + I:
(a+ 1)+ (—a+I)=a—a+I=0+1=1;
4) sudétis komutatyvi:
(a+I)+b+1)=a+b+I=b+a+I=0b+1)+ (a+1);

5) sandauga asociatyvi:

((a+1)-(b+1) - (c+I)=(ab+1)-(c+I)=abc+1=
(a+I)(bc+ 1)+ (a+I)((b+ 1) (c+1));

6) sudéti ir daugyba jungia distributyvumo désnis:

(a+D)+B+1) - (c+I)=(a+b+I)(c+I)=(a+bc+I=
=act+bc+I=(ac+I)+(bc+1I)=(a+I)(c+I)+b+I)(c+I). A

11. Ziedu homomorfizmai

11.1. Apibrézimas. Ziedo homomorfizmu Ziede A’ vadiname atvaizdi o : A — A’,
stabily Ziedo A operaciju atzvilgiu, t. y.

1) p(a+0b) =p(a) + ¢(b) Va,be A;

2) p(ab) = p(a) (b) Va,be A.

11.2. Pavyzdziai. 1. Polinomu ziedo A[t] atvaizdis ¢ ziede A, apibréztas lygybe

yra homomorfizmas. IS tikruju,

o(f(t) +g(t)) = f(0) 4+ g(0) = ©(f(t)) + ¢(g(t)),
o(f(t)-g(t)) = f(0)-g(0) = o (f(t) - ¢(g(t)),

2. Sveikuju skai¢iu ziedo Z atvaizdis ¢ lyginiu skaic¢iu ziede 27, apibréztas lygybe,
v(a) = 2a,
néra homomorfizmas. IS tikruju, nors

ola+b) =2(a+0b) =2a+2b=p(a) + p(b),
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bet, pavyzdziui,
©(3:5) =¢(15) =30 # ¢(3) - ¢(5) =2-3-2-5=60.

3. Polinomu ziedo R[t] atvaizdis ¢ i save, apibréztas lygybe

p(f(t) = flt+1),
yra homomorfizmas. IS tikruju,

e(f(t)+9@) = fE+1) +g(t+1) =o(f(1) +¢(9(t)),
o(f(t)-g9() = ft+1)-gt+1) =(f(t)) - o(g(t)).

11.3. Apibrézimas. Ziedo A homomorfizmo ¢ Ziede A’ branduoliu vadinamas Ziedo
A elementy poaibis
Kero={ac A|p(a)=0"}

(¢ia 0" —Ziedo A" nulinis elementas).
11.4. Teorema. 1. Homomorfizmo ¢ vaizdas @(A) yra Ziedo A’ poziedis.
2. Homomorfizmo ¢ branduolys Ker ¢ yra Ziedo A idealas.
Irodymas. 1. Tarkime, p(a), p(b) € ¢(A). Tuomet
pla) —¢(b) = p(a —b) € p(A),
p(a) - (b) = ¢(ab) € p(A).
Vadinasi, p(A) yra ziedo A’ poziedis. A

2. Tarkime, a,b € Ker ¢. Tuomet

pla—b) =p(a) —p(b)=0"-0"=0"

Vadinasi, a — b € Ker .
Tarkime, a € Ker ¢, b € A. Tuomet

p(ab) = p(a)p(b) = 0" (b) =0".
Vadinasi, ab € Ker ¢ ir branduolys Ker ¢ yra ziedo A idealas. A

11.5. Teorema (pagrindiné ziedu homomorfizmu teorema). 1. Tarkime, ¢

yra Ziedo A homomorfizmas Ziede A'. Tada faktorZiedis A /Ker o Yra 1zomorfiskas vaizdui
p(A):
A/Ker © >~ p(A).
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2. Tarkime, I yra Ziedo A idealas. Tada egzistuoja surjekcinis homomorfizmas ¢ :

A— A /I toks, kad branduolys Ker ¢ sutampa su idealu I.

Irodymas. 1. Kadangi Ker ¢ yra ziedo A idealas, juo galime faktorizuoti ir nagrinéti
faktorziedzio A /Ker o atvaizdzius ziedo A’ poziedyje p(A).

Apibrézkime atvaizdi f: A /i(er o~ ©(A) lygybe

fla+Ker¢) = ¢(a).

Pirmiausia irodysime, jog §is atvaizdis yra apibréztas korektiskai. Tarkime, o’ yra

kitas sluoksnio a + Ker ¢ atstovas — a’ + Ker ¢ = a 4+ Ker ¢ ir

f(a" 4+ Ker @) = ¢(a’).

Turime irodyti lygybe p(a) = @(a’). I8 lygybés o’ + Ker ¢ = a + Ker ¢ turime, kad
a’ —a € Ker . Vadinasi, 0/ = p(a —a’) = p(a) — p(a’). Todeél p(a) = p(a’). Taigi
atvaizdzio f apibrézimas nepriklauso nuo atstovu parinkimo, t. y. korektiskas. Irodysime,
kad f yra ziedu izomorfizmas.

1) f — homomorfizmas, nes

fla+Kerp+b+Kerp)= fa+b+Keryp)=pla+b) =pla)+ o) =
= [(a+Ker ) + f(b+ Ker ¢);

f((a+Ker p)(b+Ker¢)) = f(ab+ Ker ¢) = p(ab) = ¢(a) - p(b) =
= f(a+Kerg) - f(b+ Ker ).

2) f — injekcija.

Tarkime priesingai, egzistuoja du skirtingi sluoksniai a + Ker ¢ ir b 4+ Ker ¢, kuriu
vaizdai sutampa:

fla+Ker ¢) = f(b+ Ker ¢).

Tuomet p(a) = ¢(b) ir p(a —b) = 0'. Vadinasi, a — b € Ker ¢ ir a € b+ Ker ¢. Todél
sluoksniu a + Ker ¢ ir b + Ker ¢ sankirta yra netuscia ir jie sutampa, kas prieStarauja

salygai. Todél atvaizdis f yra injekcija.

3) f —surjekcija. I8 tikruju, elemento ¢(a) € ¢(A) pirmvaizdziu yra sluoksnis a+Kerp,

nes
fla+Kerp)=¢(a). A

2. Tarkime, I yra ziedo A idealas. Apibréziame atvaizdi ¢ : A — A /I lygybe

vla) =a+1.
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Sis atvaizdis — surjekcinis homomorfizmas. I3 tikruju,
ela+b)=a+b+I=(a+I1)+(b+1)=ep(a)+ D),
plab) =ab+ 1= (a+1)-(b+1I)=(a)-pb).

Be to, sluoksnio a + I pirmvaizdziu (i$ ¢ apibrézimo) yra elementas a: p(a) =a+1. A

12. Pirminiai ir maksimalieji idealai

11.1. Apibrézimas. Ziedo A idealas I vadinamas pirminiu, jei i§ salygos x,y € I

1$plaukia, kad arba x € I, arba y € 1.

12.2. Teorema (pirminio idealo pozymis). Ziedo A idealas yra pirminis tada ir
tik tada, kai faktorZiedis A /I yra be nulio dalikliv.

Irodymas. Butinumas. Taikysime priestaros metoda. Tarkime, x + I ir y + [ yra
faktorziedzio A /I nulio dalikliai. Vadinasi  + 1, y+ 1 # I ir

@+1)-(y+I) =1

Tada xy + 1 = I ir zy € 1. Bet x,y ¢ I, vadinasi, gavome priestara salygai, kad I —

pirminis idealas. A

Pakankamumas. Taip pat taikysime priestaros metoda. Tarkime, idealas I néra pirmi-
nis. Vadinasi, egzistuoja elementai x,y € I tokie, kad zy € I, o x,y ¢ I. Is paskutinés

salygos isplaukia, kad ir z + I, y + I ¢ I. Bet Siu sluoksniu sandauga
(@+D)-(y+I)=ay+1=1,

nes xy € I. Gavome priestara salygai — faktorziedyje A /I yra nulio dalikliu. A

12.3. Apibrézimas. Ziedo A idealas I vadinamas maksimalivoju, kai jis nepriklauso
jokiam kitam idealaui, iSskyrus patj Zieda A.

Is apibrézimo iSplaukia, kad jei idealas I yra poaibis idealo J, tai arba I sutampa su
J, arba J sutampa su A.

12.4. Teorema (maksimaliojo idealo pozymis). Tarkime, A yra komutatyvusis

Ziedas su vienetu. Ziedo A idealas I yra maksimalusis tada ir tik tada, kai faktorziedis A /I

yra kunas.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, I yra maksimalusis idealas. Irodysime, kad kiek-
vienas nenulinis faktorziedzio A /I elementas turi atvirkstini. Fiksuokime nenulinj fak-

torziedzio A /I sluoksni — x + I. Vadinasi, « ¢ I. Sudarome ziedo A poaibj
(z,1)={ar+a|ac A acl}.
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Irodysime, kad poaibis (x,I) yra ziedo A idealas.
1) Tarkime, ax + «, bz + § € (x,I). Tada $iu elementu skirtumas

(ax+a)— (bx+0)=(a—b)z+ (a—p) € (z,]),

nesa—beA a—(Fel.

2) Tarkime, b € A, ax + a € (x,I). Tada 8iu elementy sandauga
blax + ) = (ba)x + (ac) € I,

nes ba € A, ba € I. Vadinasi, poaibis (z, ) yra ziedo A idealas, kuriam priklauso idealas
I. Kadangi x ¢ I, idealas I yra idealo (x,I) tikrinis poaibis. Kadangi I — maksimalusis,
idealas (z,I) turi sutapti su A: (z,I) = A. Vadinasi ziedo A vienetinis elementas e
priklauso idealui (z, I). Todél egzistuojay € A, a € I: xy+ a =e.

Irodysime, kad sluoksnio = + I atvirkstinis sluoksnis yra y 4+ I. IS tikruju,

e+l =axyt+a+l=cy+I=(@+1I) (y+1).

Vadinasi, faktorziedis A /I yra kiinas. A

Pakankamumas. Tarkime, A /I yra ktunas ir idealas I priklauso idealui J. Irodysime,
kad idealas J sutampa arba su I, arba su A. Galime laikyti, kad J # I. Irodysime, kad
J = A. Egzistuoja elementas x € J ir x ¢ I. Tuomet sluoksnis x + I yra nenulinis. Jam

egzistuoja atvirkstinis sluoksnis y + I:
(x+1)-(y+I)=e+1.

Vadinasi, zy + [ = e+ 1. Todél xy € e 4 I. Taigi egzistuoja a € I toks, kad xy = e + a.

Issireiske is Sios lygybeés e, turime
e=zy—ac€J,
nes x € J, a € I C J. Vadinasi ir bet kuris ziedo A elementas a =a-e € J. Todél A =J
ir idealas I — maksimalusis. A
Isvada. Kiekvienas Ziedo maksimalusis idealas yra pirminis.
Irodymas. Trodymui pakanka fakto, kad kune A /I néra nulio dalikliu. A

Ne kiekvienas pirminis idealas yra maksimalusis. Pavyzdziui, sveikuju skaiciu ziedo

nulinis idealas (0) yra pirminis (nes Z /(0) = Z), bet ne maksimalusis.

12.5. Teorema. Kickvienas nenulinis tikrinis pirminis sveikuyjy skaic¢iy Ziedo Z

tdealas I yra maksimalusis.
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Irodymas. Zinome, kad idealas I yra vyriausiasis — egzistuoja n € N toks, kad I = (n).
Jei skai¢ius n butu sudétinis, faktorziedis Z /(n) turétu nulio dalikliu. Vadinasi I = (p),
kur p — pirminis skaic¢ius. Irodysime, kad faktorziedis Z /(p) yra kunas. Tarkime, x + (p)
yra fiksuotas faktorziedzio nenulinis sluoksnis. Rasime jam atvirkstini. Kadangi = ¢ (p),
tai p 1 x. Todél (z,p) = 1. Uzrasome skai¢iu z ir p tiesine israiska — egzistuoja u,v € Z

tokie, kad zu + pv = 1. Sluoksniui = + (p) atvirkstinis yra sluoksnis u + (p). I8 tikruju,

1+ (p) =zu+pv+(p) =2u+ (p) = (z+ (p) - (u+ (p)).

Tokiu budu irodéme, kad idealas I = (p) yra maksimalusis. A

13. Algebriniu skai¢iu kiinai
Cia ir toliau nagrinésime kompleksiniu skai¢iu kiino C' pokunius. Tarkime, K yra
vienas Siu poktuniu. Kadangi 1 € K, tai ir

1+1—|—...—|—£:n€K.

n

Be to, —n € K, 0 € K. Vadinasi, sveikuju skaic¢iu ziedas Z yra kiino K poaibis. Jei
nme&EZ,n#0,taim-n"! = ™ € K. Taigi sio kiino pokuniu yra racionaliuju skaiciu
kiinas Q.

13.1. Apibrézimas. Jei kunas K yra skaiciy kuno L pokunis, tai kung L vadiname

kuno K plétiniu.

Isitikinsime, kad kiino K plétini L galima nagrinéti kaip vektorine erdve virs kiino K.
Is tikruju, L yra adiciné grupe ir yra apibrézta daugybos operacija K X L. — L, nes L —

ktinas, o K — jo pokunis.

13.2. Apibrézimas. Pétinys K C L yra vadinamas baigtiniu, kai vektoriné erdvé L

virs kuno K yra baigtinio matavimo.

Baigtinio plétinio laipsniu yra vadinamas Sios erdves matavimas dimg L ir Zymimas

L : K].

13.3. Teorema. Je: plétiniar K C L ir L C M yra baigtiniai, tai ir plétinys K C M

yra baigtinis. Be to, plétiniy laipsniar susieti lygybe

[M: K|=[M: L|[L: K].

Irodymas. Tarkime, [M : L] = n, [L : K| = m. Pasirinkime kuria nors erdvés L vir§

kino K baze aj,as,...,am: L = K{aj,a9,...,...qp,} ir erdvés M virs kuno L baze
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B1, B2y Bn: M = L{B1, Ba,...,0n}. Irodysime, kad sandaugos a;3; (i = 1,m, j = 1,n)

sudaro erdvés M baze virs kiino K. Tuo paciu bus irodyti abu teoremos teiginiai.

1) Irodysime, kad elementu «;(3;, (i = 1,m,j = 1,n) sistema yra tiesiskai nepriklau-

soma vir§ kiino K. Tarkime, egzistuoja skaiciai a;; € K tokie, kad galioja lygybe
> D aieild; =0.
i=1 j=1

Parodysime, kad a;; = 0 (i = 1,m,j = 1,n). Pastarojoje lygybéje pergrupuojame narius
tokiu budu:

n m
ﬁj ( Z aijozz> =0
j=1 =1
Pazymeje
m
Aj = Zaijaj €L,
=1

turime lygybe
> A8 =0.
j=1

Kadangi elementu sistema (31, 32, ..., 3, yra tiesiSkai nepriklausoma virs kuino L, tai

Vadinasi,
m
E Q505 = 0
i=1
Bet elementu sistema o, as, ..., a,, yra tiesiskai nepriklausoma virs kiino K, todél
a;; =0, kaii=1m,j=1n A

2) Irodysime, kad bet kuris kino M elementas o yra vektoriu sistemos {a;53;} (i =

1,m,j = 1,n) tiesiné kombinacija. Kadangi M = L{3, 32, ..., 0.}, egzistuoja elementai
A € L, kad

n
o = Z /\j5j~
j=1
Kadangi L = K{a1,aq,..., 0y}, su kiekvienu \; € L egzistuoja a;; € K, kad
m
>‘j = Z Qg5 05.
i=1
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Istate \; iSraisSka i auksciau paraSyta lygybe, turime

m n
a=>Y Y ajoB. A

i=1 j=1

13.4. Apibrézimas. 1. Kuno L skaicius o yra vadinamas algebriniu skaiciumi virs
kuno K, kai egzistuoja polinomas f(t) € K|[t], kurio Saknimi yra o, t. y. f(a) = 0. Kitu

atveju skaicus o yra vadinamas transcendentiniu virs kuno K.

2. Plétinys K C L yra vadinamas algebriniu virs kuno K, kai kiekvienas kuno L
skaicius yra algebrinis virs to kuno. Kitu atveju plétinys L vadinamas transcendentiniu

mirs kuno K.

Pastaba. Skaicius o yra vadinamas algebriniu (transcendentiniu), jei jis yra algebri-

nis (transcendentinis) virs racionaliujy skaiciy kuno Q.

13.5. Pavyzdziai. 1. Skai¢ius /2 yra algebrinis — jis yra, pavyzdziui polinomo
f(t) = t? — 2 saknimi.

2. Menamasis vienetas ¢ yra taip pat algebrinis — jis yra, pavyzdziui, polinomo f(t) =

t2 + 1 gaknimi.

3. Yra irodyta, kad daznai naudojami skaiciai e, m yra transcendentiniai — néra poli-

nomo su racionaliaisiais koeficientais, kuriu Saknimis butu Sie skaiciai.

13.6. Apibrézimas. Tarkime, o yra plétinio L algebrinis skaic¢ius virs kuno K.
Skaiciaus o minimalivoju polinomu virs kuno K wvadiname maZiausio laipsnio polinoma

va(t) € Kt su vyriausivoju koeficientu 1, kurio aknimi yra skaicius c.

13.7. Minimaliojo polinomo savybés. 1. Minimalusis polinomas ¢, (t) yra

neskaidus virs polinomuy Ziedo K|t|.

2. Bet kuris polinomas f(t) € K|[t], kurio $aknimi yra skaicius o, dalosi polinomuy

Ziede K|t] i§ minimaliojo polinomo @, (t).

Irodymas. 1. Tarkime prieSingai, minimalus polinomas ¢, (t) yra skaidus. Vadinasi,
egzistuoja polinomai g(t), h(t) € K[t], 0 < degg(t),degh(t) < degpq(t), tokie, kad

Istate vietoje kintamojo t skaic¢iu «, gauname lygybe

0 = pa(a) =g(a) - h(a).

Kadangui kiine néra nulio dalikliu, i Sios lygybeés iSplaukia, kad skai¢ius a yra arba poli-

nomo ¢(t), arba polinomo h(t) saknimi. Bet kuriuo atveju, tai prieStarauja minimaliojo
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polinomo apibrézimui, nes ir vieno, ir kito polinomo laipsnis mazesnis uz polinomo ¢, (t)

laipsni. A

2. Dalome polinoma f(¢) i minimaliojo polinomo ¢ (t) su liekana:

f(t) = @alt)q(t) +r(t), 0<degr(t) < degwal(t).

Istate vietoje kintamojo t skaic¢iu «, gauname lygybe

Kadangi minimalusis polinomas ¢, (t) yra maziausio laipsnio polinomas, kurio Saknimi yra
skaic¢ius «, liekana r(t) turi buti tapaciai lygi nuliui. Tuo pac¢iu polinomas f(t) dalosi i$

va(t). A

Isvada. Visy polinomuy f(t) € K|t], kuriy Saknimi yra skai¢ius o, aibé sudaro Ziedo

Kt] vyriausiaji ideala, kurio generuojanciuoju elementu yra minimalusis polinomas oo (t).

Irodymas. Pazymékime

1={f(t) € K[t} | f(a) = 0}.

Irodysime, kad vyriausiasis idealas (gpa (t)) sutampa su /.
Tarkime, f(t) € (¢a(t)). Vadinasi,

f(t) =@alt) - g(t), g(t) € KIt].

Istate vietoje kintamojo t skaic¢iu «, gauname lygybe

f(a = pala) g(a) = 0.

Vadinasi, f(t) € I ir (¢a(t)) C I.

Tarkime, f(t) € I. Is antrosios teoremos dalies iSplaukia, kad polinomas f(t) dalosi i3
Pal(t):

f(t) = @alt) - g(t).

Vadinasi, f(t) € (pa(t)) ir I C (¢a(t)). Tuo paciu I = (pa(t)). a

Pastaba. I3 Sios teoremos iSplaukia, kad meskaidus polinomas o(t) € KJt|, kurio
saknimi yra skaicius «, ir yra Sio skaiciaus minimalusis polinomas @, (t).

13.8. Pavyzdziai. 1. Skai¢iaus v/2 minimalusis polinomas yra ¢ val(t) = t2 — 2, nes
@ \/5(\/5) = 0 ir jis yra neskaidus polinomu su racionaliaisiais koeficientais ziede Q|[t].

2. Skai¢iaus {/2 minimalusis polinomas yra gp%(t) =13 — 2, nes @55(3/5) =0 ir jis
taip pat neskaidus ziede Q[t].

48



13.9. Teorema. Racionaliyjy skaiciy kuno Q) baigtinis plétinys K yra algebrinis.

Irodymas. Tarkime plétinio @ C K laipsnis [K : Q] = n ir « — fiksuotas kuno
K elementas. Elementu 1,c,0a?,...,a" sistema yra tiesiskai priklausoma, nes sistemos
elementu skai¢ius virsija plétinio () C K laipsni. Vadinasi, egzistuoja racionalieji skaiciai

ao, a1, 0z, - .., 0y, kuriu bent vienas nenulinis, tokie, kad galioja lygybé
ap-1+a;-a+aa®+...+a, a"=0.
Pazymeéje
f(t) = ag + art + ast® + ... + a,t™,

matome, kad Sio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Saknimi yra skaic¢ius a. Vadi-
nasi, bet kuris plétinio Q C K skai¢ius yra algebrinis ir tuo paciu pats plétinys taip pat
algebrinis. A

13.10. Apibrézimas. 1. Baigting racionaliyju skaiciy kuno @ pléting K vadiname
algebriniy skaiciy kunu.

2. Algebrini skai¢iy o vadiname m-tojo laipsnio algebriniu skaiciumi, kai jo mini-

maliojo polinomo ¢4 (t) laipsnis lygus m.

13.11. Teorema. Tarkime, o yra pétinio K C L m-tojo laipsnio algebrinis skaicius,

kurio minimalusis polinomas

Oa(t) =t™ +cit™ 4+ et + .

Tada aibé elementy

m—1
K(a) = { Zaio/|ai€K, i:O,m—l}
i=0
yra m-tojo laipsnio kuno K plétinys.

Irodymas. Pirmiausia isitikinsime, kad aibé K(«) sudéties ir sandaugos atzvilgiu su-

daro kiina. Pazymeékime

m—1 m—1
F) =3 ait’, g(t) = Y bit, ai by € K,i=0,m — 1.
1=0 1=0

Tada f(«) ir g(«) yra bet kurie aibés K(«) elementai. Parodysime, kad f(a) + g(a),
f(@) - g(a) € K(a). I8 tikryju,

—_

m

fl@)+g(a) =) (a; +bi)a’ € K(a).

=0
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Padaliname sandauga f(t)g(t) i8 ¢4 (t) su liekana:

f(t)g(t) = pa(t)q(t) +r(t), degr(t) < m.

m—1 .

Pazyméje polinoma r(t) = > d;t" ir istate dalybos su liekana formuléje vietoje kintamojo
i=0

t skaiciu «, turime

Fg(a) = (@) = 3 dia’ € K(a).
1=0

Nesunku jsitikinti, kad apibréztu operaciju atzvilgiu aibé K («) sudaro zieda. Irodysime,
kad §is ziedas su vienetu yra kunas. Tam pakanka su kiekvienu f(«) # 0 ziede K () rasti
jam atvirkstini skaiciu.

Kadangi f(a) # 0, tai polinomas f(t) nesidalo i§ minimaliojo polinomo ¢, (t). Bet
¢a(t) — neskaidus, todél (¢ (t), f(t)) = 1. UZzrasome Siems polinomams tiesine israiska.
Egzistuoja polinomai u(t),v(t) € K[t] tokie, kad

Vo ()u(t) + f(Hv(t) =1 ir

degv(t) < degpn(t), degu(t) < deg f(t).

Istate Sioje lygybéje t = «, turime

J(a)v(a) = 1.

Kadangi v(a) € K(«), radome skai¢iui f(«) atvirkstini — v(a). Todél K(«) yra kuinas. I8
K () apibrézimo isplaukia, kad K yra to kiino pokunis. Irodysime, kad plétinio K C K(«)

m—1

laipsnis lygus m. Tam pakanka jrodyti, kad skaiciai 1, o, o2, ..., o sudaro erdves K (a)

baze. I8 kuno K («) apibrézimo isplaukia, kad kiekvienas to kuno skai¢ius yra sistemos

2

1,a,a2,...,a™ ! tiesiné kombinacija. Parodysime, kad §i sistema yra tiesiskai nepriklau-

soma. Tarkime prieSingai — sistema yra tiesiSkai priklausoma. Tada egzistuoja nenulinis

kiino K skaiciu rinkinys ag, a1, ..., a,,_1 toks, kad
ap+ara+ ...+ apm_1a™mt=0.
Pazymékime
h(t) =ap+ait+...+ am_ltm_l - K[t]

Sio polinomo Saknimi yra skaic¢ius . Bet degh(t) < degyq(t), o tai priestarauja mini-

maliojo polinomo apibrézimui. A

13.12. Teorema. Tarkime, « yra algebrinis skaicius virs kuno K, @, (t) — jo mini-

malusis polinomas. Tada faktorziedis K[t] /(90 (t)) yra izomorfiskas kunui K (o).
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Irodymas. Tarkime, f(t) € K[t]. Padaline §i polinoma i$ polinomo ¢, (t) su liekana:

f@) = @alt) q(t) +r(t), degr(t) <m,

apibréziame atvaizdi ¢ : K[t] — K(«) lygybe

Norédami Siam atvaizdziui pritaikyti pagrindine ziedu homomorfizmo teorema, irody-
sime, kad ¢ yra surjekcinis Ziedu homorfizmas ir Ker ¢ = (pq(t)).

Tarkime, g(t) € K[t] — kitas polinomas. Padaline ji i$ ¢, (¢) su liekana:
9(t) = @a(t) 1 (t) +r1(t), degri(t) <m,
turime ¢(g(t)) = r1(). Sudéje polinomu f(t) ir g(t) dalybos i§ ¢, (t) iSraiskas, turime
F(t) +9(t) = pa(t)(a(t) + a1 (t) +r(t) + r1(t).

Kadangi deg (r(t) 4+ r1(t)) < m, §i iSraiska yra polinomo f(t) + g(t) dalybos i ¢4 (t) su

liekana formulé. Todél

e(f(t)+g(t) =r(a) +ri(a) =e(f1) +¢(g(2)).

Taigi atvaizdis ¢ yra adicinis homomorfizmas.

Sudaugine polinomu f(¢) ir g(¢) dalybos i§ ¢, (t) su liekana israiskas, turime

F@) g(t) = ¢a(t) g2(t) + r(t)ri(t).

Kadangi polinomo 7 () r1(¢) laipsnis dali buti didesnis uz polinomo ¢, (t) laipsni, dalome

ji 18 @a(t) su lickana:
r(t)ri(t) = @a(t) gs(t) +r2(t),  degra(t) <m.
Is ¢ia gauname polinomo f(t) - g(t) dalybos i§ q(t) su lickana israiska;
F#) - g(t) = @a(t) @2(t) + r(t) r1(t) = pa(t) (a2(t) + g3(t)) +72(t).

Istate Siose tapatybeése ¢t = a, gauname lygybes

~
Q
~
KQ
—~
&
Il

r(a)r(a) =raa).



Vadinasi, atvaizdis ¢ yra ir multiplikacinis homomorfizmas.

Isitikinsime, kad ziedu homomorfizmas ¢ yra surjekcija. Tarkime,

fla) = 2_: a;a’ € K(a).

Pazymeéje
m—1
f(t) = Z aitia
=0

padaliname §i polinoma i$ ¢, () su liekana:

f@) = @alt) -0+ f(t), degf(t) <m.

Is atvaizdzio ¢ apibrezimo iSplaukia lygybeé

Vadinasi, skai¢iui f(«) radome pirmvaizdi — polinoma f(¢).
Liko irodyti, kad branduolys Ker ¢ sutampa su idealu (¢q(t)).
Tarkime, f(t) € Ker ¢. Padaline f(t) i$ ¢, (t) su liekana, gauname lygybe

F(O) = alt) g(t) + (1), degr(t) <m.

Todeél p(f(t)) = r(e) = 0. Vadinasi, skaifius o yra polinomo, kurio laipsnis mazesnis uz

to skai¢iaus minimaliojo polinomo laipsni, Saknis. Todél r(¢) = 0. Vadinasi,

ft) = ea(t) q(t)

ir f(t) € (pa(t)). Gauname, kad Ker ¢ C (pa(t)).
Tarkime, f(t) € (¢a(t)). Vadinasi,

f(t) =wa(t) - q(t), q(t) € K[t].

I§ ¢ia turime, kad polinomo f(t) dalybos i§ ¢4 (t) lickana r(t) = 0. Bet ¢(f(t)) = r(a).
Todeél p(f(t)) = 0. Vadinasi, f(t) € Ker ¢ ir (¢a(t)) C Ker ¢. Tuo paciu Ker ¢ = (pa(t)).

Teoremos teiginys dabar iSplaukia i$ pagrindinés ziedu homomorfizmu teoremos. A

Isvada. Vyriausiasis Ziedo K|t] idealas (pa(t)) — maksimalusis.

Irodymas. Trodymui pakanka pasinaudoti maksimaliojo idealo pozymiu — faktorziedis

K[t pq(t)) = K (@)

yra kiinas. A
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14. Norma ir pédsakas

Nagrinésime algebriniu skaiciu kuno K n-tojo laipsnio plétini L. Plétinys L — taip pat
algebriniu skaiciu kuinas, nes K — baigtinis racionaliuju skaic¢iu kiino () plétinys.

Tarkime, o € L ir jo minimalusis polinomas
Cat) =t +cit™ 4 et Fem, ¢ €K, i=0,m.
Apibréziame atvaizdi f, : L — L lygybe

fa(B)=aB VBeL.
Sis atvaizdis — tiesiné transformacija. Is tikruju,

Ja(bB+cy)=abB+cy)=b-af+c-ay=
=bfa(B) +cfaly)

14.1. Apibrézimas. Tarkime, A yra tiesinés transformacijos f, matrica kurioje
nors bazéje. Skaiciaus o charakteringuoju polinomu vadiname tiesinés transformacijos fo
charakteringagji polinoma f,(t) = [tE — Al.

14.2. Teorema. Tarkime, a yra n-tojo laipsnio plétinio K C L skaicius, deg oo (t) =
m, s = --. Tada $io skaiciaus charakteringasis polinomas fo(t) yra lygus jo minimaliojo

polinomo p,(t) s-tajam laipsniui.
Irodymas. Nagrinekime plétinio K C L tarpinj kuna K(a): K C K(a) C L. Kadangi
[L: K]=n, [K(a): K] =m, is laipsniu formulés turime lygybe

= S.

IL:K(a) =~

m
Fiksuojame plétinio K («) baze virs kuno K:
K(a)=K{l,a,0?,...,a™ '}
ir kuria nors plétinio K (a) C L baze virs K(«):
L=K(a){01,0s,...,0s}.

Tuomet i§ laipsniu formulés teoremos irodymo galime parasyti plétinio K C L baze virs
kiino K:

L=K{6;a? |i=T1,s, j=0,m—1}.
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Norédami uzrasyti tiesinés transformacijos f, matrica Sioje bazeje, turime Sia baze tiesiskai
isreiksti skaicius fo(6;07), i = 1,5, j =0,m — 1:
fal0) =010=0-0;+1-01a+0-010%+...+0-0a™ 1+
+0-02+0-000+0-00% + ... +00a™ +... +
+0-0,4+0-0a+0-0,0%+...+0-0,a™ 1
fa(6100) =00°=0-0,+0-01a+1-01a°>+...+0-0,a™ '+
+0:02+0-0a+0-00%+...+0:- 0™ '+ ...+

+0-0,40-0sa+0-0,0°+...40-00™ 1

+1-00a™ P 40-034+0-0a0+0-00%+ ...+
+0-60a™ 4+ ... 40-0,4+0-0a0+0-0,0°>+-+0-0,0™m 1,

Kadangi f,(61a™1) = 6™ néra bazinis skaicius, ji iSskaidysime baziniu skai¢iu suma,

pasinaudoje minimaliuoju polinomu ¢, (¢). Skai¢ius « yra $io polinomo Saknis —
a™+ ™ 4+ emia+ e =0.
Padaugine abi tapatybés puses is 61, gausime 6;a™ israiSka baziniais skaiciais:
1

910/” = —Cmgl — cm_191a — ... 0191am_ .

Analogiskai isskaidome skaicius f, (Hiaj ), kai i = 2,5, j = 0,m — 1. Gausime transforma-
cijos f, matrica A, sudaryta i§ s bloku A,, pagrindinéje istrizainéje bei visu kitu nuliniuy

bloku O:
A, O O
A— O A, 0] ,
O O ... A,
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A, =
0 0 0 0 1
—Cm —Cm—-1 —Cp-2 —C2 —C1

Tuomet charakteringaji polinoma f,(t) galima uzrasyti pavidalu:
fa(t)=[tE — A| = |[tE — A, |°.
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Pazymékime D,, = [tE — A,,| — m-tosios eilés determinanta. Siam determinantui paskai-

¢iuoti iSvesime rekurentine formule. Skleidziame determinanta D,, pirmuoju stulpeliu:

t —1 0 0 0
t —1 0 0
0 0 0 t -1
Cm Cm—1 Cm-—2 C2 t+ C1
t -1 0 0 0
0 t -1 0 0
= (=)t +
0 0 0 t —1
Cm—1 Cm—2 Cm—3 c2 t+
-1 0 0 0 0
fayg, | fL 0 00
0 0 0 t -1

=t Dy 1+ (=)™ e (=)™ =t Dy 1+ e
Paskaic¢iuojame determinanta D5 tiesiogiai:

t -1

Do =
2 C2 t—|—Cl

=2+ 1t + co.

Determinantui D3 paskaic¢iuoti taikome rekurentine formule:

D3 :tD2—|—03 :t(t2+61t+02)+63 =
= t3 +Clt2 +Cgt—|—63.

IS determinantuy D ir D3 israiSku darome indukcine prielaida, kad

Dy =t" 4+t 4 et + e

Irodymui taikome indukcija.
1°. Kai k = 2, jau irodyta.
29, Darome indukcine prielaida su visais & < m — 1. Irodysime teigini, kai k = m.

Pasinaudoje rekurentine formule bei indukcine prielaida, gauname lygybe
D,,=tD,,—1+ ¢, = t(tm_1 +et™ 2 e, ot+ cm_l) + ¢y =
=t bt it 4 em = @a(t).

Vadinasi,
falt) = tE — Ap|* = D5, = (pa(®)’. A
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14.3. Teorema. 1. Panasiy matricy determinantai sutampa.

2. Panasiy matricy pédsakai sutampa.

Irodymas. 1. Tarkime, matricos A ir B yra panasios. Vadinasi, egzistuoja neissigimusi

matrica T
B=TAT '

Tuomet
|B| = [TAT | = |T||A[ T = |A]. &

2. Pazymékime AT-! = B. Tuomet A = BT ir TAT~! = TB. Todél pakanka
irodyti, kad komutuojané¢iu matricu pédsakai sutampa, t. y. Tr(BT) = Tr(TB).
Tarkime, B = (b;;), T = (t;;). Tuomet

BT = (Zbiktkj), TB = (Ztikbkj)
k=1 k=1
Vadinasi,

TT(BT) = i i birtri,

=1 k=1

TT(TB) = i i tikbr;.

i=1 k=1
Kadangi §iu lygybiu desiniosios pusés lygios, tai Tr(BT) =Tr(TB). A2

Isvada. Tiesinés transformacijos matricos determinanto ir pédsako reiksmés neprik-

lauso nuo bazés parinkimo.

Irodymas. 18 tikruju, zinome, kad tiesinés transformacijos matricos skirtingose bazése

yra panasSios. A

14.4. Apibrézimas. Plétinio K C L skaiciaus o norma Np, ;i (o) vadinamas tiesinés
transformacijos f, matricos A kurioje nors bazéje determinantas — N i (a) = |A|, o

skaiciaus a pédsaku — tos transformacijos matricos pédsakas — Trp x(a) = Tr(A).

Pastaba. Jei plétinys K C L fiksuotas, rasome tiesiog N (o) ir Tr(a) vietoje Ny, (o)
ir TT'L/K(OJ).

14.5. Pavyzdys. Paskaiciuosime plétinio @ C Q(¥/2) skaiciaus o = 1 + /2 + V/4
norma ir pédsaka.

Skai¢iaus /2 minimalusis polinomas yra ¢ %(t) = 3 — 2, todél skaiciai 1, V/2, V4
sudaro plétinio ) C Q(\S/i) baze. Uzrasome f,(1), fa(\‘n’/i), fa(ﬂ) Sios bazeés skaiciu
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tiesinémis israiskomis:
fao)=a-1=(1+V2+V4) 1=1-1+1-V2+1- V4
foa(V2) = (14924 V4)-V2=2-141-Y2+1- V4
fa(VD) =a-Va=(1+2+¥4) - Y4=2-1+2.-V2+1- V4

Vadinasi, Sios transformacijos matrica

1 1 1
2 1 1
2 21
Taigi,
N(a)=A| =1,

Tr(a) =Tr(A) =3.

14.6. Teorema. Nagrinéjame n-tojo laipsnio pléting K C L ir to plétinio skaiciy
normas ir pédsakus. Yra teisingos lygybés:

1. N(af) = N(a) N(8) Va,B€ L*

(t. y. norma — multiplikacinés grupés L* homomorfizmas ¢ multiplikacine grupe K*).

2. N(aa) =a"N(a) Vae K*,a € L*.

3. N(a) =a"™ Vae K*.

4. Tr(a+0)=Tr(a) +Tr(B) Va,B€L

(t. y. pédsakas — adicinés grupés L homomorfizmas i adicine grupe K ).

5. Tr(aa) =aTr(a) Vae€ K,a € L.

6. Tr(a) =na Vae K.

Irodymas . 1. Pirmiausia jrodysime, kad f,3 = fo o f3 I8 tikruju,

fao fs() = fa(f8(7) = fa(B7) = aBy = fap(y) v € L.

Tarkime, kurioje nors bazéje transformacijos f, matrica yra A, transformacijos fz — ma-
trica B. Kadangi fo3 = fa © f3, transformacijos f,3 matrica C toje pat bazeje yra lygi

matricu B ir A sandaugai. Vadinasi,
N(ap) = |C| = |BA| = [B|[A] = N(a) N(B). a

2; 6. Fiksuokime kuria nors plétinio K C L baze ai,as,...,qa, ir paskaiciuokime

vaizdu f,(«;) koordinates Sioje bazéje:

fa(Oéi):(lOéi:0~Oél+0'Oz2+...—|—0'061'_1+G'Oéi+0'0zi+1+...+0'04n, (221,_71)
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Vadinasi, transformacijos f, matrica A Sioje bazéje yra

a 0 0
A— 0 a 0
0 0 a

IS ¢ia

Tr(a) =TrA=na. A
3. Si savybé yra 1-osios ir 2-osios savybiu isvada.

A

4. Irodysime lygybe fo+p = fo + f3. IS tikruju,

fass(y) = (a+B)y=ay+ By = fa(y) + fa(y) VyeL.

Vadinasi, transformacijos fn+g matrica C yra lygi transformaciju f, ir fz matricu A ir B
sumai: C = A+ B. I§ ¢ia

Tr(a+08)=Tr(C)=Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) =Tr(a) + Tr(8). A

5. Tarkime, plétinio K C L bazéje ay, aq, ..., a, transformacijos f, matrica

Vadinasi,

Paskaic¢iuokime transformacijos f,, matrica B Sioje bazéje:

n
faa() = acay; = az a0 =

j=i
n
= E (CLCLij)Oéj, 1= l,n.
=1
Vadinasi, B = aA. I8 ¢ia
n

Tr(aa) =Tr(B) =Tr(aA) = Z aa;; =

=1

= aZaii =aTrA=alr(a). A
i=1
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15. Polinomo skaidinio kunas

Tarkime, f(t) € KJt], K — algebriniu skai¢iu kunas. Be to, tarkime, oy, aa,...,ap,
yra visos §io polinomo saknys. Siu Saknu egzistavimas isplaukia i§ pagrindinés alge-
bros teoremos. Prijunge Sias Saknis prie algebriniu skai¢iu kiino K, gausime plétini L =

K(ay,ae,. .., qn), kuriame polinomas f(t) issiskaido tiesiniu daugikliu sandauga:
ft) = aH (t — ).
i=1

15.1. Apibrézimas. Kuna, gautq prijungus prie algebriniy skaic¢iy kuno K polinomo

f(t) € K[t] Saknis, vadiname to polinomo skaidinio kunu.

15.2. Teorema. Polinomo f(t) € K[t] skaidinio kunas K(aq,aq, ..., &) yra mini-

malus kunas, kuriame $is polinomas issiskaido tiesiniy daugikliy sandauga.

Pastaba. Minimalumaq suprantame taip: jei K C L — plétinys, kuriame polinomas

f(t) issiskaido tiesiniy daugikliv sandauga, tai

K(al,ag,...,am) C L.

Irodymas. Tarkime, plétinyje K C L polinomas f(t) issiskaido tiesiniu daugikliu

sandauga —

=

f@)=al](t-aw).

=1

Vadinasi, visos $io polinomo saknys «; (i = 1,m) priklauso kunui L. Todél ir visos tu

Saknu sandaugu tiesinés kombinacijos

E ailig...is aila’iz . Oéis

taip pat priklauso L. IS c¢ia
K(aj,a,...,0m) C L. A

Tarkime, « yra plétinio K C L skaic¢ius, K (a1, ;. .., Q) —jo minimaliojo polinomo ¢, (t)
skaidinio kunas. Kadangi sio skaiGiaus charakteringasis polinomas f,(¢) yra minimaliojo
polinomo naturalusis laipsnis, tai kunas K (aq, @, ..., a,,) yra ir charakteringojo polinomo
fa(t) skaidinio kunas.

15.3. Apibrézimas. Charakteringojo polinomo f,(t) Saknys yra vadinamos jungti-

némais Sakniai o.
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15.4. Teorema. n-tojo laipsnio plétinio K C L skaic¢iaus o norma N(«) lygi to

skaiciaus jungtiniy Saknuy sandaugai, o pédsakas Tr(a) — jungtiniy Saknu sumai:

N(a) = Hai, Tr(a) = Zai

(¢ia o = ).

Irodymas. UzraSome skaiciaus a charakteringaji polinoma:

t— ail —ai2 Ce —Qa1n
fa<t):|tE—A|: —a21 t—CLQQ —Qa2n _
—Aan1 —Qan?2 R Ann
n
=" 4"t (—Zaii) . (=DMA] =
=1

=" — "L T (A) 4+ (—1)"]A] =
" — "L Tr(a) + ... + (—1)"N(a).

Is Vijeto formuliu isplaukia lygybés
Tr(«a) :Zai, N(a):Hai. A
i=1 '

15.5. Apibrézimas. Plétinys K C L vadinamas paprastuoju, kai egzistuoja toks
kuno L skaicius 0, kad L = K (6).

Skaicius 0, generuojantis pléting L, yra vadinamas primityviuoju skaiciumi.

15.6. Teorema. Baigtinis plétinys K C L gali buti gautas, prijungiant prie kuno K
baigting skaiciu algebriniy skaiciy.

Irodymas. Tarkime, plétinio L laipsnis lygus n. Jei L = K, tai galima laikyti, kad
L = K(1). Tarkime, L # K. Tuomet egzistuoja plétinio L skai¢ius «q, nepriklausantis
ktunui K, ir jo minimaliojo polinomo ¢,, () laipsnis m; didesnis uz 1. Kunas K (a;) yra
tarpinis plétinio K C L kinas:

K C K(ay) C L.

I8 laipsniu formulés isplaukia, kad

[L: K(ay)] = mﬂl <n.

Jei L = K(a1), teiginys irodytas.
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Tarkime, L # K(aq). Tada analogiskai procesa tesiame: egzistuoja plétinio L skaicius
ag, nepriklausantis kunui K (ay), ir to skai¢iaus minimaliojo polinomo ¢, (t) laipsnis mq

didesnis uz 1. Prijungiame skai¢iu ao prie kuno K(aq):
K C K(v) C K(ag,a9) C L.

Veélgi i8 laipsniu formulés gauname nelygybe

n
[L:K(o,a)] < —.
my
Jei L = K(a,a9), teiginys irodytas. Jei L # K(ai,as), tesiame prijungimo procesa.
Procesas baigtinis, nes plétinio K (aq,ag,...,as) C L laipsnis mazéja su kiekvienu naujo

skai¢iaus prijungimu. Vadinasi, egzistuoja natiiralusis skaic¢ius r toks, kad
[L : K(al,ag,...,ar)} =1.

I ¢ia isplaukia lygybé L = K(aq,a2,...,q;). A

15.7. Lema. Baigtinio plétinio K C L skaiciaus o minimaliojo polinomo (1)

Saknys skirtingos.

Irodymas. Tarkime, aq = a, g, ..., quy, yra visos minimaliojo polinomo ¢, (t) Saknys
ir saknis ay — kartotiné. Vadinasi, skai¢ius aj yra ir polinomo ¢, (t) iSvestinés ¢! (t)
Saknimi.

Polinomas ¢, (t) yra ir skai¢iaus «j minimalusis polinomas, nes jis yra neskaidus.

Todél gauname priestara minimaliojo polinomo apibrézimui, nes

deg ¢, (1) < degpa(t). A

15.8. Teorema. Baigtinis algebriniy skaiciy kuno K plétinys L — paprastasis.

Irodymas. 18 teoremos 15.6 irodymo galima laikyti, kad L = K(«a,a9,..., ). Jei
irodysime teigini, kai r = 2, tai bendrasis atvejis gaunamas, pritaikius indukcija. Todél
toliau laikysime, kad L = K(«, 3) ir irodysime, kad egzistuoja skaicius 6 toks, kad L =
K(0).

Pazymeékime skai¢iaus « minimaliojo polinomo ¢, (t) 8aknis a1 = o, a9,...,qm, 0
skaiciaus # minimaliojo polinomo ¢g(t) Saknis — 81 = 3, B2, . .., Bn. 18 lemos 15.7 iSplaukia,
kad visos polinomo ¢, (t) ir atitinkamai polinomo ¢g(t) Saknys yra skirtingos. Su kiekvienu

indeksu i = 1,m ir j = 2, n sudarome lygti

a+zxf =0+ zf;.
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Si lygtis turi vieninteli sprendini, nes § # B;. Kadangi lygciu skaiCius yra baigtinis, tai
ir Siu lygc¢iu sprendiniu skaicius yra taip pat baigtinis. Todél galime pasirinkti kiino K

skaiciu ¢ toki, kad jis néra né vienos lygties sprendiniu:
a+tcB#a;+cB, i=1,m j=2n.

Pazyméje 0 = « + ¢f3, isitikinsime, kad L = K (), t. y. 6 yra plétinio L primityvusis
skaicius.

Is lygybeés 6 = a + ¢ iSplaukia, kad
K(0) Cc K(a, ).

Irodysime, kad K(a, 3) C K(6).
Nagrinékime polinoma ¢4 (f — ct). Sio polinomo koeficientai priklauso kiinui K (6).
Ieskosime polinomu @g(t) ir ¢a (0 — ct) bendruju Saknu. Skai¢ius § yra minimaliojo poli-

nomo ¢g(t) saknis ir, be to, polinomo ¢, (6 — ct) Saknis:

9004(6 - Cﬁ) = QDa(O‘) =0.

Irodysime, kad daugiau bendruju Saknu Sie polinomai neturi. Tarkime prieSingai, kad jie
turi dar bent viena bendraja Sakni. Vadinasi, i Saknis turi sutapti su kuria nors polinomo

©p(t) saknimi, pavyzdziui 8; (j = 2,n). Todél
0o (0 —cB;) = 0.
Todél skaicius § — ¢f; turi sutapti su kuria nors polinomo ¢, (t) Saknimi a;:

0 —cB; = ay.

0 =a+cB=qa;+chj,

o tai yra prieStara skaic¢iaus ¢ parinkimui. Vadinasi, polinomai ¢, (0 — ct) ir ¢g(t) teturi
viena bendra Sakni 3 ir todél ju didziausias bendras daliklis (¢q (6 — ct), ¢g(t)) polinomu
ziede K (0)[t] yra lygus t — 3. Todél skaicius (3 priklauso K (#). Bet a = 0 — ¢3 ir todél irgi
priklauso K(6). Vadinasi, ir skai¢iu « ir 8 generuojamas plétinys K («, §) priklauso kunui
K(0): K(a,B) C K(0). Todél K(a, 5) = K(0). A
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16. Algebriniu skaic¢iu kiino izomorfizmai

16.1. Apibrézimas. Baigtinio plétinio K C L izomorfizmu vadiname kuny L ir L'
1zomorfizma ¢ su salyga
pla)=a Va€eK.

Pastaba. Kai K — racionaliyjy skaic¢iy kunas, $§i izomorfizma vadinsime algebriniy
skaiciy kuno L izomorfizmu.

16.2. Teorema. n-tojo laipsnio plétinys K C L turi lygiai n izomorfizmuy.

Irodymas. Tarkime, L = K(0), degyy(t) = [L : K| = n. Pazymékime primityviojo
skaic¢iaus 6 minimaliojo polinomo @y (t) Saknis 6; = 6,05, ...,6,. Su kiekviena Saknimi 6;
(i = 1,n) sudarome plétini K C K (6;). Sio plétinio laipsnis [K(6;) : K] = degpq(t) = n,
nes polinomas @y (t) yra bet kurios savo Saknies minimaliuoju polinomu.

Apibréziame atvaizdi
o, K(0) — K(0;) lygybe

n—1 n—1
ag; < Z aj9j> = Z ajef.
7=0 7=0

Isitikinsime, kad $is atvaizdis yra plétinio L = K(0) izomorfizmas.

1) o; — adicinis homomorfizmas:

n—1 n—1 n—1
ai(z a0’ +Y° bjeﬂ) — ai(z (aj + bj)eﬂ) =
j=0 j=0

J=0

|
—

n n—1 n—1

= (a;+b)00 =D a7+ b;6] =

<
I
o
<.
I
o
<
I
(]

n—1 n—1
= ai(Zanj) —f-Ui(Zb]’@j).
7j=0 7=0

2) 0; — multiplikacinis homomorfizmas:

Pazymeékime ziedo K[t] polinomus

n—1 n—1
F) =Y ajt/, g(t)=> bt’.
7=0 7=0

Tada . .
F0)=> a0’ g(0)="> b;0".
3=0 =0
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Padaliname sandauga f(t)g(t) su liekana i§ polinomo @y (t):
F@)g(t) = po(t)q(t) +r(t), degr(t) <n.

Istate vietoje t pirma 6, po to — 6;, turime lygybes

Vadinasi,

3) o; — injekcija:

Tarkime,
n—1
Z a;0’ € Kero;.
j=0
Tada

n—1 n—1
ai(ZaﬂJ) = Zaﬂg =0.
7=0 7=0

Kadangi skaiciai 1,6;,02, ... ,«9?*1 sudaro plétinio K (6;) baze, i paskutiniosios lygybeés
isplaukia, kad a; = 0, kai j = 0,n — 1. Vadinasi, Ker o; = {0}.

4) o; — surjekcija:

Tarkime,
Z aﬂj e K(60

Sio skaiciaus pirmvaizdziu yra skaic¢ius

n—1
Z ajHJ .
j=0
Is tikruju,
n—1 n—1 _
oSt ) =X ot
j=0 j=0
Irodéme, kad atvaizdis o; yra kunu K () ir K(6;) izomorfizmas. Liko irodyti, kad
oi(a)=a VaekK.
Si lygybé isplaukia tiesiogiai i§ atvaizdzio o; apibrézimo:
oi(a) =0i(a-1+0-04+0-6*+...+0-6"") =
=a-14+0-0; +0-07+...+0-07"1 =
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Tokiu budu gavome n skirtingu plétinio L izomorfizmu, nes visos Saknys 6; (i = 1,n) yra
skirtingos. Isitikinsime, kad plétinys L daugiau izomorfizmu neturi. Tuo tikslu tarkime,
kad o yra plétinio L izomorfizmas kune L. Irodysime, kad o sutampa su vienu i§ izomor-
fizmu o;.
Tarkime,
wo(t) =t" + it + .. cpat +cp.

Istate vietoje t skaiciu @, turime lygybe
0" + 10"+ . 410 +c, =0.
Paveikime abi lygybeés puses izomorfizmu o:
c(0)=0=0(0"+c10" " +...+ch10+c,) =
=00 +o(ci0" )+ ...+ o(cn_10) +0o(c,) =

= (0(0))" +c1(a(0))"

Vadinasi, o(f) yra minimaliojo polinomo ¢y (¢) Saknis ir todél turi sutapti su kazkuriuo
skaic¢iumi 0;: o(6) = 0;. Bet 6; = 0,(0). Vadinasi,

! + ...+ cp_10(0) + cn.

o(0) = o;(0).
Tarkime,
n—1
f0) =) a;6" -
§=0
bet kuris plétinio L skaicius. Parodysime, kad
oi(1(0)) = o (£(6)).

Is tikruju,

o(£(9)) = f(o(0)) = f(0:(0)) = f(0:) = 0: (£(0)). &
16.3. Pavyzdziai. 1. Rasime visus kiino Q(+/2) izomorfizmus. Kadangi
pos(t) =17 —2=(t = V2)(t —eV2)(t —2V2),
kur & — primityvioji 3-iojo laipsnio vieneto aknis, kiinas Q(+/2) turi tris izomorfizmus:
01:Q(V2) = Q(V2), o01(V2) = V2;
02:Q(V2) = Q(eV2), 02(V2) =eV2;
03: Q(V2) = Q(e°V2), 03(V2) =£*V2.
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2. Rasime visus kiino Q(v/2) izomorfizmus. Kadangi
pyslt) =12 =2 = (t— VI)(t +2),

kiinas Q(v/2) turi du izomorfizmus:

Pastaba. Aisku, kad Q(—v/2) = Q(v/2). Vadinasi, oy ir oy yra kino Q(v/2) auto-

morfizmai, paliekantys vietoje racionalivosius skaicius.

16.4. Apibrézimas. Kunai, gauti prijungus jungtinius skaicius, vadinami jungti-

nLass.
17. Normalieji plétiniai

Praeito paragrafo pavyzdziai rodo, kad kunas K(f) gali sutapti su jungtiniu kunu
K (0;), bet gali ir nesutapti. Isskirsime ta atveji, kai K () sutampa su visais jam jungtiniais
kunais K(6;).

17.1. Apibrézimas. Baigtinis plétinys K C L yra vadinamas normalivoju, kai vist
to plétinio primityviojo skaiciaus 6 jungtiniai kunai K(60;) sutampa.

17.2. Teorema. Polinomo skaidinio kunas — normalusis plétinys.

Irodymas. Tarkime, K yra algebriniu skai¢iu kunas, ¢(t) € K[t]. Pazyméje 8io poli-
nomo Saknis oy, @, . . ., &y, sudarome jo skaidinio kuna K (aq, as, ..., a,) = L. Irodysime,
kad plétinys K C L — normalusis. Pazymékime Sio plétinio primityvuji skai¢iu €, jo mini-
maliojo polinomo ¢y (t) saknis —0; = 0,0, ..., 0,,. Irodysime, kad K(6) = K(0;), i =1, m.

Kadangi 0 € K(aq,as,...,q,), egzistuoja n kintamuju polinomas su koeficientais i3
kuno K ¢g(t1,to,...,t,) toks, kad 6 = g(a1,as, ..., ).

Sudarome n + 1 kintamojo polinoma

F(ttyte, .. tn) = [ (t—golti ta,. . 1)),
ocES,

kur sandauga imama pagal visus simetrinés grupes S,, elementus o,

ga(t17t27 s 7tn) = g(ta(l)ata(Z)a s 7ta(n))'
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Irodysime, kad §is polinomas yra simetrinis kintamuju ¢, to, ..., t, atzvilgiu. Fiksuojame
simetrinés grupés S,, elementa 7 ir juo paveikiame kintamuju %1, to,...,t, indeksus poli-
nome F(t,tl,tz, . ,tn):

F(ttr1ystr@), - trn) = H (t = 9o (tr1)s tr(@)s -+ > tr(n))-
oES,

Pertvarkome nari g, (t7(1),t7(2)7 e ,tT(n)):

9o (tr(l); tT(2)7 s 7t7'(n)) = g<to‘r(1)7ta7'(2)7 e 7t07'(n)) =
= gO’T(tl;t27 st 3tn)

Vadinasi,

F(tatT(l)atT(Z)a‘"7t7‘(n)) = H (t_gcTT(tthv"'?tn))‘
oES,

Kai o perbéga visus baigtinés grupés S, elementus, tai o7 taip pat perbéga visus tos grupés

elementus, tik, gal bit, kita tvarka. Todél

F(t7tr(1)7tr(2)7'--atT(n)) = H (t_gaT(t1;t27-~-;tn>) =

oTES,

= F(t,t1,ta, ... tn).

Vadinasi, F'(t,t1,tz,...,t,) — simetrinis kintamuju ¢, ¢, . .., t, polinomas.

Tarkime, ¢d yra vienetinis simetrinés grupés S,, elementas. Tada

Gid(t1,t2, - tn) = g(tiaqr) tid2)s - - - s tiagm) = 9(t1, 2, .., tn).

Pazymékime

F(t) :F(t,al,ag,...,an) = H (t—gg(al,ag,...,an)).
o€ES,

Is pagrindinés simetriniu polinomu teoremos isvados iSplaukia, kad polinomo F'(t) koefi-
cientai priklauso pagrindiniam kunui K. Be to, skaiCius 6 yra Sio polinomo Saknis. IS
tikruju, 0 = g(ag, a9, ..., ) = gia(a1, e, ..., a,). Todél §is polinomas dalosi i§ mini-

maliojo polinomo g (t):
F(t) = wo(t) - q(t), q(t) € K[t].

Istate Sioje lygybéje vietoje t skaiciu 6;, gauname lygybe

F(0;)=0, i=T1,m.
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Vadinasi, egzistuoja keitinys o € S,, toks, kad

(92' = gg(&l,ag, ce ,Oén) = g(ag(l),aa(g), . 7aa(n))-
Todeél
‘92' € K(al,ag,...,an) = K(g)

ir K(6;) C K(0). Bet [K(0;) : K] = [K(0) :
lygybe [K(0) : K(6;)] = 1. Vadinasi, K(6;) = K(6). &

K] = m, todél i§ laipsniu formulés isplaukia

18. Baigtiniai GGalua plétiniai

18.1. Apibrézimas. Baigtinis normalusis plétinys K C L yra vadinamas baigtiniu

Galua plétiniu.

Pazymeékime [L : K] =n, L = K(0), 61 = 6,0,,...,0, — minimaliojo polinomo ¢y (t)
Saknis. Tada K(0) = K(6;), kai i = 1,n, ir izomorfizmas o; : K(0) — K(6;) yra kiino

K (0) automorfizmas, paliekantis vietoje kino K skai¢ius. Pazymékime automorfizmu aibe
G=GL(L,K)={o;|i=1,n}.

Automorfizmu kompozicijos atzvilgiu §i aibé yra multiplikaciné grupeé.

18.2. Apibrézimas. Galua plétinio K C L automorfizmy grupé G = GL(L, K) yra

vadinama Sto plétinio Galua grupe.

Pastaba. IS Galua grupés apibrézZimo iSplaukia, kad Sios grupés eilé |G| sutampa su
plétinio K C L laipsniu [L : K].

18.3. Lema. Jei visi Galua plétinio K C L automorfizmai o palieka vietoje skaiciy

a, tar Sis priklauso pagrindiniam kunui K.

Irodymas. Turime lygybe
o(a) =a Vo eG.

Skai¢iaus a jungtiniai skai¢iai o(a) sutampa su a, todél minimalusis polinomas
va(t) =t —a,

nes minimalusis polinomas vienodu $aknu neturi. Bet t —a € K[t], todél a € K. A

18.4. Pagrindiné Galua teorijos teorema. Tarp Galua plétinio K C L tarpiniy
kuny aibés

A={M|KcMcL}
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ir to plétinio Galua grupés pogrupiy aibés
B={H|H <G}

egzistuoja bijekcinis rysys.

Irodymas. Apibrézkime atvaizdi f : A — B lygybe
fIM)={ceG|o(la)=a Yae M}, MecA.

Irodysime, kad f(M) yra grupés G pogrupis, t. y. atvaizdis f apibréztas korektiskai.
Tarkime, o,7 € f(M). Vadinasi,

or(a) =co(r(a)) =c(a) =a VYae M.

Todél o € f(M).
Tarkime o € f(M). Parodysime, kad =1 € f(M). Tuo tikslu abi lygybés

ola) =«

puses paveikime automorfizmu o !:

o lo(a) =01 (a) = .

Vadinasi, c~! € f(M) ir tuo paciu f(M) yra grupés G pogrupis.

Kadangi K C L yra normalusis plétinys, tai ir M C L yra normalusis plétinys ir
is f(M) apibrézimo isplaukia, kad §is pogrupis yra Galua plétinio M C L Galua grupé:
f(M)=GL(L,M).

Irodysime, kad atvaizdis f yra injekcija. Taikome priestara. Tarkime, M; # Ms, o
f(My) = f(Ms). Parodysime, kad M turi sutapti su Ms.

Tarkime o € M;. Tada o(a) = a Vo € f(My). Bet f(M;) = f(Ms). Vadinasi,
ola) = a VYo € f(Ms). Kadangi f(Ms2) = GL(L,M,), i$ lemos 18.3 isplaukia, kad
o € Ms,. Vadinasi My C Ms.

Analogiskai irode, kad My C M;, gauname M; = M,, o tai prieStara salygai.

Vadinasi, atvaizdis f — injekcija.

Irodysime, kad f yra surjekcija.

Su kiekvienu aibés B elementu H turétu egzistuoti toks aibés A elementas M, kad
F(M) = H.

Pazymeékime

M={aeL|o(a)=a Voe H}.

Irodysime, kad M yra aibés A elementas, t. y. tarpinis kunas.
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Tarkime, a, 3 € M. Tuomet
ola)=a, o(f) =0 Vo€ H.

Vadinasi,
ola+p)=o(a)+o(f) =a+p,
o(af) = o(a)o(3) = af,
t.y. a+ B,a8 € M. Todél M yra kunas. Be to, M C L is M apibrézimo ir K C M, nes

ola)=a Vae€QaG.

Isitikinsime, kad pogrupis H sutampa su f(M).

Tarkime, 0 € H. Vadinasi, o(a) = @ Va € M. Bet tokiu atveju o € f(M). Taigi
HC f(M).

Parodysime, kad baigtiniu pogrupiu H ir f(M) eilés |H| ir |f(M)| sutampa. I§ cia
iSplauks Siu pogrupiu lygybe.

Tarkime, L = K(6). Vadinasi, L = M (6).

Pazymeékime plétinio M C L primityviojo skai¢iaus # minimaluji polinoma goéM)(t).
Sudarykime polinoma

pt) = 1] (t—a(9)).

occH

Sio polinomo koeficientai priklauso kiinui M ir 6 yra jo Saknis, nes pogrupio H elementu
tarpe yra ir vienetinis. IS minimaliojo polinomo savybiu polinomas ¢(t) dalosi i§ polinomo
gpéM)(t). Todél

deg p(t) > deg " ().

Bet deg o(t) = |H|, deg i (t) = [L : M] = |f(M)|. Vadinasi, |H| > |f(M)|. Bet H yra
dalis f(M), todél |H| = |f(M)|. Tuo paciu H = f(M).
Vadinasi aibiu A ir B atvaizdis F yra bijekcija. A

Isvada. Tarkime, tarpini kung M atitinka Galua grupés G pogrupis H. Tuomet
indeksas |G : H] sutampa su laipsniu [M : K].

Irodymas isplaukia i3 lygybiu
Gl = |H|[G: H),
L:K)=[L:M][M: K],
@l =L K],
H|=[L:M). &
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18.5. Pavyzdys. Nagrinékime plétini @ C Q(g), kur ¢ — primityvioji 9-ojo laips-
nio vieneto Saknis. Rasime visus to plétinio tarpinius kiinus. Pirmiausia paskaic¢iuosime
skai¢iaus € minimaluji polinoma. Polinomas f(t) = t? — 1, kurio Saknimi yra ¢, negali biiti

minimaliuoju, nes jis skaidus:
P —1=(—-1)(°+¢>+1).

Irodysime, kad ¢, (t) = t9+t3+1. Pirmiausia . (c) = 0, nes €2 # 1, kadangi ¢ — primityvioji
saknis. Liko irodyti, kad ¢ () yra neskaidus polinomas virs racionaliuju skai¢iu kuno. Tam

pakanka parodyti, kad polinomas ¢. (¢t + 1) yra neskaidus. I$ tikruju,
e+ 1) =t+1D°+(t+1)°+1=
= 1% + 6¢° + 15t* + 21¢3 + 18¢%2 + 9¢ + 3,

ir . (t + 1) yra neskaidus pagal Eizensteino kriteriju.
Taigi . (t) =5 +t3+ 1 ir [Q(e) : Q] = deg p(t) = 6.
Is primityviosios Saknies savybiu iSplaukia, kad jai jungtinémis Saknimis yra skaiciai

6,82,84765,67,88,

t. y. visi skai¢iaus e laipsniai, kuriu rodikliai yra mazesni uz n ir tarpusavyje pirminiai su

9. I8 ¢ia i8plaukia, kad plétinys @ C Q(e) yra normalusis ir jo Galua grupée G lygi
G = {017 02,04,05,07, 08}7

kur

Rasime visus Sios grupes tikrinius pogrupius. Tam pirmiausia paskaic¢iuosime visu elementu
eiles:
1) |o1| =1, nes o1(¢) = ¢;
2) 03(e) = 02(02(e)) = 02(£?) = (02(5))2 = (£2)2 = &4,
03(e) = 02(03(2)) = 02(e*) = (02(e))" = (2)4 = &%,
Vadinasi, |o2| # 2,3, todél |o2| = 6, nes elemento eilé dalo grupés eile;

3) 03(c) = 04(04(e)) = a(e?) = (04()" = (H)} =1 = &7,
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o3(e) = 04(03(€)) = 0u(e7) = (0u(e))” = (1) =X =

Vadinasi, |o4| = 3;
2) 02(2) = 75(03(0)) = o5(e%) = (05(2))° = (€9 = ¥ = &7,
Ug(f) = 05(U§(€)) = 05(57) = (05(5))7 — (55)7 _ 235 _ 8

Kaip ir antruoju atveju, |o5| = 6;
5) 03(e) = o7(0o7(e)) = o7(e7) = (07(5))7 = (eT)T = %9 = 4,
od(e) = o7(c2(e)) = o7(e*) = (o7(¢))

Vadinasi, |o7| = 3;

6) 02(e) = o (05()) = os(e®) = (05())
Vadinasi, |og| = 2.

Taigi grupe G turi du tikrinius pogrupius:
Hy ={o01,04,07} ir Hy={o1,0s}.

Rasime tuos pogrupius atitinkancius tarpinius ktinus.

1. Tarkime, pogrupi H; atitinka ktinas M;. Vadinasi,
M, = {a € Qe) | os(a) = a, o7(a) = a}.
Galima laikyti, kad skai¢ius € yra plétinio My C Q(e) primityvusis skaicius: M;(e) = Q(e).
Siam skai¢iui jungtiniai yra
_ __ 4 AT
o1(e) = ¢, o4(e) =%, o7(e) = €".

Todél skaiciaus € minimalusis polinomas wgl)(t) vir§ kuno M; yra
P (t) = (t—e)(t —e)(t —€7) =
=3 (et 4N Ft(P+B42) =1 - &3

(Cia pritaikome tapatybes €? = 1, €8 + % +1 = 0).

3

Matome, kad ¢ € M;. Paskaic¢iuosime skai¢iaus € minimaluji polinoma ¢.s(t) virs

racionaliuju skaic¢iu kino ). Tuo tikslu rasime visus to skai¢iaus jungtinius:
01(£%) = €%, 03 (e%) = 5, 05(e%) = £°, 05 (%) = €°.
Taigi skai¢iui €3 jungtiniai yra 2 ir €. Todél minimalusis polinomas
es(t) =t —>)(t —®) =t* +t+ 1.

Sio polinomo $aknys yra %( -1+ \/—3>. Todeél



18.6. Apibrézimas. Plétinys, gautas prie racionaliyju skaiciu kuno prijungus
neskaidaus kvadratinio polinomo menamajq sakni, vadinamas menamuoju kvadratiniy skai-

¢y kunu, o realiqja Sakni — realivoju kvadratiniy skaiciy kunu.

Taigi Siame pavyzdyje tarpinis kiinas M; = Q(\/—3> yra menamuju kvadratiniu

skai¢iy kunas.
2. Tarkime, pogrupi H, atitinka kiinas M. Vadinasi,
My = {0 € Q(e) | ox(a) = a}.

Turime antrojo laipsnio plétini Ma C Q(g). Vélgi galime laikyti, kad Q(e) = Ma(e).
Skaiciaus ¢ jungtiniais yra o1 (¢) = ¢ ir 0g(g) = €®. Todél skaic¢iaus £ minimalusis polinomas

¢£2)(t) vir§ kuno M, yra
Oty=@t—e)t—e®) =t>—t(e+%) + 1.

Pazymeékime 6 = ¢ + 5. Sis skai¢ius priklauso kiinui M,. PaskaiG¢iuojame jo jungtinius

vir§ racionaliuju skaic¢iu kuno Q:
o1(e+e¥) =c+e8, oale+e¥)=e?+e7, oue+e¥) =t 4 &5,
os(e +e¥) =%+, or(e+e8) =€ + €2

7

Vadinasi, skai¢iui € + &® jungtiniai yra € + %, €2 + &7, e* + £° ir jo minimalusis polinomas

g (t) virs racionaliyju skaic¢iu kuno @ yra
wo(t) =(t—e -t —e? -t —e? =) =13 -3t + 1.
Kadangi deg g (t) = 3 = [M> : Q], skaicius 0 = ¢ +® generuoja kiina M, virs racionaliuju

skai¢iu kiino Q: Q(0) = Q(e + £%) = M.

19. Grupeés C, ir M,

Su kiekvienu natiiraliuoju skai¢iumi n pazymékime
C,={al(a,n)=1} —

multiplikacine liekanu klasiu grupe moduliu n. Zinoma, kad Sios grupés eilé yra o(n)
(gp(n) — Qilerio funkcija). Be to, grupé C), yra Abelio grupé.
Nagrinékime aibe
M = {(a,b) |a,b € Z, (a,n) =1}.
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Sioje aibéje apibréziame ekvivalentumo rysi: sakome, kad pora (a, b) ekvivalenti porai (c, d)
tada ir tik tada, kai

a=cmodn, b=dmodn.

Irodysime, kad 8is rySys i tikruyju yra ekvivalentumo rysys:

1) (a,b) ~ (a,b), nes a = amodn, b = bmodn.

2) Tarkime (a,b) ~ (¢,d). Tuomet a = cmodn, b = dmodn. I3 ¢a isplaukia, kad
¢ =amodn ir d = bmodn. Todél (¢,d) ~ (a,b).

3) Tarkime, (a,b) ~ (c,d) ir (¢,d) ~ (g,h). Vadinasi, a = cmodn, b = dmodn ir
¢ = gmodn, d =hmodn. Tuomet a = gmodn, b = hmodn ir todél (a,b) ~ (g,h). A

Pazymékim aibés M faktoraibe pagal apibrézta ekvivalentumo sarysi

M, = {(a,b) | (a,n) =1, a,bmodn}.

Is apibrézimo isplaukia, kad Sios aibés klasiu skai¢ius yra lygus ne(n).

Aibéje M,, apibréziame algebrine operacija lygybe

(a,b) - (¢,d) = (ac,bc + d).

Kadangi apibréziame operacija tarp klasiu per atstovus, iSkyla apibrézimo korektiskumo

klausimas. Tarkime,

(@', 0) = (a,b), (¢,d) = (c,d) ir

(@', 0)-(c,d) = (ac, b+ d).
Mes turime irodyti, kad

(ac,bc+d) = (a’'d, b/ + d').

Kadangi
a=a modn, b=b"modn,

c=cmodn, d=d modn,
is lyginiu savybiu iSplaukia, kad

ac = d'd modn,

be+d="bc + d modn.

Vadinasi, klasés (ac,bc + d) ir (a’c’,b'c¢’ + d') kertasi netuséiai, todél sutampa.
Sios operacijos atzvilgiu aibé M,, sudaro grupe:

1) operacija asociatyvi —

<((a,b) -(c, d)) : (g,h)> = (ac,bc+d) - (g, h) = (acg, beg +dg + h) =

= (a7b) ) (Cga dg + h) = (avb) ) ((Cv d) ) (97 h)>§
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2) egzistuoja vienetinis elementas (1,0) —

(1,0) - (a,b) = (a,0-a+b) = (a,b);

3) klasei (a,b) atvirkstiné klasé yra (¢, —bc), kur ac = 1modn. I§ tikruju, (a,b) -

(¢, —bc) = (ac,bec — be) = (1,0), nes ac = 1 modn.

Vadinasi, M,, yra multiplikaciné grupé. Si grupé yra nekomutatyvi: pavyzdziui,

(1,1)-(2,0) = (2,2), o

(2,0)- (1,1) = (2, 1).

19.1. Teorema. Grupé M, yra iSsprendzZiama.

Irodymas. Apibrézkime grupés M, atvaizdi ¢ grupéje C), lygybe

” (W) =a.

Irodysime, kad atvaizdzio ¢ apibrézimas yra korektiskas. Tarkime, (a/,b') = (a,b) ir
w((a’,b’)> =a.

Is klasiu lygybés isplaukia, kad a = ¢’ modn, todél @ = @’.

Atvaizdis ¢ yra surjekcinis homomorfizmas. I8 tikruju:

1) w(m-m) = SD(M) =ac=a-¢= w((a,b)> 90((0, d)>;
2) klasei @ € C), pirmvaizdziu yra klasé (a, 1):

90<m> =a. A

Pritaike atvaizdziui ¢ pagrindine grupiu homomorfizmu teorema, gauname, kad faktor-

grupe M, /ker o Yra izomorfiska grupei C,,. Vadinasi, faktorgrupe M, /i(er o Y1 Abelio
grupe.
Paskaic¢iuosime tiksliau branduoli Ker¢. Tarkime, (a,b) € Kerp. Tuomet @(W) =
@ = 1. Vadinasi,
Ker ¢ = {(1,—1)), bmodn}.

Irodysime, kad Ker ¢ yra izomorfiska ciklinei grupei Z,. Grupés Ker ¢ atvaizdi ¢
grupeéje Z, apibréziame lygybe
v(08) =5,

1) ¢ — homomorfizmas:

¢<m ) (17 C))

Wb+ 0) =bTe=b+e=

v () +v(10):
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2) 1 — injekcija:

Tarkime, (1,b) € Ker 9. Tuomet
¢<(1,b)> ~5=0.

Vadinasi, b = Omodn ir (1,b) = (1,0). Taigi, Ker ¢ = {(1,0)};

3) ¥ — surjekcija:

Klasei b € Z,, pirmvaizdziu yra klasé (1,b):

Tokiu budu, grupé Kerp yra Abelio grupé. Teoremos teiginys dabar iSplaukia is lemos:
19.2. Lema. Jei G/H ir H yra Abelio grupés, tai faktorgrupé G/H yra issprendzZiama.

Irodymas. Kadangi G /H yra Abelio grupé, jos komutantas (G /H)/ = {H}. Irodysime,
kad grupés G komutantas G’ yra H pogrupis. Tarkime, g1, g» € G ir sudarykime komuta-
toriu [g1, g2]. Kadangi

H=gH - QQH(ng)_l(QQH)_l =

=g H - goH gy "Hgy "H = 919297 "95 “ H,

tai g1gagy '95 "+ = [91,92) € H.
Taigi G' C H. Bet (G’)/ C H' ir H = {e}, nes H — Abelio. Vadinasi, grupés G

komutantu eiluté nutruksta jau antrame zingsnyje ir todél G — iSsprendziama. A A
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20. Paprastieji radikalieji plétiniai

20.1. Apibrézimas. Tarkime, K yra algebriniy skaic¢iy kunas ir polinomas p(t) =
t" —a € KIt]. Polinomo ¢(t) skaidinio kuna vadiname paprastuoju radikalivoju kuno K
plétiniu.

Tarkime, K C L yra paprastasis radikalusis pletinys, gautas, prijungus polinomo
@(t) = t" —a saknis. Jei 6 yra §io polinomo $aknis, tai kitos Saknys yra §-¢¥, k=1n — 1,

0 € — primityvioji n-tojo laipsnio vieneto Saknis. IS tikruju,
(0-)" =" (M) =0"- (") = a.

Vadinasi kiina L galima gauti, prijungus prie kuino K skaicius € ir e: L = K(0,¢). Be to,

Sis plétinys yra Galua plétinys, nes polinomo skaidinio ktinas yra normalusis plétinys.
20.2. Teorema. Paprastojo radikaliojo plétinio K C L Galua grupé G = GL(L, K)
yra issprendzZiama.

Irodymas. Tarkime, o yra bet kuris grupés G automorfizmas. Paveike juo abi lygybés
n

0" = a puses, turime, kad (0(0)) = a. Vadinasi, o(f) yra taip pat polinomo ¢(t) =
t" — a $aknis ir todél o() = 0 - €°, bmodn. Paveike automorfizmu o abi lygybés e = 1
puses, gauname lygybe (J(€))n = 1. Vadinasi, o(¢) yra n-tojo laipsnio vieneto Saknis.
Parodysime, kad tai yra primityvioji Saknis. Tarkime, o(e) = &® ir d yra skai¢iu a ir n

didziausias bendras daliklis (a,n). Reikia irodyti, kad d = 1. Pakele skaiciu * laipsniu %,

turime:
(e9)t =&’ = (") =1.
Vadinasi,
(0(e) " = ()" =1
Todél

0(5%) =1.

Paveike abi §ios lygybés puses automorfizmu o~!, gauname lygybe

als

cd = 1.

Kadangi € yra primityvioji n-tojo laipsnio vieneto Saknis, didziausias bendras daliklis
d = 1. Taigi, o(e) =% ir (a,n) = 1.

Jei €% = &% tai a = @’ modn ir

jei O = 9| tai b = b modn.

Todél galima apibrézti grupes G atvaizdi ¢ grupéje M, lygybe




kur a ir b tokie skai¢iai, kad o () = % ir o () = Oe’.
Irodysime, kad atvaizdis ¢ yra injekcinis homomorfizmas:
1) ¢ — homomorfizmas:

Tarkime 7 € G ir 7(g) = ¢, 7() = 6. Tuomet

Vadinasi,

p(o1) = (ac,ad +b) = (¢,d) - (a,b) = ¢(7) - (0);

2) ¢ — injekcija:
Tarkime, o € Ker ¢. Tuomet

Todél o(e) = et ir o(0) =0 -€°, t. y. o(e) = ¢ ir o(f) = 0. Tarkime,

kool
g(e,0) = Z Zaijsim

i=0 j=0

yra bendrasis plétinio L narys. Paveike ji automorfizmu o, gauname lygybe

o(g(e,0)) = J(ZZaUSW) =

Vadinasi, o yra tapatusis automorfizmas id ir Ker ¢ = {id}.
Is cia isplaukia, kad grupé G yra izomorfiska grupés M,, pogrupiui ¢(G) ir todél yra

iSsprendziama grupe, nes kiekvienas iSsprendziamos grupés pogrupis yra iSsprendziamas. A
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21. Cikliniai plétiniai

21.1. Apibrézimas. Baigtinis Galua plétinys K C L yra vadinamas cikliniu, kai jo
Galua grupé G yra cikliné.

21.2. Teorema. Tarkime, algebriniy skaiciy kunui K priklauso primityvioji n-tojo
laipsnio vieneto Saknis €, o K C L yra ciklinis n-tojo laipsnio plétinys. Tada $is plétinys
yra paprastasis radikalusis plétinys ir j1 generuojantis polinomas yra t" — a.

Irodymas. Pazymeékime plétinio K C L Galua grupe G. Tarkime, grupe G generuoja
automorfizmas o : G =< o >. Be to, |G| = [L : K| = n. Vadinasi,

G = {id, o,0%, ... ,0”*1}.

Tarkime, a € L ir sudarykime Sio skaiciaus Lagranzo rezolvente, atitinkancia skaiciu

t(teZ):
(Et ) _ t 2t _2 (n—1)t _n—1
o) =a+ceo(la)+eto’(a)+...+¢€ o).

Prijunge prie kiino K skai¢iu a, gauname tarpini kiina K(a): K C K(a) C L. Siam

kunui atitinka grupés G pogrupis H ir H = GL (L, K (a)). Kadangi G — cikliné grupe,

d

pogrupis H yra taip pat ciklinis ir yra generuojamas automorfizmo o® (¢ia dm = n,

m = |H|). Kadangi pogrupio H automorfizmai palieka vietoje visus tarpinio kuno K («)
elementus, od(a) = «. Padaline naturaluji skaic¢iu k is d su liekana: k = di 4+ j, paskai-

¢iuokime o* (a):
o¥(a) = 0" (a) = 07 0¥ (a) = o7 - (Ud)i(oz) =0/ (a),

nes (O’d)i cH.
Pertvarkome Lagranzo rezolvente (g, a):

(6,a) = a+eo(a) +20%(a) + ... + o (a) + e o () + 202 (a) + ... +
42520 (0) o editlgditl () y dit2dit2() 4y D) pd(i4D) () 1
4o DI () D2 DA () 4
4 glm=Ddtd=15m-1d+d=1y — o 4 eg(a) + 202(a) 4 ... + e Lo (a)+
+ 5d(a +eo(a) +e20%(a) +... + 5d_10d_1(a)) +...+ 5(m_1)d(a + eo(a)+
+e20 (@) +...+e7 o) = (e +eo(a) + %0 (a) + ...+
+ el @) (1 + ¥ + 2 4 .. 4 elm=Dd) =

(a+eo(a) +e?0?(a) + ...+ Lo () - m, jei e =1;
md

(a+eo(a)+e20?(a)+...+eto? Ha)) - S7=F, jei e # 1.
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Bet ¢™? = " = 1, vadinasi, jei ¢? # 1, Lagranzo rezolventé (¢,a) = 0. Kadangi ¢ yra
primityvioji n-tojo laipsnio vieneto aknis, tai e # 1, kai d < n. Vadinasi, jei Lagranzo
rezolventé (e, ) # 0, butinai d sutampa su n. O tai reiskia, kad H =< " >=<id >=
{id}, t.y. |H| =1=[L: K(a)]. Todél kunas L turi sutapti su K («).

Rasime kune L toki skai¢iu «, kad jo Lagranzo rezolventé (e, a) # 0. Tarkime, skai¢ius
6 yra plétinio K C L primityvusis skaicius: L = K(0). Pazymékime skai¢iaus # minimaluji
polinoma g (t):

po(t) = H (t—o(0)).

ceG
Irodysime, kad bent viena i rezolvenéiu (g, 8), (¢,6?%),...,(g,6""1) yra nelygi nuliui.

Tarkime prieSingai, visos Sios rezolventés lygios nuliui:
0+co(f) +e%0%(0) +...+" o1 (0) =0,

02 + 0 (0?) +20%(0?) + ...+ " o™ 1 (6?) = 0,

Prie siu lygybiu prirasykime tapatybe

l4+e+e2+... .+ =0.

Vadinasi, (1, g,€2, ... ,5”_1) yra nenulinis lygciu sistemos
T +x9 +... 4z, =0,
10  4woo(0)  +...4x,0"HO) =0,

210" oo (0" )+, a0 (O )= 0

sprendinys. Todél Sios sistemos determinantas yra lygus nuliui:

1 1 1 1

9 o (6) o2 (0) ()

62 a(0?) a2(6?) o™ 1(0?) =0
gn—1 'U'('@n_1) '0'2'(971_1) ;,}{_1(971_1)

k
Kadangi o* (') = (a(ﬁl))k = <(0‘(¢9))l> = (J(H))lk, sis determinantas yra Vandermondo

determinantas:

11 1 1

0 o(0) ) a%(0) ) o 1(0) )

62 (0(6)) (02(9)) (c"71(0)) =0
ot (0(0)" (20)" . (o)



Todél
I1 <Ui(9) - o—j(e)) ~0.

0<i<j<n-—1

Vadinasi, bent vienas dauginamasis lygus nuliui:
a"(0) — () = 0.

Bet ir 0% (), ir ¢!(#) yra minimaliojo polinomo ¢y (t) $aknys, o jos yra skirtingos. Vadinasi,

gavome prieStara prielaidai, kad visos rezolventés
(,0),(,6%),...,(s,0™ 1)

yra lygios nuliui. Tokiu budu, plétinyje L egzistuoja toks skaicius «, kad (e, ) # 0, ir Sis
skaicius generuoja plétini: L = K(a).

Su kiekvienu sveikuoju skai¢iumi ¢ nagrinéjame Lagranzo rezolvente
(e, a)=a+etola)+...+ Do L(a).
Paveikime abi §ios lygybés puses automorfizmu o:
U((st, a)) =o(a)+ U(éftO'(Oé)) + ...+ U(st(”*l)anfl(a)) =
=o(a) +eo?(a)+ ...+ Vo (a) =
=o(a) +eo?(a)+... 4" Vo=
=¢! (a +eto(a) +e?o?(a) + ...+ et(”_l)an_l(a)> =

=e ' a).
(Irodinéjant Sia lygybe, naudojamés tuo, kad e € K, todél o(e¥) = £, bei tuo, kad
o™ =id).
Imkime Sioje lygybéje ¢t = 1:

o((e,a)) = (e, ).

Pakeliame abi lygybes puses laipsniu ¢:

(a((g, a)))t =e (e, a)t.

Vadinasi,

ir




Galutinai gauname lygybe

Pazymeéje ( . )
e«
(ca)

turime, kad o(a;) = a;. Kadangi automorfizmas o generuoja visa Galua grupe,

= Qy,

O'k((lt) = Qg,

t.y. visi grupés G automorfizmai skaiciu a; palieka vietoje, todél a; yra pagrindinio kiino
K skaicius: a; € K.
Is skaiciaus a; iSraiskos gauname lygybe

(' a) = a(e, )"

Pazymékime (¢,a) = (. Tada kiinas K(8) yra kino K(a) pokunis: K(8) C K(a).
Irodysime, kad ir kunas K («) yra K(3) pokunis.

Paskaiciuokime visu rezolvenciu (¢f, @) suma, kai t =0,n — 1:
(€% a)+ (g,a)+ (% a) + ...+ (" a) =
=a+o(a)+o*a)+...+ 0" o)+
+a+eo(a) +e20(a)+ ...+ o a)+
+a+e20?(a)+eto?(a) + ...+ 2 Ve Ha) + ..+
+a+e"to(a) + 2 Vo (a) 4 ... 4 e DDgn—1(g) =
=na+o(@)(l+e+e+...+" ) +o%(a)(1+*+¢&* o2y

oo @) (14 et 20D gD,

Bet
gkn _ 1

1+ek 4?4 4erDr = ——— =0, kaik=Tn—-1
e —1
Todeél
(€% a) + (5,a) + (€%,0) + ... + ("1 a) = na.
Visos rezolventés (g%, a) € K(f), todél a € K(8) ir K(a) C K(3).
Vadinasi, skai¢ius  generuoja plétini L: L = K(f). Paskai¢iuosime 8io skai¢iaus

minimaluyji polinoma. Turime lygybe

o((e,a)) =e (e, a),
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t.y.
o(B) =e""p.

Paveikime automorfizmu o skaiciy g":
o(8") = (0(8))" = (7'B)" = 6"

Vadinasi, skaic¢ius 5" yra pagrindinio kino K skaic¢ius. Pazymékime " = a € K. Tuomet
skaic¢ius 8 yra n-tojo laipsnio polinomo t" — a Saknis. Kadangi 3 generuoja n-tojo laipsnio

plétini, Sis polinomas yra neskaidus ir todél yra skaiciaus # minimalusis polinomas:

pp(t) =t" —a.

Vadinasi, plétinys K C L yra paprastasis radikalusis plétinys. A

22. Radikalieji plétiniai

22.1. Apibrézimas. Plétinys K C L yra vadinamas radikalivoju, kai egzistuoja
tarpiniy kuny eiluté
K=KyCKiCKyC...CK;CL,

tokia, kad plétinys K; C K;y1 (i =0,s — 1) yra paprastasis radikalusis plétinys.

Pastaba. Nors kiekvienas tarpinis plétinys K; C K;11 yra normalusis, nebutinai

plétinys K C L turi buti normalusis.

22.2. Lema. Tarkime, K C M ir M C L yra normalieji plétiniai. Plétinys K C L
yra normalusis tada ir tik tada, kai egzistuoja polinomas ¢(t) su koeficientais i§ kuno K,

kurio skaidinio kunu virs kuno M buty kunas L.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, K C L yra normalusis plétinys ir L = K (#). Tuomet
visos minimaliojo polinomo Saknys 67 = 6,605, ...,0, priklauso kunui L ir galime laikyti,
kad skaicius 6 yra plétinio M C L primityvusis skai¢ius: L = M(6). Vadinasi, polinomo
vo(t) € K[t] skaidinio kunas vir§ kuno M ir yra kunas L. A

Pakankamumas. Tarkime, L = M (a1, o, ..., q,) yra polinomo ¢(t) € K|t] skaidinio
kiinas. Kadangi plétinys K C M yra normalusis, tai to plétinio primityviojo skaiciaus
6 minimaliojo polinomo ¢y(t) Saknys 61 = 6,05,...,60, € M. Todél galima laikyti, kad
M = K(01,0s,...,0,). Tuomet L = K(01,0s,...,0,,a1,as,...,q,,). Vadinasi, plétinys
K C L yra polinomo ¢(t) - ¢g(t) skaidinio kunas ir todél yra normalusis. A

22.3. Apibrézimas. Plétinys K C L yra vadinamas normaliuoju radikalivoju, kai

Jis yra kartu ir normalusis, ir radikalusis.
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22.4. Teorema. Bet kuri radikaluji pléting K C L galima idéti ¢ normalyji radikalugi
plétini K C L C L.

Irodymas. Tarkime, plétinio K C L radikalioji eiluté yra
KZK()CKlC...CKiCKi_HC...CKs:L.

Taikysime indukcija pagal s.

1. Kai s =1, L yra paprastasis radikalusis plétinys, vadinasi, ir normalusis.

2. Darome indukcine prielaida visiems radikaliesiems plétiniams, turintiems radika-
liasias eilutes ilgio s — 1. Nagrine¢jame radikaluji plétini, kurio radikalioji eiluté yra ilgio
s. Plétiniui K C K41 galime taikyti indukcine prielaida — egzistuoja kiino K normalusis
radikalusis plétinys K toks, kad K, C K. Kiinas L = K, yra kino K,_; paprastasis
radikalusis plétinys, t. y.

L=K; 1(e,0),

kur € yra n-tojo laipsnio primityvioji vieneto Saknis, o # — polinomo

pt)=t"—-8 (B€ K1)

saknis. Pazymékime ¢g(t) skai¢iaus # minimaluji polinoma virs kuno K. Kadangi plétinys
K C K yra normalusis ir 3 € Ks_1 C K, tai kiinui K priklauso visos polinomo ¢g(t)
saknys 81 = 3, (2, ..., Bm. Nagrinékime lygti

t" —06; =0 (i=1,m).
Tarkime, «; yra Sios lygties Saknis (kai ¢ = 1, pazymékime «; = 6). Prijunkime prie

kiino K skaicius €, aq, o, ..., Qup:

L :?(5,041,042,...,047,1).

Kadangi a; = 6, kiinas L yra kiino L pokiinis. Be to, plétinys L virs kiino K turi radikaliaja

eilute o .
K=KyCcKyC...C

K,,=L, kur
Ki = Ki_l(é,()éi), 1= 1,m.

Pratese plétinio K C K radikaliaja eilute $ia eilute, gauname plétinio KX C L radikaliaja
eilute
K=KyCcK c..cK;,cKocK,c...CK,,=L.

Irodysime, kad §is plétinys yra normalusis.
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Pazymeékime ¢(t) = pg(t") € K[t]. Kadangi

o(t) = (t" = B1) (t" = Ba2) ... (t" = Bm),

Sio polinomo Saknimis yra skaic¢iai aq,as, ..., qn,. Visos kitos Sio polinomo Saknys yra
skai¢iu «; ir € sandaugos. Todél kunui L priklauso visos §io polinomo $aknys. Vadinasi,
polinomo ¢(t) skaidinio kinas M yra kiino L pokuinis. Bet kiinas K yra kiino M pokiinis,
todeél plétinys L = f(e, 1,0, .. ,am) yra taip pat kiino M pokinis. Vadinasi, L = M,
t. y. kiinas L yra polinomo ¢(t) skaidinio kiinas, todél K C L yra normalusis plétinys. A

23. Galua plétiniai su iSsprendziama Galua grupe

23.1. Teorema. Normaliojo radikaliojo plétinio K C L Galua grupé G = GL(L, K)

yra 1$sprendziama.

Irodymas. Tarkime,
K=KyCcK CK,C...CK;CK;;;C...CK,=1L
yra plétinio K C L radikalioji eiluté. Sia eilute atitinka Galua grupeés G pogrupiu eiluté
G=GyD>oH  DHyD...DH; DH;y1D...D H, = {id}.

Irodymui pritaikysime teiginj is iSsprendziamu grupiu teorijos — jei grupé turi normaligja
eilute su iSsprendziamais faktoriais, tai ji pati yra issprendzZiama.
Pogrupi H; galima nagrinéti kaip plétinio K; C L Galua grupe GL(L, K;)

(1 =0,s — 1). Nagrinékime plétinius
K,CK;y1 CL (iZO,S—l).

Kadangi plétinys K; C K, yra paprastasis radikalusis plétinys, pogrupis H;11 yra grupés

H,; normalusis daliklis. Todél grupés G pogrupiu eiluté yra normalioji eiluté su faktoriais
HZ'/HiH = GL(KZ-,KZ-H).

Bet paprastojo radikaliojo plétinio K; C K;41 Galua grupé yra iSsprendziama, todeél visi

normaliosios eilutés faktoriai yra iSsprendziami. A

23.2. Teorema. Tarkime, K C L yra Galua plétinys, M — tarpinis normalusis
kunas. Be to, G = GL(L,K) ir G' = GL(M, K) yra plétiniy K C L ir K C M Galua
grupés, ir grupés G pogrupis H atitinka tarping kung M. Tuomet pogrupis H yra grupés
G normalusis daliklis ir faktorgrupé G /H yra izomorfiska G'.
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Irodymas. Tarkime, 6 yra plétinio K C M primityvusis skai¢ius — M = K(0), o € H,
7 € G. Irodysime, kad To7~! € H, t. y. H < G. Pakanka irodyti, kad

ror1(0) = 6.

Kadangi 7-1() yra minimalioji polinomo ¢y(t) Saknis, tai 7=%(f) € M. Tuomet
T

o(t71(8)) = 771(0). Paveike Sios lygybés abi puses atvaizdziu 7, turime lygybe

7(0(7_1(9))> =7(r7'(9)) = 6.

Vadinasi, To771(f) = 6 ir H yra grupés G normalusis daliklis pagal II-aji normaliojo
daliklio kriteriju.
Nagrinékime atvaizdj
0:G— G,
apibrézta lygybe
90(0-) =0 ’M Vo € G7
(t.y. apribojame automorfizma o kune M). Irodysime, kad atvaizdis apibréztas korektiskai,
t.y. o(M) C M. Tarkime, o € M. Parodysime, kad o(«) € M. Skaicius o(0) € M, nes jis

yra minimaliojo polinomo ¢y (t) Saknis, o visos Saknys priklauso M, nes M — normalusis

plétinys. Tarkime, deg g(t) = m. Tuomet

ir

Irodysime, kad atvaizdis ¢ yra surjekcinis homomorfizmas.

1) ¢ — homomorfizmas:

Tarkime, 0,7 € G. Tuomet
plor) =07 |v =0 |m - 7lu = w(o) - ¢(7).

2) ¢ — surjekcija:
Tarkime, o € G’. Trodysime, kad egzistuoja 7 € G toks, kad

o(t)=7|m =o0.
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Pazymékime plétinio M C L primityvuji skai¢iu 6 : L = M (0); jo minimaluji polinoma
— g(t), deg @g(t) = s. Tarkime, o € L. Tuomet

s—1
a:ZCLi@Z, a, € M, 1=0,s— 1.
i=0

Apibrézkime atvaizdi

7:L— L
lygybe B B
(@) = T(Zaﬁ) =" o(ai)((0))",
1=0 1=0

kur 7(0) yra kuri nors fiksuota minimaliojo polinomo ¢g(t) Saknis. I apibrézimo isplaukia
lygybe
T(a) =o(a), kai a € M.
Irodysime, kad 7 yra ktino L automorfizmas.

1) 7 — adicinis homomorfizmas:
Tarkime, g € L ir

i=0
Tuomet

=0 7=0 =0 5=0
— Y U(azb])(r(g))lﬂ—iia(az)a(bj) (7(0)" - (r(0))" =
=S () (@) - Yo (b,) (+@) = r(a) - 7(8)
i=0 §=0



3) T — injekcija:

Tarkime, o € Ker 7. Tuomet

|
=
. [\
—
\]
)
|
S~—
SN—
|
—
0]
o
o,
o
=
o
=2
(‘D.
s
E.
=}
N
h
o
o
N
<
-+
e}
Q.
(D.
N

Skaiciai 1,7(8), (r(

Bet o — automorfizmas, todél

a; =0, 1=0,s—1.
Vadinasi, a = 0 ir Ker7 = {0}. Todél atvaizdis 7 — injekcija.

4) T — surjekcija:

Tarkime, v € L ir
s—1 )
o= Z aiﬁz.
i=0

Pazymékime minimaliojo polinomo ¢_ g (t) = ¢5(t) Sakni 6 = 771(7(6)). Tuomet skai-

¢iaus « pirmvaizdziu yra skaicius

9= el @)
Is tikruju B
w5 =r( ot @)) -
3 ofa) (@) = Sa(ai)gi = a.
1=0 =0

Vadinasi, atvaizdis 7 yra surjekcija ir tuo paciu kuino L automorfizmas, todél 7 € G. Be
to,

p(1) =7Im =0

Todél ¢ — surjekcinis homomorfizmas. Irodysime, kad jo branduolys Ker ¢ sutampa su
pogrupiu H.
Tarkime, o € Ker ¢p. Tuomet

p(o) =0y =id.
Todél o(a) = Vo € M. Vadinasi, 0 € H ir Kerop C H.
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Tarkime, 0 € H. Vadinasi,
ola) =a Yae M.

Todél o |y = id ir o € Ker . Tuo paciu H C Ker g ir H = Ker ¢.

Dabar teoremos irodymas isplaukia i§ pagrindinés grupiu homomorfizmu teoremos:
— o~ (Y
G/i(ergo_G/H_G' A

23.3. Teorema. Normaliojo radikaliojo plétinio normaliojo pokunio Galua grupé yra

1$sprendZiama.

Irodymas. Tarkime, K C L yra normalusis radikalusis plétinys, G = GL(L, K) — sio
plétinio Galua grupé, M — tarpinis normalusis kunas, G’ = GL(M, K) — §io kuno Galua
grupé. I§ praeitos teoremos iSplaukia, kad grupé G’ yra izomorfiska faktorgrupei G /H
(¢ia H — tarpini kuna M atitinkantis Galua grupés G pogrupis). Kadangi grupé G yra

iSsprendziama, tai ir jos faktorgrupé G /H’ o tuo paciu ir grupé G’, yra iSsprendziama. A

23.4. Teorema. Bet kuris normalusis plétinys su issprendzZiama Galua grupe yra

normaliojo radikaliojo plétinio pokunis.

Irodymas. Skirsime du atvejus.

1. Tarkime, K C M yra normalusis m-tojo laipsnio plétinys su cikline Galua grupe
G =< 0 >. Pazymékime M = K (0), L = M (e) (¢ — m-tojo laipsnio primityvioji vieneto
Saknis). Tuomet L = K(0,e) = K (0 + ce), kur ¢ — fiksuotas kiino K skaic¢ius. Visos
skaiGiaus 0 + ce jungtinés Saknys turi pavidala o®() + ce’, vadinasi, priklauso L. Todél
K C L yra normalusis plétinys. Plétinio K(e) C K(0,e) Galua grupé yra izomorfiska
plétinio K C K(#) Galua grupés pogrupiui ir todél yra cikliné. Be to, Sios grupeés eilé
n = [K(6,¢) : K(g)] dalo skaitiu m, todél n-tojo laipsnio primityvioji vieneto saknis 7 yra
skai¢iaus ¢ laipsnis, vadinasi, priklauso K (g). Taigi kunas K(e,0) yra kuno K (e) n-tojo
laipsnio ciklinis plétinys, kuriam priklauso to paties laipsnio primityvioji vieneto Saknis, ir

todeél yra paprastasis radikalusis kiino K plétinys. A

2. Tarkime, K C L yra normalusis plétinys su iSsprendziama Galua grupe G. Suda-

rykime Sios grupés normaliaja eilute su Abelio faktoriais
G=HyD>HD>...OH;, DHj41 D...D> Hs = {id}. (1)

Taikysime indukcija pagal eiluteés ilgi s.
1) Kai s = 1, irodyta pirmojoje dalyje, nes siuo atveju grupé¢ G yra cikliné.
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2) Darome indukcine prielaida visiems normaliesiems plétiniams, kuriu Galua grupeés
turi normaliasias eilutes su Abelio faktoriais ilgio s — 1. Irodysime teigini, kai eilutés ilgis
lygus s.

Tarkime, plétinyje K C L pogrupi H; atitinka tarpinis ktinas M. Plétinys K C M
yra normalusis ir jo Galua grupé GL(M, K) izomorfiska faktorgrupei G /H1’ todél yra
cikliné grupé. Vadinasi, kinas M priklauso kiino K normaliajam radikaliajam plétiniui
M. Tarkime M = K(a), L = K(#). Pazymékime N = K(«,6). Kadangi plétinio
M C N Galua grupé GL(N, M) izomorfiska plétinio M C L Galua grupés GL(L, M) = H;
pogrupiui. Bet grupé H, o tuo paciu ir kiekvienas jos pogrupis, turi normaliaja eilute su
Abelio faktoriais ilgio s — 1. Todél pagal indukcine prielaida kuna N, o tuo paciu ir kuna
M, galima ideéti i plétinio L C M normaluji radikaluji plétini. Tuo paciu plétinys K C L
bus taip pat radikaliuoju plétiniu. Zinome, kad kiekvienas radikalusis plétinys, o tuo paciu

ir plétinys K C L, yra idedamas i normaluji radikaluji plétini. A

24. Lygtys, iSsprendziamos radikalais

24.1. Apibrézimas. Sakome, kad polinomo p(t) su koeficientais is algebriniy skaiciy
kuno K Saknis 0 yra isreiskiama radikalais, kai egzistuoja kuno K radikalusis plétinys L,

kuriam priklauso 0.

24.2. Teorema. Jei neskaidaus polinomo @(t) bent viena Saknis isreiskiama radika-

lais, tai ir likusios Saknys taip pat isreiskiamos radikalais.

Irodymas. Tarkime, polinomo ¢(t) Saknis 6 priklauso kiino K radikaliajam plétiniui
L. Radikaluji plétini K C L galime praplésti iki normaliojo radikaliojo plétinio K C L.
Kadangi 6 € L, tai ir visos likusios polinomo (t) $aknys taip pat priklauso L. Tuo pagiu

visos Sio polinomo Saknys iSreiskiamos radikalais. A

24.3. Teorema (Polinomo Sakny iSreiskimo radikalais kriterijus). Neskaidaus
polinomo (t) € KIt] Saknys isreiskiamos radikalais tada ir tik tada, kai to polinomo

skaidinio kuno Galua grupé yra issprendziama.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, polinomo ¢(t) Ssaknys isreiskiamos radikalais. Tada
egzistuoja normalusis radikalusis plétinys L, kuriam priklauso visos Saknys. Todél poli-
nomo ¢(t) skaidinio kunas M yra plétinio K C L normalusis poktnis. Butinumo irodyma

gauname, Siam pokuniui pritaike 23.3 teorema. A

Pakankamumas. Tarkime, polinomo ¢(t) skaidinio kunas M yra su iSsprendziama
Galua grupe. IS 23.4 teoremos iSplaukia, kad Sis kiinas yra normaliojo radikaliojo plétinio

K C L pokiinis. Todél ir visos Sio polinomo Saknys priklauso plétiniui K C L. A
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Pastaba. Fgzistuoja polinomai su racionaliaisiais koeficientais, kuriy skaidiniy kuny
Galua grupés yra simetrinés grupés. Todél jau penktojo laipsnio polinomy Saknys bendruoju

atveju galt buti neisreiskiamos radikalais, pavyzdzius,
p(t) = t° +pt+p,

kai p — bet kuris pirminis skaicius.

Tikimybiu teorijos ir skaiciu teorijos katedra

Kompiuterinis rinkimas ir maketavimas: Vita Verikaité
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