
7. EUKLIDO ERDVĖ

Realiojoje vektorinėje erdvėje apibrėžta dvieju
‘
argumentu

‘
α ir β skaliarinė funkcija

< α, β > vadinama skaliarine daugyba, kai su visais tos erdvės vektoriais α, β, γ ir su
kiekvienu realiuoju skaičiumi c ji turi tokias savybes:

1) komutatyvumo: < α, β >=< β,α >;
2) distributyvumo: < α + γ, β >=< α, β > + < γ, β >;
3) homogenǐskumo: < cα, β >= c < α, β >;
4) reguliarumo: jei α 6= θ, tai < α,α > > 0.
Realioji vektorinė erdvė, kurioje apibrėžta skaliarinė daugyba, vadinama Euklido

erdve.

1 teorema. Kiekvienoje realiojoje baigtinio matavimo vektorinėje erdvėje galima
apibrėžti skaliarine

‘
daugyba

‘
.

Euklido erdvės vektoriaus α ilgiu vadinama aritmetinė šaknies
√

< α,α > reikšmė ir
žymima ||α||.

Euklido erdvės vektorius vadinamas normuotoju, kai jo ilgis lygus 1.

Koši–Buniakovskio nelygybė. Bet kuriu
‘
Euklido erdvės vektoriu

‘
α ir β pora

‘
sieja

nelygybė
| < α, β > | ≤ ||α|| · ||β||.

Trikampio nelygybė. Dvieju
‘
Euklido erdvės vektoriu

‘
sumos ilgis ne didesnis už jos

dėmenu
‘

ilgiu
‘

suma
‘
.

Kampu tarp dvieju
‘
nenuliniu

‘
Euklido erdvės vektoriu

‘
α ir β vadinamas kampas, kurio

didumas ϕ (0 ≤ ϕ ≤ π) apibrėžtas lygybe

cos ϕ =
< α, β >

||α|| · ||β||
.

Euklido erdvės vektoriu
‘
sistema, sudaryta ǐs poromis tarpusavyje ortogonaliu

‘
vektoriu

‘
,

vadinama ortogonalia
‘
ja vektoriu

‘
sistema.

1 teorema. Ortogonalioji nenuliniu
‘

vektoriu
‘

sistema yra tiesǐskai nepriklausoma.

Euklido erdvės bazė vadinama ortogonalia
‘
ja, kai jos vektoriai sudaro ortogonalia

‘
ja

‘
sistema

‘
.

2 teorema. Kiekviena Euklido erdvė turi ortogonalia
‘
ja
‘

baze
‘
.

Išvada. Kiekviena
‘

Euklido erdvės poerdvio ortogonalia
‘
ja
‘

baze
‘

galima papildyti iki
erdvės ortogonaliosios bazės.

Euklido erdvės normuotoju
‘
vektoriu

‘
ortogonalioji sistema vadinama ortonormuota

‘
ja

sistema.
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Euklido erdvės bazė vadinama ortonormuota
‘
ja, kai jos vektoriai sudaro ortonormuo-

ta
‘
ja

‘
sistema

‘
.

Kvadratinė realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

matrica vadinama ortogonalia
‘
ja, kai jos transponuotoji

matrica lygi atvirkštinei.

3 teorema. Euklido erdvės ortonormuotoji bazė yra keičiama tokia pat baze tada ir
tik tada, kai jos keitimo matrica ortogonali.

Euklido erdvės vektoriu
‘
α1, α2, . . . , αm sistemos Gramo determinantu vadinamas de-

terminantas

G(α1, α2, . . . , αm) =

∣∣∣∣∣∣∣
< α1, α1 > < α1, α2 > . . . < α1, αm >
< α2, α1 > < α2, α2 > . . . < α2, αm >

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
< αm, α1 > < αm, α2 > . . . < αm, αm >

∣∣∣∣∣∣∣ .

4 teorema. Euklido erdvės vektoriu
‘
sistema yra tiesǐskai priklausoma tada ir tik tada,

kai jos Gramo determinantas lygus nuliui.

Euklido erdvės poerdviai L1 ir L2 vadinami tarpusavyje ortogonaliais, kai kiekvienas
poerdvio L1 vektorius yra ortogonalus kiekvienam poerdvio L2 vektoriui.

Euklido erdvės vektoriu
‘
, ortogonaliu

‘
kiekvienam jos poaibio vektoriui, aibė vadinama

to poaibio ortogonaliuoju papildiniu. Poerdvio L ortogonalu
‘
ji
‘
papildini

‘
žymime L⊥.

5 teorema. Euklido erdvė yra bet kurio jos poerdvio ir jo ortogonaliojo papildinio
tiesioginė suma.

Išvada. Jei L yra Euklido erdvės poerdvis, tai kiekviena
‘
tos erdvės vektoriu

‘
α galima

vienareikšmǐskai ǐsreikšti lygybe

α = α1 + α2 (α1 ∈ L, α2 ∈ L⊥).

Vektorius α1 vadinamas vektoriaus α projekcija poerdvyje L ir žymimas prL(α), o α2

– statmeniu, nuleistu ǐs vektoriaus α i
‘
poerdvi

‘
L, ir žymimas ortL(α).

PAVYZDŽIAI

1. Ortogonalizuosime vektoriu
‘

α1 = (1,−2, 2), α2 = (−1, 8,−5), α3 = (4,−11, 5)
sistema

‘
.

Taikysime ortogonalizavimo procesa
‘
. Pažymime β1 = α1, β2 = α2 +xβ1. Nežinomojo

x reikšme
‘
rasime ǐs lygybės

< β2, β1 >=< α2 + xβ1, β1 >= 0.

Iš čia ǐsplaukia lygybė

x = −< α2, β1 >

< β1, β1 >
.

Todėl x = 3. Vadinasi, β2 = α2 + 3β1 = (2, 2, 1).
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Dabar pažymime β3 = α3 + xβ1 + yβ2. Nežinomu
‘
ju

‘
x ir y reikšmes rasime ǐs lygybiu

‘
< β3, β1 >= 0, < β3, β2 >= 0. Iš čia ǐsplaukia lygybės

x = −< α3, β1 >

< β1, β1 >
, y = −< α3, β2 >

< β2, β2 >
.

Todėl x = −4, y = 1. Vadinasi, β3 = α3 − 4β1 + β2 = (2,−1,−2).

2. Papildysime vektoriu
‘
sistema

‘
α1 = (1,−1, 1 − 1), α2 = (1, 1, 1, 1) iki aritmetinės

erdvės R4 ortogonaliosios bazės.
Pirmiausia i

‘
sitikiname, kad vektoriai α1 ir α2 yra ortogonalūs: < α1, α2 >= 1 · 1 +

+(−1) · 1 + 1 · 1 + (−1) · 1 = 0.
Pažymėkime α = (x1, x2, x3, x4). Nežinomu

‘
ju

‘
x1, x2, x3, x4 reikšmes rasime ǐs lygybiu

‘
< α,α1 >= 0, < α,α2 >= 0. I

‘
raše

‘
i
‘
šias lygybes vektoriu

‘
α, α1, α2 koordinates ir atlike

‘
veiksmus, gauname homogenine

‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘{
x1−x2+x3−x4 =0,
x1+x2+x3+x4 =0.

Šios sistemos bendrasis sprendinys yra

x1 = −c3, x2 = −c4, x3 = c3, x4 = c4 (c3, c4 ∈ R).

Fundamentalia
‘
ja

‘
sprendiniu

‘
sistema

‘
sudaro vektoriai

α3 = (−1,−1, 1, 1), α′4 = (−2, 4, 2,−4).

Tereikia šia
‘
sistema

‘
ortogonalizuoti. Pažymime α4 = α′4 + xα3 ir nežinomojo x reikšme

‘
randame ǐs lygybės

x = −< α3, α
′
4 >

< α3, α3 >
.

Todėl x = 1. Iš čia α4 = α′4 + α3 = (−3, 3, 3,−3). Vadinasi, erdvės R4 ortogonalia
‘
ja

‘
baze

‘
sudaro vektoriai α1, α2, α3, α4.

3. Apskaičiuosime aritmetinės erdvės R4 vektoriaus α = (−1,−4,−3, 2) projekcija
‘
ir

statmeni
‘
i
‘
poerdvi

‘
L, generuota

‘
vektoriu

‘
α1 = (1, 2,−1, 3), α2 = (2, 5, 3, 2).

Apskaičiave
‘
sistemos α1 ir α2 ranga

‘
, i

‘
sitikiname, kad vektoriai α1 ir α2 sudaro tiesinio

apvalko L baze
‘
: (

1 2 −1 3
2 5 3 2

)y−2
⇒

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
.

Taigi r(α1, α2) = 2 ir todėl vektoriai α1 ir α2 sudaro apvalko L baze
‘
.

Pažymėkime prL(α) = x1α1 + x2α2. Tuomet ortL(α) = α − prL(α) == (−1 − x1 −
−2x2,−4−2x1−5x2,−3+x1−3x2, 2−3x1−2x2). Nežinomu

‘
ju

‘
x1 ir x2 reikšmes randame

ǐs lygybiu
‘

< ortL(α), α1 >= 0, < ortL(α), α2 >= 0 :{
− 1− x1−2x2− 8− 4x1−10x2+3− x1+3x2+6−9x1−6x2 =0,
− 2−2x1−4x2−20−10x1−25x2−9+3x1−9x2+4−6x1−4x2 =0; ∼
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∼
{
− 15x1−15x2 = 0,
− 15x1− 42x2−27 =0; ∼

{
x1 = 1,
x2 =− 1.

Vadinasi,
prL(α) = α1 − α2 = (−1,−3,−4, 1)
ortL(α) = α− prL(α) = (0,−1, 1, 1).

UŽDAVINIAI

7.1. Apibrėžkite skaliarine
‘
daugyba

‘
:

1) antros eilės kvadratiniu
‘
matricu

‘
su realiaisiais koeficientais erdvėje R2×2;

2) tolydžiu
‘
uždarame intervale [a, b] funkciju

‘
erdvėje C[a, b];

3) polinomu
‘
erdvėje R[t].

7.2. Jei < α, β >1 ir < α, β >2 yra Euklido erdvės skirtingos skaliarinės daugybos, tai
skaliarine daugyba bus ir a < α, β >1 +b < α, β >2, kai a, b – neneigiamieji, kartu
nelygūs nuliui skaičiai. I

‘
rodykite.

7.3. Ar galima apibrėžti aritmetinėje erdvėje R3 skaliarine
‘

daugyba
‘

tokia lygybe:(
α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3)

)
1) < α, β >= 2a1b1 + 3a2b2 + 2a3b3;

2) < α, β >= 4a1b1 + 2a1b2 + 2a2b1 + 5a2b2 + a3b3;

3) < α, β >= a1b1 + a1b2 + a2b1 + a2b2 + a2b3 + a3b2 + a3b3;

4) < α, β >= 8a1b1 + a1b2 + a2b1 + 6a2b2 + 2a2b3 + 2a3b2 + 8a3b3?

7.4. Apskaičiuokite kampo tarp aritmetinės erdvės R3 vektoriu
‘
α ir β diduma

‘
:

1) α = (2,−1, 0, 1), β = (0, 1, 2, 2);

2) α = (1,−1,−1, 1), β = (1, 0, 0, 1).

7.5. Apskaičiuokite trikampio ABC vidaus kampu
‘
didumus, kai jo viršūnės yra taškuose

A(1, 2, 3), B(5, 5, 3), C(1, 2, 8).

7.6. Ortogonalizuokite aritmetinės erdvės Rn vektoriu
‘
sistema

‘
:

1) α1 = (1, 2, 1), 2) α1 = (2, 1,−3),
α2 = (−3,−4,−1), α2 = (5, 3,−5),
α3 = (−4,−7, 0); α3 = (4,−4, 6);

3) α1 = (1,−1, 2, 1), 4) α1 = (2, 2, 1,−4),
α2 = (0, 6,−1, 1), α2 = (−4,−5,−1, 14),
α3 = (7, 10, 5, 0); α3 = (−5, 8, 5, 9);

5) α1 = (1,−3, 4, 2), 6) α1 = (2, 1, 3, 2),
α2 = (5,−1, 5, 1), α2 = (1, 1, 7, 6),
α3 = (−5,−13, 5, 3), α3 = (−13,−6,−2, 1),
α4 = (6, 8,−8, 10); α4 = (2,−9,−5, 1).
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7.7. Ortogonalizavimo procesu sudarykite aritmetinės erdvės Rn vektoriu
‘
α1, α2, . . . , αm

tiesinio apvalko ortogonalia
‘
ja

‘
baze

‘
:

1) α1 = (2, 3,−4), 2) α1 = (1,−3, 5),
α2 = (−3,−1, 5), α2 = (−1,−7, 3),
α3 = (8,−13, 16); α3 = (−10,−10, 24);

3) α1 = (1, 2, 3,−1), 4) α1 = (3,−1, 4, 2),
α2 = (0,−6,−5, 3), α2 = (2,−6, 5,−1),
α3 = (3, 0, 4, 0), α3 = (8, 4, 1, 3),
α4 = (−1, 10, 7,−5); α4 = (1, 1,−6,−4);

5) α1 = (3, 5, 2,−7), 6) α1 = (4,−1, 3, 5),
α2 = (1, 6, 13,−4), α2 = (9,−7, 7, 13),
α3 = (5, 4,−9,−10), α3 = (−23, 7, 4,−3),
α4 = (11, 1,−42,−19); α4 = (22,−2,−5, 0).

7.8. Papildykite vektoriu
‘
sistema

‘
α1, α2, . . . , αm iki aritmetinės erdvės Rn ortonormuoto-

sios bazės:

1) α1 = 1
3(1,−2, 2), 2) α1 = 1

3
√

3
(1,−1, 5),

α2 = 1
3(−2, 1, 2); α2 = 1√

14
(−2, 3, 1);

3) α1 = 1
3(0,−1, 2, 2), 4) α1 = 1

5
√

2
(3, 4,−3, 4),

α2 = 1
3
√

3
(3, 4, 1, 1); α2 = 1

5
√

2
(4, 3, 4,−3);

5) α1 = 1
3
√

2
(2, 1, 3,−2), 6) α1 = 1

6(5, 3, 1,−1),

α2 = 1
2
√

3
(1, 1, 1, 3); α2 = 1

6(1, 1,−5, 3).

7.9. I
‘
rodykite tokias Euklido erdvės poerdvio ortogonaliojo papildinio savybes:

1) (L⊥)⊥ = L;
2) jei L1 ⊂ L2, tai L⊥2 ⊂ L⊥1 ;
3) (L1 + L2)⊥ = L⊥1 ∩ L⊥2 ;
4) L1 ∩ L2)⊥ = L⊥1 + L⊥2 ;
5) E⊥

n = {θ}, {θ}⊥ = En ({θ} – nulinis poerdvis);
6) En = L1 ⊕ L2, En = L⊥1 ⊕ L⊥2 .

7.10 Raskite aritmetinės erdvės R4 vektoriu
‘
α1, α2, . . . , αm tiesinio apvalko ortogonaliojo

papildinio baze
‘
:

1) α1 = (4, 1, 2,−3), 2) α1 = (1, 4, 5,−2),
α2 = (2,−2, 3, 5); α2 = (2, 7, 1, 3);

3) α1 = (1, 3,−5, 7), 4) α1 = (2, 2,−5, 3),
α2 = (2, 5, 3, 4), α2 = (3, 4, 1,−2),
α3 = (3, 7, 2, 0); α3 = (5, 8, 13,−12).
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7.11. Apskaičiuokite aritmetinės erdvės R4 vektoriaus α projekcija
‘

ir statmeni
‘

i
‘

vektoriu
‘

sistemos α1, α2, . . . , αm tiesini
‘
apvalka

‘
L = L(α1, α2, . . . , αm):

1) α1 = (1,−1, 2, 3), 2) α1 = (4, 5,−1, 3),
α2 = (−1, 3, 1, 5), α2 = (−1, 2, 7, 4),
α = (2,−3, 3,−3); α = (7, 4, 14, 13);

3) α1 = (3, 4, 5,−2), 4) α1 = (1,−1, 3,−1),
α2 = (−1, 1, 3, 3), α2 = (−1, 2, 1, 5),
α3 = (2, 1,−5, 1), α3 = (2,−1, 2, 4),
α = (−14, 17, 9,−5); α = (−20,−19, 6, 3).

ATSAKYMAI

7.3. 1) Taip; 2) taip; 3) ne; 4) taip.

7.4. 1) ϕ = arccos
√

6
18 ; 2) ϕ = π

4 .

7.5. π
2 , π

4 , π
4 .

7.6. 1) β1 = (1, 2, 1), β2 = (−1, 0, 1), β3 = (1,−1, 1);

2) β1 = (2, 1,−3), β2 = (1, 1, 1), β3 = (4,−5, 1);

3) β1 = (1,−1, 2, 1), β2 = (1, 5, 1, 2), β3 = (4, 1, 1,−5);

4) β1 = (2, 2, 1,−4), β2 = (2, 1, 2, 2), β3 = (−7, 8, 2, 1);

5) β1 = (1,−3, 4, 2), β2 = (4, 2, 1,−1),
β3 = (1,−3,−1,−3), β4 = (5,−3,−7, 7);

6) β1 = (2, 1, 3, 2), β2 = (−3,−1, 1, 2),
β3 = (0,−1, 1,−1), β4 = (4,−7,−3, 4).

7.7. 1) pvz., β1 = (2, 3,−4), β2 = (−1, 2, 1), β3 = (11, 2, 7);

2) pvz., β1 = (1,−3, 5), β2 = (1, 2, 1), β3 = (−13, 4, 5);

3) pvz., β1 = (1, 2, 3,−1), β2 = (2,−2, 1, 1);

4) pvz., β1 = (3,−1, 4, 2), β2 = (1, 5,−1, 3), β3 = (−2, 0, 1, 1);

5) pvz., β1 = (3, 5, 2,−7), β2 = (−2, 1, 11, 3);

6) pvz., β1 = (4,−1, 3, 5), β2 = (3,−4,−2,−2), β3 = (−6,−7, 4, 1).

7.8. 1) β1 = 1
3 (1,−2, 2), β2 = 1

3 (−2, 1, 2), β3 = 1
3 (2, 2, 1);

2) β1 = 1
3
√

3
(1,−1, 5), β2 = 1√

14
(−2, 3, 1), β3 = 1

3
√

42
(−16,−11, 1);

3) β1 = 1
3 (0,−1, 2, 2), β2 = 1

3
√

3
(3, 4, 1, 1),

β3 = 1√
2
(0, 0, 1,−1); β4 = 1

3
√

6
(−6, 4, 1, 1);

4) β1 = 1
5
√

2
(3, 4,−3, 4), β2 = 1

5
√

2
(4, 3, 4,−3),

β3 = 1
10 (1, 1,−7,−7); β4 = 1

10 (7,−7,−1, 1);
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5) β1 = 1
3
√

2
(2, 1, 3,−2), β2 = 1

2
√

3
(1, 1, 1, 3),

β3 = 1√
6
(−2, 1, 1, 0); β4 = 1

6 (−1,−5, 3, 1);

6) β1 = 1
6 (5, 3, 1,−1), β2 = 1

6 (1, 1,−5, 3),
β3 = 1

6 (−3, 5, 1, 1); β4 = 1
6 (1,−1, 3, 5).

7.10. 1) β1 = (−7, 8, 10, 0), β2 = (1, 26, 0, 10);
2) β1 = (31,−9, 1, 0), β2 = (−26, 7, 0, 1);
3) β = (−241, 103, 1,−9);
4) β1 = (22,−17, 2, 0), β2 = (−16, 13, 0, 2).

7.11. 1) prL(α) = (2,−4, 1,−2), ortL(α) = (0, 1, 2,−1);
2) prL(α) = (2, 9, 13, 11), ortL(α) = (5,−5, 1, 2);
3) prL(α) = (0, 4, 13, 0), ortL(α) = (−14, 13,−4,−5);
4) prL(α) = (−1, 1, 5,−1), ortL(α) = (−19,−20, 1, 4).
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