
11. IDEALAI, FAKTORŽIEDŽIAI, ALGEBRINIAI PLĖTINIAI

Komutatyviojo žiedo A adicinis pogrupis I vadinamas to žiedo idealu, kai AI ⊂ I.
Sakome, kad žiedo A elementas α lygsta to žiedo elementui β moduliu I, ir rašome

α ≡ β mod I, kai α − β ∈ I. Tai yra ekvivalentumo ryšys. Juo remiantis faktoraibėje A/I
galima apibrėžti žieda

‘
, kuris vadinamas žiedo A faktoržiedžiu pagal ideala

‘
I.

Sakome, kad komutatyviojo žiedo A idealas I yra generuotas baigtinio skaičiaus ele-
mentu

‘
α1, α2, . . . , αm ir rašome I = (α1, α2, . . . , αm), kai:

1) bet kuris idealo elementas α yra tu
‘
elementu

‘
tiesinė kombinacija –

α =
m∑

i=1

aiαi (ai ∈ A, i = 1,m );

2) bet kuri tiesinė kombinacija

m∑
i=1

aiαi (ai ∈ A, i = 1,m )

priklauso idealui I.
Kai m = 1, idealas I vadinamas vyriausiuoju.
Idealas I vadinamas pirminiu, kai ǐs sa

‘
lygos αβ ∈ I ǐsplaukia – arba α ∈ I, arba

β ∈ I.

1 teorema. Žiedo A idealas I yra pirminis tada ir tik tada, kai faktoržiedis A/I yra
be nulio dalikliu

‘
.

Žiedo A idealas I yra vadinamas maksimaliuoju, kai jis nepriklauso jokiam kitam to
žiedo idealui, ǐsskyrus pati

‘
žieda

‘
.

2 teorema. Žiedo A idealas I yra maksimalus tada ir tik tada, kai faktoržiedis A/I
yra kūnas.

Žiedo A homomorfizmu žiede A′ vadinamas atvaizdis ϕ : A → A′, stabilus žiedo A
veiksmu

‘
atžvilgiu.

3 teorema. 1. Jei ϕ yra žiedo A homomorfizmas žiede A′, tai šio homomorfizmo
branduolys Ker ϕ yra žiedo A idealas ir faktoržiedis A

/
Ker ϕ izomorfiškas vaizdui ϕ(A).

2. Jei I yra žiedo A idealas, tai egzistuoja žiedo A homomorfizmas ϕ faktoržiede A/I,
kurio branduolys Ker ϕ sutampa su idealu I.

Jei kūnas K yra kūno L pokūnis, tai kūnas L vadinamas K kūno plėtiniu.
Kūno K plėtinys L yra vektorinė erdvė virš kūno K.
Plėtinys L/K vadinamas baigtiniu, kai ši vektorinė erdvė yra baigtinės dimensijos.

Plėtinio L/K laipsniu vadinama vektorinės erdvės dimensija dimKL ir žymima [L : K].
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Plėtinio L elementas α vadinamas algebriniu virš kūno K, kai galima rasti nenulini
‘

polinoma
‘

f(t) su koeficientais ǐs kūno K, kurio šaknimi jis yra – f(α) = 0. Priešingu
atveju elementas α vadinamas transcendentiniu virš to kūno.

Plėtinys L/K vadinamas algebriniu, kai visi plėtinio elementai yra algebriniai virš
kūno K.

4 teorema. Kūno baigtinis plėtinys yra algebrinis.
Algebriniai virš racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q elementai vadinami algebriniais skaičiais.

Algebrinio virš kūno K elemento α minimaliuoju polinomu vadinamas žiedo K[t]
normuotasis žemiausio laipsnio polinomas, kurio šaknis yra α.

Tarkime, α yra algebrinis elementas virš kūno K, ir ϕα(t) – jo minimalusis m-ojo
laipsnio polinomas. Aibė

K(α) =
{ m−1∑

i=0

aiα
i | ai ∈ K, i = 0,m− 1

}
yra kūno K m-ojo laipsnio plėtinys. Jis vadinamas elemento α generuotu plėtiniu.

PAVYZDŽIAI

1. I
‘
rodysime, kad polinomu

‘
žiedo su sveikaisiais koeficientais Z[t] vyriausiasis idealas

(t) yra pirminis, bet ne maksimalus.
Sudarysime žiedo Z[t] faktoržiedi

‘
pagal ideala

‘
(t). Du to žiedo polinomai

f(t) = antn + an−1t
n + . . . + a1t + a0

ir
g(t) = bmtn + bm−1t

m−1 + . . . + b1t + b0

priklauso vienam sluoksniui, kai f(t)− g(t) ∈ (t), t.y. kai polinomu
‘
f(t) ir g(t) skirtumas

dalosi ǐs polinomo t. Todėl šiu
‘
polinomu

‘
laisvieji nariai a0 ir b0 turi būti lygūs. Priešingai

– jei polinomu
‘
f(t) ir g(t) laisvieji nariai yra lygūs, tai jie priklauso vienam sluoksniui,

nes ju
‘

skirtumas dalosi ǐs polinomo t. Polinomai su skirtingais laisvaisiais nariais pri-
klauso skirtingiems sluoksniams, nes ju

‘
skirtumas nesidalo ǐs polinomo t. Vadinasi, tarp

sluoksniu
‘
aibės ir polinomu

‘
laisvu

‘
ju

‘
nariu

‘
aibės yra bijekcinis ryšys ir todėl faktoržiedis

Z[t]
/
(t) = {a + (t) | a ∈ Z}.
Apibrėžiame faktoržiedžio Z[t]

/
(t) atvaizdi

‘
ϕ i

‘
sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žieda

‘
Z tokiu būdu:

ϕ(a + (t)) = a
(
∀a + (t) ∈ Z[t]

/
(t)

)
.

Nesunku i
‘
sitikinti, kad atvaizdis ϕ yra žiedu

‘
Z[t]

/
(t) ir Z izomorfizmas. Kadangi sveiku

‘
ju

‘

skaičiu
‘
Z žiedas yra be nulio dalikliu

‘
, tai idealas (t) yra pirminis. Bet žiedas Z nėra kūnas,

todėl idealas (t) nėra maksimalus.
2. Rasime plėtinio Q(

√
5,
√

7)/Q laipsni
‘
.

Kūna
‘
Q(
√

5,
√

7) gauname, prijunge
‘
prie racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q algebrini

‘
skaičiu

‘√
5, o prie gautojo kūno – algebrini

‘
skaičiu

‘

√
7. Turime plėtiniu

‘
seka

‘

Q ⊂ Q(
√

5) ⊂ Q(
√

5,
√

7).
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Apskaičiuosime plėtinio Q(
√

5)/Q laipsni
‘
. Algebrinio skaičiaus

√
5 minimalusis poli-

nomas yra ϕ√5(t) = t2−5, nes polinomas t2−5 yra normuotas ir neskaidus virš racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno. Vadinasi,

[Q(
√

5) : Q] = deg ϕ√5(t) = 2.

Analogǐskai skaičiuojame plėtinio Q(
√

5,
√

7)/Q(
√

5) laipsni
‘
. Algebrinio skaičiaus

√
7

minimalusis polinomas yra ϕ√7(t) = t2 − 7, nes jis yra normuotas ir neskaidus virš kūno
Q(
√

5). Taigi
[Q(

√
5,
√

7) : Q(
√

5)] = deg ϕ√7(t) = 2.

Iš baigtiniu
‘
plėtiniu

‘
sekos laipsniu

‘
formulės ǐsplaukia lygybė

[Q(
√

5,
√

7) : Q] = [Q(
√

5,
√

7) : Q(
√

5)][Q(
√

5) : Q] = 2 · 2 = 4.

UŽDAVINIAI

11.1 Ar sudaro ideala
‘
:

1) aibė visu
‘
skaičiaus 12 kartotiniu

‘
12Z = {12n |n ∈ Z} sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiede Z;

2) natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė N sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiede Z;

3) aibė sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
I = {5x + 8y |x, y ∈ Z} sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiede Z;

4) aibė I = {ai | a ∈ Z} sveiku
‘
ju

‘
Gauso skaičiu

‘
žiede Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z};

5) aibė (1 + 2i) = {(1 + 2i)α |α ∈ Z[i]} sveiku
‘
ju

‘
Gauso skaičiu

‘
žiede Z[i];

6) aibė polinomu
‘
(x) = {xf(x, y) | f(x, y) ∈ Z[x, y]} polinomu

‘
žiede Z[x, y];

7) aibė polinomu
‘
I = {f(t) | f(0) = 0, f(t) ∈ Z[t]} polinomu

‘
žiede Z[t];

8) aibė polinomu
‘
(x, y) = {xf(x, y) + yg(x, y) | f(x, y), g(x, y) ∈∈ Q[x, y]} polinomu

‘
žiede Q[x, y]?

11.2. Kurie ǐs aukščiau pateikto uždavinio idealu
‘
yra pirminiai, kurie – maksimalūs?

11.3. Sudarykite faktoržiedi
‘
:

1) žiedo Z pagal ideala
‘
6Z;

2) žiedo 3Z pagal ideala
‘
18Z;

3) žiedo Z[i] pagal ideala
‘
(5);

4) žiedo Z[i] pagal ideala
‘
(i + 3i);

5) žiedo Z[t] pagal ideala
‘
(t2);

6) žiedo Q[t] pagal ideala
‘
(t);

7) žiedo K[x, y] pagal ideala
‘
(x);

8) žiedo Z
/
8Z pagal ideala

‘
I = {0̄, 2̄, 4̄, 6̄}.

11.4. Kurie ǐs šiu
‘
atvaizdžiu

‘
yra žiedu

‘
homomorfizmai:

1) ϕ : Z → Z, ϕ(n) = 2n (∀n ∈ Z);
2) ϕ : Q[t] → Q[t], ϕ

(
f(t)

)
= tf(t) (∀f(t) ∈ Q[t]);

3) ϕ : R[t] → R[t], ϕ
(
f(t)

)
= f(et · t) (∀f(t) ∈ R[t]);

4) ϕ : R[t] → R, ϕ
(
f(t)

)
= f(0) (∀f(t) ∈ R[t])?

11.5. Koki
‘
ideala

‘
sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiede Z generuoja skaičiu

‘
pora 6 ir 8?

11.6. I
‘
rodykite, kad komutatyviojo žiedo idealu

‘
sankirta yra to žiedo idealas.

11.7. I
‘
rodykite, kad bet kuris sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo idealas yra vyriausias.
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11.8. I
‘
rodykite, kad nenulinis pirminis sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo idealas yra maksimalus.

11.9. Žiedo A idealu
‘
I1 ir I2 suma yra vadinama aibė

I1 + I2 = {α1 + α2 |α1 ∈ I1, α2 ∈ I2},

o sandauga – aibė

I1I2 =
{ s∑

i=1

αiβi | s ∈ N,αi ∈ I1, βi ∈ I2

}
.

I
‘
rodykite, kad idealu

‘
suma ir sandauga yra to žiedo idealai.

11.10. Sakome, kad idealas I1 dalijasi ǐs idealo I2, kai I1 ⊂ I2. I
‘
rodykite, kad idealu

‘
I1 ir I2

didžiausias bendrasis daliklis lygus tu
‘
idealu

‘
sumai I1 + I2.

11.11. Raskite šiu
‘
algebriniu

‘
skaičiu

‘
minimaliuosius polinomus:

1) 3
√

2; 2) 3
√

9 + 3
√

3 + 1;

3) 3
√

3− 1; 4) 3
√

4 + 3
√

2.

11.12. Raskite šiu
‘
plėtiniu

‘
laipsnius:

1) Q( 4
√

3)/Q; 2) Q(η)/Q kai η2 + η + 1 = 0;

3) Q(
√

2,
√

3,
√

4)/Q; 4) Q( 3
√

2, η)/Q, kai η2 + η + 1 = 0;

5) Q(
√

2, i,
√
−2)/Q; 6) Q(

√
2,
√

3,
√

5)/Q.

ATSAKYMAI

11.1. 1) Taip; 2) ne; 3) taip; 4) ne;
5) taip; 6) taip; 7) taip; 8) taip.

11.2. Pirminiai – 5), 6), 7), 8); maksimalūs – 5), 8).

11.3.
1) {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}; 2) {0̄, 3̄, 6̄, 9̄, 12, 15};

3)
{
a + bi | a, b = 0, 4

}
; 4)

{
ā | a = 0, 9

}
;

5)
{
at + b | a, b ∈ Z

}
; 6) Q;

7) K[y]; 8) {0̃, 1̃}.

11.4. 1) Ne; 2) ne; 3) taip; 4) taip.

11.5. (2).

11.11.
1) t3 − 2; 2) t3 − 3t2 − 6t− 4;

3) t3 + 3t2 + 3t− 2; 4) t3 − 6t + 6.

11.12. 1) 4; 2) 2; 3) 4; 4) 6; 5) 4; 6) 8.
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