
3. MATRICOS

3.1. Apibrėžimas. Tipo m×n stačiakampe matrica vadinama lenktiniais skliaustais
suskliausta stačiakampė skaičiu

‘
lentelė

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Kai m = n, matrica vadinama n-tosios eilės kvadratine matrica.
3.2. Apibrėžimas. 1. Matricos, turinčios tiek pat eilučiu

‘
ir po tiek pat stulpeliu

‘
,

vadinamas vienarūšėmis.
2. Dvi vienarūšės matricos laikomos lygiomis, kai tu

‘
matricu

‘
atitinkamieji elementai

yra lygūs.
P.S. Dažnai naudojamas sutrumpintas matricos užrašas:

A =
(
aij

)
m×n

,

arba
A =

(
aij

)
,

kai eilučiu
‘
ir stulpeliu

‘
skaičiai yra ǐs anksto fiksuoti.

Vienarūšes matricas galima sudėti:
3.3. Apibrėžimas. Matricu

‘

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


ir

B =


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn


suma vadinama matrica

A + B =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

. . . . . . . . . . . .
am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

 .

(
Arba sutrumpintai:

A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij)
)
.
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3.4. Teiginys. Vienarūšiu
‘
matricu

‘
aibė Rm×n sudėties aťzvilgiu sudaro adicine

‘
gru-

pe
‘
.

I
‘
rodymas.

1) Sudėtis – komutatyvi:

A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij + (aij) = B + A. 4

2) Sudėtis – asociatyvi:

(A + B) + C =
(
(aij) + (bij)

)
+ (cij) = (aij + bij) + cij = (aij + bij + cij) =

= (aij) + (bij + cij) = aij +
(
(bij) + (cij)

)
= A + B + C. 4

3) Aibei Rm×n priklauso nulinė matrica

O = (0),

tenkinanti savybe
‘

A + O = (aij) + (0) = (aij + 0) = (aij) = A. 4

4) Su kiekviena matrica A aibei Rm×n priklauso priešinga matrica −A = (−aij):

A + (−A) = (aij) + (−aij) = (aij − aij) = (0) = O. 4

3.5. Apibrėžimas. Skaičiaus c ir matricos A = (aij) sandauga vadiname matrica
‘

cA = (caij).

3.6. Daugybos ǐs skaičiaus savybės.

1) daugyba ǐs skaičiaus – asociatyvi:

b · (cA) = b
(
c(aij)

)
= b(caij) = (bcaij) =

=
(
(bc)aij

)
= (bc)(aij) = (bc)A. 4

2) daugyba ǐs skaičiaus ir matricu
‘

sudėtis – distributyvi:

c(A + B) = c
(
(aij) + (bij)

)
= c(aij + bij)+

=
(
c(aij + bij)

)
= (caij + cbij) = (caij) + (cbij) =

= c(aij) + c(bij) = cA + cB. 4

3) daugyba ǐs skaičiaus ir skaičiu
‘
sudėtis – distributyvi:

(b + c)A = (b + c)(aij) =
(
(b + c)aij

)
= (baij + caij) =

= (baij) + (caij) = b(aij) + c(aij) = bA + cA. 4
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3.7. Apibrėžimas. Matricu
‘

A = (aij)m×n ir B = (bij)n×k

sandauga vadinama matrica

A ·B =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ·


b11 b12 . . . b1k

b21 b22 . . . b2k

. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnk

 =

=



n∑
l=1

a1lbl1

n∑
l=1

a1lbl2 . . .
n∑

l=1

a1lblk

n∑
l=1

a2lbl1

n∑
l=1

a2lbl2 . . .
n∑

l=1

a2lblk

. . . . . . . . . . . .
n∑

l=1

amlbl1

n∑
l=1

amlbl2 . . .
n∑

l=1

amlblk


,

arba sutrumpintai:

A ·B = (aij)(bij) =

(
n∑

l=1

ailblj

)
.

Su kiekviena kvadratine n-tosios eilės matrica galime susieti ǐs tos matricos elementu
‘

sudaryta
‘
determinanta

‘
.

3.8 Teorema. Dvieju
‘
vienodos eilės matricu

‘
sandaugos determinantas lygus tu

‘
mat-

ricu
‘

determinantu
‘

sandaugai.

I
‘
rodymas. Imkime dvi n-tosios eilės kvadratines matricas A = (aij) ir B = (bij).

Teoremai i
‘
rodyti pasinaudosime tarpininku – 2n-tosios eilės determinantu

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Paskaičiuosime ši
‘

determinanta
‘

dviem skirtingais būdais. Išskleide
‘

ji
‘

pirmu
‘
ju

‘
n eilučiu

‘

minorais, taikydami Laplaso teorema
‘
, gauname lygybe

‘

D = |A| · (−1)1+2+...+n+1+2+...+n · |B| =

= |A| · |B| · (−1)n(n+1) = |A| · |B|.
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Pertvarkysime determinanta
‘
D tokiu būdu – prie i-osios eilutės (i = 1, n) paeiliui pride-

dame (n + j)-eilute
‘
, padauginta

‘
ǐs aij (j = 1, n). Gausime tokia

‘
determinanto D ǐsraǐska

‘
:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0
n∑

l=1

a1lbl1

n∑
l=1

a1lbl2 . . .
n∑

l=1

a1lbln

0 0 . . . 0
n∑

l=1

a2lbl1

n∑
l=1

a2lbl2 . . .
n∑

l=1

a2lbln

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
n∑

l=1

anlbl1

n∑
l=1

anlbl2 . . .
n∑

l=1

anlbln

0 −1 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 0 . . . 0 b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pastara
‘
ji
‘
determinanta

‘
skleidžiame pirmu

‘
ju

‘
n eilučiu

‘
minorais:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
l=1

a1lbl1

n∑
l=1

a1lbl2 . . .
n∑

l=1

a1lbln

n∑
l=1

a2lbl1

n∑
l=1

a2lbl2 . . .
n∑

l=1

a2lbln

. . . . . . . . . . . .
n∑

l=1

anlbl1

n∑
l=1

anlbl2 . . .
n∑

l=1

anlbln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

×

∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 . . . 0
0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣ · (−1)1+2+...+2n =

= |AB|(−1)n(−1)n(2n+1) = |AB|(−1)2n(n+1) = |AB|. 4

3.9. Apibrėžimai. 1. Kvadratinė n-tosios eilės matrica vadinama neǐssigimusia
‘
ja,

kai jos determinantas nelygus nuliui, ir ǐssigimusia
‘
ja kitu atveju.

2. Matrica

E =

 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
0 0 . . . 1


vadinama vienetine.

P.S. Sutrumpinta forma vienetine
‘
matrica

‘
galima užrašyti taip:

E = (δij).

Čia δij – Kronekerio simbolis:

δij =
{

1, kai i = j;
0, kai i 6= j.
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3. Matricai A atvirkštine matrica, žymima A−1, vadinama matrica, tenkinanti lygybe
‘

AA−1 = AA−1 = E.

3.10. Naudingas teiginėlis. Išsigimusioji matrica neturi atvirkštinės.
I
‘
rodymas. Tarkime, A yra ǐssigimusioji matrica, turinti atvirkštine

‘
. Tuomet

AA−1 = E.

Vienetinės matricos E determinantas

|E| = 1.

Iš kitos pusės,
|E| = |AA−1| = |A| · |A−1 = 0|A−1| = 0.

Gavome prieštara
‘
prielaidai, kad matrica turi atvirkštine

‘
. 4

3.11. Dar naudingesnė teorema. Neǐssigimusioji matrica turi atvirkštine
‘
.

I
‘
rodymas. Šios teoremos naudinguma

‘
paryškina faktas, kad mes ne tik i

‘
rodysime

atvirkštinės matricos egzistavima
‘
, bet ir parašysime jos konkrečia

‘
ǐsraǐska

‘
. Tarkime, A =

(aij) yra neǐssigimusioji matrica, |A| – jos determinantas. I
‘
rodysime, kad matrica

1
|A|

·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


yra duotai matricai A atvirkštinė. Čia narys Aij yra matricos nario aij algebrinis pa-
pildinys. I

‘
rodymui pakanka sudauginti šia

‘
matrica

‘
su duota

‘
ja ir pritaikyti Laplaso teore-

mos ǐsvadas. Iš tikru
‘
ju

‘
:

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 · 1
|A|

·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 =
1
|A|

×


a11A11 + . . . + a1nA1n a11A21 + . . . + a1nA2n . . . a11An1 + . . . + a1nAnn

a21A11 + . . . + a2nA1n a21A21 + . . . + a2nA2n . . . a21An1 + . . . + a2nAnn

. . . . . . . . .
an1A11 + . . . + annA1n an21A21 + . . . + annA2n . . . an1An1 + . . . + annAnn

 =

=
1
|A|


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . |A|

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 = E. 4
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3.12. Teiginys. Neǐssigimusios n-tosios eilės kvadratinės matricos matricu
‘
sandaugos

aťzvilgiu sudaro multiplikacine
‘

grupe
‘
.

I
‘
rodymas. Iš matricu

‘
sandaugos determinanto teoremos ǐsplaukia, kad neǐssigimusiu

‘
ju

‘

matricu
‘
sandauga yra taip pat neǐssigimusioji matrica. Vadinasi, neǐssigimusiu

‘
ju

‘
matricu

‘

aibėje G = GL(n, R) apibrėžta algebrinė operacija – i
‘
prasta matricu

‘
sandauga.

1) Sandauga asociatyvi:
Tarkime,

A = (aij), B = (bij), C = (cij) −

trys matricos. Turime lygybes:

(AB)C =
(
(aij)(bij)

)
(cij) =

( n∑
k=1

aikbkj

)
(cij) =

( n∑
k=1

n∑
l=1

aikbklclj

)
ir

A(BC) = (aij)
(
(bij)(aij)

)
= (aij)

( n∑
l=1

bilclj

)
=
( n∑

k=1

n∑
l=1

aikbklclj

)
.

Iš dešiniu
‘
ju

‘
pusiu

‘
lygybės ǐsplaukia sandaugos asociatyvumo savybė:

(AB)C = A(BC). 4

2) egzistuoja vienetinis elementas (vienetinė matrica E):

EA = AE = A. 4

3) kiekvienai matricai A ∈ G egzistuoja atvirkštinė – A−1:

A ·A−1 = A−1A = E. 4

3.13. Pavyzdys. Paskaičiuosime matricos

A =

 3 2 4
6 3 9
3 2 3


atvirkštine

‘
. Šios matricos determinantas |A| = 3 6= 0, todėl atvirkštinė A−1 egzistuoja. Iš

teoremos 3.11 turime

A−1 =
1
3

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 .

Skaičiuojame papildinius:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 3 9
2 3

∣∣∣∣ = −9;
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A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 6 9
3 3

∣∣∣∣ = −9;

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 6 3
3 2

∣∣∣∣ = 3;

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 4
2 3

∣∣∣∣ = 2;

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 3 4
3 3

∣∣∣∣ = −3;

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 3 2
3 2

∣∣∣∣ = 0;

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 2 4
3 9

∣∣∣∣ = 6;

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 3 4
6 9

∣∣∣∣ = −3;

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 3 2
6 3

∣∣∣∣ = −3.

Vadinasi,

A−1 =

−3 2
3 2

3 −1 −1
1 0 −1

 . 4
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