3. MATRICOS

3.1. Apibrézimas. Tipo m X n staciakampe matrica vadinama lenktiniais skliaustais

suskliausta staciakampé skaiciy lentelé

ail ai12 Ce A1n
asy a2 e a9,
OGm1 Am2 ... GOGmn

Kai m = n, matrica vadinama n-tosios eilés kvadratine matrica.
3.2. Apibrézimas. 1. Matricos, turincios tiek pat eiluciy ir po tiek pat stulpeliy,

vadinamas vienarusémas.
2. Dvi mienaruses matricos laikomos lygiomis, kai ty matricy atitinkamieji elementas

yra lygus.
P.S. Daznai naudojamas sutrumpintas matricos uzrasas:
A= (aij )mxn’
arba
A= (ai]‘),

kai eiluciu ir stulpeliu skaiciai yra is anksto fiksuoti.
VienariiSes matricas galima sudéti:

3.3. Apibrézimas. Matricy

aii a2 ... Qin
A — a1 a9 e Qaon
Gm1  Gm2 Amn
14
b11 b12 . bln
B = b21 b22 b2n
bml bm2 bmn

suma vadinama matrica

a1 + b1 a1z + b12 a1n + b1y
A+B— | +0b21  agn + bao a2y + bay,
am1 + bml am?2 + bm2 Amn + bmn

(Arba sutrumpintai:
A+ B = (aij) + (biy) = (ai; +bij)).-
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3.4. Teiginys. Vienarusiy matricy aibé R,,«, sudéties atzZvilgiu sudaro adicine gru-

pe.
Irodymas.

1) Sudétis — komutatyvi:
A+ B = (aij) + (bij) = (ai; + bij) = (bij + aiz) = (bij + (ai;) = B+ A. a
2) Sudétis — asociatyvi:

(A+B) +C = ((ai;) + (bij)) + (cij) = (aij + bij) + cij = (ai; +bij + ¢ij) =
= (ai;) + (bij + ¢ij) = aij + ((bij) + (¢ij)) = A+ B+C. A
3) Aibei R,,xy priklauso nuliné matrica
O = (0),
tenkinanti savybe
A+ 0 = (ay) +(0) = (a;; +0) = (ai;) = A. A
4) Su kiekviena matrica A aibei R,,x, priklauso prieSinga matrica —A = (—a;;):
A+ (—A) = (aij) + (—ai5) = (ai; —a;5) = (0) =0. A
3.5. Apibrézimas. Skaiciaus c ir matricos A = (a;j) sandauga vadiname matricq
cA = (ca;j).

3.6. Daugybos is skai¢iaus savybés.
1) daugyba i$ skaiciaus — asociatyvi:
b (cA) = b(c(ay)) = bleai;) = (bea;) =
= ((bc)ai;) = (be)(aij) = (be)A. A
2) daugyba i3 skaiciaus ir matricy sudétis — distributyvi:
c(A+ B) = c((aij) + (bij)) = claij + bi)+

= (claij + bij)) = (caij + cbij) = (caiz) + (cbi;) =

= c(aij) + C(bij) =cA+c¢B. A
3) daugyba i3 skai¢iaus ir skai¢iu sudétis — distributyvi:

(b + C)A = (b + c)(aij) = ((b + c)aij) = (baij + caij) =
= (baij) + (ca;;) = b(aij) + c(a;;) =bA+cA. A
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3.7. Apibrézimas. Matricy
A= (aij)mxn i B = (bij)nxk

sandauga vadinama matrica

a1 a12 e A1n bll b12 e blk
a a ..a b b ... b
A.B— 21 22 on | [ b2r b2 2k | _
Am1 Am2 e Amn bnl bng e bnk:
n n n
dYoaubn Y aubie .. > auby
I=1 I=1 I=1
n n n
_ | Xaubn Y axbe ... D anby
I=1 I=1 I=1 ;
n n n
Yoamibin YD apubiz oo D amibi
I=1 I=1 I=1

arba sutrumpinta:
A - B = (a)(bij) = (Zaizbu> ~
1=1

Su kiekviena kvadratine n-tosios eilés matrica galime susieti i§ tos matricos elementu
sudaryta determinanta.

3.8 Teorema. Duviejy vienodos eilés matricy sandaugos determinantas lygus ty mat-
ricy determinanty sandaugai.

Irodymas. Imkime dvi n-tosios eilés kvadratines matricas A = (a;5) ir B = (bsj).

Teoremai irodyti pasinaudosime tarpininku — 2n-tosios eilés determinantu

a1 ai2 . A1n 0 0 . 0
a1 as9 NN aAon, 0 0 e 0
an1  Apa ... ann O o ... 0
—1 0 c. 0 bll blg c. bln
0 —1 .. 0 b21 622 .. bgn
0 0 ... =1 bp1 buo ... bpn

Paskaiciuosime §i determinanta dviem skirtingais buidais. ISskleide ji pirmuju n eiluciu

minorais, taikydami Laplaso teorema, gauname lygybe
D = ‘A’ . (_1)1+2+...+n+1+2+...+n . |B| —
=|A|-[B]- (-=1)""*D = |A]-|B|.
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Pertvarkysime determinanta D tokiu bidu — prie i-osios eilutés (i = 1,n) paeiliui pride-

dame (n + j)-eilute, padauginta is a;; (j = 1,n). Gausime tokia determinanto D israiska:

0 0 NN 0 Z allbll Z allblg e Z allbln
=1 =1 =1
0 0 Ce 0 Z aglbll Z aglblg . Z aglbln
=1 =1 =1
0 0 NN 0 Z anlbll Z anlblg e Z anlbln A
=1 =1 =1
O -1 ... 0 b11 b12 bin
0 0 ce 0 b21 b22 R bgn
0 o ... -1 b1 bno - bnn
Pastaraji determinanta skleidziame pirmuju n eilu¢iu minorais:
Yoayubn Y auba ... Y aubn
=1 =1 =1
_ | 2 aubin D awba ... Y anbny,
D= =1 =1 =1 X
Yoanibin Y anbia .. Y anbin
=1 =1 =1
-1 0 ... O
% 0 _1 L 0 . (_1)1+2+...+2n —
0 o ... -1

= [AB|(=1)"(=1)"@"*Y = |AB|(-1)*""*Y = |AB|. 4

3.9. Apibrézimai. 1. Kvadratiné n-tosios eilés matrica vadinama neissigimusiqja,
kai jos determinantas nelygus nuliui, ir 1$sigimusigja kitu atveju.
2. Matrica

vadinama vienetine.

P.S. Sutrumpinta forma vienetine matrica galima uzrasSyti taip:

Cia ¢;; — Kronekerio simbolis:



3. Matricai A atvirkstine matrica, Zymima A~, vadinama matrica, tenkinanti lygybe
AAT = AATT = E.

3.10. Naudingas teiginélis. Issigimusioji matrica neturt atvirkstinés.

Irodymas. Tarkime, A yra iSsigimusioji matrica, turinti atvirkstine. Tuomet
AAT = E.
Vienetinés matricos I/ determinantas
|E| = 1.

Is kitos puses,
|E|=[AATY = |A]-|A7t = 0]A7Y =0.

Gavome priestara prielaidai, kad matrica turi atvirkstine. A
3.11. Dar naudingesné teorema. Neissigimusioji matrica turt atvirkstine.
Trodymas. Sios teoremos naudinguma paryskina faktas, kad mes ne tik jrodysime
atvirkstinés matricos egzistavima, bet ir parasysime jos konkrecia israiska. Tarkime, A =

(ai;) yra neissigimusioji matrica, |A| — jos determinantas. Irodysime, kad matrica

A]_]_ A21 PR Anl
1 Ay Asn o Apo
Al
Aln A2n cee Ann

yra duotai matricai A atvirkstiné. Cia narys A;; yra matricos nario a;; algebrinis pa-
pildinys. Irodymui pakanka sudauginti Sia matrica su duotaja ir pritaikyti Laplaso teore-

mos iSvadas. IS tikruju:

ai; a2 ... Qin A A ... A
a1 ao9 N aon ) i ) A12 A22 N Ang _ L v
AL A
QAn1 an2 ... Apn Aln Azn e Ann
a1+ ...+ anAn anndo+ ..o+ andan oo anndnr .o Fanlnn
a1 A1+ ... Fasn Ay a21Aor + ...+ a0, Asy .. a1 Apr + .ot a0nAnn _
anlAll +...+ annAln an21A21 +...+ annAZn s anlAnl + ...+ annAnn
Al 0 ... 0 1 0 ... 0
1o |4 ... o0 0 1 0
Al
0 0 ... |4 0 0 1
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3.12. Teiginys. Neissigimusios n-tosios eilés kvadratinés matricos matricy sandaugos
atzZvilgiv sudaro multiplikacine grupe.

Irodymas. 1S matricu sandaugos determinanto teoremos iSplaukia, kad neissigimusiuju
matricu sandauga yra taip pat neiSsigimusioji matrica. Vadinasi, neiSsigimusiuju matricu
aibéje G = GL(n, R) apibrézta algebriné operacija — iprasta matricu sandauga.

1) Sandauga asociatyvi:

Tarkime,
A= (ai;), B=(bi;), C=(cij)

trys matricos. Turime lygybes:

(AB)C = ((ai;)(bij))(cij) = (iaikbka) (ci5) ( Xn: zkbkl%’)
ir n n

A(BC) = (aij)((bij)(am (@i (Zb lcl]) = ( Za kbklcl]>

Is desiniuju pusiu lygybés isplaukia sandaugos asociatyvumo savybé:
(AB)C = A(BC). a
2) egzistuoja vienetinis elementas (vienetiné matrica E):
EA=AE=A. A
3) kiekvienai matricai A € G egzistuoja atvirkstineé — A=1:
A-A'=ATTA=E. A

3.13. Pavyzdys. Paskaiciuosime matricos

A:

w o W
N W N
W O =

atvirkstine. Sios matricos determinantas |A| = 3 # 0, todél atvirkstiné A~' egzistuoja. I8

teoremos 3.11 turime

1 A Axn A
ATl = 3 Ap Ay Asp
A1z Az Ass
Skaic¢iuojame papildinius:
3 9
_(_1y1+1 0
Ay = (1) 5 3 ‘ 9;




A12 — (_1)1+2
A13 — (_1)1+3
Agy = (—1)*H!

A22 — (_1)2—|—2
Agg = (—1)*t?
A31 _ (_1)3+1

A32 — (_1)3+2

A33 _ (_1)3—1-3

Vadinasi,
-3 2

A= 3 4

1 0
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