2. DETERMINANTAI
Susiesime determinanto savokos ivedima su konkretaus uzdavinio sprendimu. ISspres-
kime dvieju tiesiniu lygé¢iu su dviem nezinomaisiais sistema

(—a21)

ai

a22

a11T1+a2Te =by,
(—ai2)

a2121+a22%2 =bs.

Cia a1, ai2, a21, A2 — koeficientai prie neiinomuju (be tO, a11a22 — A120921 7£ 0), (@)
b1, bo — laisvieji nariai. Nuosekliai panaikinkime kiekvienoje lygtyje po nezinomaji. Tuo
tikslu pirmiausia padauginame pirmosios lygties abi puses i§ aso, antrosios — i§ —aqo ir

sudedame. Gauname lygti
T (a11a22 - @12a21) = brazz — baais.

Atitinkamai padaugine pirmosios lygties abi puses i8 —ao1, 0 antrosios — i§ ai1, ir sudéje,
gauname lygti

T2 (CL11CL22 - CL12G21) = baai1 — bias:.

Atkreipe démesi, kad koeficientai prie nezinomuju yra tie patys (ir i$ salygos — nenuliniai),
padaline i$ ju, gauname viena vieninteli sprendini
biazs — baai baai1 — bias

xry = , X = .
ai1ag2 — a12a21 ai11Gg2 — 12021

Sprendinj sudaro keistos sandaugu po du narius skirtumu israiskos, turinc¢ios neabejotino
panaSsumo. Pabandykime jas uzsifruoti kazkokiu budu, kad galima butu jas paprasciau
atsiminti. Ir atsiminti jas labai naudinga, nes tokio tipo sistemos ir nebebiitina spresti, o,
patikrinus salyga, kad ai1a22 — a12a21 # 0, pakanka tiesiog uzrasyti sprendinio israiska.

ailp a2

az1 a2
namas pagal paprasta taisykle — pagrindinés istrizainés (i$ kairés i desine) ir Salutinés

Simboliu pazymekime iSraiska aj1a20 — a12a21. Vadinasi, Sis skaicius gau-

istrizainés (i§ desinés i kaire) nariu sandaugu skirtumas. Tuo paciu simboliu galima

uzsifruoti ir abu skaitiklius. Is tikruju,

ai;r by

by a )
UM — blagy —agiby v
az1 by

by a9

' = baay1 — biaoy.

Tokiu budu, sprendini galime uzrasyti taip:

b1 ag ai; by

by ags az;  ba
€T, = 9 T2 =

ail a1 ail a1

aiz a22 aiz2 a22
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Taigi yra prasme isskirti tokius simbolius ir suteikti jiems atskira pavadinima.

2.1. Apibrézimas. Skai¢iy a1, a1z, a1, ass determinantu vadiname skaiciy, Zymi-
maq simboliu
ail a2
a1 G22

b

lygu pagrindinés istrizainés ir Salutinés istriZainés nariy sandaugy skirtumui aiiase —
12021 -

Sprendziant triju tiesiniu lygc¢iu su trim nezinomaisiais sistema, figiruoja panasios
iSraiskos, tik sudétingesnés. Yra prasminga apibrézti ir trecios eilés determinanta.

2.2. Apibrézimas. Skaiciy ai1, ai2, a13, as1, o, Gs3, a31, G32, a3z determinantu

vadiname skaiciy, Zymima stmboliu

ailz aiz2 a3
as1 Q22 Qo3|,
asiy a3z Aass

i lygy algebriner sumar visy galimy sandaugy po tris, paimty is kiekvienos eilutés ir

kiekvieno stulpelio:

ailr aiz2 ais
91 @G22 Q23| = @11022033 + A12023031 + @13021032—
as; a3z Aass

— (13022031 — (12021033 — 11023032-

P.S. Zenkly + ir — prasme iSsiaiskinsime véliau. Bet kurios eilés determinanto apibre-
zimui reikia papildomu ziniu — kélinio, keitinio, ju netvarku skaic¢iaus savoku.

2.3. Apibrézimas. Bet kuris skaiciy 1,2,3,...,n rinkinys

(ala a2, ..., an)

vadinamas n naturaliyjy skaiciu kéliniu.

Du kéliniai laikomi lygiais, kai ju skaic¢iu tvarka sutampa.

Nesunku isitikinti, kad i$ viso galima sudaryti n! skirtingu kéliniu.

2.4. Apibrézimas. 1. Dwvieju kélinio skaiciy sukeitimas vietomis vadinamas tuy
skaiciy transpozicija.

2. Jei skaicius © kélinyje yra uzraSytas pries skaiciy j ir ¢ > j, tai sakoma, kad tie
skaicai sudaro netvarkq.

3. Kélinio netvarky skaiciumi vadiname visy jo skaiciy poru sudarytq netvarky skaiciy.

4. Kélinys, kurio netvarky skaicius yra lyginis, vadinamas lyginiu, o kurio netvarky
skaicius yra nelyginis — nelyginiu.

2.5. Transpozicijos savybé. Atlikus vieng kélinio skaiciy transpozicija, gaunamas

priesingo lyginumo kélinys.
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Irodymas. Tarkime, darome skai¢iu porai i,j transpozicija — j,¢. Nagrinékime du
atvejus:

1) skaiciai i ir j paraSyti greta vienas kito. Tuomet kélini galime uzrasyti taip:
(0,1, az, ..., A, iajv b17 b27 ) bl)

Po transpozicijos gausime keélini
((1,1, A2 ey ak:j7 iv bla b27 ey bl)

Pries transpozicija ir po jos skaiciai ¢ ir j su skaiciais a1, as, ..., ax ir by, bo, ..., b; sudaro ta
pati netvarku skaiciu. Jei skaiciai ¢ ir 7 nesudaré netvarkos, tai po transpozicijos — sudarys
ir atvirksciai — jei prieS transpozicija tie skaiciai sudaré netvarka, tai po transpozicijos
nesudarys. Ir vienu, ir kitu atvejais gauname priesingo lyginumo kélinj.

2) Tarkime, kad tarp kei¢iamuju skaiciu i ir j yra t kélinio skaiciu:
(al, ag,y ..., AL, i, C1,Co, ..., Ct,j, bl, bg, ceny bl)

Nuosekliai keisdami i su ¢y, su co, ir t.t. —su ¢, su j, o po to — j su ¢, su ¢ ir t.t. —

su c1, gausime keélini
(al, ag, ..., ak,j, C1,C2,y ..., Ct, i, bl, bg, coey bl)

Is viso atlikome t + 1 + ¢t = 2t + 1 transpozicija tarp gretimu kélinio skaiciu, o kiekviena
ju keicia kélinio lyginuma. Kadangi tokiu transpoziciju yra nelyginis skaicius, tai kélinio,
gauto, sukeitus ¢ ir j vietomis, lyginumas virs priesingu. A

2.6. Isvada. Is viso yra %‘ lyginiy wr %‘ nelyginiy kéliniy.

Irodymas. Tarkime, iS viso yra a lyginiu ir b nelyginiu kéliniu. Tuomet a + b =
n!. Kiekviename lyginiame kélinyje atlike po viena transpozicija, gausime a nelyginiu
kéliniu, todél a < b (nes b — visu nelyginiu kéliniu skai¢ius). Analogiskai atlikus po viena
transpozicija su nelyginiais keliniais, galima uzrasyti nelygybe b < a. IS ¢ia isplaukia
lygybe

a=b.

Todéla+a=nlira=>b= %' A

2.7. Apibrézimai. 1. Aibés X atvaizdzZiu aibéje Y vadiname taisykle o, pagal kurig
kiekvienam elementui x € X yra priskiriamas vienas ir tik vienas aibés Y elementas y =
o(x).

2. Atvaizdi p : X — Y wvadiname injekcija, kai iS salygos x1 # o iSplaukia, kad

o(x1) # @(x2).
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3. Atvaizdi ¢ : X — Y wadiname surjekcija, kai kiekvienam elementui y € Y egzis-
tuoja © € X toks, kad o(x) =vy.

4. Atvaizdi ¢ : X — Y wvadiname bijekcija, kai jis kartu yra ir injekcija, ir surjekcija.

Nagrinésime baigtinés aibés X = {1,2,3,...,n} bijekcijas i save.

2.8. Apibrézimas. Baigtinés aibés X bijekcija i save vadiname keitiniu.

Tarkime, keitiniu o skaic¢ius 1 pervedamas i aq, 2 — 1 ao, ir t.t., n — i a,. Visa keitini

galime uzrasyti dviem eilutémis:

( 1 2 3 .. n)

o= .

ay ag as e Qp

Kadangi o — bijekcija, visi vaizdai ai,as, ..., a, yra skirtingi, todeél i§ Siu skaic¢iu galima

sudaryti kélini (aq, as, ..., a,). Todél aisku, kad keitiniu yra tiek pat, kiek ir kéliniu — n!.
2.9. Teorema. Keitiniy aibé S, keitiniy kompozicijos atzZvilgiu sudaro grupe.

Irodymas. Apibrézkime keitiniu aibéje algebrine operacija. Tarkime,

o= 1 2 ... n - a; as ... Qp
\a; ay ... a,)’ \by by ... b,)’

du fiksuoti keitiniai. Ju kompozicija, zymima o o 7, yra keitinys

O_l2...n
T°T= by by ... b, )"

1) Irodysime, kad taip apibrézta algebriné operacija yra asociatyvi. Tarkime,
o — (bl by ... bn)
C1 Co e Cp
— treciasis keitinys. Turime
1 2 ... n ar as ... ap by by ... by,
OO0OT)OK) = —
( ) ) ( (a1 as ... an) (bl bg n)) (Cl (65) .. Cp
IS kitos puseés,
. 1 2 n ay az ... Qp bl b2 bn .
UO(TOH) N (CLl as ... an) <<b1 b2 bn> (Cl Co ... Cp N
. 1 2 ... n
\a; ay ... ay

Vadinasi, (c o7)ok =00 (T 0K).
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2) Vienetiniu elementu yra keitinys

. 1 2 ... n
id = (1 2 .. n)
Is tikruju,

. ( 1 2 .. n) <a1 as ... an> ( 1 2 .. n)
ooid= = = 0.
a; ag ... Qp a; az ... Qp a; ag ... Qp

3) Atvirkstiniu elementu keitiniui

yra keitinys

Is tikruju,

L, (1 2 .. n ai az ... ap\ _ (1 2 ... n\ .
o oid= (al as ... an)<1 2 .. n) \1 2 .. n =id.
2.10. Apibrézimas. Keitinys vadinamas lyginiu, kai jo eiluciy netvarky skaicius yra
lyginis, ir nelyginiu, kai tas skaicius yra nelyginis.
Nesunku isitikinti, kad keitinio lyginumas nepriklauso nuo stulpeliu iSdéstymo tvarkos.

2.11. Apibrézimas. Skaiciu ai1,a12, ..., A1n, Q21,022 ey A2y oees Anly G2y vvey Gy 1=

otosios eilés determinantu, Zymimu

ailz a2 Q1n

a a a
D= |92 22 2n7

an1 an2 Ann

vadiname n! nariy suma D, kurios kiekvienas démuo yra n elementy, paimty is determi-
nanto kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio, sandauga su Zenklu (—1)'(9) (¢ia I(o) -
keitinio o, sudaryto i§ tos sandaugos dauginamuyjy pirmujy ir antryjy indeksy, netvarkuy
skaicius).

Simboliskai determinanto reiksme D galima uzraSyti taip:

D = Z (_1)I(U)a1i1a2i2---anina
oES,

¢ia sumuojame pagal visus n-tojo laipsnio keitinius o.
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2.12. Determinanty savybés.

1. Sukeitus determinante eilutes ir stulpelius vietomis, jo reiksmé nesikeicia:

ai1 a12 e Qlp ail ao1 e QAn1
a1 a9 ce. Qo2n | | Q12 a29 e an2
n1 Gp2 ... 0nn G1n G2n ... 0Ann

Irodymas. Sia savybe ir kitas irodysime trecios eilés determinantams. Bet kurios eilés
determinantams irodymus galima rasti A. Matuliausko ,,Algebros“ vadovélyje. Performu-

lave savybes, kai n = 3, turime irodyti lygybe

ailp a2 a3 ail ag1 asi
Q21 Q22 Q23| = Q12 Q22 Q32
a31 0as2 Aass ai13 a3 ass

Pakanka paskaiciuoti abu determinantus, taikant apibrézima. IS tikruju,

ail aiz2 ais
a21 Q22 G23| = A11022033 + 012023031 + G13021032—
azy agzz2 ass

— 13022031 — Q12021033 — A11023032.

ail a1 asy
a2 G2 G32| = (11022033 + 012023031 + 013021032 —
a13 @23 Qs3
— a130220G31 — (12021033 — 011023032. A
Isvada. Determinanto eilutés ir stulpeliai yra lygiaverciai.
Kitas determinantu savybes formuluosime tik eilutéms — jos tiks ir stulpeliams.

2. Sukeitus dvi determinanto eilutes vietomis, jo reiksmé virsta priesinga:

Konkreciai irodymui sukeisime pirmaja ir treciaja eilutes:

aii a3 asiy as2
az1 a3 Q21 Qa22
asi ass ail a2

a1 a12 A1n ailr ai2 Q1n
Ga21  G22 A2n a1  a22 A2n
a1 G2 Qjn, a1 Gj2 Qjn
a1 G52 Qjn ;1 G2 Qin
anl1 Qan2 Ann anl an2 Ann




Isskleiskime abu determinantus, taikydami apibrézimas:

ailz a2 ais
D =laz a2 a3|=0a11a22033 + 12023031 + @13021032—
a3z} a3z ass

— (13422031 — 12421033 — #11A23032.
asy asz ass

/
D" = a1 a2 a23| = aizazeas; + ai2a21a33 + a11a23a32—
aixz aiz2 ais

— (11022033 — (12023031 — 013021032 =
= - (a11a22a33 + a12a23a31 + a13021032—
— a13G22031 — 012021033 — a11a23a32) =-D. a

Isvada. Determinantas, turintis dvi vienodas eilutes, lygus nuliui:

a1 @12 ... Qip

21 Q22 ... Q2p
751 a;2 Ain —0.
J a;1 a;2 Ain

an1 QAp2 ... QApp

Tarkime, ¢-toji ir j-toji eilutés determinante D yra lygios. Sukeite i-taja ir j-taja eilutes,
taikydami 2 savybe, gausime prieSingos reikSmes determinanta —D. IS kitos pusés, pati

determinanto israiska, o tuo paciu ir jo reikSme, nepasikeis. Todél
D=-D.

Is ¢ia gausime D =0. A
3. Bendrq kurios nors determinanto eilutés nariy dalikly galima iskelti pries determa-

nanto Zenklq:

al ai19 Ce A1n a11 ai2 e A1n
as1 aoo e aon, ao1 a92 e a9,
kail k‘aiz e kam a;1 a;2 Ce Qin
an1 an2 e Qnn Gn1 Gp2 ... Qpp

Irodymas. Turime irodyti lygybe

aii a2 ais ailp a2 ais
kaz1 kags kasxs|=Fk-|a2n az ass
asi as2 ass asy asz ass
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Velgi taikome determinanto apibrézima:

ail ai2 ais
kaz1 kaga kags| = aj1kagaass + ajakagzasy + ajzskaziass—
asi a32 a33

— a1zkagzazy — arzkaziazs — ar1kazzazy =
= k(a11a22a33 + a12a23a31 + 13021032 — 113022031 — A12021033 — a11a23a32) =

ail; ai2 a3
=k-|la1 a2 aax| A
asi1 asz ass

Isvada. Determinantas, turintis dvi proporcingas eilutes, lygus nuliui:

ail a9 N A1n

az1 G2 ... Q2p
i a;1 a;o . Ain -0,
J k:all kalg e I{;Clin

an1 an2 e Ann

Irodymas. Iskéle is j-tosios eilutés bendra dalikli £ gauname determinanta su dviem
lygiom eilutém, kuris pagal 2-osios savybés iSvada lygus nuliui. A

4. Jei determinanto kurios nors eilutés nariai yra dviejy démeny sumos, tai tas deter-
minantas lygus sumai dviejy determinanty, kuriy viename minétaja eilute sudaro pirmaiejt

démenys, kitame — antrieji démenys, o likusios eilutés visuose trijuose determinantuose

vienodos:
aii a2 e A1n al ai12 e A1n ai a2 e A1n
a1 a9 e aA2n a1 ao2 e Qaon a1 a9 Ce aAon,
) .. ) o .. ) . -1 : ; n
i1+ Ci1 0ia+Cia ... Din + Cin il i2 .. in Ci1 G2 ... Cin
an1 an2 e Ann an1 an2 e Ann an1 an2 e Ann
Irodymas. Irodysime analogiska lygybe, kai n = 3:

aii ai2 ais aix aiz2 a3 ail; aiz2 ais

b1 +ca1 baa +caa baz 4 cag| = |ba1 baa bag |+ |c21 c22 o3

asy as2 ass asy as2 ass asy a3z ass
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Irodymui vélgi is esmés pakanka pritaikyti determinanto apibrézima:

aii ai2 ais
ba1 +ca1 baa +caz  baz +coz | =
asy asz ass

=ai (522 + 622)a33 + a2 (523 + 023)a31 +ais (521 + 021)a32—
— a3 (522 + 622)CL31 — Q12 (b21 + 621)a33 —an (523 + C23)a32 =
= (a11ba2ass + ar2bazass + arzborass — a13basazy — araborass — arnbagass)+

+ (a11022a33 + @12€23a31 + @13C21a32 — @13C22a31 — 1221033 — a11023a32) =

ailp a2 ais ailp a2 Aais
= |ba1 Doy bag|+|ca1 Ca2 c23|. A
azy G322 as3 aszy a32 as3

Isvada (Taikome praktiniam determinanty skai¢iavimui). Prie bet kurios de-
terminanto eilutés nariy pridéjus atitinkamus kitos eilutés narius, padaugintus S kurio

nors skaiciaus, determinanto reik§mé nepasikeis:

ail a12 e A1n
al a2 Ce A1n
a1 G22 ... dA2p
a1 ao9 e aon
| a1 a;2 ... Qin k
= a1 a;2 e Qin,
ila W W a1+ ka;, ajo + ka;o ... QAjn + ka;n,
51 2 . in
(17%1 an2 e Ann
(07%1 an2 oo Apn

Irodymas. Irodymas isSplaukia i§ 4-osios savybeés bei 3-osios savybes iSvados. A
2.13. Apibrézimai.

1. Jei n -tosios eilés determinante

ai;p a2 ... Qin
a1 ao9 e aAon
an1 an2 oo Apn

parinksime k eiluciy su indeksais iy, iz, ..., 1, bei k stulpeliv su indeksais ji,ja, ..., jr (1 <
k < n—1) tai is determinanto nariu, esancéiu pasirinkty eiluciy ir stulpeliy sankirtoje,

sudarytas k-tosios eilés determinantas vadinamas k-tosios eilés minoru ir Zymimas
M = M(@l, 12,y oy 13 715 72, ...,jk).

2. Isbraukus determinanto eilutes ir stulpelius, einancius per minora M, 1§ likusiy
determinanto nariy sudarytas n — k-ostos eilés determinantas vadinamas minoro M papil-

domuoju minoru ir Zymimas M' = M’ (i1, iz, ..., 1x; j1, j2, ...,jk).
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3. Minoro M algebriniu papildiniu vadinama sandauga
Apg = (ZL)n et P g b RIR M (d g, ik 1, 2 ).

4. Minoro M (3;j) algebrinis papildinys vadinamas nario a;; algebriniu papildiniu ir
Zymaimas A;j.

2.14. Laplaso teorema. Jein-osios eilés determinante parinksime k (1 < k <n—1)
etluciy ir 18 Ju nariy sudarysime visus galimus k-tosios eilés minorus, tat tu minory ir ju
algebriniy papildiniy sandaugy suma bus lygr tam determinantus.

Irodymas. Trodysime teorema 3-osios eilés determinantui

ajl a2 as
D = |az1 a2 a2/,
az; asz2 0ass
pasirinke, pavyzdziui, pirmaja ir treciaja eilutes. ParaSysime i$ tu eiluc¢iu sudarytu visu

galimu 2-osios eilés minory ir ju algebriniu papildiniu sandaugu suma:

S — ailp a2 ‘(_1)1+2+1+2 - ag3 + ail 413 | (_1)1+2+1+3 - Q9o+
as1 G32 azi1 as3
a2 a13 14+2+2+3
+ (=) gy
az2 a33

Pertvarke suma S, gauname teoremos dalini irodyma:
S = a11a32a33 — a12031023 + 411033022 — 413031022+
+ aiz2a3zaz1 — aijzazeaz; = D. A
1 iSvada. n-osios eilés determinantas lygus jo bet kurios eilutés (arba stulpelio) nariy

i Ju algebriniy papildiniy sandaugy sumad:

ail a12 e A1n
21 G222 ... Q2p

=a;1Ai1 + aipAio + ...+ ainAin.
Qan1 an2 e Ann

Irodymas. Pritaikome Laplaso teorema, laikydami joje k =1. A
2 iSvada. n-tosios eilés determinanto kurios nors eilutés nariy ir kitos etlutés atitin-
kamy nariy algebriniy papildiniy sandaugy suma lygi 0:
ai1Aj1 + aigAjo+ ...+ ainAj, =0 (i #j).
Irodymas. Pritaikome 1-aja iSvada determinantui su dviem lygiomis eilutémis, skleis-

dami j-aja eilute:

al a2 N A1n
as1 a92 e aon,
i G2 ... Qin
0= == ailAjl + a/iQAjQ + ...+ ainAjn- A
J a;1 a;2 Ain
Qnp1 A2 Qnn
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Konkrecios eilés determinantus patogu skaic¢iuoti, naudojant 4-osios savybés iSvada
bei Laplaso teoremos 1-aja iSvada.

2.15. Pavyzdys. Paskaic¢iuokime determinanta

1 —-1,—-2 -2
2]
4

Padaugine 1-osios eilutés narius atitinkamai is —1, —2, —2 ir sudéje su atitinkamais

O -
> N
NS IO

2-0sios, 3-osios ir 4-osios eiluciu nariais, gausime

Skleidziame determinanta 1-uoju stulpeliu:

2 0 1] |t
D=1-(-1)*'0 3 —1].
2 0 2

Padaugine 1-osios eilutés narius is —1 ir sudéje su atitinkamais 3-iosios eilutés nariais,

gausime
2 0 1
D=0 3 -1
0 0 1
Skleidziame determinanta 1-uoju stulpeliu:
3 —1
o (_1\1+1 _
D=2-(-1) 0 1‘ 6.
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