
2. DETERMINANTAI

Susiesime determinanto sa
‘
vokos i

‘
vedima

‘
su konkretaus uždavinio sprendimu. Išspre

‘
s-

kime dvieju
‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
su dviem nežinomaisiais sistema

‘{
a11x1+a12x2 =b1, a22 (−a21)
a21x1+a22x2 =b2. (−a12) a11

Čia a11, a12, a21, a22 – koeficientai prie nežinomu
‘
ju

‘
(be to, a11a22 − a12a21 6= 0), o

b1, b2 – laisvieji nariai. Nuosekliai panaikinkime kiekvienoje lygtyje po nežinoma
‘
ji
‘
. Tuo

tikslu pirmiausia padauginame pirmosios lygties abi puses ǐs a22, antrosios – ǐs −a12 ir
sudedame. Gauname lygti

‘

x1

(
a11a22 − a12a21

)
= b1a22 − b2a12.

Atitinkamai padaugine
‘
pirmosios lygties abi puses ǐs −a21, o antrosios – ǐs a11, ir sudėje

‘
,

gauname lygti
‘

x2

(
a11a22 − a12a21

)
= b2a11 − b1a21.

Atkreipe
‘
dėmesi

‘
, kad koeficientai prie nežinomu

‘
ju

‘
yra tie patys (ir ǐs sa

‘
lygos – nenuliniai),

padaline
‘
ǐs ju

‘
, gauname viena

‘
vieninteli

‘
sprendini

‘

x1 =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a12a21
, x2 =

b2a11 − b1a21

a11a22 − a12a21
.

Sprendini
‘
sudaro keistos sandaugu

‘
po du narius skirtumu

‘
ǐsraǐskos, turinčios neabejotino

panašumo. Pabandykime jas užšifruoti kažkokiu būdu, kad galima būtu
‘

jas paprasčiau
atsiminti. Ir atsiminti jas labai naudinga, nes tokio tipo sistemos ir nebebūtina spre

‘
sti, o,

patikrinus sa
‘
lyga

‘
, kad a11a22 − a12a21 6= 0, pakanka tiesiog užrašyti sprendinio ǐsraǐska

‘
.

Simboliu
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ pažymėkime ǐsraǐska
‘
a11a22 − a12a21. Vadinasi, šis skaičius gau-

namas pagal paprasta
‘

taisykle
‘

– pagrindinės i
‘
strižainės (ǐs kairės i

‘
dešine

‘
) ir šalutinės

i
‘
strižainės (ǐs dešinės i

‘
kaire

‘
) nariu

‘
sandaugu

‘
skirtumas. Tuo pačiu simboliu galima

užšifruoti ir abu skaitiklius. Iš tikru
‘
ju

‘
,∣∣∣∣ b1 a11

b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − a21b2 ir
∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ = b2a11 − b1a21.

Tokiu būdu, sprendini
‘
galime užrašyti taip:

x1 =

∣∣∣∣ b1 a21

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a21

a12 a22

∣∣∣∣ , x2 =

∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a21

a12 a22

∣∣∣∣ .
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Taigi yra prasmė ǐsskirti tokius simbolius ir suteikti jiems atskira
‘
pavadinima

‘
.

2.1. Apibrėžimas. Skaičiu
‘

a11, a12, a21, a22 determinantu vadiname skaičiu
‘
, žymi-

ma
‘

simboliu ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ,
lygu

‘
pagrindinės i

‘
strǐzainės ir šalutinės i

‘
strǐzainės nariu

‘
sandaugu

‘
skirtumui a11a22 −

a12a21.
Sprendžiant triju

‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
su trim nežinomaisiais sistema

‘
, figūruoja panašios

ǐsraǐskos, tik sudėtingesnės. Yra prasminga apibrėžti ir trečios eilės determinanta
‘
.

2.2. Apibrėžimas. Skaičiu
‘

a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33 determinantu
vadiname skaičiu

‘
, žymima

‘
simboliu ∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,
ir lygu

‘
algebrinei sumai visu

‘
galimu

‘
sandaugu

‘
po tris, paimtu

‘
ǐs kiekvienos eilutės ir

kiekvieno stulpelio:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

P.S. Ženklu
‘
+ ir − prasme

‘
ǐssiaǐskinsime vėliau. Bet kurios eilės determinanto apibrė-

žimui reikia papildomu
‘
žiniu

‘
– kėlinio, keitinio, ju

‘
netvarku

‘
skaičiaus sa

‘
voku

‘
.

2.3. Apibrėžimas. Bet kuris skaičiu
‘

1, 2, 3, ..., n rinkinys(
a1, a2, ..., an

)
vadinamas n natūraliu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

kėliniu.
Du kėliniai laikomi lygiais, kai ju

‘
skaičiu

‘
tvarka sutampa.

Nesunku i
‘
sitikinti, kad ǐs viso galima sudaryti n! skirtingu

‘
kėliniu

‘
.

2.4. Apibrėžimas. 1. Dvieju
‘

kėlinio skaičiu
‘

sukeitimas vietomis vadinamas tu
‘

skaičiu
‘

transpozicija.
2. Jei skaičius i kėlinyje yra užrašytas prieš skaičiu

‘
j ir i > j, tai sakoma, kad tie

skaičai sudaro netvarka
‘
.

3. Kėlinio netvarku
‘
skaičiumi vadiname visu

‘
jo skaičiu

‘
poru

‘
sudaryta

‘
netvarku

‘
skaičiu

‘
.

4. Kėlinys, kurio netvarku
‘

skaičius yra lyginis, vadinamas lyginiu, o kurio netvarku
‘

skaičius yra nelyginis – nelyginiu.
2.5. Transpozicijos savybė. Atlikus viena

‘
kėlinio skaičiu

‘
transpozicija

‘
, gaunamas

priešingo lyginumo kėlinys.
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I
‘
rodymas. Tarkime, darome skaičiu

‘
porai i, j transpozicija

‘
– j, i. Nagrinėkime du

atvejus:
1) skaičiai i ir j parašyti greta vienas kito. Tuomet kėlini

‘
galime užrašyti taip:

(
a1, a2, ..., ak, i, j, b1, b2, ..., bl

)
.

Po transpozicijos gausime kėlini
‘(
a1, a2, ..., ak, j, i, b1, b2, ..., bl

)
.

Prieš transpozicija
‘
ir po jos skaičiai i ir j su skaičiais a1, a2, ..., ak ir b1, b2, ..., bl sudaro ta

‘

pati
‘
netvarku

‘
skaičiu

‘
. Jei skaičiai i ir j nesudarė netvarkos, tai po transpozicijos – sudarys

ir atvirkščiai – jei prieš transpozicija
‘

tie skaičiai sudarė netvarka
‘
, tai po transpozicijos

nesudarys. Ir vienu, ir kitu atvejais gauname priešingo lyginumo kėlini
‘
.

2) Tarkime, kad tarp keičiamu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
i ir j yra t kėlinio skaičiu

‘
:

(
a1, a2, ..., ak, i, c1, c2, ..., ct, j, b1, b2, ..., bl

)
.

Nuosekliai keisdami i su c1, su c2, ir t.t. – su ct, su j, o po to – j su ct, su ct−1 ir t.t. –
su c1, gausime kėlini

‘ (
a1, a2, ..., ak, j, c1, c2, ..., ct, i, b1, b2, ..., bl

)
.

Iš viso atlikome t + 1 + t = 2t + 1 transpozicija
‘
tarp gretimu

‘
kėlinio skaičiu

‘
, o kiekviena

ju
‘
keičia kėlinio lyginuma

‘
. Kadangi tokiu

‘
transpoziciju

‘
yra nelyginis skaičius, tai kėlinio,

gauto, sukeitus i ir j vietomis, lyginumas virs priešingu. 4

2.6. Išvada. Iš viso yra n!
2 lyginiu

‘
ir n!

2 nelyginiu
‘

kėliniu
‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, ǐs viso yra a lyginiu

‘
ir b nelyginiu

‘
kėliniu

‘
. Tuomet a + b =

n!. Kiekviename lyginiame kėlinyje atlike
‘

po viena
‘

transpozicija
‘
, gausime a nelyginiu

‘

kėliniu
‘
, todėl a 6 b (nes b – visu

‘
nelyginiu

‘
kėliniu

‘
skaičius). Analogǐskai atlikus po viena

‘

transpozicija
‘

su nelyginiais kėliniais, galima užrašyti nelygybe
‘

b 6 a. Iš čia ǐsplaukia
lygybė

a = b.

Todėl a + a = n! ir a = b = n!
2 . 4

2.7. Apibrėžimai. 1. Aibės X atvaizdžiu aibėje Y vadiname taisykle
‘

ϕ, pagal kuria
‘

kiekvienam elementui x ∈ X yra priskiriamas vienas ir tik vienas aibės Y elementas y =
ϕ(x).

2. Atvaizdi
‘

ϕ : X → Y vadiname injekcija, kai ǐs sa
‘
lygos x1 6= x2 ǐsplaukia, kad

ϕ(x1) 6= ϕ(x2).
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3. Atvaizdi
‘

ϕ : X → Y vadiname surjekcija, kai kiekvienam elementui y ∈ Y egzis-
tuoja x ∈ X toks, kad ϕ(x) = y.

4. Atvaizdi
‘

ϕ : X → Y vadiname bijekcija, kai jis kartu yra ir injekcija, ir surjekcija.
Nagrinėsime baigtinės aibės X = {1, 2, 3, ..., n} bijekcijas i

‘
save.

2.8. Apibrėžimas. Baigtinės aibės X bijekcija
‘

i
‘

save vadiname keitiniu.
Tarkime, keitiniu σ skaičius 1 pervedamas i

‘
a1, 2 – i

‘
a2, ir t.t., n – i

‘
an. Visa

‘
keitini

‘

galime užrašyti dviem eilutėmis:

σ =
(

1 2 3 ... n
a1 a2 a3 ... an

)
.

Kadangi σ – bijekcija, visi vaizdai a1, a2, ..., an yra skirtingi, todėl ǐs šiu
‘

skaičiu
‘

galima
sudaryti kėlini

‘
(a1, a2, ..., an). Todėl aǐsku, kad keitiniu

‘
yra tiek pat, kiek ir kėliniu

‘
– n!.

2.9. Teorema. Keitiniu
‘

aibė Sn keitiniu
‘

kompozicijos aťzvilgiu sudaro grupe
‘
.

I
‘
rodymas. Apibrėžkime keitiniu

‘
aibėje algebrine

‘
operacija

‘
. Tarkime,

σ =
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
, τ =

(
a1 a2 ... an

b1 b2 ... bn

)
,

du fiksuoti keitiniai. Ju
‘
kompozicija, žymima σ ◦ τ , yra keitinys

σ ◦ τ =
(

1 2 ... n
b1 b2 ... bn

)
.

1) I
‘
rodysime, kad taip apibrėžta algebrinė operacija yra asociatyvi. Tarkime,

κ =
(

b1 b2 ... bn

c1 c2 ... cn

)
– trečiasis keitinys. Turime

(σ ◦ τ) ◦ κ) =

((
1 2 ... n

a1 a2 ... an

) (
a1 a2 ... an

b1 b2 ... bn

))(
b1 b2 ... bn

c1 c2 ... cn

)
=

=
(

1 2 ... n
b1 b2 ... bn

) (
b1 b2 ... bn

c1 c2 ... cn

)
=
(

1 2 ... n
c1 c2 ... cn

)
.

Iš kitos pusės,

σ ◦ (τ ◦ κ) =
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)((
a1 a2 ... an

b1 b2 ... bn

) (
b1 b2 ... bn

c1 c2 ... cn

))
=

=
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

) (
a1 a2 ... an

c1 c2 ... cn

)
=
(

1 2 ... n
c1 c2 ... cn

)
.

Vadinasi, (σ ◦ τ) ◦ κ = σ ◦ (τ ◦ κ).
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2) Vienetiniu elementu yra keitinys

id =
(

1 2 ... n
1 2 ... n

)
.

Iš tikru
‘
ju

‘
,

σ ◦ id =
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

) (
a1 a2 ... an

a1 a2 ... an

)
=
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
= σ.

3) Atvirkštiniu elementu keitiniui

σ =
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
yra keitinys

σ−1 =
(

a1 a2 ... an

1 2 ... n

)
.

Iš tikru
‘
ju

‘
,

σ ◦ id =
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

) (
a1 a2 ... an

1 2 ... n

)
=
(

1 2 ... n
1 2 ... n

)
= id. 4

2.10. Apibrėžimas. Keitinys vadinamas lyginiu, kai jo eilučiu
‘
netvarku

‘
skaičius yra

lyginis, ir nelyginiu, kai tas skaičius yra nelyginis.

Nesunku i
‘
sitikinti, kad keitinio lyginumas nepriklauso nuo stulpeliu

‘
ǐsdėstymo tvarkos.

2.11. Apibrėžimas. Skaičiu
‘

a11, a12, ..., a1n, a21, a22, ..., a2n, ..., an1, an2, ..., ann n-
otosios eilės determinantu, žymimu

D =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
vadiname n! nariu

‘
suma

‘
D, kurios kiekvienas dėmuo yra n elementu

‘
, paimtu

‘
ǐs determi-

nanto kiekvienos eilutės ir kiekvieno stulpelio, sandauga su ženklu (−1)I(σ) (čia I(σ) –
keitinio σ, sudaryto ǐs tos sandaugos dauginamu

‘
ju
‘

pirmu
‘
ju
‘

ir antru
‘
ju
‘

indeksu
‘
, netvarku

‘

skaičius).

Simbolǐskai determinanto reikšme
‘
D galima užrašyti taip:

D =
∑

σ∈Sn

(−1)I(σ)a1i1a2i2 ...anin
,

čia sumuojame pagal visus n-tojo laipsnio keitinius σ.
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2.12. Determinantu
‘
savybės.

1. Sukeitus determinante eilutes ir stulpelius vietomis, jo reikšmė nesikeičia:∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ .
I
‘
rodymas. Šia

‘
savybe

‘
ir kitas i

‘
rodysime trečios eilės determinantams. Bet kurios eilės

determinantams i
‘
rodymus galima rasti A. Matuliausko ,,Algebros“ vadovėlyje. Performu-

lave
‘
savybes, kai n = 3, turime i

‘
rodyti lygybe

‘∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Pakanka paskaičiuoti abu determinantus, taikant apibrėžima

‘
. Iš tikru

‘
ju

‘
,∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32. 4

Išvada. Determinanto eilutės ir stulpeliai yra lygiaverčiai.
Kitas determinantu

‘
savybes formuluosime tik eilutėms – jos tiks ir stulpeliams.

2. Sukeitus dvi determinanto eilutes vietomis, jo reikšmė virsta priešinga:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xy = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Konkrečiai i
‘
rodymui sukeisime pirma

‘
ja

‘
ir trečia

‘
ja

‘
eilutes:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
xy = −

∣∣∣∣∣∣
a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13

∣∣∣∣∣∣ .
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Išskleiskime abu determinantus, taikydami apibrėžima
‘
:

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

D′ =

∣∣∣∣∣∣
a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13

∣∣∣∣∣∣ = a13a22a31 + a12a21a33 + a11a23a32−

− a11a22a33 − a12a23a31 − a13a21a32 =

= −
(
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

)
= −D. 4

Išvada. Determinantas, turintis dvi vienodas eilutes, lygus nuliui:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

i

j

Tarkime, i-toji ir j-toji eilutės determinante D yra lygios. Sukeite
‘
i-ta

‘
ja

‘
ir j-ta

‘
ja

‘
eilutes,

taikydami 2 savybe
‘
, gausime priešingos reikšmės determinanta

‘
−D. Iš kitos pusės, pati

determinanto ǐsraǐska, o tuo pačiu ir jo reikšmė, nepasikeis. Todėl

D = −D.

Iš čia gausime D = 0. 4

3. Bendra
‘
kurios nors determinanto eilutės nariu

‘
dalikli

‘
galima ǐskelti prieš determi-

nanto ženkla
‘
: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
kai1 kai2 . . . kain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

I
‘
rodymas. Turime i

‘
rodyti lygybe

‘∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = k ·

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a33

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
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Vėlgi taikome determinanto apibrėžima
‘
:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11ka22a23 + a12ka23a31 + a13ka21a32−

− a13ka22a31 − a12ka21a33 − a11ka23a32 =

= k
(
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

)
=

= k ·

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ 4

Išvada. Determinantas, turintis dvi proporcingas eilutes, lygus nuliui:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
kai1 kai2 . . . kain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

i

j

I
‘
rodymas. Iškėle

‘
ǐs j-tosios eilutės bendra

‘
dalikli

‘
k gauname determinanta

‘
su dviem

lygiom eilutėm, kuris pagal 2-osios savybės ǐsvada
‘
lygus nuliui. 4

4. Jei determinanto kurios nors eilutės nariai yra dvieju
‘
dėmenu

‘
sumos, tai tas deter-

minantas lygus sumai dvieju
‘
determinantu

‘
, kuriu

‘
viename minėta

‘
ja
‘
eilute

‘
sudaro pirmieji

dėmenys, kitame – antrieji dėmenys, o likusios eilutės visuose trijuose determinantuose
vienodos:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
bi1 bi2 . . . bin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ci1 ci2 . . . cin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

I
‘
rodymas. I

‘
rodysime analogǐska

‘
lygybe

‘
, kai n = 3:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

b21 + c21 b22 + c22 b23 + c23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

b21 b22 b23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

c21 c22 c23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
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I
‘
rodymui vėlgi ǐs esmės pakanka pritaikyti determinanto apibrėžima

‘
:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

b21 + c21 b22 + c22 b23 + c23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11

(
b22 + c22

)
a33 + a12

(
b23 + c23

)
a31 + a13

(
b21 + c21

)
a32−

− a13

(
b22 + c22

)
a31 − a12

(
b21 + c21

)
a33 − a11

(
b23 + c23

)
a32 =

=
(
a11b22a33 + a12b23a31 + a13b21a32 − a13b22a31 − a12b21a33 − a11b23a32

)
+

+
(
a11c22a33 + a12c23a31 + a13c21a32 − a13c22a31 − a12c21a33 − a11c23a32

)
=

=

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

b21 b22 b23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

c21 c22 c23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ . 4

Išvada (Taikome praktiniam determinantu
‘
skaičiavimui). Prie bet kurios de-

terminanto eilutės nariu
‘

pridėjus atitinkamus kitos eilutės narius, padaugintus ǐs kurio
nors skaičiaus, determinanto reikšmė nepasikeis:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i

j

y
k

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

aj1 + kai1 aj2 + kai2 . . . ajn + kain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas ǐsplaukia ǐs 4-osios savybės bei 3-osios savybės ǐsvados. 4

2.13. Apibrėžimai.

1. Jei n -tosios eilės determinante∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
parinksime k eilučiu

‘
su indeksais i1, i2, ..., ik bei k stulpeliu

‘
su indeksais j1, j2, ..., jk (1 6

k 6 n − 1), tai ǐs determinanto nariu
‘
, esančiu

‘
pasirinktu

‘
eilučiu

‘
ir stulpeliu

‘
sankirtoje,

sudarytas k-tosios eilės determinantas vadinamas k-tosios eilės minoru ir žymimas

M = M
(
i1, i2, ..., ik; j1, j2, ..., jk

)
.

2. Išbraukus determinanto eilutes ir stulpelius, einančius per minora
‘

M , ǐs likusiu
‘

determinanto nariu
‘
sudarytas n−k-osios eilės determinantas vadinamas minoro M papil-

domuoju minoru ir žymimas M ′ = M ′(i1, i2, ..., ik; j1, j2, ..., jk

)
.
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3. Minoro M algebriniu papildiniu vadinama sandauga

AM = (−1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk ·M ′(i1, i2, ..., ik; j1, j2, ..., jk

)
.

4. Minoro M(i; j) algebrinis papildinys vadinamas nario aij algebriniu papildiniu ir
žymimas Aij .

2.14. Laplaso teorema. Jei n-osios eilės determinante parinksime k (1 6 k 6 n−1)
eilučiu

‘
ir ǐs ju

‘
nariu

‘
sudarysime visus galimus k-tosios eilės minorus, tai tu

‘
minoru

‘
ir ju

‘

algebriniu
‘

papildiniu
‘

sandaugu
‘

suma bus lygi tam determinantui.
I
‘
rodymas. I

‘
rodysime teorema

‘
3-osios eilės determinantui

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,
pasirinke

‘
, pavyzdžiui, pirma

‘
ja

‘
ir trečia

‘
ja

‘
eilutes. Parašysime ǐs tu

‘
eilučiu

‘
sudarytu

‘
visu

‘

galimu
‘
2-osios eilės minoru

‘
ir ju

‘
algebriniu

‘
papildiniu

‘
sandaugu

‘
suma

‘
:

S =
∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ · (−1)1+2+1+2 · a23 +
∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ · (−1)1+2+1+3 · a22+

+
∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ · (−1)1+2+2+3 · a21.

Pertvarke
‘
suma

‘
S, gauname teoremos dalini

‘
i
‘
rodyma

‘
:

S = a11a32a33 − a12a31a23 + a11a33a22 − a13a31a22+

+ a12a33a21 − a13a32a21 = D. 4

1 ǐsvada. n-osios eilės determinantas lygus jo bet kurios eilutės (arba stulpelio) nariu
‘

ir ju
‘

algebriniu
‘

papildiniu
‘

sandaugu
‘

sumai:∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin.

I
‘
rodymas. Pritaikome Laplaso teorema

‘
, laikydami joje k = 1. 4

2 ǐsvada. n-tosios eilės determinanto kurios nors eilutės nariu
‘
ir kitos eilutės atitin-

kamu
‘

nariu
‘

algebriniu
‘

papildiniu
‘

sandaugu
‘

suma lygi 0:

ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . . + ainAjn = 0 (i 6= j).

I
‘
rodymas. Pritaikome 1-a

‘
ja

‘
ǐsvada

‘
determinantui su dviem lygiomis eilutėmis, skleis-

dami j-a
‘
ja

‘
eilute:

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . . + ainAjn. 4

i

j
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Konkrečios eilės determinantus patogu skaičiuoti, naudojant 4-osios savybės ǐsvada
‘

bei Laplaso teoremos 1-a
‘
ja

‘
ǐsvada

‘
.

2.15. Pavyzdys. Paskaičiuokime determinanta
‘

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 1
1 4 2 2
2 4 7 1
2 6 4 4

∣∣∣∣∣∣∣ .
y−1y−2y

−2

Padaugine
‘
1-osios eilutės narius atitinkamai ǐs −1, −2, −2 ir sudėje

‘
su atitinkamais

2-osios, 3-osios ir 4-osios eilučiu
‘
nariais, gausime

D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 1
0 2 0 1
0 0 3 −1
0 2 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Skleidžiame determinanta

‘
1-uoju stulpeliu:

D = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
0 3 −1
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ .
y
−1

Padaugine
‘
1-osios eilutės narius ǐs −1 ir sudėje

‘
su atitinkamais 3-iosios eilutės nariais,

gausime

D =

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
0 3 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ .
Skleidžiame determinanta

‘
1-uoju stulpeliu:

D = 2 · (−1)1+1

∣∣∣∣ 3 −1
0 1

∣∣∣∣ = 6.
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