
1. Kompleksiniai skaičiai

1.1. Apibrėžimas. Kompleksiniu skaičiumi vadiname skaičiu
‘

pavidalo z = a + bi,
čia a ir b – realieji skaičiai, o i – simbolis, vadinamas menamuoju vienetu, tenkinantis
lygybe

‘
i2 = −1.

Skaičiu
‘
a vadiname skaičiaus z realia

‘
ja dalimi, o b – menama

‘
ja dalimi. Kiekviena

‘

realu
‘
ji
‘
skaičiu

‘
a galima sutapatinti su kompleksiniu skaičiumi pavidalo a+0 · i. Ta prasme

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
R laikome kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
aibės C poaibiu.

1.2. Apibrėžimas. Du kompleksiniai skaičiai z = a + bi ir w = c + di vadinami
lygiais, kai ju

‘
realiosios ir menamosios dalys sutampa: a = c ir b = d.

1.3. Apibrėžimas. Skaičiu
‘
aibė A yra vadinama adicine grupe, kai joje yra apibrėžta

algebrinė operacija – sudėtis, tenkinanti savybes:
1) sudėtis asociatyvi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c) ∀a, b, c ∈ A;

2) aibei A priklauso nulis:

0 + a = a ∀a ∈ A;

3) su ∀a ∈ A aibei A priklauso priešingas skaičius −a:

a+ (−a) = 0.

1.4. Apibrėžimas. Skaičiu
‘

aibė G vadinama multiplikacine grupe, kai joje yra
apibrėžta algebrinė operacija – daugyba, tenkinanti savybes:

1) daugyba asociatyvi:

(a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c,∈ G;

2) aibei G priklauso vienetas:

1 · a = a ∀a ∈ G;

3) su ∀a ∈ G aibei G priklauso atvirkštinis skaičius a−1:

a · a−1 = 1.

Apibrėžiame kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
aibėje sudėti

‘
ir daugyba

‘
taisyklėmis:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.
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1.5. Teiginukas. Kompleksiniu
‘

skaičiu
‘

aibė C sudėties aťzvilgiu sudaro adicine
‘

grupe
‘
, o nenuliniu

‘
kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
aibė C∗ sandaugos aťzvilgiu – multiplikacine

‘
grupe

‘
.

I
‘
rodymas.

1) tikriname sudėties asociatyvuma
‘
:(

(a+ bi) + (c+ di)
)

+ (e+ if) =
(
a+ c+ (b+ d)i

)
+ e+ if =

= a+ c+ e+ (b+ d+ f)i = a+ bi+
(
c+ e+ (d+ f)i

)
=

= (a+ bi) +
(
(c+ di) + (e+ fi)

)
(i
‘
rodymui taikome realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
sudėties asociatyvuma

‘
).

2) egzistuoja nulinis skaičius: 0 + 0i. Iš tikru
‘
ju

‘
,

a+ bi+ 0 + 0 · i+ a+ 0 + (b+ 0)i = a+ bi.

3) skaičiui a+ bi priešingas skaičius −(a+ bi) lygus −a+ (−b)i. Iš tikru
‘
ju

‘
,

a+ bi+ (−a) + (−b)i = (a− a) + (b− b)i = 0 + 0 · i = 0.

Vadinasi, sudėties atžvilgiu kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
aibė C sudaro adicine

‘
grupe

‘
.

1) Tikriname sandaugos asociatyvuma
‘
:(

(a+ bi)(c+ di)
)
(e+ if) =

(
ac− bd+ i(ad+ bc)

)
(e+ if) =

= eac− bde− adf − bcf + i(acf − bdf + ade+ bce).

(a+ bi)
(
(c+ di)(e+ if)

)
= (a+ bi)

(
ce− df + (cf + de)i

)
=

= ace− adf − bcf − bde+ i(acf + ade+ dce− bdf).

Iš šiu
‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia sandaugos asociatyvumas.

2) egzistuoja vienetinis skaičius: 1 + 0i. Iš tikru
‘
ju

‘
,

(a+ bi)(1 + 0 · i) = a · 1− b · 0 + (a · 0 + b · 1)i = a+ bi.

3) i
‘
sitikiname, kad skaičiui a+ bi 6= 0 atvirkštiniu yra skaičius a

a2+b2 −
b

a2+b2 i:

(a+ bi) ·
( a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i
)

=

=
a2

a2 + b2
+

b2

a2 + b2
+

( ab

a2 + b2
− ab

a2 + b2

)
i = 1 + 0 · 1 = 1.

Taigi nenuliniai kompleksiniai skaičiai sandaugos atžvilgiu sudaro multiplikacine
‘
gru-

pe
‘
. 4

1.6. Apibrėžimas. Skaičiui z = a + bi jungtiniu skaičiumi vadiname skaičiu
‘
z =

a− bi, o skaičiaus z moduliu – skaičiu
‘
|z| =

√
a2 + b2.
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1.7. Modulio savybės:

1) |z1 · z2| = |z1| · |z2|.
2) |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.
I
‘
rodymas. 1) Tarkime, z1 = a+ bi, z2 = c+ di. Tuomet

|z1 · z2|2 =
∣∣(a+ bi)(c+ di)

∣∣2 =
∣∣ac− bd+ i(ad+ bc)

∣∣2 =

= (ac− bd)2 + (ad+ bc)2 = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2.

Be to,

|z1|2 · |z2|2 = |a+ bi|2|c+ di|2 = (a2 + b2)(c2 + d2) = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2.

Iš čia ǐsplaukia 1)-osios savybės i
‘
rodymas.

2) Kai bent vienas ǐs skaičiu
‘
lygus 0, tarkime, z1, gausime lygybe

‘
:

|z1 + z2| = |0 + z2| = |z2| = |0|+ |z2| = |z1 + |z2|.

I
‘
rodysime nelygybe

‘
skaičiams z1 6= 0 ir z2 = 1. Turime

|z1 + 1|2 = |a+ bi+ 1|2 = (a+ 1)2 + b2 = a2 + 2a+ 1 + b2 6

6 a2 + b2 + 2
√
a2 + b2 + 1 =

(√
a2 + b2 + 1

)2

=
(
|z1|+ 1

)2
.

Vadinasi,
|z1 + 1| 6 |z1|+ 1.

Todėl
|z1 + z2| =

∣∣∣z2(z1
z2

+ 1
)∣∣∣ = |z2|

∣∣∣z1
z2

+ 1
∣∣∣ 6 |z2|

(∣∣z1
z2

∣∣ + 1
)

=

= |z2| ·
|z1|
|z2|

+ |z2| = |z1|+ |z2|. 4

Kiekviena
‘

kompleksini
‘

skaičiu
‘
z = a + bi galima pavaizduoti plokštumoje tašku su

koordinatėmis (a; b). Tuo pačiu turėsime kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
geometrine

‘
interpretacija

‘
.
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Skaičiaus z modulis |z| i
‘
gauna geometrine

‘
prasme

‘
– tai yra atitinkamo plokštumos

taško atstumas iki koordinačiu
‘
pradžios. Suteikime kompleksiniams skaičiams trigonomet-

rine
‘
interpretacija

‘
. Pažymėje

‘
atstuma

‘
OA raide r ir kampa

‘
tarp abscisiu

‘
ašies ir kraštinės

OA raide ϕ, galime užrašyti lygybes

a

r
= cosϕ,

b

r
= sinϕ.

Tuomet z = a+ bi = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cosϕ+ i sinϕ).
1.8 Apibrėžimas. Skaičiaus z = a + bi trigonometrine ǐsraǐska vadinamas skaičius

r(cosϕ+ i sinϕ). Skaičius ϕ vadinamas skaičiaus z argumentu ir žymimas arg z.
1.9. Naudingos savybės.

1) Dvieju
‘
kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
sandaugos modulis lygus tu

‘
skaičiu

‘
moduliu

‘
sandaugai,

o sandaugos argumentas – tu
‘

skaičiu
‘

argumentu
‘

sumai.
2) Padalinus viena

‘
kompleksini

‘
skaičiu

‘
ǐs kito, dalmens modulis lygus tu

‘
skaičiu

‘
mo-

duliu
‘

dalmeniui, o dalmens argumentas – tu
‘

skaičiu
‘

argumentu
‘

skirtumui.
I
‘
rodymas. 1) Tarkime, z1 = r(cosϕ1 + i sinϕ1) ir z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Tuomet

z1 · z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2
(
cosϕ1 · cosϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 + cosϕ2 sinϕ1)

)
=

= r1r2
(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
. 4

2) Padalinkime z1 ǐs z2:

z1
z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)
r2(cosϕ2 + i sinϕ2)

=
r1
r2

· cosϕ1 + i sinϕ1

cosϕ2 + i sinϕ2
· cosϕ2 − sinϕ2

cosϕ2 − i sinϕ2
=

=
r1
r2

(
cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 − cosϕ2 sinϕ1)

)
=

=
r1
r2

(
cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)

)
. 4

1.10. Išvada (Muavro formulė). Keliant kompleksini
‘
skaičiu

‘
natūraliuoju laipsniu,

tuo laipsniu keliamas jo modulis, o argumentas tuo laipsniu dauginamas.
I
‘
rodymas. n− 1-a

‘
karta

‘
pritaikome daugybos taisykle

‘
. 4

1.11. Apibrėžimas. n-tojo laipsnio šaknimi ǐs kompleksinio skaičiaus z, žymima
‘

n
√
z, vadiname skaičiu

‘
w, kurio n-asis laipsnis yra lygus z.

1.12. Teiginys. Natūraliojo laipsnio n šaknis ǐs trigonometrinės ǐsraǐskos nenulinio
kompleksinio skaičiaus z = r(cosϕ+ i sinϕ) turi n skirtingu

‘
reikšmiu

‘

wk = n
√
r
(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk
n

)
, k = 0, n− 1.

I
‘
rodymas. Tarkime, w = n

√
z ir skaičiaus w trigonometrinė ǐsraǐska yra w = R(cosψ+

i sinψ). Iš šaknies apibrėžimo turime lygti
‘
nežinomu

‘
ju

‘
R ir ψ atžvilgiu:(

R(cosψ + i sinψ)
)n = r(cosϕ+ i sinϕ).
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Pritaike
‘
kairiajai pusei Muavro formule

‘
ir sulygine

‘
abieju

‘
lygties pusiu

‘
realia

‘
sias ir mena-

ma
‘
sias dalis, gauname lygčiu

‘
sistema

‘{
Rn cosnψ = r cosϕ,

Rn sinnψ = r sinϕ.

Pakėle
‘
abieju

‘
lygčiu

‘
atitinkamas puses kvadratu ir sudėje

‘
, gausime lygti

‘

R2n
(
cos2 nψ + sin2 nψ

)
= r2

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ).

Iš čia
R = n

√
r.

I
‘
raše

‘
šia

‘
R reikšme

‘
i
‘
pradine

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
ir abieju

‘
lygčiu

‘
atitinkamas puses padaline

‘
ǐs

r, turime { cosnψ = cosϕ,

sinnψ = sinϕ.

Pirmosios lygties abi puses padaugine
‘
ǐs cosϕ, o antrosios – ǐs sinϕ, ir sudėje

‘
, gauname

lygti
‘

cosnψ cosϕ+ sinnψ sinϕ = 1.

Iš čia
cos(nψ − ϕ) = 1

arba
nψ − ϕ = 2πk, k ∈ Z.

Todėl
ψ =

ϕ+ 2πk
n

, k ∈ Z.

Pažymėkime

wk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk
n

+ i sin
ϕ+ 2πk

n

)
.

I
‘
sitikinsime, kad egzistuoja lygiai n skirtingu

‘
wk reikšmiu

‘
.

1. I
‘
rodysime, kai k perbėga visus skaičius nuo 0 iki n−1, visos reikšmės wk yra skirtin-

gos. Tarkime priešingai, i ir j yra fiksuoti skirtingi skaičiai tarp 0 ir n − 1 (apibrėžtumo
dėlei galime laikyti, kad i > j), o wi = wj . Iš čia

n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πi
n

+ i sin
ϕ+ 2πj

n

)
= n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πj
n

+ i sin
ϕ+ 2πj

n

)
.

Padaline
‘
ǐs n

√
r ir sulygine

‘
realia

‘
sias ir menama

‘
sias dalis, gauname

{ cos
ϕ+ 2πi

n
= cos

ϕ+ 2πj
n

,

sin
ϕ+ 2πi

n
= sin

ϕ+ 2πj
n

.
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Padaugine
‘
pirmosios tapatybės abi puses ǐs cos ϕ+2πj

n , o antrosios – ǐs sin ϕ+2πj
n , ir sudėje

‘
,

gauname

cos
ϕ+ 2πi

n
· cos

ϕ+ 2πj
n

+ sin
ϕ+ 2πi

n
· sin ϕ+ 2πj

n
= 1.

Iš čia
cos

(ϕ+ 2πi
n

− ϕ+ 2πj
n

)
= 1.

Arba
cos

2π(i− j)
n

= 1.

Vadinasi,
2π(i− j)

n
= 2πk, k ∈ Z.

Padaline
‘
abi lygybės puses ǐs 2π, turime lygybe

‘

i− j

n
= k.

Iš čia ǐsplaukia, kad skaičius i− j dalosi ǐs n, bet 0 < i− j < n. Vadinasi, gavome prieštara
‘

mūsu
‘
prielaidai, kad wi ir wj yra lygūs skaičiai.

2. Parodysime, kad daugiau skirtingu
‘

skaičiu
‘
wk nėra. Tarkime, m yra bet kuris

sveikasis skaičius. I
‘
rodysime, kad skaičius wm sutampa su vienu ǐs skaičiu

‘
wk, kai k =

0, n− 1. Padaliname m ǐs skaičiaus n su liekana – m = nq+k, 0 6 k 6 n−1. Pertvarkome
skaičiaus wm ǐsraǐska

‘
–

wm = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πm
n

+ i sin
ϕ+ 2πm

n

)
=

= n
√
r

(
cos

ϕ+ 2π(nq + k)
n

+ i sin
ϕ+ 2π(nq + k)

n

)
=

= n
√
r

(
cos

(ϕ+ 2πk
n

+ 2πq
)

+ i sin
(ϕ+ 2πk

n
+ 2πq

))
=

= n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk
n

+ i sin
ϕ+ 2πk

n

)
= wk. 4

Panagrinėkime n-tojo laipsnio vienetu
‘
šaknu

‘
aibe

‘

G =
{
εk = cos

2πk
n

+ i sin
2πk
n
, k = 0, n− 1

}
.

1.13. Teiginukas. Galioja tapatybė

εk · εl =
{
εk+l, kai k + l < n
εk+l−n, kai k + l > n.

I
‘
rodymas. Pertvarkome sandauga

‘
εk · εl:

εk · εl =
(

cos
2πk
n

+ i sin
2πk
n

)(
cos

2πl
n

+ i sin
2πl
n

)
=

= cos
2π(k + l)

n
+ i sin

2π(k + l)
n

.
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Kai k+ l < n, paskutinioji ǐsraǐska lygi εk+l. Tarkime, k+ l > n. Kadangi 0 6 k, l 6 n−1,
tai k+ l 6 2n− 2. Vadinasi, 0 6 k+ l−n 6 n− 1. Iš 1.12 Teiginio i

‘
rodymo ǐsplaukia, kad

sandauga εk · εl = εk+l−n. 4.

1.14. Išvada. Vieneto šaknu
‘

aibė G sudaro multiplikacine
‘

grupe
‘
.

I
‘
rodymas. Iš 1.13 teiginuko ǐsplaukia, kad šioje aibėje yra apibrėžta daugybos opera-

cija.

1) operacija asociatyvi (nes kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
daugyba yra asociatyvi);

2) aibei G priklauso vienetas – ǐs tikru
‘
ju

‘
, ε0 = cos 0 + i sin 0 = 1;

3) skaičiui εk atvirkštiniu skaičiumi yra εn−k:

εk · εn−k = εn−n = ε0 = 1 (ǐs 1.13 teiginuko) 4.

1.15. Apibrėžimas. Primityvia
‘
ja n-tojo laipsnio vieneto šaknimi vadinama šaknis

ε, kurios visi laipsniai ε1, ε2, ..., εn ǐssemia n-tojo laipsnio vienetu
‘

šaknu
‘

aibe
‘
.

1.16. Teoremėlė. Su kiekvienu natūraliuoju skaičiumi n egzistuoja to laipsnio prim-
ityviosios vieneto šaknys.

I
‘
rodymas. Iš tikru

‘
ju

‘
, i

‘
rodymas ǐsplaukia ǐs tapatybės:

εk
1 =

(
cos

2π
n

+ i sin
2π
n

)k

= εk, (k = 1, n− 1 )

ir εn
1 = ε0. 4

P.S. Grupės, kuriose kurio nors elemento laipsniai ǐssemia visa
‘
grupe

‘
, vadinamos cik-

linėmis, o atitinkami elementai – grupės sudaromosiomis.

Duotu atveju elementas ε1 yra grupės sudaromoji (ir ne tik jis – bet kokia šaknis εk,
kai (k, n) = 1, yra taip pat sudaromoji).

1.17. Pavyzdžiai.

1. Parašysime kompleksinio skaičiaus z = 1−
√

3i trigonometrine
‘
ǐsraǐska

‘
:√

12 + (−
√

3)2 = 2.

Vadinasi,

z = 1−
√

3i = 2
(1

2
−
√

3
2
i
)

= 2
(

cos
5π
3

+ i sin
5π
3

)
. 4

2. Pakelsime kompleksini
‘
skaičiu

‘
z = 1 +

√
3i 200-uoju laipsniu.

Pirmiausia užrašome skaičiaus z trigonometrine
‘
ǐsraǐska

‘
:

z = 1 +
√

3i = 2
(1

2
+
√

3
2
i
)

= 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
.

10



Keldami laipsniu, taikome Muavro formule
‘
:

z200 = 2200
(

cos
200π

3
+ i sin

200π
3

)
= 2200

((
cos 66π +

2π
3

)
+ i sin

(
66π +

2π
3

))
=

= 2200
(

cos
2π
3

+ i sin
2π
3

)
= 2200

(
− 1

2
+ i

√
3

2

)
= 2199

(
− 1 + i

√
3
)
. 4

3. Ištrauksime ǐs skaičiaus z = 1 + i kubine
‘
šakni

‘
. Skaičiaus z trigonometrinė ǐsraǐska

yra:

z = 1 + i =
√

2
(√2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
.

Vadinasi,
3
√
z =

3
√√

2
(

cos
π
4 + 2πk

3
+ i sin

π
4 + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2.

1) Tarkime, k = 0. Tuomet

3
√
z = 6

√
2
(

cos
π

12
+ i sin

π

12

)
.

Kadangi

cos
π

12
= cos

(π
3
− π

4

)
= cos

π

3
cos

π

4
+ i sin

π

3
sin

π

4
=

√
2

4
+
√

6
4
,

ir

sin
π

12
= sin

(π
3
− π

4

)
= sin

π

3
cos

π

4
− sin

π

4
cos

π

3
=

√
6

4
−
√

2
4
,

tai
3
√
z = 6

√
2
(√

2
4

+
√

6
4

+ i
(√6

4
−
√

2
4

))
=

1
4

6
√

2
(√

2 +
√

6 + i(
√

6−
√

2)
)
.

2) Tarkime, k = 1. Tuomet

3
√
z = 6

√
2
(

cos
( π

12
+

2π
3

)
+ i sin

( π

12
+

2π
3

))
=

= 6
√

2
(

cos
3π
4

+ i sin
3π
4

)
= 6
√

2
(
−
√

2
2

+ i

√
2

2

)
=

1
2

6
√

2
(
−
√

2 + i
√

2
)
.

3) Tarkime, k = 2. Tuomet

3
√
z = 6

√
2
(

cos
( π

12
+

4π
3

)
+ i sin

( π

12
+

4π
3

))
=

= 6
√

2
(
−
√

6
4

+
√

2
4

− i
(√6

4
+
√

2
4

))
=

1
4

6
√

2
(√

2−
√

6− i
(√

6 +
√

2
))
. 4

4. Ištrauksime 8-ojo laipsnio vieneto šakni
‘
:

8
√

1 = 8
√

cos 0 + i sin 0 = εk = cos
2πk
8

+ i sin
2πk
8
, k = 0, 7.

11



Paskaičiuosime visas 8-ojo laipsnio vieneto šaknu
‘
reikšmes:

1) ε0 = cos 0 + sin 0 = 1;
2) ε1 = cos π

4 + i sin π
4 =

√
2

2 + i
√

2
2 ;

3) ε2 = cos π
2 + i sin π

2 = i;
4) ε3 = cos 3π

4 + i sin 3π
4 = −

√
2

2 + i
√

2
2 ;

5) ε4 = cosπ + i sinπ = −1;
6) ε5 = cos 5π

4 + i sin 5π
4 = −

√
2

2 − i
√

2
2 ;

7) ε6 = cos 3π
2 + i sin 3π

2 = −i;
8) ε7 = cos 7π

4 + i sin 7π
4 =

√
2

2 − i
√

2
2 ; 4
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