
IV. DEKARTO KOORDINAČIU
‘

SISTEMA. VEKTORIAI

4.1 Skaliarinė sandauga erdvėje Rn

Tarkime, kad duota vektorinė erdvė Rn. Priminsime, kad šios erdvės elementai yra vektoriai
α = (a1, . . . , an). Be mums jau žinomu

‘
vektoriu

‘
operaciju

‘
šioje erdvėje apibrėžkime dar viena

‘

operacija
‘
.

Apibrėžimas Dvieju
‘

vektoriu
‘
α = (a1, . . . , an) ir β = (b1, . . . bn) skaliarine sandauga

(žymėsime α ◦ β ) vadinsime skaičiu
‘

α ◦ β = a1b1 + · · ·+ anbn.

Vektorinės erdvės sa
‘
voka

‘
šiek tiek susiaurinkime, reikalaudami, kad vektorinėje erdvėje būtu

‘

apibrėžta skaliarinė sandauga.
Apibrėžimas Tarkime, kad x, y, z bet kokie, vektorinės erdvės Rn elementai. Tuomet

funkcija (ρ : Rn×Rn−→R ), kuri dviems vektorinės erdvės elementams priskiria realu
‘
skaičiu

‘
,

vadinsime atstumu, jeigu ji turi savybes:
1) ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0⇔ x = y;
2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).
Kyla klausimas - kaip apibrėžti funkcija

‘
ρ(, )? Pasirodo, kad tai galime atlikti naudodami

skaliarine
‘

sandauga
‘
. Skaitytojas nesunkiai gali patikrinti, kad visas atstumo savybes tenkina

funkcija
ρ(x, y) :=

√
(x− y) ◦ (x− y).

Kitaip tariant
ρ(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, (1)

jeigu x, y ∈ Rn. Tikimės, kad skaitytojas supranta, kad atstumas tarp erdvės elementu
‘
nusako-

mas ne vieninteliu būdu! Ateityje mes nagrinėsime vektoriniu
‘
erdviu

‘
Rn, kai n = 1, 2, 3 su jose

apibrėžta (1) metrika, atitiktis.

4.2 Geometriniai vektoriai. Veiksmu
‘

savybės

Prisiminkime mokyklinės geometrijos kursa
‘
, kitaip dar vadinama

‘
- Euklidine geometrija. Eu-

klidinės geometrijos objektas yra geometriniu
‘

figūru
‘

savybiu
‘

tiesėje, plokštumoje, bei erdvėje,
tyrimas. Priminsime skaitytojui, kad matematinės sa

‘
vokos - taškas, tiesė, plokštuma, erdvė,

atstumas yra neapibrėžiamos, t.y. pirminės. Susitarkime tiese
‘
, plokštuma

‘
, bei erdve

‘
, ateityje,

jei nekils neaǐskumu
‘
, vadinti tiesiog erdvėmis.

Geometriniu vektoriumi vadinsime tiesės atkarpa
‘
, su nurodyta

‘
ja kryptimi. Taigi, vektorius

erdvėje apibrėžia krypti
‘

ir ”daugybė” atkarpu
‘
, turinčiu

‘
ta

‘
pačia

‘
krypti

‘
ir ilgi

‘
reǐskia ta

‘
pati

‘

vektoriu
‘
. Beje, kiekviena tiesės atkarpa yra charakterizuojama ilgiu (tiesės atkarpos charakter-

istika). Taip apibrėžto vektoriaus atkarpos pradžios taška
‘
vadinsime vektoriaus pradžios tašku,

o taška
‘
, kuriame nurodoma kryptis - pabaigos tašku. Kitaip tariant du vektoriai lygūs, kai

vektorius nusakančiu
‘

atkarpu
‘

ilgiai vienodi ir kryptys sutampa. Vektorius vadinsime kolineri-
ais, jeigu juos nusakančios atkarpos lygiagrečios. Iš pastarojo apibrėžimo ǐsplaukia, kad tiesėje
visi vektoriai kolinerūs. Sakysime, kad vektoriai komplanariniai, jei jie nėra kolineriniai ir yra
vienoje plokštumoje. Sutarkime geometrini

‘
vektoriu

‘
žymėti graikǐskosios abėcėlės mažosiomis

raidėmis, jeigu mums bus nesvarbūs vektoriaus pradžios bei pabaigos taškai. Jeigu vektorius
jungia taškus A, B, čia A yra vektoriaus pradžios, o B− pabaigos taškai, tai tada vektoriu

‘

žymėsime
−→
AB.

Vektoriaus ir skaičiaus c ∈ R, c 6= 0, sandauga cα vadinsime vektoriu
‘
γ, kurio ilgis skiriasi

nuo pradinio vektoriaus ilgio c vienetu
‘

(t.y. c kartu
‘

ilgesnis, jei |c| > 1 ir c kartu
‘

trumpesnis,
jei 0 < |c| < 1, be to γ kryptis ta pati kaip ir pradinio vektoriaus jei c > 0 ir priešinga, jei
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c < 0. Norėtume pabrėžti, kad daugindami vektoriu
‘

ǐs skaičiaus gauname vektoriu
‘
, kolineru

‘

pradiniam vektoriui, t.y. vektoriai γ ir α yra kolinerūs.
Geometriniu

‘
vektoriu

‘
aibėje sudėties operacija

‘
apibrėžkime tokiu būdu: sudėdami du vek-

torius visu
‘

pirma, abu dėmenis, atlike
‘

lygiagretu
‘

postūmi
‘
, perkeliame i

‘
viena

‘
taška

‘
. Brėžiame

lygiagretaini
‘

(jei vektoriai nekolinerūs), kurio kraštines sudaro minėtieji vektoriai. Tada šiu
‘

vektoriu
‘

suma vadinsime vektoriu
‘
, kurio pradžios taškas sutampa su dėmenu

‘
pradžios tašku,

o pabaigos taškas yra priešingoje lygiagretainio viršūnėje. Du vektorius galime sudėti ir kitu,
taip vadinamu trikampio, būdu. Jo esmė tokia. Prie pirmojo dėmens pabaigos taško, lygia-
gretaus postūmio pagalba, perkelkime antrojo dėmens pradžios taška

‘
. Tada vektorius, jun-

giantis pirmojo dėmens pradžios taška
‘
su antrojo vektoriaus pabaigos tašku bus vadinamas šiu

‘

vektoriu
‘
suma. Žinoma, visai nesvarbu kokiu būdu sudėsime, trikampio ar lygiagretainio, rezul-

tatas bus tas pat. Vektoriaus α ir β skirtumu vadinsime vektoriu
‘
α ir (−1)β suma

‘
, trumpai

α− β = α+ (−1)β. Jei vektoriai kolinerūs ir tos pat krypties, tai ju
‘

suma yra vektorius, kurio
ilgis lygus dėmenu

‘
ilgiu

‘
sumai, o kryptis tokia pat kaip ir dėmenu

‘
. Jeigu vektoriu

‘
kryptys

priešingos, tai ju
‘
suma bus vadinamas vektorius, kurio ilgis lygus vektoriu

‘
ilgiu

‘
skirtumui, o šio

vektoriaus kryptis sutampa su vektoriaus, kurio ilgis didesnis, kryptimi.
Skaitytojui paliekame i

‘
rodyti tokias vektoriu

‘
veiksmu

‘
savybes:

1) α + β = β + α, α + (β + γ) = (α + β) + γ.

Be to, jeigu m,n ∈ R, tai

2) (m+ n)α = mα + nα, m(α + β) = mα +mβ,

3) m(nα) = (mn)α.

Geometrini
‘

vektoriu
‘
α0 vadinsime vektoriaus α ortu, jeigu jis kolinerus vektoriui α ir jo

ilgis lygus vienetui. Geometrinio vektoriaus ilgi
‘
žymėsime |α|. Akivaizdu, kad bet koki

‘
vektoriu

‘

galime užrašyti α = |α|α0. Vektoriu
‘
α ir β skaliarine sandauga, kuria

‘
žymėsime α ·β, vadinsime

skaičiu
‘
, kuris lygus vektoriu

‘
ilgio ir kampo tarp ju

‘
kosinuso reikšmės sandaugai, t.y.

α · β = |a||b| cosψ,

ψ yra kampas tarp vektoriu
‘
α ir β.

Tarkime duoti du vektoriai - α ir β. Tada skaičiu
‘
prβα := α · β0 vadinsime vektoriaus

α projekcija vektoriaus β kryptimi, kur β0 yra vektoriaus β ortas. Iš pastarojo apibrėžimo
gauname gerai žinoma

‘
formule

‘
prβα = |α| cosψ, kur ψ yra kampas tarp vektoriu

‘
α, β. Tarkime,

kad duota vektoriu
‘
α ir β suma. Tada vektoriu

‘
sumos projekcija, tarkime vektoriaus γ kryptimi,

yra lygi dėmenu
‘

projekciju
‘

sumai, t.y.

prγ(α + β) = prγα + prγβ ir prγkα = kprγα, (2)

čia k ∈ R.
Skaliarinės sandaugos savybės

1. Skaliarinė sandauga yra komutatyvi, t.y.

α · β = β · α.

2. Skaliarinė sandrauga turi distributyvumo savybe
‘
:

(α + β) · γ = α · γ + β · γ.
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3. Jei vektoriai kolinerūs, tai
α · β = ±|α||β|,

”−” bus tuo atveju, kai vektoriu
‘
kryptys priešingos (skiriasi 1800 laipsniu

‘
kampu), o kitu atveju

bus + ženklas.
4. Vektoriaus skaliarinė sandauga ǐs jo paties lygi

4) α · α = |α|2.

Tarkime, kad vektoriai α, β, γ yra plokštumos vektoriai ir α ir β. Tada vektoriu
‘
γ galime

užrašyti tokiu būdu: γ = mα+nβ, kur m,n yra vektoriaus γ projekcijos vektoriu
‘
α, β kryptimi,

atitinkamai. Norėdami tuo i
‘
sitikinti, vektorius γ, mα, nβ lygiagrečiu postūmiu perkelkime

i
‘

bendra
‘

taška
‘
. Tai atlike

‘
pastebėsime, kad vektorius γ yra lygiagretainio, kurio kraštines

apibrėžia vektoriai mα ir nβ, i
‘
strižainė. Jeigu α, β, γ - esantys ne vienoje plokštumoje erdvės

vektoriai, tai naudodami dvieju
‘
nekolineriu

‘
vektoriu

‘
sudėties taisykle

‘
, nuosekliai du kartus, bet

kokiam erdvės vektoriui δ gauname:

δ = kα + lβ +mγ, (3)

kur k, l,m yra vektoriaus δ projekcijos vektoriu
‘
α, β, γ kryptimis, atitinkamai. Beje, tikimės,

kad skaitytojas atkreipė dėmesi
‘

i
‘

tai, kad sumarinis vektorius δ, paskutinėje lygybėje, ge-
ometrǐskai reǐskia gretasienio, kurio kraštines apibrėžia vektoriai

kα, lγ, mγ,

i
‘
strižaine

‘
.

Tris, poromis statmenus ortus, kurie prasideda viename taške, vadinsime erdvės reperiu.
Pažymėkime šiuos ortus raidėmis i, j, k. Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad bet koki

‘

erdvės vektoriu
‘

galime užrašyti vektoriu
‘

i, j, k tiesiniais dariniais. Be to, jeigu
δ1 = k1 i + l1 j +m1 k, o δ2 = k2 i + l2 j +m2 k, tai

δ1 + δ2 = (k1 + k2) i + (l1 + l2) j + (m1 +m2) k.

kδ1 = kk1 i + kl1 j + km1 k.

Šios lygybės i
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs vektoriu

‘
(2) projekciju

‘
savybiu

‘
.

Kyla klausimas- ar bet koks vektorius, reperio vektoriu
‘

tiesiniais dariniais, užrašomas vien-
inteliu būdu? Tarkime priešingai, t.y. vektoriu

‘
δ galime užrašyti vektoriu

‘
i, j, k tiesiniais

dariniais ne vieninteliu būdu. Taigi δ = k1 i + l1 j + m1 k, ir δ = k2 i + l2 j + m2 k. Atėme
‘

lygtis viena
‘

ǐs kitos gauname (prie vektoriaus δ pridedame vektoriu
‘
−δ ),

0 = (k1 − k2) k + (l1 − l2) j + (m1 −m2)k.

Iš pastarosios lygybės ǐsplaukia, kad k1 = k2, l1 = l2,m1 = m2. Priešingu atveju vektoriai
i, j, k būtu

‘
komplanarūs, kadangi viena

‘
vektoriu

‘
galėtume užrašyti kitu

‘
tiesiniu dariniu.

Du statmenus plokštumos ortus, prasidedančius bendrame taške, vadinsime plokštumos
reperiu. Analogǐskai kaip ir erdvės atveju, plokštumos reperio vektoriu

‘
tiesiniu dariniu gali-

me ǐsreikšti bet koki
‘

plokštu- mos vektoriu
‘
. Dar daugiau, kiekvienas vektorius ǐsreǐskiamas

vieninteliu būdu.
Priskirkime geometriniam vektoriui δ1 jo projekcijas i

‘
vektorius i, j, k tokiu būdu: δ1 =

(k1, l1,m1). Išsiaǐskinome, kad nekomplanariu
‘

vektoriu
‘

tiesiniu dariniu galime ǐsreikšti duota
‘

vektoriu
‘

vieninteliu būdu, todėl teisingas ir atvirkščias veiksmas - bet kokiam realiu
‘

skaičiu
‘

rinkiniui (k, l,m) mes galime priskirti vieninteli
‘

geometrini
‘

vektoriu
‘

: δ := k1 i + l1 j + m1 k.
Kadangi ryšys tarp erdvės vektoriu

‘
ir realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkiniu

‘
abipus vienareikšmis, o realiu

‘
ju

‘

skaičiu
‘

rinkiniu
‘

(l,m, n) aibė yra vektorinė erdvė R3 tai tikimės, skaitytojas, susipažine
‘
s su

ankstesniu
‘
ju

‘
skyreliu

‘
medžiaga pastebėjo, kad vektoriai i, j, k erdvėje atlieka bazės vektoriu

‘
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vaidmeni
‘
. Vadinasi tarp erdvės ir nagrinėtosios vektorinės erdvės R3 elementu

‘
egzistuoja

abipus vienareikšmǐskas sa
‘
ryšis (bijekcija). Todėl ateityje mes nebeskirsime vektoriu

‘
(vek-

torinės erdvės elementu
‘
) nuo geometriniu

‘
vektoriu

‘
, nors vartodami vektoriaus sa

‘
voka

‘
, omenyje

turėsime geometrini
‘

vektoriu
‘
.

Visǐskai analogǐskas ryšys ir tarp vektorinės erdvės R2 elementu
‘

ir plokštumos vektoriu
‘
.

Todėl natūralu reperi
‘

vadinti erdvės (plokštumos) baze, kadangi bet koki
‘

vektoriu
‘

galime
užrašyti (3) tiesinio darinio pagalba, o vektoriaus projekcijos reperio vektoriu

‘
kryptimi, yra jo

koordinatės bazėje. Tikimės, kad skaitytojui tapo aǐskus ryšys tarp jau nagrinėtos vektoriniu
‘

erdviu
‘
R1,R2,R3 ir tiesės, plokštumos bei erdvės, atitinkamai. Kadangi jau atkreipėme dėmesi

‘
,

kad tarp kai kuriu
‘
vektoriniu

‘
bei geometriniu

‘
vektoriu

‘
erdviu

‘
egzistuoja abipus vienareikšmǐska

atitiktis, tai jau minėta
‘
, neapibrėžta

‘
atstumo savoka

‘
galime patikslinti, t.y. geometriniu

‘

vektoriu
‘
erdvėje atstumu laikysime atstuma

‘
, tarp šiuos vektorius atitinkančiu

‘
erdvėsRn elementu

‘
.

Tad atstuma
‘
skaičiuosime remdamiesi (1) formule. Tačiau atstuma

‘
galime apibrėžti ir kiek kitu

būdu. Ši
‘

būda
‘

ir panagrinėkime.

Ateityje vektoriu
‘
, kurio pradžia taške A, o galas taške B žymėsime simboliu

−→
AB. Tarkime,

kad duota tiesė. Parinkime joje taška
‘
O, kuri

‘
pavadinkime pradžios tašku. Tegu X bet koks

kitas, fiksuotas, šios tiesės taškas. Susitarkime vektoriaus
−−→
OX ilgi

‘
laikyti lygu

‘
vienetui. Tokiu

būdu mes parenkame tiesėje masteli
‘
, laikydami atkarpa

‘
OX vienetine. Tad natūralu žymėti−−→

OX = i. Tašku
‘

pora O ir A, pasirinkta tiesėje nurodytu būdu, bus vadinama Dekarto koor-
dinačiu

‘
sistema tiesėje. Jeigu taškas X yra dešinėje pusėje, taško O atžvilgiu, tai šia

‘
koordinačiu

‘

sistema
‘

vadinsime tiesiogine, priešingu atveju- netiesiogine. Tarkime, kad A, bet koks tiesės

OX taškas. Tada skaičiu
‘
x, kuriam teisinga lygybė:

−→
OA = x i vadinsime taško A koordinate

duotoje koordinačiu
‘

sistemoje. Aǐsku, tada atstumas tarp dvieju
‘

tašku
‘
, tarkime A ir B, yra

lygus vektoriaus, jungiančio šiuos taškus, ilgiui. Jeigu A koordinatė yra x, o B koordinatė
yra y, tai tada ρ(X, Y ) = |x − y| (žr. 5.1 formulė), kadangi esant apibrėžtai koordinačiu

‘
sis-

temai tiesėje, jos taškus galime, abipus vienareikšmǐskai, sutapatinti su vektorinės erdvės R1

elementais.
Tarkime, kad duotos dvi statmenos tiesės plokštumoje. Ju

‘
susikirtimo taška

‘
pažymėki-

me raide O. Kaip ir tiesės atveju ši
‘

taška
‘

vadinsime, pradžios tašku. Tarkime, kad taškas O
yra ortu

‘
i ir j, esančiu

‘
skirtingose tiesėse, pradžios taškas. Tarkime, šiu

‘
vektoriu

‘
pabaigos

taškai X ir Y− atitinkamai. Šias tieses vadinsime tiesėmis OX (arba abscise) ir OY, (arba
ordinate) atitinkamai. Tiesiu

‘
OX ir OY sistema

‘
plokštumoje vadinama ortogonalia

‘
ja Dekarto

koordinačiu
‘

sistema. Su statmenomis tiesėmis mes susiejome reperi
‘
, kuris statmenoms tiesėms

suteikė orientacija
‘
(kryptis). Fiksuokime statu

‘
kampa

‘
tarp reperio vektoriu

‘
, tuo pačiu ir tiesiu

‘
.

Sakykime, kad tiesės OX orientacija yra tiesioginė. Tada sakysime, kad plokštumos ortogo-
nalioji Dekarto koordinačiu

‘
sistema yra tiesioginė, jeigu mažesnis kampas tarp vektoriu

‘
i, j

yra teigiamas. Priminsime, kad kampas i, j teigiamas, jeigu vektoriu
‘

i reikia sukti vektoriaus
j kryptimi, prieš laikrodžio rodykle

‘
. Kitu atveju ortogonalioji Dekarto koordinačiu

‘
sistema

bus vadinama netiesiogine. Koordinatinės ašys plokštuma
‘

dalija i
‘

keturias dalis, kurias mes
vadinsime ketvirčiais. Pirmuoju ketvirčiu vadinsime visus plokštumos taškus, kuriu

‘
abscisė ir

ordinatė yra teigiamos. Kiti ketvirčiai numeruojami eilės tvarka prieš laikrodžio rodykle
‘
.

Pastebėsime, kad bet kokio taško B padėti
‘

plokštumoje visǐskai apibrėžia vektorius
−−→
OB, o

pastarasis yra tiesinis vektoriu
‘

i, j darinys, t.y.

−−→
OB = x i + y j.

Plokštumos vektoriaus koordinates x, y vadinsime plokštumos taškoB koordinatėmis ir žymėsime
B(x, y). Tarkime, kad B(b1, b2) ir C(c1, c2) yra du plokštumos taškai. Tuomet šiuos du taškus

jungiančio vektoriaus
−−→
BC ilgis yra lygus (žr. 5.1 formule

‘
)

ρ(B,C) =
√

(c1 − b1)2 + (c2 − b2)2,

kadangi tap plokštumos tašku
‘

ir erdvės R2 vektoriu
‘

egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis
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(bijekcija). Ši
‘

skaičiu
‘

vadinsime atstumu tarp tašku
‘
B, C. Beje, pastara

‘
ja
‘

formule
‘

skaitytojas
lengvai galėtu

‘
gauti naudodamasis Pitagoro teorema!

Sakykime, kad duotos trys statmenos tiesės erdvėje. Ju
‘
susikirtimo taška

‘
pažymėkime raide

O. Ši
‘

taška
‘

vadinsime, pradžios tašku. Tarkime, kad taškas O yra reperio vektoriu
‘

i, j, k,
esančiu

‘
skirtingose tiesėse, pradžios taškas. Tarkime, šiu

‘
vektoriu

‘
pabaigos taškai X, Y, Z−

atitinkamai. Šias tieses vadinsime tiesėmis Ox, Oy ir Oz atitinkamai. Tiesiu
‘
Ox, Oy ir Oz

sistema
‘

vadinsime ortogonalia
‘
ja Dekarto koordinačiu

‘
sistema erdvėje.

Pateiksime nelabai vykusi
‘
matematiniu požiūriu, bet skaitytojui lengviau suvokiama

‘
dešininės

orientacijos sa
‘
voka

‘
. Sakysime, kad reperis α, β, γ turi dešinine

‘
orientacija

‘
, jeigu vektoriaus γ

kryptis yra tokia, kad stovint reperio vektoriu
‘
bendrame taške, vektoriaus γ kryptimi, vektorius

α yra dešinėje, o β kairėje pusėje, t.y. vektoriu
‘
α ir β sistema yra tiesioginė. Sakysime, kad

erdvės Dekarto koordinačiu
‘
sistema yra tiesioginė, jeigu reperis i, j, k turi dešinine

‘
orientacija

‘
.

Reperi
‘

susieta
‘

su koordinačiu
‘

sistema vadinsime koordinatiniu reperiu.
Kaip matuosime atstuma

‘
erdvėje? Pastebėsime, kad bet kokio taško B padėti

‘
erdvėje,

kurioje apibrėžta koordinačiu
‘

sistema, nusako vektorius
−−→
OB, o pastarasis yra tiesinis vektoriu

‘

i, j, k darinys, t.y. −−→
OB = x i + y j + z k.

Skaičius x, y, z vadinsime erdvės taško B koordinatėmis ir žymėsime B(x, y, z). Tarkime, kad
B(b1, b2, b2) ir C(c1, c2, c3) yra du erdvės taškai. Tuomet šiuos du taškus jungiančio vektoriaus
−−→
BC ilgis, o tuo pačiu ir atstumas tarp tašku

‘
B,C yra lygus (žr. 5.1 formule

‘
),

ρ(B,C) =
√

(c1 − b1)2 + (c2 − b2)2 + (c3 − b3)2.

Jeigu erdvėje (plokštumoje, tiesėje) apibrėžta koordinačiu
‘

sistema (ateityje naudosime tik
ortogonalia

‘
sias Dekarto koordinačiu

‘
sistemas), tai bet koks geometrinis vektorius abipus vien-

areikšmǐskai susietas su koordinačiu
‘

rinkiniu, t.y. ∀α ir ∀β egzistuoja realiu
‘

skaičiu
‘

trejetai
tokie, kad

α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3). (4)

Nesunku i
‘
sitikinti, kad šie realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
trejetai yra vektoriu

‘
projekcijos vienetiniu

‘
vektoriu

‘

i, j, k, kryptimis. Vadinasi

α = a1 i + a2 j + a3 k, β = b1 i + b2 j + b3 k.

Tarkime, kad A(a1, a2, a3) yra vektoriaus pradžios, o B(b1, b2, b3),− pabaigos, taškai. Tada

naudodami vektoriu
‘

sudėties taisykle
‘

gauname, kad
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA. Bet tada vektorius−→

AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3).
Remdamiesi (1) formule gauname, kad vektoriaus ilgis (atstumas nuo koordinačiu

‘
pradžios

taško iki taško A ) yra

|α| =
√
a21 + a22 + a23.

Turime, kad i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).
Tada

i · j = 0, i · k = 0, j · k = 0,

ir
i · i = 1, k · k = 1, j · j = 1,

Daugindami vektoriu
‘
α skaliarǐskai su reperio i, j, k vektoriais gauname kampus,

cosψ1 =
a1
|α|

, cosψ2 =
a2
|α|

, cosψ3 =
a3
|α|

,

kuriuos vektorius α sudaro su koordinatėmis ašimis Ox,Oy,Oz, atitinkamai.

81



Naudodamiesi geometriniu
‘
vektoriu

‘
skaliarinės sandaugos apibrė žimu ir 5.4 lygybėmis gau-

name, kad

α · β = a1b1 + a2b2 + a3b3, cosψ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

|α||β|
,

čia ψ yra kampas tarp vektoriu
‘
α ir β.

Apibrėžimas Vektoriu
‘
α ir β vektorine sandauga vadinsime vektoriu

‘
γ, kurio ilgis lygus

vektoriu
‘
α ir β ir kampo tarp ju

‘
sinuso sandaugai, be to jis statmenas vektoriu

‘
α ir β plokštumai

ir orentuotas taip, kad vektoriu
‘

trejetas α, β, γ turi dešinine
‘

orientacija
‘
.

γ = α× β = |α||β| sinψl,

čia vektorius l yra ortas, statmenas vektoriu
‘
α, β plokštumai, o vektoriu

‘
α, β, sistema turi

dešinine
‘

orientacija
‘
.

Iš pastarojo apibrėžimo ǐsplaukia, kad α× β = −(β × α).
Tarkime, kad i, j, k yra koordinatinis reperis. Tuomet

i× j = k, j× k = i, k× i = j,

i× i = 0, j× j = 0, k× k = 0. (5)

Tarkime, kad vektoriai α ir β apibrėžti (4) lygybėmis. Siūlome skaitytojui, remiantis (5)
lygybėmis i

‘
rodyti žemiau pateiktas vektoriu

‘
savybes

1) α× β = −(β × α);

2)
(
α + β

)
× γ = α× γ + β × γ;

3) α× β =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
Nesunku suprasti, kad jei vektoriai kolinerūs, tai ju

‘
skaliarinė sandauga lygi nuliui. Prisiminkime,

kad jei vektoriai statmeni, tai ju
‘

skaliarinė sandauga lygi nuliui.
Aptarsime, atkarpos dalijimo uždavini

‘
. Atkarpa yra tiesės dalis tarp dvieju

‘
tašku

‘
A,B.

Sakykime, kad minėtoji atkarpa yra erdvėje, be to šioje erdvėje apibrėžta Dekarto koordinačiu
‘

sistema. Tuomet A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2). Tarkime, kad taškas C(x, y, z) priklauso atkarpai
AB. Dalinkime atkarpa

‘
i
‘

dvi dalis taip, kad

AC

CB
= λ.

Pastebėkime, kad vektoriai
−→
AC ir

−−→
CB yra kolinerūs. Kadangi norimas atkarpu

‘
dalijimo santykis

lygus λ, tai
−→
AC = λ

−−→
CB. Prisiminkime, kad du vektoriai lygūs tada ir tik tada, kai atitinkamos

ju
‘

koordinatės yra lygios. Vadinasi

λ =
x− x1
x2 − x

, λ =
y − y1
y2 − y

, λ =
z − z1
z2 − z

.

Išsprende
‘

nežinomuosius x, y, z gauname

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2

1 + λ
. (5.6)
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Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygčiu

‘
gauname ieškomo taško koordinates. Pavyzdžiui, jeigu norime atkarpa

‘

dalyti pusiau, tai santykis λ = 1. Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygčiu

‘
gauname, kad atkarpos vidurio taško

koordinatės yra lygios:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
.

Pabaigai pastebėsime, kad λ yra norimas atkarpu
‘

dalinimo santykis. Ja
‘

i
‘
raše

‘
i
‘

(6) sistema
‘

suskaičiuojame ieškomo taško koordinates. Beje, jeigu atkarpa plokštumoje, tereikia (6) siste-
moje atmesti kintama

‘
ji
‘
z. Jeigu atkarpa yra tiesėje, tai reikia praleisti ir kintama

‘
ji
‘
y.

V. TIESĖS LYGTIS PLOKŠTUMOJE.
PLOKŠTUMOS IR TIESĖS LYGTYS ERDVĖJE

5.1 Tiesės lygtis plokštumoje

Laikysime, kad plokštumoje apibrėžta Dekarto koordinačiu
‘

sistema. Tegu α = (a, b).
Užrašykime tiesės, kuriai priklausytu

‘
taškas X0(x0, y0) ir kuri būtu

‘
statmena vektoriui α, lygti

‘
.

Sakykime, kad taškas X(x, y) yra bet koks, laisvai pasirinktas, ieškomosios tiesės taškas. Tada

vektorius
−−→
XX0 priklauso tiesei. Vadinasi, pastarasis vektorius ir vektorius α yra statmeni. Ki-

taip tariant, taškas X priklausys iekoma
‘
jai tiesei, jeigu vektorius (x−x0, y− y0) bus statmenas

vektoriui α. Užrašykime šiu
‘

vektoriu
‘

statmenumo sa
‘
lyga

‘
:

α ·
−−→
XX0 = a(x− x0) + b(y − y0) = 0. (1)

Tuomet pažymėje
‘
c = −(ax0 + by0) gauname lygybe

‘

ax+ by + c = 0. (2)

Vektoriu
‘
α = (a, b) vadinsime tiesės normaliniu vektoriumi.

Paskutinioji lygtis yra vadinama bendra
‘
ja tiesės lygtimi, plokštumoje. Panagrinėkime šia

tiesės lygti
‘

kiek plačiau. Pastebėkime, kad jei duota koordinačiu
‘

sistema, tai mes galime
vektoriu

‘
α ”valdyti.” Pavyzdžiui, pareikalaukime, kad ieškoma

‘
jai tiesei priklausytu

‘
koor-

dinačiu
‘

pradžios taškas ir visi kiti tiesės taškai priklausytu
‘

arba pirma
‘
jam arba trečia

‘
jam

ketvirčiams. Šis reikalavimas ir atlieka vektoriaus α ”valdyma
‘
”, kadangi šiuo atveju tiesė su

absice sudaro 450 laipsniu
‘

kampa
‘
, taigi vektorius α, būdamas statmenas ieškoma

‘
jai tiesei,

su absise turi sudaryti, pavyzdžiui, 1350 laipsnius (pastebėkime, kad duotai tiesei statmena
‘

vektoriu
‘

galime parinkti ne vieninteliu būdu !). Nesunku suprasti, kad šiuo atveju tinka vek-
torius α = (−a, a). Kadangi tiesei priklauso taškas (0, 0), tai naudodami (6.1) lygybe

‘
gauname,

tokia
‘

tiesės lygties formule
‘
: y = x.

Jeigu vektorius, statmenas tiesei, yra vienetinis tuomet šio vektoriaus koordinatės yra lygios
α0 = (cosψ, sinψ). Pareikalave

‘
, kad šis vektorius būtu

‘
statmenas tiesei, kuriai priklauso taškas

(x0, y0), gauname taip vadinama
‘

normaline
‘

tiesės lygti
‘

cosψx+ sinψy = x0 cosψ + y0 sinψ = p, (3)

čia p− yra atstumas nuo tiesės iki koordinačiu
‘
pradžios taško O. Atkreipsime skaitytojo dėmesi

‘

i
‘

ǐsties i
‘
domu

‘
ir paprasta

‘
rezultata

‘
. Bet apie viska

‘
ǐs eilės. Tarkime, kad taškas X0(x0, y0)

nepriklauso tiesei. Žinome, kad vienetinio vektoriaus α0 ir vektorius
−−→
OX0 skaliarinė sandauga

yra lygi vektoriaus
−−→
OXo projekcijai, vektoriaus α0 kryptimi. (Laikykime, kad tiesė skiria taškus

O ir X0. ) Pažymėkime šia
‘

projekcija
‘

raide l. Nesunku suprasti, kad skaičius l = p + d, kur p
yra atstumas nuo koordinačiu

‘
pradžios iki tiesės, o d− atstumas nuo taško X0 iki tiesės. Taigi,

(x0, y0) · (cosψ, sinψ) = p+ d arba

cosψx0 + sinψy0 = p+ d arba cosψx0 + sinψy0 − p = d. (4)
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Bet paskutinioji lygybė yra formulė, atstumui nuo bet kokio taško iki tiesės skaičiuoti. T.y.,
jei vietoje nežinomu

‘
ju

‘
x, y normalinėje tiesės lygties formulėje i

‘
rašysime taško koordinates,

gausime atstuma
‘
d nuo to taško iki tiesės.

Išspre
‘
skime ši

‘
uždavini

‘
bendrosios tiesės lygties atveju. Sakykime duota tiesės (1) lygtis.

Kaip rasti atstuma
‘

nuo bet kokio taško iki šios tiesės? Užrašykime šios lygties normaline
‘

lygti
‘
!

Kaip tai padaryti jau žinome. Reikia vienetini
‘

vektoriu
‘
, kolineru

‘
vektoriui (a, b), skaliarǐskai

padauginti su vektoriaus (x− x0, y− y0). Bet vektoriui (a, b) kolinerus, vienetinis vektorius yra

α0 =
( a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

)
.

Pastebėsime, kad šiuo atveju mes susiduriame su problema, t.y. vektorius −α taip pat kolinerus
vektoriui (a, b). Tad kuri

‘
pasirinkti? Pasirinkima

‘
nulems (4) lygybė. Kodėl? Mes turėdami

bendra
‘
ja
‘

tiesės lygti
‘

norime vektoriu
‘

(a, b) ”pritrumpinti ” ji
‘

iki vienetinio. Taigi, visus lygties
koeficientus dalijame ǐs skaičiaus±|α| taip, kad gautume (6.4) lygybės analoga

‘
. Bet (4) lygybėse

dydis −p− d yra neigiamas, kadangi p, d > 0. Todėl mums reikia parinkti toki
‘

ženkla
‘
, kad

c

±|α|
< 0.

Skaičius

M =
1

±|α|
vadinamas normuojančiu daugikliu.

Tarkime, kad žinome du A(x1, y1), B(x2, y2) plokštumos taškus. Kaip užrašyti tiesės lygti
‘
,

kuriai priklausytu
‘

šie du taškai. Visu
‘

pirma, ieškomosios tiesės bet koki
‘

taška
‘

pažymėkime

X(x, y). Tuomet nesunku suprasti, kad vektoriai
−−→
AX, ir

−−→
BX yra kolinerūs. Taigi, naudodamiesi

kolinerumo sa
‘
lyga gauname, kad egzistuoja realus skaičius k ∈ R toks, kad

(x− x1, y − y1) = k(x− x2, y − y2).

Iš paskutiniosios vektorinės lygybės gauname

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Paskutinioji lygybė reǐskia tiesės, kuriai priklauso taškai A ir B, lygti
‘
. Beje, jei kurio nors

santykio vardiklyje skirtumas bus lygus nuliui tarkime, kad y2 − y1 = 0, tai reikš, kad tiesės
tašku

‘
ordinatės yra pastovios, o tiesės lygtis yra y = y1. Perraše

‘
paskutinia

‘
ja
‘

lygybe
‘

tokiu
būdu:

x− x1
x− x2

= t,
y − y2
y − y1

= t

gauname taip vadinama
‘

parametrine
‘
, lygties plokštumoje, forma

‘
.

Rasime tiesės lygti
‘
, jei žinoma, kad taškas A(x0, y0) priklauso tiesei, be to kampas tarp tiesės

bei absisiu
‘

ašies yra θ.
Tarkime, kad X(x, y) bet koks laisvai pasirinktas tiesės taškas. Tuomet (x − x0, y − y0)

priklauso tiesei. Antra vertus, bet koks vienetinis tiesės vektorius α0 yra lygus

α0 = cos θ i + sin θ j.

Tada vienetinis vektorius, statmenas tiesei yra, pavyzdžiui, toks

β0 = cos(900 + θ) i + sin(900 + θ) j = − sin θ i + cos θ j.

Naudodamiesi (1) formule gauname, kad ieškomoji tiesės lygtis yra tokia:

− sin θ(x− x0) + cos θ(y − y0) = 0.
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Sutvarke
‘

šia
‘

lygybe
‘

gauname
y − y0 = tan θ(x− x0).

Pažymėje
‘

tan θ =: k, paskutinia
‘
ja
‘

lygybe
‘

perrašome taip

y − y0 = k(x− x0.) (6.5)

Skaičius k yra vadinamas tiesės krypties koeficientu. Jeigu duota tiesės bendroji lygtis, tai tada

y = −a
b
x− c

b
.

Remdamiesi (5) lygtimi gauname, kad k = −a/b. Taigi, jei žinoma tiesės bendroji lygtis, tai
nesunkiai galime rasti tiesės krypties koeficienta

‘
.

5.2 Tiesiu
‘

tarpusavio padėtis

Šiame skyrelyje nagrinėsime galimas tiesiu
‘

tarpusavio padėtis. Visu
‘

pirma nurodysime
sa

‘
lygas, kuomet tiesės yra lygiagrečios arba statmenos.

Nesunku suprasti, kad jei tiesės lygiagrečios, tai šiu
‘
tiesiu

‘
normaliniai vektoriai yra kolinerūs.

Sakykime tiesės apibrėžtos lygtimis

ax+ by + c = 0, a1x+ b1y + c1 = 0.

Naudodamiesi vektoriu
‘
kolinerumo salyga gauname, kad tiesės lygiagrečios tada ir tik tada, kai

a

a1
=

b

b1
.

Taigi, tiesės lygiagrečios, jeigu ju
‘

koeficientai yra proporcingi. Analogǐskai, tiesės yra stat-
menos, jeigu statmeni ju

‘
normaliniai vektoriai, t.y.

aa1 + bb1 = 0.

Pastaroji lygybė yra tiesiu
‘

statmenumo sa
‘
lyga.

Tikimės, kad skaitytojas dar prisimena, kad kampas tarp tiesiu
‘
nusakomas ne vienareikšmǐskai,

jeigu tiesės ne statmenos ir ne lygiagrečios. Per daug save
‘
s nevaržydami, kampu tarp tiesiu

‘

pavadinkime kampa
‘

tarp šiu
‘

tiesiu
‘

normaliniu
‘

vektoriu
‘
, t.y.

ψ = arccos
aa1 + bb1√

a2 + b2
√
a21 + b21

.

Aǐsku, kad jei dydis ψ > 0, tai tada pasirenkamas mažesnis ǐs kampu
‘

tarp tiesiu
‘

ir jei ψ < 0,
tai parenkamas didesnis ǐs kampu

‘
tarp tiesiu

‘
.

Šio skyrelio pabaigai norėtume pateikti keleta
‘

pastabu
‘
. Visu

‘
pirma, jei norime rasti dvieju

‘

tiesiu
‘
bendra

‘
taška

‘
, turime spre

‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘
. Ieškomasis sistemos sprendinys ir bus susikir-

timo taškas. Jei sistema sprendiniu
‘

neturi, tai tiesės lygiagrečios.
Tarkime duotos dvi susikertančios tiesės:

ax+ by + c = 0, a1x+ b1y + c1 = 0.

Raskime šiu
‘

tiesiu
‘

pusiaukampinės lygti
‘
. Atkreipsime dėmesi

‘
, kad bet koks pusiaukampinės

taškas turi savybe
‘
: - jis nuo abieju

‘
tiesiu

‘
nutole

‘
s vienodu atstumu. Ši

‘
fakta

‘
ir ǐsnaudosime.

Tarkime, kad X(x, y) yra bet koks laisvai pasirinktas pusiaukampinės taškas. Tada, kaip jau
esame minėje

‘
, atstumas nuo šio taško iki abieju

‘
kampo tiesiu

‘
vienodi, t.y.

|aMx+ bMy − p| = |a1M1x+ b1M1y − p1|.
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Perraše
‘

paskutinia
‘
ja
‘

lygybe
‘

gauname

(aM ± a1M1)x+ (bM ± b1M1)y − (p± p1) = 0,

kur ženklas ”-” parenkamas tuo atveju, kai kampui, kuri
‘

dalija pusiaukampinė, priklauso koor-
dinačiu

‘
pradžios taškas, o kitu atveju imamas ženklas ”+”. Kodėl taip yra, siūlome panagrinėti

skaitytojui.

5.3 Plokštumos lygtis

Sakykime, kad α = (a, b, c) vektorius, erdvėje. Tegu X0(x0, y0, z0) koks nors fiksuo-
tas erdvės taškas. Pareikalaukime, kad ieškoma

‘
jai plokštumai priklausytu

‘
taškas X0 ir be

to plokštuma būtu
‘

statmena vektoriui α. Tuomet bet koks ieškomosios plokštumos vektorius−−→
XX0 = (x− x0, y − y0, z − z0) turi būti statmenas vektoriui α. Taigi

α ·
−−→
XX0 = (a, b, c) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0. (6)

Iš pastarosios lygybės gauname bendra
‘
ja
‘

plokštumos lygti
‘

ax+ by + cz + d = 0. (7)

Vektoriu
‘
α vadinsime plokštumos normaliniu vektoriumi. Jeigu vektorius, statmenas plokštumai,

vienetinis
α0 = (cosψ1, cosψ2, cosψ3),

čia ψ1, ψ2, ψ3 yra kampai, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinėmis ašimis Ox,Oy,Oz,
atitinkamai, tuomet gauname plokštumos lygti

‘

x cosψ1 + y cosψ2 + z cosψ3 = p,

kuria
‘

vadinsime normaline, čia p− atstumas nuo koordinačiu
‘

pradžios iki plokštumos.
Analogǐskai, kaip ir tiesės plokštumoje atveju, norint ǐs bendrosios tiesės lygties (žr. (3))

gauti normaline
‘
, mums tereikia vektoriu

‘
α ”sutrumpinti” iki vienetinio. Tai atliekame vektori-

aus koordinates dalindami ǐs dydžio

M :=
1

±
√
a2 + b2 + c2

.

Ženklas parenkamas taip, kad dydis dM < 0. Samprotavimai visǐskai analogǐski kaip ir tiesės
plokštumoje atveju. Siūlome skaitytojui pačiam tai panagrinėti.

Rasime formule
‘

atstumui nuo taško iki plokštumos skaičiuoti. Prisiminkime, kad bet koki
‘

vektoriu
‘

daugindami (skaliarǐskai) ǐs vienetinio, gauname pirmojo vektoriaus projekcija
‘

viene-
tinio kryptimi. Tarkime, kad A0(x0, y0, z0) yra bet koks erdvės taškas. Tada skaliarinė sandauga

−→
OA · α0 = p+ d,

kur p yra atstumas nuo koordinačiu
‘

pradžios iki plokštumos, o d yra atstumas nuo taško A0

iki plokštumos, laikykime, kad plokštuma skiria taškus O ir A. Tai užtikrina, kad skaliarinė
sandauga bus teigiama. (O kaip bus, jei taškai O ir A0 yra toje pat plokštumos pusėje!)
Bet paskutinioji sakliarinė sandauga (kairioji jos pusė) yra lygi normalinei plokštumos lygties
formai, kai vietoje nežinomu

‘
ju

‘
i
‘
rašytos taško A0 koordinatės, taigi

x0 cosψ1 + y0 cosψ2 + z0 cosψ3 = p+ d.

Iš paskutiniosios lygybės gauname formule
‘

taško atstumui iki plokštumos rasti. Kitaip tariant,
norint rasti atstuma

‘
nuo taško iki plokštumos, mums reikia ǐs bendrosios plokštumos lygties
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gauti normaline
‘
. Po to, i

‘
raše

‘
nagrinėjamo taško koordinates i

‘
normaline

‘
plokštumos lygti

‘
,

gausi me koki
‘

nors skaičiu
‘
. Šio skaičiaus absoliutinė reikšmė ir bus atstumas nuo taško iki

plokštumos.
Kampu tarp dvieju

‘
plokštumu

‘
laikysime kampa

‘
tarp šiu

‘
plokštumu

‘
normaliniu

‘
vektoriu

‘
.

Taigi, kampo tarp dvieju
‘

plokštumu
‘

ax+ by + cz + d = 0, a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

kosinusas yra lygus

cosψ =
aa1 + bb1 + cc1√

a2 + b2 + c2
√
a21 + b21 + c21

.

Iš pastarosios lygybės gauname, kad plokštumos statmenos, jeigu aa1 + bb1 + cc1 = 0. Aǐsku,
kad plokštumos lygiagrečios, jeigu ju

‘
normaliniai vektoriai yra kolinerūs, todėl plokštumu

‘
ly-

giagretumo salyga
‘

galime užrašyti taip:

a

a1
=

b

b1
=

c

c1
.

Nesunku suprasti, kad plokštuma lygiagreti kuriai nors koordinatinei plokštumai, tarkime
Oxy tada ir tik tada, kai jos lygtyje koeficientai prie kintamu

‘
ju

‘
x, y yra lygūs nuliui. Visai

analogǐskai, plokštuma lygiagreti koordinatinei ašiai, tarkime Oy, jeigu koeficientas, plokštumos
lygtyje prie nežinomojo y yra lygus nuliui.

Rasime triju
‘

plokštumu
‘

bendra
‘

taška
‘
, jeigu jis egzistuoja. Norint atsakyti i

‘
ši
‘

klausima
‘
,

mes turime ǐsspre
‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0,

a3x+ b3y + c3z + d3 = 0.

Žinome, kad ši sistema gali būti nesuderinta arba suderinta. Paskutiniuoju atveju, sistema
gali turėti viena

‘
arba begalo daug sprendiniu

‘
. Beje, tuo atveju kai sistema nesuderinta, taipogi

galima kai ka
‘

pasakyti apie plokštumu
‘

tarpusavio padėti
‘
. Aptarkime šias galimybes.

1. Jeigu sistema suderinta, ir apibrėžta, tai lygčiu
‘

sistemos determinantas D yra nelygus
nuliui. Tad naudodamiesi, pavyzdžiui, Kramerio formulėmis gauname šios sistemos sprendini

‘
:

x =
D1

D
, y =

D2

D
, z =

D3

D
, (8)

kur Di, i = 1, 2, 3 yra sistemos determinantai, kuriuose i− asis stulpelis pakeistas laisvu
‘
ju

‘

nariu
‘

stulpeliu.
2. Jeigu D = 0, ir bent vienas ǐs Di 6= 0, i = 1, 2, 3, tai tada galime tokie atvejai
1) D neturi dvieju

‘
proporcingu

‘
eilučiu

‘
, t.y. sistemoje nėra dvieju

‘
lygiagrečiu

‘
plokštumu

‘
,

šiuo atveju trys plokštumos kas dvi kertasi lygiagrečiomis tiesėmis;
2) D turi dvi proporcingas eilutes, taigi šiuo atveju dvi plokštumos lygiagrečios, o trečioji

nėra lygiagreti joms.
3. D = 0 ir visi skaitikliai lygūs nuliui. Šiuo atveju susikirtimo taškai neapibrėžti, vadinasi

plokštumos turi ne viena
‘

susikirtimo taška
‘
, jos susikerta vienoje tiesėje arba plokštumoje.

Skirsime šiuos atvejus:
1) D neturi proporcingu

‘
eilučiu

‘
. Plokštumos nėra lygiagrečios, bet visos susikerta tiesėje;

2) D dvi eilutės proporcingos, ir atitinkamos dvi plokštumos sutampa, bet trečioji joms
nelygiagreti;

3) D visos eilutės proporcingos, bet visos plokštumos skirtingos. Tuomet jos visos yra
lygiagrečios;

4) D visos eilutės proporcingos bet dvi plokštumos sutampa, o trečioji skirtinga;
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5) D visos eilutės proporcingos, tada visos plokštumos sutampa.
Taigi, aptarėme galimas triju

‘
plokštumu

‘
tarpusavio padėtis.

5.4 Tiesė erdvėje

Praeitame skyrelyje mes pastebėjome, kad dvieju
‘
plokštumu

‘
susikirtimo rezultatas yra tiesė,

būtent: {
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Šia
‘

sistema
‘

vadinsime bendra
‘
ja tiesės lygties forma erdvėje.

Antra vertus, tiese
‘
erdvėje galime apibrėžti jau mums paži

‘
stamu, vektoriniu būdu. Tarkime,

kad −→s = (l,m, n) yra vektorius, o taškas (x0, y0, z0) priklauso ieškoma
‘
jai tiesei, kuri lygiagreti

fiksuotam vektoriui −→s . Tarkime, kad taškas (x, y, z) yra, bet koks, laisvai pasirinktas, šios tiesės
taškas. Tuomet vektoriai −→s ir (x−x0, y−y0, z−z0) yra kolinerūs. Taigi, teisingi tokie sa

‘
ryšiai:

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

= t.

Pastaroji lygtis vadinama tiesės kanonine lygtimi. Vektoriu
‘

−→s vadinsime, tiesės erdvėje,
lydinčiu vektoriumi. Matome, kad užrašyti tiesės kanonine

‘
lygti

‘
mums pakanka žinoti taška

‘
,

kuris priklauso tiesei ir vektoriu
‘
, kuriam lygiagreti ieškomoji tiesė. Pasinaudosime šia pastaba,

užrašydami tiesės, per du taškus, lygti
‘

erdvėje.
Tarkime, kad duoti du taškai (x1, y1, z1) ir (x2, y2, z2). Pareikalaukime, kad šie taškai priklausytu

‘

ieškoma
‘
jai tiesei. Pažymėkime

−→s = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Tegu (x, y, z), bet koks laisvai pasirinktas tiesės taškas. Tada naudodamiesi tiesės kanonine
forma gauname, kad

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Tai tiesės, per du taškus erdvėje, lygtis.
Iš kanoninės tiesės lygties gauname taip vadinama

‘
parametrine

‘
tiesės lygties forma

‘
:

x = x0 + lt,

y = y0 +mt,

z = z0 + nt.

Aptarsime metoda
‘
, kaip ǐs bendrosios tiesės lygties formos gauti kanonine

‘
.

Tarkime, kad duota bendroji tiesės lygtis{
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.
(9)

Norint užrašyti kanonine
‘
tiesės lygties forma

‘
mes galima elgtis dvejopai: pirma, rasti du taškus,

kurie priklauso plokštumu
‘

susikirtimo tiesei ir užrašyti tiesės, kuriai priklauso šie du taškai,
lygti

‘
(tai jau žinome kaip atlikti). Norint rasti plokštumu

‘
susikirtimo tiesei priklausanti

‘
taška

‘
,

pakanka vienam ǐs nežinomu
‘
ju

‘
parinkti konkrečia

‘
reikšme

‘
ir ja pakeisti parinkta

‘
nežinoma

‘
ji
‘

(9) lygčiu
‘

sistemoje. Gausime dvieju
‘

lygčiu
‘

su dviem nežinomaisiais sistema
‘
, kuria

‘
ǐssprende

‘

gausime kitu
‘
nežinomu

‘
ju

‘
skaitines reikšmes. Gautosios reikšmės, kartu su parinkta

‘
ja nežinomojo

reikšme priklausys plokštumu
‘

susikirtimo tiesei. (I
‘
sitikinkite tuo!)
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Antrasis būdas, kaip rasti tiesės kanonine
‘

lygties forma
‘

yra toks: raskime viena
‘

taška
‘

priklausanti
‘

plokštumu
‘

susikirtimo tiesei, o reikiamas vektorius −→s gali būti gautas vektorǐskai
sudauginus plokštumu

‘
normalinius vektorius α1 = (a1, b1, c1) ir α2 = (a2, b2, c2), (kodėl?) t.y.

−→s = α1 × α2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ =
( ∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ ;− ∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ).
Aptarsime tiesiu

‘
tarpusavio padėti

‘
erdvėje. Dvi tiesės erdvėje gali būti lygiagrečios, prasilenkiančios

arba gali kirstis. Viena svarbiausiu
‘

tiesiu
‘

tarpusavio padėties charakteristiku
‘

yra kampas tarp
ju

‘
. Kampu tarp tiesiu

‘
vadinsime kampa

‘
tarp šias tiesias lydinčiu

‘
vektoriu

‘
.

Jeigu −→s1 = (l1,m1, n1), o −→s2 = (l2,m2, n2) tai tada kampas tarp tiesiu
‘
randamas sprendžiant

lygti
‘
:

cosψ =
−→s1 · −→s2
|−→s1 ||−→s2 |

.

Tad dvi tiesės statmenos, jeigu

l1l2 +m1m2 + n1n2 = 0.

Tiesės lygiagrečios, jeigu jas lydintys vektoriai yra lygiagretūs. Tada lygiagretumo sa
‘
lyga

‘
galime

užrašyti taip:
l1
l2

=
m1

m2

=
n1

n2

.

Aǐsku, kad erdvėje statmenos tiesės nebūtinai susikerta. O kokia gi sa
‘
lygos turi būti ǐspildytos,

kad tiesės kirstu
‘
si arba būtu

‘
prasilenkiančios?

Pastebėsime, kad jeigu tiesės yra prasilenkiančios, tai tada jas lydintys vektoriai nebus
vienoje plokštumoje. O tai reǐskia, kad

∆ =

∣∣∣∣∣∣
l1 m1 n1

l2 m2 n2

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

beto (x1, y1, z1) ir (x2, y2, z2) yra skirtingu
‘

tiesiu
‘

taškai.
Tuo atveju, kai ∆ = 0, tai tiesės priklausys vienai plokštumai t.y., jos arba kirsis arba bus

lygiagrečios.
Tarkime, kad plokštumai priklauso dvi tiesės, kuriu

‘
lydintys vektoriai yra −→s1 ir −→s2 . Tada

plokštuma
‘

lydintis vektorius yra lygus −→n = −→s1 × −→s2 . Norint rasti tiesiu
‘
, erdvėje, susikirtimo

taška
‘

pakanka ǐsspre
‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘
, kuria

‘
sudarytu

‘
dydžiai, priklausantys abiems tiesėms,

pavyzdžiui 
x−x1
l1

= y−y1
m1

,
x−x1
l1

= z−z1
n1

,
x−x2
l2

= y−y2
m2

.

Jeigu norime rasti tiesės ir plokštumos bendra
‘

taška
‘
, mums teks ǐsspre

‘
sti sistema

‘
x = x1 + lt,

y = y1 +mt,

z = z1 + nt,

ax+ by + cz + d = 0.

Jeigu tiesės yra lygiagrečios, tai plokštumos, kurioje yra šios tiesės, normalini
‘
vektoriu

‘

−→n galime
rasti tokiu būdu:

−→n = −→s1 ×
−−−−→
M1M2,
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čia −→s1 yra vienos ǐs tiesiu
‘

lydintis vektorius, o taškai M1 ir M2 priklauso skirtingoms tiesėms.
Norint rasti tiesės erdvėje koki

‘
nors taška

‘
, pakanka parametrinėje lygties formoje parinkti

konkrečia
‘
t reikšme

‘
ir suskaičiuoti šia

‘
reikšme

‘
atitinkančias x, y, z reikšmes. Tai ir bus taško,

priklausančio tiesei, koordinatės.
Kaip skaičiuoti kampa

‘
tarp tiesės ir plokštumos? Tarkime, kad plokštumos normalinis

vektorius yra −→n = (a, b, c), o tiese
‘

lydintis vektorius yra (l,m, n). Visu
‘

pirma pastebėsime,
kad jeigu tiesė yra statmena plokštumai, tai plokštumos normalinis vektorius ir tiese

‘
lydintis

vektoriai yra lygiagretūs. Tad tiesės ir plokštumos statmenumo sa
‘
lyga

‘
galime užrašyti taip:

l

a
=
m

b
=
n

c
.

Aǐsku, kad jei tiesė ir plokštuma yra lygiagrečios, tai plokštumos normalinis ir tiese
‘
lydintis

vektoriai yra statmeni, vadinasi tiesės ir plokštumos lygiagretumo sa
‘
lyga yra tokia:

la+mb+ nc = 0.

Aptarkime kaip apskaičiuoti kampa
‘
tarp tiesės ir plokštumos. Visu

‘
pirma, kampas tarp tiesės ir

plokštumos, tai kampas tarp tiesės ir jos projekcijos plokštumoje. Tačiau pagrindinis plokštuma
‘

charakterizuojantis dydis yra jos normalinis vektorius. Aǐsku, kad plokštumos normalinis vek-
torius ir tiesės projekcija plokštumoje yra statmeni. Vadinasi, jeigu kampas tarp tiesės ir
plokštumos normalinio vektoriaus yra lygus 900−ψ, tai tada kampas tarp tiesės ir plokštumos
lygus ψ. Tada kampas tarp tiesės ir plokštumos bus skaičiuojamas tokiu būdu:

cos{900 − ψ} = sinψ =
al + bm+ cn√

a2 + b2 + c2
√
l2 +m2 + n2

.

5.5 Tiesinės nelygybės

Apibrėžimas Tiesine nelygybe (toliau trumpinsime t.l.) su n nežinomu
‘
ju

‘
vadinsime

nelygybe
‘
:

n∑
j=1

ajxj ≤ b,

čia aj, b ∈ Q, aj, j vadinami nelygybės koeficientais, b− lygties laisvuoju nariu, xj j− lygties
nežinomaisiais.

Reǐskinys 4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 ≤ 7 yra tiesinė nelygybė su keturiais nežinomaisiais.
Apibrėžimas Racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
(l1, . . . , ln) vadinsime t. nelygybės sprendiniu,

jeigu šis rinkinys tenkina nelygybe
‘
:

n∑
j=1

ajlj ≡ b.

Kitaip tariant, minėtasis rinkinys vadinamas sprendiniu, jeigu nelygybėje nežinomu
‘
ju

‘
vietoje

i
‘
raše

‘
ši
‘

rinkini
‘

gauname teisinga
‘

skaitine
‘

nelygybe
‘
.

Pavyzdžiui skaičiu
‘

rinkinys (1, 0, 2) yra lygties 2x1 − 4x2 + 5x3 ≤ 12 sprendinys, kadangi
12 ≤ 12.

Ateityje nagrinėsime tik dvieju
‘

kintamu
‘
ju

‘
tiesines lygtis bei nelygybes. Skaitytojui prim-

insime, kad dvieju
‘

kintamu
‘
ju

‘
tiesinė lygtis yra tiesės lygtis plokštumoje ax + by + c = 0. Ši

tiesė plokštuma
‘

dalija i
‘

tris dalis ir kiekvienos dalies taškai, tiesės atžvilgiu, tenkina ta
‘

pačia
‘

savybe
‘
, t.y. vienos plokštumos dalies taškus i

‘
raše

‘
i
‘

tiesės lygti
‘

gausime neigiamas skaitines
reikšmes, kitos plokštumos dalies taškus i

‘
raše

‘
i
‘
tiesės lygti

‘
gautume teigiamas reikšmes, o trečios

dalies taškai priklauso tiesei ir juos i
‘
raše

‘
gautume skaitine

‘
reikšme

‘
lygia

‘
nuliui. Iliustruokime

pavyzdžiu. Tarkime, kad duota tiesinė lygtis

x+ y − 3 = 0
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žr. paveikslėlis apačioje. + ženklas žymi plokštumos dali
‘
, kurios taškus i

‘
raše

‘
i
‘

tiesės lygti
‘

gausime teigiamas skaitines reikšmes- − neigiamas skaitines reikšmes.

Nesunku suprasti, kad jei reikia nurodyti dvieju
‘

nežinomu
‘
ju

‘
tiesinės nelygybės sprendiniu

‘

aibe
‘
, tai pakanka nurodyti pusplokštume

‘
, kurios taškai tenkina nurodyta

‘
nelygybe

‘
. Pavyzdžiui

nelygybės

x+ y − 3 ≤ 0

sprendiniu
‘

aibe
‘

sudaro pusplokštumės dalis, kurios taškuose i
‘
gyjama neigiama reikšmė.

Apibrėžimas Funkcija
‘
f(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · · + anxn + a0, ai ∈ R, i = 0, . . . , n,

vadinsime tiesine n− kintamu
‘
ju

‘
funkcija.

Pavyzdžiui, funkcija
‘
f(x, y) = ax+by+c, a, b, c yra realūs skaičiai, vadinsime tiesine dvieju

‘

kintamu
‘
ju

‘
funkcija, o f(x, y, z) = ax + by + cz + d, a, b, c, d yra realūs skaičiai, vadinsime

tiesine triju
‘

kintamu
‘
ju

‘
funkcija.

Tarkime, kad duota tiesinė funkcija f(x, y) = ax + by + c. Tada lygti
‘
f(x, y) = d, d−

realus skaičius vadinsime tiesinės funkcijos lygio linija. Pastebėsime, kad tiesinės funkcijos
lygio linija yra tiesė. Taigi, su kiekviena tiesine funkcija galime susieti begalo daug lygio liniju

‘
.

Kiekvienos lygio linijos taškuose tiesinė funkcija i
‘
gyja pastovias reikšmes. Jeigu su tiesine

funkcija susiejame lygio linija
‘

f(x, y) = 0,

tai šios lygio linijos taškuose tiesinės funkcijos reikšmės lygios nuliui. Vadinasi ši lygio linija
dalija plokštuma

‘
i
‘

dvi dalis taip, kad vienoje plokštumos dalyje tiesinės funkcijos reikšmės yra
teigiamos, o kitoje neigiamos. Dar daugiau, tiesinės funkcijos reikšmės yra pastovios tiesėse,
lygiagrečiose tiesei ax+ by = 0 ir tolstant nuo minėtos lygio linijos + pusplokštumėje funkcijos
reikšmės didėja, o − pusplokštumėje- mažėja. Tai kas buvo pasakyta reikia turėti omenyje, kai
ieškome tiesinės funkcijos didžiausios arba mažiausios reikšmės kokioje nors plokštumos dalyje.

Apibrėžimas Tiesiniu
‘

nelygybiu
‘

aibe
‘
:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≤ b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≤ bm,

vadinsime m tiesiniu
‘

nelygybiu
‘
, su n nežinomaisiais, sistema.

Panagrinėkime pavyzdi
‘
. Tarkime, kad duota tiesiniu

‘
nelygybiu

‘
sistema

x+ y ≤ 100 (a),

x+ 2y ≤ 160 (b),

2x+ y ≤ 180 (c),

x, y ≥ 0.
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Tada šios nelygybiu
‘

sistemos sprendiniu
‘

aibė geometrǐskai pavaizduota pav. apačioje.

Pastebėsime tai, kad kai ieškome dvieju
‘
kintamu

‘
ju

‘
funkcijos didžiausios ir mažiausios reikšmiu

‘

kokioje nors ǐskiloje srityje (sritis ǐskila, jei bet kokios šios srities taškus galima sujungti tiese
priklausančia šiai sričiai), tai pakanka nustatyti šios srities visus kampinius taškus, kurie yra
tiesiu

‘
susikirtimo taškai ir radame tiesinės funkcijos visas reikšmes šiuose taškuose. Iš šiu

‘
tašku

‘

ǐsrinke
‘

didžiausia
‘

ir mažiausia
‘

reikšmes tuo pačiu nustatome ir ekstremalias funkciju
‘

reikšmes.
Aptarkime algoritma

‘
, kaip rasti dvieju

‘
kintamu

‘
ju

‘
tiesinės funkcijos maksimalia

‘
(minimalia

‘
)

reikšmes nurodytoje plokštumos dalyje, kuri yra nelygybiu
‘

sistemos sprendiniu
‘

aibė.
Tarkime duota tiesinė funkcija f(x, y) = ax+by+c. Raskime šios tiesinės funkcijos didžiausia

‘

ir mažiausia
‘

reikšmes nelygybiu
‘

sistemos
a11x+ a12y ∼ b1,

a21x+ a2y ∼ b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

am1x+ am2y ∼ bm,

ai1, ai2, bi ∈ R,

o simbolis ∼ reǐskia viena
‘

ǐs simboliu
‘
≤,≥,=, <,> .

Algoritmas
1. Tiesiniu

‘
nelygybiu

‘
sistemoje esančias nelygybes keičiame lygybėmis ir gauname tiesiu

‘

lygtis.
2. Šias tiesiu

‘
lygtis braižome plokštumoje ir tuo pačiu nurodome tiesiniu

‘
nelygybiu

‘
sprendiniu

‘

sritis.
3. Plokštumoje pažymime šia

‘
sriti

‘
.

4. Surandame visu
‘

tiesiu
‘

susikirtimo taškus.
5. Randame tiesinės funkcijos reikšmes visuose susikirtimo taškuose.
6. Iš reikšmiu

‘
, suskaičiuotu

‘
5. dalyje ǐsrenkame didžiausia

‘
ir mažiausia

‘
. Šios reikšmės ir

bus ieškomosios.

Pastaba Paprastai sprendžiant ši
‘

uždavini
‘

visu
‘

susikirtimo tašku
‘

rasti nereikia, kadangi
šis darbas gana varginantis. Paprastai pakanka rasti ne daugiau negu dvieju

‘
tiesiu

‘
susikirtimo

taškus, kurie ieškomi priklausomai nuo to, kaip plokštumoje yra ǐssidėste
‘
s lygio linijos f(x, y) =

0 grafikas. Nubrėžus ši
‘

grafika
‘

tampa aǐsku kuria kryptimi tiesinė funkcija didėja, o kuria
mažėja.

Panagrinėkime pavyzdi
‘
. Tarkime, kad duota tiesiniu

‘
nelygybiu

‘
sistema

x+ y ≤ 2 (a),

2x− y ≤ 4 (b),

−3x+ y ≤ 1 (c).

Raskime funkcijos f(x, y) = 3x + 2y + 6 didžiausia
‘

ir mažiausia
‘

reikšmes nelygybiu
‘

sistemos
sprendiniu

‘
aibėje. Randame nelygybiu

‘
sistemos sprendiniu

‘
aibe

‘
reprezentuojančia

‘
plokštumos
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sriti
‘

ir nubrėžiame lygio linija
‘

3x + 2y + 6 = 0 pav. žemiau. + ženklu pažymime plokštumos
dali

‘
, kurioje nagrinėjama tiesinė funkcija teigiama (yra didėjanti, tolstant nuo lygio linijos), o

kitoje - mažėjanti.

Nesunku suprasti, kad nagrinėjama funkcija maksimalia
‘
reikšme

‘
i
‘
gyja taške A, o minimalia

‘
-

taške B. Taško A koordinatės akivaizdžios, t.y. (2, 0), o taško B gaunamos sprendžiant sistema
‘
:{

−3x+ 2y = 2,

2x− y = 4
.

Išsprende
‘

gauname, kad B(−5,−14).
Vadinasi

max
D

f(x, y) = f(A) = f(2, 0) = 18, min
D

f(x, y) = f(B) = f(−5,−14) = −26.

Teoriniai klausimai

1. Dekarto koordinačiu
‘

sistema Euklidinėse erdvėse R, R2, R3.
2. Skaliarinės sandaugos savybės. Vektorinė sandauga ir jos savybės.
3. Skaliarinės ir vektorinės sandaugos taikymai. Mǐsri sandauga.
4. Tiesė plokštumoje. Tiesės lygties i

‘
vairios formos. Tiesiu

‘
tarpusavio padėtis.

5. Plokštumos lygtis. Plokštumos lygties i
‘
vairios formos.

6. Plokštumu
‘

tarpusavio padėtis.
7. Tiesė erdvėje. Tiesės lygties i

‘
vairios formos.

8. Tiesės ir plokštumos tarpusavio padėtis.

Uždaviniai savarankǐskam darbui

2. Duoti vektoriai α = − i + 2 j + 4 k ir β = − j + 3 k ir γ = 4 i − j + 3 k. Raskite
vektoriaus δ = α − β − 3γ ilgi

‘
, jo vienetini

‘
vektoriu

‘
, bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su

koordinatinėmis ašimis.

Ats: |δ| =
√

269;

δ0 = (
13√
269

,
6√
269

,
8√
269

), cosφ1 = − 13√
269

; cosφ2 =
6√
269

, cosφ3 = − 8√
269

.

3. Atkarpa
‘
AB, taškai P (2, 5,−3), Q(−3, 3, 1) dalija i

‘
tris lygias dalis. Raskite tašku

‘
A ir

B koordinates.

Ats: A(7, 7, 7), B(−8, 1, 5).
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4. Taškai A(3,−3), D(2, 0) yra dvi gretimos kvadrato ABCD viršūnės. Raskite likusiu
‘

viršūniu
‘

koordinates.

Ats: B(6,−2), C(5, 1) arba B′(0,−4), C ′(−1,−1).
5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: α = (2,−4, 3) ir β = (3, 1,−1), γ = (0,−1, 3). Raskite

šiu
‘

vektoriaus α− γ projekcija
‘

vektoriaus β kryptimi.

Ats: 3√
11
.

6. Kokia turi būti parametro m reikšmė, kad kampas tarp vektoriu
‘
α = (−2,m, 0) ir

β = (−2, 0, 2) būtu
‘

lygus 600.

Ats: m = ±2.
7. Vektoriai

α = (1,−3, 4), β = (0, 2,−4

yra lygiagretainio kraštinės. Raskite kampa
‘

tarp lygiagretainio i
‘
strižainiu

‘
.

Ats: φ = arccos(1/
√

5).
8. Tarkime, kad vektoriai

α = (2, 2,−4), β(6,−1,−1), γ = (1, 1, 1)

yra trikampės piramidės briaunos. Apskaičiuokite šios piramidės tūri
‘
.

Ats: V = 7.

9. Ar duotieji taškai yra vienoje plokštumoje?

(2, 3, 9), (−8, 3,−1), (2, 2, 6), (−5, 1,−2).

Ats: Taip

10. Tarp vektoriu
‘
α ir β yra 450 kampas. Be to žinoma, kad |α| = 2, o |β| = 5.Apskaičiuokite

vektoriaus
(2α− β)× (α− 2β)

ilgi
‘
.
Ats: |(2α− β)× (α− 2β)| = 8.

Vektorius δ yra statmenas vektoriams α = (4,−2,−3) ir β = (0, 1, 3). Vektorius δ su ašimi
Oy sudaro buka

‘
kampa

‘
. Rasti vektoriaus δ koordinates, jei |δ| = 26.

Ats: δ = (−6,−24, 8).

1. Kokia turi būti parametro a reikšmė, kad tiesės

2x− 3y + 1 = 0, x+ ay − 8 = 0

būtu
‘
: a) lygiagrečios; b) statmenos; c) sudarytu

‘
φ = arctg(−3/2) kampa

‘
.

Ats: a) a = −3/2; b) a = 2/3; c) a = 12/5 arba a = 0.

2. Yra žinoma, kad tiesei priklauso taškas (0, 5; 5) ir be to ieškomoji tiesė su tiese 3x+2y−1 =
0 sudaro kampa

‘
, kuris lygus 1350. Sudarykite šios tiesės lygti

‘
.

Ats: 10x− 2y + 5 = 0, 2x+ 10y − 51 = 0.

3. Duota tiesė x+2y−4 = 0 ir taškas (−1,−5). Raskite šio taško projekcija
‘
duotoje tiesėje,

bei šiam taškui simetrǐsko, šios tiesės atžvilgiu, taško koordinates.
Ats: (2; 1), (5; 7).

4. Jei tiesės 4x− 3y = −5 ir 2x− 1, 5y = −3 yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘

tarp ju
‘
.

Ats: 1/5.

5. Sakykime, kad trikampio viršūniu
‘

koordinatės yra tokios:

A(−3, 1), B(5, 3), C(0, 7).
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Sudarykite a) kraštinės AB, b) pusiaukraštinės AB, c) aukštinės AG, d) vidurio linijos,
lygiagrečios kraštinei AB, e) tiesės einančios per viršūne

‘
B ir lygiagrečios kraštinei BC, lygtis.

Ats: a) x− 4y + 7 = 0; b) 8x− 11y + 35 = 0; c) 5x− 4y + 19 = 0; d) 2x− 8y + 35 = 0;
e) 4x+ 5y + 7 = 0;

6. Tarkime, kad duotos trikampio kraštiniu
‘

lygtys:

x+ 6y + 2 = 0(AB), 3x+ 2y − 10 = 0(BC), 5x− 2y + 10 = 0(CA).

Raskite: a) pusiaukraštinės BE ilgi
‘
; b) aukštinės BH ilgi

‘
; c) kampo ABC dydi

‘
; d) trikampio

plota
‘
; f) trikampio perimetra

‘
; e) apibrėžtinio apskritimo centra

‘
bei spinduli

‘
.

Ats: a)
√

149/2; b) 32/
√

29; c) φ = arccos(15/
√

481;
d) (
√

13 + 3
√

37)x+ (6
√

13 + 2
√

37)y + (2
√

13− 10
√

37) = 0;

e) 16m2; f) P =
√

37 + 2
√

13 +
√

29; g) O(43
32

; 25
16

), r =
√
29
2
.

7. Sudarykite plokštumu
‘
, kurios tenkina sa

‘
lygas: a) plokštumai priklauso taškas (1;−2; 0),

o ji statmena vektoriui α = (4; 0;−2); b) plokštumai priklauso taškai

(3; 2; 0), (−3; 1; 1), (−1,−1, 4);

c) plokštumai priklauso taškas (2;−4; 3), o ji lygiagreti plokštumai

2x+ y − z + 5 = 0;

d) plokštumai priklauso taškas (5; 1;−1), o ji statmena susikertančioms plokštumoms

x+ 3y + 5z − 5 = 0, x− y + z + 6 = 0,

lygtis.
Ats: a) 2x − z − 2 = 0; b) x − 20y − 14z + 37 = 0; c) 2x + y − z + 3 = 0; d)

2x+ y − z − 12 = 0.

8. Jei plokštumos

3x+ 2y + 6z − 1 = 0, 6x+ 4y + 12z + 5 = 0

yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘

tarp ju
‘

Ats: d = 0, 5.

9. Kokios turi būti parametru
‘
m ir n reikšmės, kad plokštumos

x− 2y − 2z = 6,

4x+ y + 3z = n,

x+ y −mz = 1,

a) turėtu
‘

viena
‘

bendra
‘

taška
‘
; b) eitu

‘
per viena

‘
tiese

‘
; c) poromis kirsdamosi sudarytu

‘
tris

lygiagrečias tieses.
Ats: a) m 6= −5/3; b) m = −5/3; n = 9 c) m = −5/3; n 6= 9.

10. Sudarykite tiesiu
‘

erdvėje a) kuriai priklauso taškas (2,−2, 3) ir kuri lygiagreti vektoriui
α = (4,−6, 3); b) per du taškus (−3, 1,−4) ir (5,−1, 1), lygtis.

Ats:

a)
x− 2

4
=
y + 2

−6
=
z − 3

3
, b)

x+ 3

8
=
y − 1

−2
=
z + 4

5
.

11. Raskite tiesės {
2x− 3y + z − 1 = 0,

x+ y − 5z + 2 = 0,
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parametrines bei kanonines lygtis.
Ats:

x+ 1

14
=
y + 1

11
=
z

5
,

x = 14t− 1;

y = 11t− 1;

z = 5t.

12. Jeigu tiesės yra prasilenkiančios, tai raskite atstuma
‘

bei kampa
‘

tarp tiesiu
‘
:

{
3x− 4y − 2z = 0,

2x+ y − 2z = 0,
ir


x = −2t− 3,

y = −4,

z = 3t+ 2.

Ats: φ = arccos(
√

13/15); d = 99/
√

689.

13. Raskite plokštumos x− 3y − z + 5 = 0 ir tiesės{
x− y + 6z − 7 = 0,

x+ 2y − 3z + 1 = 0,

bendra
‘

taška
‘

ir kampa
‘

tarp ju
‘
.

Ats: (1/3; 4/3; 4/3), φ = arcsin(13/
√

209).

14. Sudarykite plokštumos, a) kuriai priklauso taškas (1, 4,−3) ir tiesė

x− 5

3
=
y + 1

−2
=
z − 2

1

b) kuriai priklauso taškas (1, 4,−3) ir lygiagreti tiesėms

x− 2

1
=
y − 3

−1
=
z

3
,


x = 2t,

y = 3t− 1,

z = −2t− 3,

lygtis.
Ats: a) 5x+ 11y + 7z − 28 = 0; b) 7x− 8y − 5z − 19 = 0.

15. Sudarykite plokštumos, kuriai priklauso dvi lygiagrečios tiesės

x− 2

4
=
y + 3

6
=
z − 4

−8
ir

x

−2
=
y − 1

−3
=
z + 2

4
.

lygti
‘
.

Ats: x− 10y − 7z − 4 = 0.

16.
1) Raskite funkcijos f(x, y) = 10x+ 12y maksimalia

‘
reikšme

‘
srityje

x+ y ≤ 60,

x− 2y ≥ 0,

x, y ≥ 0.
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2) Raskite funkcijos f(x, y) = 4x− 6y maksimalia
‘

reikšme
‘

srityje
y ≤ 7,

3x− y ≤ 3,

x+ y ≥ 5,

x, y ≥ 0.

3) Raskite funkcijos f(x, y) = 7x+ 3y minimalia
‘

reikšme
‘

srityje
3x− y ≥ −2,

x+ y ≤ 9,

x− y = −1,

x, y ≥ 0.

4) Raskite funkcijos f(x, y) = 2x+ y minimalia
‘

reikšme
‘

srityje
3x+ y ≥ 3,

4x+ 3y ≥ 6,

x+ 2y ≥ 2,

x, y ≥ 0.

5) Raskite funkcijos f(x, y) = 10x+ 2y maksimalia
‘

reikšme
‘

srityje
x+ 2y ≥ 4,

x− 2y ≥ 0,

x, y ≥ 0.

Ats: 1) fmax(40, 20) = 640; 2) fmin(2, 3) = −10; 3) fmax(0, 1) = 3;
4) fmin(0.6, 1.2) = 2.4; 5) fmax = ∞ (neegzistuoja nes funkcija šioje srityje

neapibrėžta).

17. Statybinius i
‘
rankius gaminantis verslininkas gamina dvieju

‘
rūšiu

‘
i
‘
rankius A ir B. Kiek-

vienam i
‘
rankiui pagaminti yra naudojamos dvi staklės S1 ir S2 bei baigiamuosius žingsnius

atliekantys darbuotojaiD. Žemiau pateiktoje lentelėje pateikiamos darbo laiko sa
‘
naudos reikalin-

gos i
‘
rankiams pagaminti:

S1 S2 D

A 2 1 1

B 1 1 1

18.Žinoma, kad per savaite
‘

pirmosios staklės gali dirbti ne daugiau negu 70h, antrosios
staklės ne daugiau negu 40h ir baigiamuosius darbus atliekantys darbininkai ne daugiau negu
90h. Pardavus pirma

‘
ji
‘
i
‘
ranki

‘
A gaunamas 40Lt pelnas, o antra

‘
ji
‘
60Lt pelnas. Nustatykite, kiek

ir kokiu
‘

i
‘
rankiu

‘
reikėtu

‘
pagaminti per savaite

‘
, kad pelnas būtu

‘
didžiausias. Koks šiuo atveju

bus pelnas?

Ats: 15A, 25B. Pelnas 2100Lt.
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19. Gamykla ǐs dvieju
‘
rūdos rūšiu

‘
R1, R2 ǐsskiria dvi metalu

‘
rūšis: metala

‘
A ir B atitinka-

mai. Lentelėje yra pateikiami kiek kg. metalo yra ǐsskiriama ǐs vienos tonos rūdos bei apačioje
nurodyti kaštai (K):

R1 R2

A 100 200

B 200 50

K 50 60

.

Gamykla privalo pagaminti ne mažiau negu 3 tonas metalo A ir 2.5 tonos metalo B. Nus-
tatykite kiek ir kokio metalo turi būti pagaminta, kad kaštai būtu

‘
minimalūs. Raskite šiuos

minimalius kaštus.

Ats: 10tA, 10tB. Pelnas 1100Lt.

Užduotys namu
‘

darbams

1. Lygiagretainio ABCD i
‘
strižainės susikerta taške M. Naudodami vektoriu

‘
veiksmus

užrašykite vektoriu
‘

−−→
MD vektoriais

−→
AB ir

−−→
AD.

2. Duoti vektoriai α = 2 i− 3 j ir β = i + 4 j− 3 k. Raskite vektoriaus δ = 2β − α ilgi
‘
, jo

vienetini
‘

vektoriu
‘
, bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinėmis ašimis.

3. Raskite du taškus, kurie atkarpa
‘
AB, A(1,−3, 4), B(4, 3, 2) dalija i

‘
tris lygias dalis.

4. Taškai A(−1,−3), D(−2, 0) yra dvi gretimos kvadrato ABCD viršūnės. Raskite likusiu
‘

viršūniu
‘

koordinates.

5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: α = (4, 1,−2) ir β = (0,−3, 1). Raskite šiu
‘

vektoriu
‘

skaliarine
‘
bei vektorine

‘
sandaugas, kampa

‘
tarp vektoriu

‘
, bei vektoriaus α projekcija

‘
vektoriaus

β kryptimi.

6. Kokia turi būti parametro m reikšmė, kad kampas tarp vektoriu
‘
α = (−2,m, 0) ir

β = (−2, 0, 2) būtu
‘

lygus 600.

7. Taškai
A(1,−1, 2), B(4,−6, 1), C(2, 1, 0)

yra lygiagretainio viršūnės. Raskite lygiagretainio aukštines, bei kampa
‘

tarp lygiagretainio
i
‘
strižainiu

‘
.

8. Tarkime, kad vektoriai

α = (−2,−3, 5), β(7,−3, 1), γ = (2,−3, 5)

yra trikampės piramidės briaunos. Apskaičiuokite šios piramidės tūri
‘
.

9. Ar duotieji taškai yra vienoje plokštumoje?

(2, 3, 9), (−8, 3,−1), (1, 0, 2), (−5, 1,−2).

10. Tarp vektoriu
‘
α ir β yra 450 kampas. Be to žinoma, kad |α| = 2, o |β| = 5.Apskaičiuokite

vektoriaus
(2α− β)× (α− 2β)

ilgi
‘
.
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11. Duoti trys taškai
A(−6, 5), B(3,−2), C(0,−1).

Raskite taška
‘

vienodai nutolusi
‘

nuo duotu
‘
ju

‘
tašku

‘
.

12. Per taškus
A(−1, 3), B(0, 2), C(1,−1)

nubrėžtas apskritimas. Raskite šio apskritimo centra
‘

bei spinduli
‘
.

13. Kokia turi būti parametro a reikšmė, kad tiesės

2x− ay + 5 = 0, x+ 3y − 4 = 0

būtu
‘
: a) lygiagrečios; b) statmenos; c) sudarytu

‘
450 kampa

‘
.

Užrašykite antrosios tiesės kryptine
‘
, ašine

‘
, bei normalia

‘
ja
‘

lygties formas.

14. Yra žinoma, kad tiesei priklauso taškas (2, 3) ir be to ieškomoji tiesė su tiese 9x−3y+2 =
0 sudaro kampa

‘
, kuris lygus arctan(5/2). Sudarykite šios tiesės lygti

‘
.

15. Duota tiesė 3x − 5y − 21 = 0 ir taškas (5,−8). Raskite šio taško projekcija
‘

duotoje
tiesėje, bei šiam taškui simetrǐsko, šios tiesės atžvilgiu, taško koordinates.

16. Jei tiesės x− y = 0 ir −3x+ 3y = 8 yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘

tarp ju
‘
.

17. Sakykime, kad trikampio viršūniu
‘

koordinatės yra tokios:

A(2,−3), B(3, 3), C(−1, 4).

Sudarykite a) kraštinės BC, b) pusiaukraštinės BE, c) aukštinės BH, d) vidurio linijos,
lygiagrečios kraštinei BC, e) kampo B pusiaukampinės, lygtis.

18. Tarkime, kad duotos trikampio kraštiniu
‘

lygtys:

4x− y − 7 = 0(AB), x+ 3y − 31 = 0(BC), x+ 5y − 7 = 0(CA).

Raskite: a) pusiaukraštinės BE ilgi
‘
, b) aukštinės BH ilgi

‘
, c) kampo ABC dydi

‘
, d) trikampio

plota
‘
, e) apibrėžtinio apskritimo centra

‘
bei spinduli

‘
.

19. Sudarykite plokštumu
‘
, kurios tenkina sa

‘
lygas: a) plokštumai priklauso taškas (2, 2,−4),

o ji statmena vektoriui α = (3, 2,−4); b) plokštumai priklauso taškai

(2, 1,−1), (−1, 0, 2), (1, 2,−1);

c) plokštumai priklauso taškas (1, 1,−1), o ji lygiagreti plokštumai

x− y + z − 3 = 0;

d) plokštumai priklauso taškas (−, 3, 2), o ji statmena susikertančioms plokštumoms

x+ 2y − 3z − 4 = 0, 2x− y − z + 3 = 0,

lygtis.

20. Jei plokštumos

6x− 2y − 6z + 3 = 0, −6x+ 2y + 6z − 1 = 0

yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘

tarp ju
‘
. Kokiuose taškuose pirmoji plokštuma kerta koor-

dinatines ašis?

21. Kokios turi būti parametru
‘
m ir n reikšmės, kad plokštumos
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x− 2y − 2z = 6,

2x+ y + 3z = n,

3x+ y −mz = 1,

a) turėtu
‘

viena
‘

bendra
‘

taška
‘
; b) eitu

‘
per viena

‘
tiese

‘
; c) poromis kirsdamosi sudarytu

‘
tris

lygiagrečias tieses.

22. Sudarykite tiesiu
‘

erdvėje a) kuriai priklauso taškas (1,−2, 3) ir kuri lygiagreti vektoriui
α = (4,−1, 3); b) per du taškus (−3, 3,−4) ir (2,−1, 1), lygtis.

23. Raskite tiesės {
x− 4y − 2z = 0,

2x+ y − z = 0,

parametrines bei kanonines lygtis. Raskite kampa
‘

tarp šiu
‘

plokštumu
‘
.

24. Jeigu tiesės yra prasilenkiančios, tai raskite atstuma
‘

bei kampa
‘

tarp šiu
‘

tiesiu
‘
:{

3x− 4y − 2z = 0,

2x+ y − 2z = 0,

ir 
x = −4t− 3,

y = −4,

z = 6t+ 2.

25. Raskite plokštumos 2x− 3y − z + 5 = 0 ir tiesės{
x− y + 2z − 7 = 0,

x+ 2y − 3z + 1 = 0,

bendrus taškus, jei jie egzistuoja.

26. Sudarykite plokštumos, a) kuriai priklauso taškas (1, 4,−3) ir tiesė

x− 5

4
=
y + 1

−2
=
z − 2

1

b) kuriai priklauso taškas (1, 0,−3) ir lygiagreti tiesėms

x

3
=
y + 1

−2
=
z

1
,


x = −2t,

y = −4,

z = 3t+ 2,

lygtis.
27. Sudarykite plokštumos, kuriai priklauso dvi lygiagrečios tiesės

x

4
=

y

12
=
z − 4

−8
ir

x

−1
=
y − 1

−3
=
z + 2

2
.

lygti
‘
.

28.
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1) Raskite funkcijos f(x, y) = x+ 2y + 1 maksimalia
‘

reikšme
‘

srityje
x+ y ≤ 6,

x− 2y ≥ 0,

x, y ≥ 0.

2) Raskite funkcijos f(x, y) = 2x+ y minimalia
‘

reikšme
‘

srityje
3x− y ≥ −4,

x+ y ≤ 5,

x− y ≤ 3,

x, y ≥ 0.

29. Statybinius i
‘
rankius gaminantis verslininkas gamina dvieju

‘
rūšiu

‘
i
‘
rankius A ir B. Kiek-

vienam i
‘
rankiui pagaminti yra naudojamos dvi staklės S1 ir S2 bei baigiamuosius žingsnius

atliekantys darbuotojaiD. Žemiau pateiktoje lentelėje pateikiamos darbo laiko sa
‘
naudos reikalin-

gos i
‘
rankiams pagaminti:

S1 S2 D

A 3 2 1

B 2 2 1

Žinoma, kad per savaite
‘

pirmosios staklės gali dirbti ne daugiau negu 40h, antrosios staklės
ne daugiau negu 30h ir baigiamuosius darbus atliekantys darbininkai ne daugiau negu 50h.
Pardavus pirma

‘
ji
‘

i
‘
ranki

‘
A gaunamas 20Lt pelnas, o antra

‘
ji
‘

40Lt pelnas. Nustatykite, kiek ir
kokiu

‘
i
‘
rankiu

‘
reikėtu

‘
pagaminti per savaite

‘
, kad pelnas būtu

‘
didžiausias. Koks šiuo atveju bus

pelnas?

30. Gamykla ǐs dvieju
‘
rūdos rūšiu

‘
R1, R2 ǐsskiria dvi metalu

‘
rūšis: metala

‘
A ir B atitinka-

mai. Lentelėje yra pateikiami kiek kg. metalo yra ǐsskiriama ǐs vienos tonos rūdos bei apačioje
nurodyti kaštai (K):

R1 R2

A 600 500

B 400 100

K 60 30

.

Gamykla privalo pagaminti ne mažiau negu 4 tonas metalo A ir 3 tonos metalo B. Nus-
tatykite kiek ir kokio metalo turi būti pagaminta, kad kaštai būtu

‘
minimalūs. Raskite šiuos

minimalius kaštus.
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