LAUKO TEORIJOS ELEMENTAI
8.1 Dualios vektoriu bazés

Sakykime ry,ro, r3 trimatés erdvés bazé. Trys vektoriai sudaro baze, jeigu jie yra nekomplanarts, t. y.
neguli vienoje plokStumoje. Zinome, kad rq, ro, r3 neguli vienoje plokstumoje tada ir tik tada, kai ju misrioji
sandauga [rirars] # 0. Jei

r1 = (T1591521),
ro = (2;92; 22),

r3 = (23;y3;23),

tai
T Y1 A
[1‘11‘21'3] = |T2 Y2 =22
T3 Ys =23

Bazé r',r?, r3 vadinama dualia bazei ri,rs, 13, kai teisingos lygybés

k k 1, ka1l=k, .
it =0 = . k=1,2,3.
it v {O, kai i # k; ! (1)

skaliariné sandauga

Nesunku jsitikinti, kad (1) lygybé vienareik$miskai nusako dualia baze duotai bazei ri,rs,r3. Galima
irodyti, kad
vektoriné sandauga

1 ro XT3 2 r3 Xrp 3 rs Xro

I — r = —— r = —m.
[1‘11‘21‘3] ’ [1‘11'21‘3] ’ [I‘11'21‘3]

Pasirinkus bet koki erdvés vektoriu x, galima ji iSreiksti abiejose bazése. Butent:

(2)

X = xlrl -+ x2r2 + x3r3,
X = x1r1 + x2r2 + x3r3.

2

Skaiciai 1, ¥, 3 vadinami vektoriaus x kovariantinémis koordinatémis, o z!, 22, 23 kontravariantinémis

koordinatémis.

Pastabos:

1. Jei rq,ro,r3 yra ortonormuota, tai dualioji bazé r!,r?, r® sutampa su baze ry,ry, rs.

2. Trumpindami formules susitariame: jeigu reigkinyje yra du vienodi indeksai - vienas apatinis kitas
virSutinis, tai laikome, kad reiskinys yra suma: indeksams suteikiamos reikSmeés 1, 2, 3 ir gauti
démeénys sudedami. Pavyzdziui,

vt =zt + zor? + 2313,
zir; = z'ry + 2%rs + 2513,

3. Jeigu erdvé yra dvimaté, o ne trimaté, visi indeksai gali igyti dvi, o ne tris reikSmes.
Kiekvienas vektorius x turi kovariantines ir kontravariantines koordinates. Kaip jas rasti?
Is (1) ir (2) turime

i i i
xry = (;0')rg = zi(v'ry) = 2,6, = ag,

xr? = (z'r;))r* = 2% (r;eh) = 296% = 2",
Taigi
T = XTk,
ab = xr.

visiems k = 1,2, 3.



Remdamiesi gautomis lygybémis, (2) formule galima uzrasyti taip:

x = (xri)ri,}

x = (xr')r;.

Gauti sarysiai vadinami Gibso* formulémis.
Uzdaviniai

—1;0) sudaro baze erdvéje R3.

1. Nustatykite ar vektoriai r; = (1;0;1), r ( ;
= (—1; —1;0) sudaro baze ir raskite Siai bazei

2. Isitikinkite, kad vektoriai r; = (1;1; 1) ), r
dualia baze.

3. Isitikinkite, kad vektoriai r; = (1;1;1), ro = (1;1;2), r3 = (1;2;3) sudaro baze. Raskite vektoriaus
x = (3; —2;4) kovariantines ir kontravariantines koordinates.

4. Isitikinkite, kad vektoriai r1 = (1;1;2), r2 = (1;—3: %), r5 = (3; 3; 1) sudaro baze. Raskite vektoriaus

273 3
x = (1;1; 1) kovariantines ir kontravariantines koordinates.

5. Sakykime r; = (2;1;3;1), ry = (1;2;0;1), r3 = (—1;1; —3;0). Raskite erdves R* poerdvio L(ry;ry;r3)
dimensija, baze ir dualia baze. Aibé L(rq;ra;rs) yra vektoriu sistemos rq, ra, r3 tiesinis apvalkalas, t. y.
L(ry;ro;rg) = {Xx: x = uir; + usro + usrs : uy, us, ug € R}.

2005 =1
1;0; =

8.2 Dualiuy baziy transformavimas

Sakykime r; ir r* (i = 1,2,3) yra viena kitai dualios bazés, o ry ir r’ — naujos dualios bazeés. Aisku,
kad ”
ry = b1y, .
i =1,2,3. 1
n:@w} i =12, &

Kadangi uzrasytos transformacijos viena kitai atvirkstinés tai matricos (b)) ir (b"') irgi viena kitai
atvirkstinés.

Analogiskai .
ri’ bl , ..
I )
Dél tos pacios priezasties matricos (b%) ir (131/) irgi atvirkstines. Parodysime, jog (b},) ir (bi,) sutampa.
Tuomet bus parodyta kad matricos (b!) ir (b!') irgi sutampa.

>
Is (1) lygybés turime ‘ ‘ ‘
ryr? = (blr)r® = bl (rek) = b, 0% = k.

Taigi bf, =ryrF.

Is (2) lygybés turime
riry = (bLr' )rp = bl (rf vy ) = bLo% = bt
IS cia Bi./ = I‘il‘k/ = I‘k/I‘i.
Matosi, kad b%, = b, (i,7' = 1,2,3). Taigi matricos (b%,) ir (b%,) sutampa.
|
Vadinasi, norint pakeisti dualias bazes r;,r! bazémis ri/,ri' uztenka zinoti bazés r; keitimo baze r;
matrica (b,). (1) ir (2) formules galima taip perrasyti:

r;, = bzzl‘i,
-/
r; = b; vy, ./ o
Lo (b)) = (i)~ (3)
r' =bir’,
rt = bl:/ri/,

2

. . . . . . . . . ;. ! . ~. ~. . ~ .
Sakykime x; ir ;s yra vektoriaus x kovariantinés koordinatés bazése r* ir r* . Rasime rysi tarp Siu koordinaciu.

* D. V. Gibsas (1839-1903) — amerikieciu fizikas teoretikas
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| 2
I8 Gibso formuliu
Xir = XTIy,

Kadangi r;; = b, r;, tai
€Ty = Xbé/ri = b;/ (XI‘Z‘) = bizZIJZ

<

Vadinasi, kovariantiniu vektoriaus koordinac¢iu transformavimo formulés, kai sena bazé keiciama nauja,
yra tokios:
€Ty = bz,xl (4)

Matome, kad naujoms kovariantinéms koordinatéms rasti naudojama matrica pervedanti sena sistema
i nauja. I8 ¢ia ir koordinac¢iu pavadinimas. Kovariantinis = suderintai kintantis.
Analogiskai (4) formulei galima gauti
't = bl (5)
I8 Sios formulés matome, kad skaiciuojant kontravariantines koordinates naudojama senos bazés keitimo
nauja atvirkstine matrica (b} ) = (b%,)~'. I8 ¢ia ir koordina¢iu pavadinimas. Kontravariantinis = priesingai
kintantis.

Uzdaviniai

1. Raskite matrica, kuri baze r1 = (1;1), ro = (1;2) kei¢ia baze ryy = (—1;—1), ror = (—1;—3).

2. Raskite matrica, kuri baze ry = (1;0;1), ro = (2;2;0), r3 = (1;—1;0) kei¢ia baze r1, = (1;1;1),
ry = (1;0;1), ry = (=1; -1;0).

3. Raskite matrica atvirkstine matricai

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1

4. Sakykime r; = (1;1;0), ro = (0;1;1), r3 = (1;0;1) yra erdvés R® bazé. Tegul x = r! + 2r® + 3r3
vektoriaus x iSraiSka kovariantinémis koordinatémis. Raskite vektoriaus x kovariantines koordinates
bazéje vt v r¥ jeigu ry = (1;2;3), ry = (2:3:4), vy = (3;4;5).

5. Sakykime r; = (1;1;2), ro = (1;2;1), r5 = (2;1;1) yra erdves R® bazé. Tegul x = r; + 2ry +
3rz vektoriaus x iSraiSka kontravariantinémis koordinatémis. Raskite vektoriaus x kontravariantines
koordinates bazéje rir = (—1;0;1), ror = (—1; —1;0), ryy = (0; —1; —1).

8.3 Tiesinio operatoriaus invariantai
Reiskinius, nepriklausanc¢ius nuo bazés parinkimo vadinsime invariantais. Siame skyrelyje nustatysime
kelis tiesinio operatoriaus A : R® — R” invariantus.

Operatoriy A : R® — R? vadiname tiesiniu, jeigu A(ax+ fy) = aA(x)+ BA(y) bet kokiems vektoriams
X,y ir bet kokiems realiems skai¢iams «, 3.

1. Sakykime r;,v* (i = 1,2,3) yra dualios bazés erdvéje R®. Dydis
r' Ar;

yra invariantas.



| 4
Reikia irodyti, kad imant naujas bazes r;/, r’ bus teisinga lygybe

r'Ar; = ri’Ari/.
Sakykime (b%,) bazés r; keitimo baze r;; matrica. Tada (zr. (3) i 8.2 skyrelio)

./
r; =b; ry, ri = bk,r

Vadinasi,
P A — i K AR (i p ek A 5Tk _ i A
r'Ar; = by, r” Ab; vy = (by,b; )r® Ary = 6" Ary =r* Ary.

<«
Tiesinio operatoriaus invarianta r*Ar; vadiname to operatoriaus divergencija ir Zymime divA. Taigi
divA = r*Ar;.
Turédami baze r; (i = 1,2, 3) tiesini operatoriu A galime aprasyti matrica (aF), kur

Ar; = afrk.
Is cia
v/ Ar; = vVafry, = afriry, = o (5k = aj
Taigi
at ai a} ' rlAr; r'Ary rlAr;
ai a3 a3 | =(al)=(r’Ar;) = | r?4Ar; r?Ar, r?Ar; | . (1)
al a3 a3 r’Ar; r3Ary r3Arg

Vadinasi, jei A matrica bazéje r; yra (a¥), tai
divA = r'Ar; = r' Ary + r?Ary + 3 Arz = a] + a3 +d}. (2)

2. Tegul vél r;, vt (i = 1,2,3) yra dualios bazés erdvéje R3. Dydis r; x Ar’ yra invariantas.

| 4
Sakykime r;; naujoji bazé, o (bl,) bazés r; keitimo baze r; matrica.
Tada _
r;=biry, r'= bk,r
Vadinasi,

ri x Ar' = (bi'r) x (AbL,r*) = (b'bL ) (ry x ArF) = 61, (ry x Ar¥) =1y x Ar'.

Tiesinio operatoriaus A invarianta r; x Ar? vadiname to operatoriaus rotoriumi ir Zymime rotA.
Taigi
rot A =r; x Ar' =r; x Ar' +ry x Ar? +r3 x Ar®. (3)

3. Sakykime R® duota ortonormuota bazé i, j, k. Kadangi §iuo atveju duali bazé sutampa su baze i, j, k,
tai divA ir rot A igauna paprastenes israiskas. Pagal (1) formule sudarome operatoriaus A matrica

a1 = iAi aig = iAj ais = iAk
az =jAi  az =jAj a3 =jAk
azy = kAi agzg = kAj aszs = kAk

Tada pagal(2) formule
leA = dall —|— a99 + ass = iAi —|—jAj + kAk
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Pagal (3) formule:
rotA =1ix Ai+jx Aj+k x Ak.

Kadangi
Al = ani+ azij + azik,
tai
ix Ai=1ix (alli —+ aglj + aglk) = CL11i X1+ a21i X _] + a31i x k = (1211{ — aglj.
Analogiskai
J X Aj = azai — a2k,
k x Ak = algj — a23i.
Pagaliau
rotA = (a32 — a23)i + (a13 — 0,31)j =+ (CL21 — a12)k.
Uzdaviniai

1. Operatorius A nusakytas lygybe A(z;y;z) = (3z + z; ¢ — y; 2y). Irodykite, kad operatorius A tiesinis,
raskite $io operatoriaus matrica bazéje r1 = (1;1;0), ro = (0;1;1), r3 = (0;0; 1).
2. Tiesinio operatoriaus A natrica bazéje ry,ro,r3 yra tokia:

-1 0 1

Raskite operatoriaus A matrica bazéje s; = ry + 2rs + r3, s = ry + 3ry +r3, s3 = 2r; + 2ry + r3.
Raskite operatoriaus A divergencija divA ir rotoriu rot A.

3. Tiesinis operatorius A nusakytas formule A(z;y;2) = (3z + 4y + 62;42 + 2y + z;2 + y). Raskite sio
operatoriaus divergencija divA ir rotoriu rotA.

4. Tiesinis operatorius A nusakytas formule A(x;y;2) = (—x + 2y — 3z;4x — by — z; —y — z). Raskite Sio
operatoriaus divergencija divA ir rotoriu rotA.

5. Tiesinio operatoriaus matrica bazéje i, j, k yra

1
A*=11
0

e
_ o O

Raskite sio operatoriaus matrica bazéje r1 = (1;1;1), ro = (1;0; —1), rs = (—1;0;0). Kam lygi opera-
toriaus divergencija div A ir rotorius rotA?

8.4 Skaliarinis ir vektorinis laukai

Sakykime 2 yra plokStumos arba erdvés sritis.

Sakome, kad srityje yra nusakytas skaliarinis laukas, jeigu kiekvienam srities Q taskui M pagal koki
nors désnj priskiriamas skaicius uw(M). Kitaip sakant, skaliarinis laukas yra funkcija u: Q — R.

Vektorinis laukas apibréziamas analogiskai.

Jei kiekvienam srities ) taskui M priskiriamas vektorius p(M), tai sakoma, kad srityje S yra apibréztas
vektorinis laukas p. Kitaip sakant, vektorinis laukas yra funkcija p : 2 — R3.

5



Uzdaviniai

1. Kiekvienam rutulio 22 + y? + 22 < a? (&ia a — teigiama konstanta) taskui M (x;y;2) apskaic¢iuotas
atstumas nuo M iki asies Oz. Pazymékime §i atstuma u. Parodykite, kad u yra skaliarinis laukas ir
raskite jo iSraiska.

2. Skaliarinis laukas u apibréztas lygybe u(z,y, 2) = /22 +y2 + (2 + 8)2 + /22 + y2 + (z — 8)2. Raskite
max u srityje Q = {(z,y, 2) : 2% +y? + 2% < 36}.

3. Bet kuri erdvés taska M (x;y; z) veikia centriné jéga F, kuri nukreipta is M i taska O(0;0;0). Sios jégos
dydis atvirkséiai proporcingas atstumo nuo tasko M iki O kubui. Raskite vektorinio lauko F' israiska
bazéje i, j, k.

4. Skystis, uzpildantis visa erdve, sukasi apie asi Oz prie§ laikrodzio rodykle pastoviu kampiniu grei¢iu w.
Sakykim v = v(z,y, z) judancio erdvés tasko M (z,y,z) grei¢io vektorius. Raskite vektorinio lauko v
israiska bazéje i, j, k.

5. Bet kurj erdvés taska M (z;y; z) veikia jéga F nukreipta statmenai i asi Oz. Jégos F dydis atvirksciai
proporcingas atstumui nuo tasko M (z;y;z) iki plok§tumos zOy. Raskite vektorinio lauko F igraiska
bazéje i, j, k.

8.5 Skaliarinio lauko gradijentas

Sakykime u : {2 — R yra skaliarinis laukas.

1 apibrézimas. Skaliarinis laukas vadinamas diferencijuojamu taske M, jeigu visiems M’ i§ kokios
nors tasko M aplinkos lauko pokyti Au taske M galima isreiksti lygybe

Au=g-Ar+ o(p), (1)
cia:
Au = u(M') —u(M),
P —
Ar = MM,
g — vektorius, priklausantis, gal but, nuo M, bet nepriklausantis nuo M’,
0= o(MM') =|Ar| — atstumas tarp M ir M’.

Skaliarinis laukas vadinamas diferencijuojamu srityje €2, jei jis diferencijuojamas kiekviename srities €2
taske.

2 apibrézimas. Jeigu skaliarinis laukas u diferencijuojamas taske M, tai vektorius g is (1) Iygybés
vadinamas Sio lauko gradijentu taske M. Gradijentas Zymimas gradu.

Dydis gradu Ar paprastai vadinamas skaliarinio lauko diferencialu ir Zymimas du.

Kai |Ar| mazas Ar paprastai zymimas dr.

Po tokiu pastabu (1) formulé igauna pavidala

Au = du+ o(p) = gradu - dr + o(p) (1%)

Jei skaliarinis laukas w turi gradijenta kiekviename srities €2 taske, tai gradu jau yra vektorinis laukas
apibréztas srityje ). Kadangi gradijento apibrézime néra nieko apie koordinaciu sistema, tai gradu yra
invariantas.

Jei w ir v yra du diferencijuojami skaliariniai laukai, tai nesunku jrodyti tokias lygybes:

grad(u + v) = gradu + gradv,
grad (uv) = ugradv + v gradu,
vgradu — ugradv

grad(u/v) = (jelv # 0).

V2
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3 apibrézimas. Tegul M € ), o e - vienetinis vektorius nurodantis krypti taske M. Imkime Q) srities
—

taska M’, kad vektorius MM’ biity lygiagretus vektoriui e. Tegul, kaip ir ankséiau, o = o(MM'). Jeigu

egzistuoja riba

tai ta riba vadinama skaliarinio lauko u iSvestine taske M vektoriaus e kryptimi ir Zymima simboliu g—z.
Teiginys. Jeigu u diferencijucjamas taske M, tai lauko u iSvestiné %Z egzistuoja taske M bet kuria

kryptimi e ir

ou

Oe
jeigu e vienetinis vektorius.
>

= gradu - e,

Tegul e fiksuotas, o MM’ = Ar kolinearus vektoriui e. Tada Ar = ge. Pagal (1*) formule turime:

Au = (gradu)ge + o(p) = (gradu - e)p + o(0).
Todél

A
l: gradu.e_'_@.
0

Peréje prie ribos, kai o — 0, gauname

A
lim —2 = gradu - e + lim @ = gradu - e.
0—0 o o—0 o
Taigi % = gradu e pagal 3 apibrézima.
<«
Kai erdvéje parinkta ortonormuota bazeé i, j, k, gradu iSraiska gana paprasta. Rasime ja.
Kadangi pagal Gibso formules
gradu = i( gradw - i) + j(gradw - j) + k(gradu - k),
ir
du_du ou_ou ou_du
0i 0z’ Jj oy’ ok 0z’
tai
ad i(@u)+,<8u)+k(6‘u) 18u+,8u+k8u
radu =i — — — ) =i—+j— —.
& ai) "I\ ok) " 'ox oy T 0z
Uzdaviniai

1. Skaliarinio lauko "
YT Ryt 22
taskuose A(1;2;2) ir B(—3;1;0) nubrézti Sio lauko gradijentai. Koki kampa jie sudaro?
2.

Kokiuose erdvés tagkuose skaliarinio lauko u = 22 + y3 + 2> — 3zyz gradijentas lygiagretus asiai Oz?
3. Skaliarinis laukas aprasytas lygybe
z
Crr 2+ 22
Raskite sup | gradul, kai z € (1, 2).
4. Raskite lauko 1
N y2 + 22

isvestine vektoriaus 1 = (1;2;3) kryptimi.

Raskite lauko u = ‘2—; + ¥ + i—; isvestine taske M (z;y; z) vektoriaus r = xi = yj + zk kryptimi. Cia
a, b, c yra teigiamos konstantos.



8.6 Vektorinio lauko divergencija ir rotorius

Sakykime p : Q — R? yra vektorinis laukas.

1 apibrézimas. Vektorinis laukas p vadinamas diferencijuojamu taske M (M € ), jeigu visiems M’
is kokios nors tasko M aplinkos
Ap = AAr + of|Ar]), (1)

kur ,
Ap = p(M') — p(M),
e
Ar = MM,
o A yra tiesinis operatorius nepriklausantis nuo Ar (t. y. nuo tasko M’).

Vektorinis laukas vadimamas diferencijuojamu srityje 2 jeigu jis diferencijuojamas kiekviename srities
Q taske.

2 apibrézimas. Sakykime M € (), o e yra vienetinis vektorius. Imkime M’ € Q) taip, kad MM’ ||e.
Pazymékime o = o(MM') = |Ar|. Jeigu egzistuoja riba

... . e . e . . . 9p
tai ji vadinama lauko p isvestine taske M kryptimi e ir Zymima simboliu 5.

Teiginys. Jeigu laukas p yra diferencijuojamas srities () taske M, tai lauko p iSvestiné g—g tame taske
bet kuria kryptimi e egzistuoja ir:
Ip
— = Ae 2
P~ de. )
kur A - tiesinis operatorius i§ (1) lygybés, o e - vienetinis vektorius.

| 4
Sakykime e - fiksuotas vektorius, o M’ pasirinktas taip, kad MM’ ||e. Tada

Ar = pe,
|Ar| = p.

Istate siuos dydzius i (1) formule, gauname
Ap = pAe +o(0).

Arba

A
7p:Ae+@.
e 0

Peréje sioje lygybéje prie ribos, kai o — 0, gauname:
A
im 2P — de ¢ 1im 22 — 4e.
o—0 o o—0 o
Taigi pagal 2 apibrézima
P _ e
de
<

Sakykime erdvéje pasirinkta ortonormuota bazé i,j,k. Rasime vektorini lauka atitinkanc¢io diferen-
cialinio operatoriaus A matrica Sioje bazéje.
Tegul p = Pi+ Qj + Rk. Pagal (2) formule

o _ 4 I _ 45 9P _

T TR L



Antra vertus
% _op  op_op  Op_0p

dr i’ 9j oy’ ok 9z’

Is siu formuliu galima rasti operatoriaus A matrica (zr. 8.3 skyrelio 3 dali):

0P (OPi+Qj+Rk)\ 9P, . 9Q. . OR, IP
alllAllaxl( oz TR A R ki@x’
g9 _ (O(Pit Qi+ Rk)\ _oP. . 9Q. . OR . _ 0P
a12—1AJ—18y—( 9y —ayl 1+8y1 ']+8y1k 9y’

A—| 92 9Q 9Q
A= T Y z
OR OR OR
T Y z

Matome kad operatorius A kinta einant i§ vieno srities tasko i kita. Taigi jis priklauso nuo tasko M,

bet zinoma nepriklauso nuo Ar.
3 apibrézimas. Lauko p divergencija ir rotoriumi srities € taske M vadiname tiesinio operatoriaus A

i§ (1) lygybés divergencija ir rotoriu. T. y.

divp = divA, rotp = rot A.

Kai erdvéje yra ortonormuota bazeé i, j, k, iS gautos operatoriaus matricos Air 8.3 skyrelio pabaigoje

esanciu formuly iSplaukia lygybeés:

o 00  on
oxr Oy 0z’

OR _0Q\. (9P OR\. (0Q P\ |}
rotp = <8y_ 82) +<Bz _&r) +(8x 8y>k_ B

Vektorinio lauko p, diferencijuojamo kiekviename srities 2 taske, divergencija divp yra naujas skaliarinis
laukas, o rotp — naujas vektorinis laukas.

Turédami operatoriaus A matrica ortonormuotoje bazéje i,j,k nesunkiai galime surasti ir vektorinio
lauko p = Pi + Qj + Rk isvestine bet kuria kryptimi e = icosa + jcos 3 + kcos~y. Bitent:

divp =

Qo
¥ =

0
a—z = Ae = A(icosa + jcos 8 + kcosy) = cos aAi + cos BAj + cosyAk
0 0 0
= cosa—p + cosﬂ—p + cos”y—p
ox 0z
P 0 P 0 P 0
= COSQ(&E1+ aif“] + azk> +COSﬁ(61+ aiQ + ak) + COS'Y(al‘i‘ 87@ + ak)
op;  oP; 9P;
ox oy 0z COosS &
=| % G 5 cos 3
g—Rk ORy  ORp cos 7y



Uzdaviniai
1. Raskite vektorinio lauko p = (22 + 22)i+ (22 4+ 22)j + (22 + 3?)k divergencija ir rotoriu taske M (3;4;5).
2. Raskite vektorinio lauko p = i + £j + +k rotoriu ir divergencija taske M(1;2;-2).
3. Vektorinis laukas p bazéje ry = (0;1;1), ro = (1;0; 1), r3 = (1;1;0) aprasytas lygtimi p = zyzr; + (22 —

y?)ro. Raskite §io vektorinio lauko diferencialinio operatoriaus matricas bazéje ry, o, r3 ir bazéje i, j, k.

4. Raskite vektorinio lauko . .
 —izx+jy+kz

222
iSvestine taske M (3;4;5) kryptimi 1 = (1;1;1).
5. Vektorinis laukas p bazéje r1 = (0;0;1;), ro = (1;0;1), r3 = (1; 1;0) aprasomas lygybe

p= (y2 + z2)r1 + (22 + x2)r2 + (2% + y2)r3.

Kokiuose taskuose $io lauko rotorius lygiagretus vektoriui 1 = (1;2;3)?

8.7 Kartotinés lauko teorijos operacijos

Sakykime Q yra erdves R® sritis. Tarkime Sioje srityje apibréztas skaliarinis laukas v : Q@ — R ir
vektorinis laukas p : © — R®. Tarkime, kad u yra du kartus tolydziai diferencijuojamas, o p koordinatinés
funkcijos irgi du kartus tolydziai diferencijuojamos.

Siomis salygomis gradu yra srityje Q diferencijuojamas vektorinis laukas, divp - diferencijuojamas
skaliarinis laukas, rotp - diferencijuojamas vektorinis laukas. Galimos tokios kartotinés operacijos:

rot gradu, divgradu, graddivp, divrotp, rotrotp.

I. rot gradu = 0. (1)

>
Sakykime (Q srityje yra ortonormuota bazé i,j, k. Tada (zr. 8.5 skyreli)

radu—@i—i—@'—i—%k
& - Oz 8y‘] 0z

Pagal 8.6 skyrelyje gauta formule
0 /0u 0 /0u\N\. 0 /0u 0 /0uN\. 0 /0u 0 /0u
rot gradu = (ay(az) - az(ay))1+ (az(ax) - ax(az)>J + (ax(ay) - ay(am))k
0% 0%u \ . 0% RTIAW 9%u 0%
= — i+ - Jj+ —— k=0
0ydz  0z0y 0z0x  0xdz Oxdy Oyox

Kadangi reiskinys rot gradu yra invariantas, tai ir visose erdves R® bazése teisinga (1) lygybe.

II. divrotp = 0.

| 4
Sakykime 2 srityje vél gi yra staciakampé Dekarto koordina¢iu sistema nusakyta ortonormuota baze
i,j, k. Tegul
p = Pi+ Qj+ Rk.

Pagal 8.6 skyrelio formules:

o (PR QY (0P R\, (0Q P\
P = oy 0z 9 oz ) ox oy /)’
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divrotp:8<8R—aQ>+a<8P_aR> +3(8Q_8P>
ox\dy 0Oz oy\ 0z O dz\ dx Oy
_ O’R B 0%Q n o%p B 0’R . 0%Q B o’P
Ox0y O0xdz Oydz Oydx  0z0x  0z0y

Kadangi reiskinys div rotp yra invariantas, tai ir kitose erdvés R? bazése div rotp = 0.
<«

III. Operacija div gradu vadinama skaliarinio lauko u Laplaso * operatoriumi ir zymima Apu. T.y.
Apu = div gradu.
Ortonormuotoje erdves R® bazéje i, j, k turime

0%u  0%u &

Apu=— + — _
LU 922 + 92 + 922
IS tiesu ) ) ,
Apu = div(gradu) = div (81;1 + a—ZJ + 8:1{)

0 /0 0 /0 o /0
- 5(a) ta(5) 5 (5)
v 0%u 0%u
=5 tap o

IV. Likusias dvi kartotines operacijas sieja lygybé
rot rotp = grad divp — App.
Joje vektoriniam laukui p = Pi+ @Qj + Rk

Arp=ArPi+ ArQj+ ApRk.

Uzdaviniai

Raskite skaliarinio lauko u = e*¥* Laplaso operatoriu taske M (0;1;1).
Vektorinis laukas aprasomas lygybe p = zi + yj + 2zk. Raskite rot(rotp).
Vektorinis laukas aprasomas lygybe p = 22i + y2j + 2%k. Raskite grad(divp).

Skystis uzpildantis erve sukasi apie vektoriu e = (%, %; %) pastoviu kampiniu grei¢iu w. Pazymékime

Ll e

v = v(z;y; z) greicio vektoriu taske M (z,y, z). Raskite divv, rotv, rot rotv, grad divv.
5. Sakykim w ir v yra skaliariniai laukai apibrézti srityje 2. Raskite formules div(ugradu) ir div(u gradov)
skai¢iavimui.

8.8 Kreivinés koordinatés

~ ~3
Sakykime © yra erdves R® sritis, o @, ¥, z tos erdvés Dekarto koordinatés. Sakykim € yra erdvés R
sritis, o ', 22, 23 tos erdvés Dekarto koordinatés. Sakykime

123)
)

r=uz(z ;2% y = y(x'; 2% %), z = z(2t 2% 2%) (1)

abipus vienareikdmis tolydus atvaizdis Q — Q.

* P. S. Laplasas (1749-1827) — pranctizu astronomas, matematikas, fizikas.
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Siuo atvaizdziu srityje € ivedamos naujos koordinatés. Sias naujas koordinates vadiname kreivinémis.
Kodeél toks pavadinimas? Koordinatés, nes kiekvienam € srities taskui M (z;y; z) galima surasti vienintelj
trejeta (zt; 2% 23) i8 (1) lygybiu. Kreivinés, nes fiksavus dvi i§ koordinaciu !, 22, 23 (tegul, pavyzdziui,

2% = a, 3 = b) o treciai leidziant kisti, srityje 2 gaunama kreivé x!, kurios lygtys
w=a(za;b), y=y('a;b), z=2(x'5a;0).

Per kiekviena srities ) tagka M eina trys koordinatinés kreives x', 22 ir 23.

"«n}'*j

Taske M galime sudaryti baze, kuri siejasi su Siomis kreiveémis. Tegul ry yra kreivés x! liestinés vektorius
tagke M, ro — kreivés 2 liestinés vektorius taske M, rs3 — kreivés 23 liestinés vektorius taske M.

Aisku kad
()
Oxl’ Oxl’ Ozt )’
or O 0z
57\ 023" 023 023 )

Vektoriai ry, ro, rg sudaro baze, kai
ox oy dz
1

00T DT Oal D(z,y, 2)
_ | bz Qdy 9z :¢ 0
e = |55 gk g | = B g 2O

oz3 923 928
Sudarius baze ri,rs, r3, standartiniu biidu galima rasti dualia baze r!,r? r3. Pakanka prisiminti 8.1
skyrelyje esancias formules. Bitent
1 T2 Xr3 5 T3 XT] 3 TP XTy
 [rirorg)’  [rirorg)’  [rirorg]’
Jei bazé r1,ro, rg yra ortogonali ir r1, ro, rg sudaro desinine sistema, dualia baze rasti paprasciau. Tegul
|I'1|:H17 |I‘2|:H2, |I‘3|:H3.

Dydziai Hy, H, H3 vadinasi Lamé koeficientais*.

* G. Lameé (1795-1870) — pranciizy matematikas
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Kadangi r1,rs, r3 yra ortogonali desSininé sistema, tai

[1‘11‘21‘3] = H{HyH3,

" H>H;,
Iy X r3 = r
2 3 2R 1
o H3H,
rs Xri = ——r
3 1 H2 25
o H,H>
ry X rp = rs3.
1 2 A 3
Vadinasi, pagal auksciau esancias formules
1 ro X I3 H2H3 1
ro= = ry = —5r1,
[I‘lI‘QI'Q] Hl(HlHQHg) H12
1
2
r° = —ro, (3)
Hj
1
3
r — —7r3.
Hj

Toliau — du pavyzdziai apie tai, kaip randame ri,ro,r3 ir ', r2,r? cilindriniy ir sferiniu koordinaéiu
atveju.
1. Cilindriné koordinaciu sistema.

Si koordinaéiu sistema aprasoma lygybémis
T =pcose, y=psingp, z=z. (4)

Vadinasi z! = o, 22 = ¢, 2% = 2.
Be to laikoma, kad g, ¢ ir z kinta intervaluose:

0 < o< o0, 0< o< 2m, —00 < z < 400.

. ~3 ~
Siomis nelygybémis erdvéje R nusakoma begaliné sritis {2, kurios vaizdas toks:

?‘ z
A

//'
/
/

e

\

&

£
P

f
B
i
!

P
e
I

Lygtys (4) perveda sia sritj Qi visa erdve R®. Koordinatines kreivés o (kreivés ') yra spinduliai statmeni
Oz asiai. Koordinatinés kreivés ¢ (kreivés o) yra apskritimai, kuriu centrai asyje Oz. Koordinatinés kreiveés
z (kreivés z3) yra tiesés lygiagrecios Oz asiai.
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Rasime vektorius r1,re, r3 ir r',r? r? cilindrinéje koordinaéiu sistemoje. Pagal (2) turime

r = Oz 9y 0z = (cos p, sin @, 0)
1= agaagaag - ®, ®,Y),

r—%@%—(—sin cos ¢, 0)
2 = 8@784p’6(p - 0 ¥, 0 ®,Y),

_ (0x Oy Oz\
rs = <8,Z” 82782> - (07071)

Vektoriai ry,rs,r3 sudaro ortogonalia baze, nes riro = rirs = rorg = 0. Kadangi ry,re,rg dar ir
degininé sistema, tai norint rasti r',r? r® galime naudoti (3) formules. Turime:

Hy =] = \/0082<p+sin2g0 =1,

Hy = |ra| = \/QQsinzsoJrQQ cos? o = o,
H3 = ‘I‘3| =1.

Todél pagal (3)

1
rl = H—%rl = (cos p, sin p, 0),

o2 HLQQI'Q _ (7sir;g0, CO?O,O),
r? = ﬁgrg = (0,0,1).
2. Sferiné koordinaciu sistema.
Si sistema jvedama lygybeémis
x = psinf cos ¢, y = psinfsin g, z = pcosb. (5)

Siuo atveju z! = p, 22 = 6, 2° = ¢. Be to laikoma:
0< o< o0, 0<6<m, 0<p<2m.

Siomis nelygybémis erdvéje R® aprasoma sritis €, kurios vaizdas toks

Lygtys (5) sriti Q perveda i visa erdve R®. Koordinatinés kreives o (kreives ') yra spinduliai iSeinantys is
koordinaéiu pradzios tasko. Koordinatinés kreivés 6 (kreivés x2) yra pusapskritimiai, kuriu centrai sutampa
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su koordinagiu pradzia, o ju plokstumos eina per asi Oz. Kreivés ¢ (kreivés 23) yra apskritimai su centrais
asyje Oz.

Pagal (2) turime:

..g
s
I

or 0y 0:

0o’ Do’ Do
Oxr Oy 0z . .

ro = (89’89’ (’99) = (pcosfcos p, pcosfsinp, —psinb),

(gz, %, g;) = (—psinfdsin g, psin b cos @, 0).

> = (sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cos 0),

rs =

Kadangi riry = rors = rirg = 0, tai ri,rs,r3 yra ortogonali bazé. Be to vektoriai rq,ro, rs sudaro
desinine sistema, todél skai¢iuojant r!,r?, r3 galima naudoti (3) formules. Kadangi

Hy =] = \/Siﬂz90052@+sin2981n2<,0+c0529 =1,

Hy =|rs| = \/92 cos? 0 cos? p + 02 cos? Osin® p + p2sin? 6 = p,

Hz = |r3| = \/92 sin? @ sin? o + 02 sin? § cos? p = psin 6,

tal

rl = —5T1 = (sinf cos p, sin Osin p, cos ),
Hj

9 1 cosfcosp cosfsing  sind

r — —Tro = _
H22 2 0 ) 0 ) 0 )
1 sing cosp

3

r’=—r3=|( — ,——,0 ).
H2® ( osinf’ gsind )

Uzdaviniai

1. Erdvéje R? kreivinés koordinatés u, v susije su Dekarto koordinatémis z,y lygybémis
u=xr+y
v=x—Y
Raskite kreivine baze r,,, r, ir jai dualia baze. Kam lygts vektoriai r,, r,, r%, r’ taske M (z = 2,y = 3)7
2. Lygybés

{x:u—i—v,
y = u?, u=0,v>=0,

erdvéje (R*)T = {(z,y) : = > 0,y > 0} apibézia kreivines koordinates. Nubrézkite koordinatiniu
kreiviy Seimas, raskite kreivine baze r,,r, ir jai dualia baze r*, r".
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3. Lygybés
x = pcos’ gcos’ b,
y = psin® ¢ cos® 6,

z = gsin’ 9, 020,0< <2, -5 <0< 3.
erdvéje R?® apibrézia kreivines koordinates 0,p,0. Raskite kreivine baze r,,r,,rg ir jai dualia baze
re, re rf.
4. Lygybés

r=Ss,
{y=52+v2,
z=83+v34+13, s>0,v>0,t>0,

erdvéje (Rt = {(z,y,2) : > 0,y > 0,z > 0 apibrézia kreivines kordinates s,v,t. Raskite kreivine
baze rg, Ty, 1; ir jai dualia baze v, r¥, rt. Kam lygts Sie vektoriai taske M(z =1,y = 2,2 = 3)?

8.9 Gradijentas kreivinése koordinatése

Sakykime u :  — R yra skaliarinis laukas, srityje 2 yra kreiviné koordinaciu sistema (x!, 22, 23), ir
laukas u yra diferencijuojamas srityje €2. Tuomet kiekviename taske M € () egzistuoja gradw ir %Z bet kuria
kryptimi e.

Tegul r, o, r3 yra kreiviné bazé, o r!,r?,r? jai duali. Kadangi u = u(x,v, 2),0

T = gj(xl, z2’ '1:3)7

y=y(z' 2* 2°),

2z = z(x', 2% 2%),
tai u = u(z(z!, 2%, 23), y(z!, 2%, 23), 2(a?, 22, 2%)).
Pagal sudétinés funkcijos iSvestinés radimo taisykle turime:

du _ Ou Oz +@8y +@8z
Jxt Oz dxt Oy odxt Oz Oxt

i=1,2,3.

Dydziai %, %Z’ % yra vektoriaus gradu koordinatés bazéje i, j, k, o gf,.,, (%’f,.,, 86; yra vektoriaus r; koordi-

natés. Vadinasi, paskutine lygybe galime uzrasyti taip:

ou
ozt

=r; gradu, 1=1,2,3.

Is Gibso formuliu (zr. 8.1 skyreli) turime

ou

T or

gradu = (gradu - r;)r’

Taigi, skaliarinio lauko u gradijentas kreivinése koordinatése ri,rs, r3, rt,r?, r? turi israiska
u ,  Ou ou ou
i 1 2 3
gradu = —1r' = —r 4+ —r° + —71r°. 1
xt ox! Ox? Ox! (1)

Kai kreiviniu koordinaciy sistema rq, ro, r3 ortogonali, gradu igauna paprastesne israiska, nes $iuo kart
duali bazé randama pagal 8.8 skyrelio (3) formules. Panaudojus sias formules gauname

Gudou w1 ow 1w 10w
0 HZ ' 92 HZ2 ? T a3 HZ P HZox' ' HZOx® ® HZO0a3 ¥

gradu = (2)
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Jei ortogonalia kreivine baze r1, ro, r3 ortonormuosime, tai gausime ortonormuota kreivine baze e = -

Hy»
ey = Il—%> e3 = 1{1733 Joje gradu iSraiska dar paprastesné. Biitent

1 Ou n 1 Ou n 1 Ou
e ——e et
1 2 0, 28

du = —
S 7 A A 7 e

€es. (3)
Skaliarinio lauko kryptinés iSvestinés israiska kreivinése koordinatése taipogi pasikei¢ia. Galima parodyti,
kad teisinga tokia lygybeé:

0 0 0 0

T Tty 2y Thes, 4)

de  Ox! Ox? O3

2

kur e!, e?, e? yra vienetinio vektoriaus e kontravariantinés koordinatés, t. y. koordinatés bazéje rq,ro, rs.

Uzdaviniai

1. Skaliarinis laukas u polinéje koordinaciu sistemoje g, ¢, kur

T = pCos p,
{yzgsin% 020,0< o< 2m,

aprasomas lygybe u = ¢? + cos 2p. Raskite §io lauko gradijenta taske M (o = 2, ¢ = %”)

2. Skaliarinis laukas u polinéje koordinaciu sistemoje g, ¢ aprasomas lygybe u = o cos . Raskite sio lauko
isvestine kryptimi e = i + v/3j, bet kokiame taske M (o, ©).

3. Skaliarinis laukas u koordinaciu sistemoje o, ¢, 8, kur

x = pcos® pcos? f,
y = osin® pcos® 0,
Z:QSiDSG, Q20a0<gp<2ﬂ-a_g<9<%7

aprasomas lygtimi
cos ¢ cos 6

o
Raskite §io lauko gradijenta taske M(z =1,y =1,z =1).
4. Skaliarinis laukas u koordinaciu sistemoje s, v, t, kur

T =Ss,
{y—82+v2,

z:s3+v3+t3, s20,v>20,t>0

apraSomas lygybe u = svt. Raskite §io lauko iSvestines kryptimi l; = ry+r,+r; ir kryptimi Iy, = i+j+k.

8.10 Divergencija ir rotorius kreivinése koordinatése

Sakykime vektorinis laukas p apibréztas srityje €, kurioje (toje srityje) ivesta kreiviné koordinaciu
sistema. Kai vektorinis laukas yra diferencijuojamas srityje €1, tai kiekviename €2 egzistuoja rotp ir divp.
Be to kiekviename taske galima surasti g—g bet kuria kryptimi e.

1. Pradzioje rasime divergencijos divp israiska kreivinéje bazéje ry, ré, i = 1,2, 3.

Kadangi pP= p(xayv Z) = p(x(‘rlvmzaxg)vy(xla (EQ,LEB), z(:vl,x2,m3)), tai

Op Opdxz  Op Oy +3p 0z

o' Ox 0xi ' Oy Ox' | 0z Ozt

i=1,22.

ot 0 0 0 0 0 0]
P P . P 1Y . P P
ox oi b dy dj J: dz 0Ok ’
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kur A yra lauko p diferencialinis operatorius (zr. 8.6 skyrelio (2) formule). Operatorius A yra tiesinis, todél

O _ 4302 4 4398 Akal—A<ax +ay,j+az,k>:Ari.

ox? oxt oz 0 ox' ox' ox'
Pagal apibrézima 4
divp = divA = r'Ar;.
Todél is paskutinés lygybes
i9p _ 8p 8p 3 Op

+r’ +r

divp =r'Ar; = 9 =" 9l pret (1)

Kai kreiviné bazé ortogonali divergencijos israiska paprastesné.
Kadangi siuo atveju

1 1 1
1 2 3
r 7121' r 7221' r ?rg
(zr. (3) lygybe is 8.8 skyrelio), tai
. 1 Op 1 Op 1 Op
d = —_—— _— — ———1Tq. 2
P o T m o2 T H2 0™ @

Kai kreiviné bazé ortonormuota divergencijos israiska galima dar kitaip uzrasyti.
Siuo kart e; = 7= ir p = P'e; + P%e; + PPe3. Tada

diyp— P e Op e Ope
6.2?1 H1 81‘2 H2 61‘3 H3
! (8(P1H2H3) | AP HyHy) 8(P3H1H2)) 3)
H1H2H3 ox! Ox? ox3 '

IT. Rasime lauko p rotoriaus israiska kreivinéje bazéje. Pagal apibrézima
rotp = rotA =r’ x Ar; = r' x Ar; +r?Ary + r’Ars.

Kadangi Ar; = tai

8x1 )

Kai kreiviné bzé ortogonali

i 1
v = gt
todél 5 5 5
1 P 1 P 1 P
rotlez<r1><a$1)+H22<r2 82)+]{2< a.’B?’) (5)
Kai kreivine bazé ortonormuota e; = 7, ex = 72, e3 = I‘% ir p = (P, P2, P?) bazéje e, e, e3,
gauname
rotp =
(1 (8(PPHs) 8(P*Hy)\ 1 (8(P'H) 8(P*Hs)\ 1 (8(P°H,) 8(P'Hy)
o H2H3 6:62 81‘3 ’ H3H1 6563 8:1:1 ’ H1H2 6x1 8172

(6)

bazéje e, ez, €3.
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ITI. Gausime kryptinés iSvestinés iSraiska kreivinéje bazéje ry,ro, r3. Kadangi

op
%—Ae

(zr. (2) lygybe i3 8.6 skyrelio), tai vektoriui e = elr; + e%ry + e3r3 kreivinéje bazéje rq,ro,r3 turime

op = A(e'r;) = e' Ar;.

Oe
Pagal T-aja dali 5
Ar; = 8;'
Vadinasi,
Uzdaviniai

1. Vektorinis laukas polinéje koordinaciu sistemoje g, ¢ nusakytas lygybe p = or,+ 0°r,,. Raskite $io lauko
divergencija ir rotoriu taske M(z = 1,y = 1).

2. Vektorinis laukas polinéje koordinaciu sistemoje g, ¢ nusakytas lygybe p = cos ¢r, + sin ¢r,. Kokiuose
plokstumos R? taskuose §io lauko rotorius lygiagretus vektoriui i 4 j?

3. Vektorinis laukas p koordinaciu sistemoje g, , 8, kur

x = pcos’ pcos’ b,
y = psin® pcos® 0,
z = psin® 0, 020,0<p<2m, -5 <0<

o[

apraSomas lygybe

Raskite §io lauko rotoriu ir divergencija taske M (o = 1,90 = 7,0 = ).
4. Vektorinis laukas p koordinaciy sistemoje s, v, t, kur

T = s,
{y52+027

z=53+v3+t3, s20,v>0,t>0,

aprasomas lygybe
p = virg + str, + svry.

Raskite §io lauko rotoriy ir divergencija taske M (s,v,t).
5. Vektorinis laukas p koordinagiu sistemoje g, , 8, kur

x = pcospcos’ b,
Yy = osinycos® 0,
z = psin®#, 020,0<p<2m, -5 <0<

b

[SIE]

aprasomas lygybe
p = opr, + cospr, + fry.

Raskite lauko idvestine kryptimi Iy = r, +r, +1p taske M (o, ¢,0) ir isvestine kryptimi I, = i+ j taske
My(z=1,y=1,2=0).
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8.11 Laplaso operatorius kreivinése koordinatése

Sakykime u yra duotas du kartus diferencijuojamas skaliarinis laukas srityje 2. I§ 8.7 skyrelio turime
Apu = div gradu.

Sakykime eq, es, e3 yra ortonormuota kreiviné bazeé.
Is 8.9 skyrelio (3) lygybeés turime

ou 1 Ou 1 Ou

1
du=——e +———ey+ ———ej.
gradu H1 8951 e t H2 8x2e2 + H3 6x3e3

O i§ 8.10 skyrelio (3) lygybés gauname

A di d 1 0 H2H3 ou + 0 H3H1 ou + 0 H1H2 ou
u=divgradu = ——— | — | —=— — il i 220
L & H1H2H3 al’l H1 6:01 6562 H2 3z2 8$3 H3 81’3
Uzdaviniai
1. Skaliarinis laukas u polinéje koordinaciu sistemoje g, ¢, kur
T = 0cCos,
{y=gsinso, 020,0< ¢ <2m,
aprasomas lygybe u = o2 cos psin® p. Raskite Apu taske M(p, ).
2. Skaliarinis laukas u koordinac¢iu sistemoje g, ¢, 8, kur
x = pcospcos’ b,
y = osincos® 6,
2z = gsin’ 0, 020,0<p<2m, —5<O<F,
apraSomas lygybe
u = g cos psinf.
Raskite Apu taske M(o =2, = 5,0 = ).
3. Skaliarinis laukas u koordinaéiu sistemoje g, p, 8, kur
x = pcos® pcos’ b,
y = osin® pcos® 6,
Z:QSin397 Q>O7O<S0<27T7_%<9<%,
aprasomas lygybe
u = ptg pcosh.

Raskite Apu taske M (o, ¢, ).
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8.12 Pagrindinés lauko operacijos
cilindrinése ir sferinése koordinatése

I. Cilindriné koordinaciy sistema.

Ja sudaro kreiviniai vektoriai r,,r,, 1.

Ortonormave r,, r,, r,, gauname vektorius e,, e, e,. Sakykime srityje Q2 turime skaliarinj diferencijuojamalj
lauka v = u(p, ¢, z) ir vektorini lauka p = (P, (0, ¢, 2), Ps(0, ¢, 2), P-(0, ¢, 2)).

Siuo kart Hy =1, Hy = o, H3 = 1 (zr. 8.8 skyrelj).
15 8.9 (3), 8.10 (3),8.10 (6) ir 8.11 skyrelio formuliy gauname:

radu = @e —l—la—ue —l—@e
& 00 ¢ 00p ¥ 0z 7
10 10P, OP.
di —-%0pP 10y z
_(10pP. 0P, oP, 0P, 10(oP,) 18P,
mtp_(g dp 0z >e9+(8z ag)e”+(9 do  o00p )
L= 00p Q@g 02002 0227

I1. Sferiné koordinaciu sistema.

Ja sudaro kreiviniai vektoriai r,,rg,T,.

Ortonormave r,,rg,r,, gauname vektorius e,,eq,e,. Sakykime srityje © turime diferencijuojama

skaliarini lauka u = u(p,6, ¢ ir vektorini lauka p = (P,(0, ¢,0), Ps(0,¥,8), Ps(0, ¢, 0)). Siuo kart Lame
koeficijentai

H, =1, Hy=p, H3=psinb, (zr. 8.8 skyreli)
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Pagal tas pacias formules (zr. (3) is 8.9, (3) ir (6) i§ 8.10 ir 8.11 skyreli) gauname

radu = @e +1%e L%e
& T 902 000" osinf dp ¥’
.10, , 1 0, . 1 0P,
divp = 02 0o (°F,) + osi 989((Sm9)P6) * osinf Oy’
1 (O(sinfP,) 0Py 1 9P, 10(eP,) 19(ePs) 10P,
rotp = Qsin9( 00 8@ ot osind dp o Op e+ o 0Jo o 06 e

L= 0% Do 8@ 0%sind 00 Y 02sin? 6 0p?

Uzdaviniai

1. Skaliarinis laukas u cilindrinéje koordinaciu sistemoje g, ¢, z duotas lygtimi v = pcos¢ + z2. Raskite
sio lauko gradijenta ir Laplaso operatoriu taske M(9=2,p =% 2 =1).

2. Vektorinis laukas p cilindrinéje koordinaciu sistemoje o, ¢, z duotas lygtimi p = o¢r, + zr,. Raskite Sio
lauko divergencija ir rotoriu.

3. Vektorinis laukas p sferinéje koordinaciu sistemoje g, 8, ¢ duotas lygtimi p = cosfr, + cos prg + or,.
Raskite Sio lauko divergencija ir rotoriu.

4. Skystis, uzpildantis erdvés dali, sukasi apie asi Oz pries laikrodzio rodykle pastoviu kampiniu grei¢iu w.
Sakykime v(z,y, z) tasko M (z,y, z) greitis, o w(z,y, 2) tasko M (z,y, z) pagreitis. Raskite vektoriu v
ir w divergencijas ir rotorius (patartina v ir w nagrinéti cilindrinéje koordinaciu sistemoje).

5. Erdveés taska M(x,y, z) veikia jéga F', kuri nukreipta i koordinaciy pradzios taska O ir kurios dydis yra
atvirksciai proporcingas atstumo |MO| kubui su proporcingumo koeficientu 2. Raskite jégu lauko F
divergencija ir rotoriu taske M(z,y, z).

8.13 Invariantinés Grino, Stokso ir Gauso-Ostrogradskio formuliu iSraiSkos

Israiskos, kurios bus gautos Siame skyrelyje vadinamos invariantinémis, nes i jas ieina pagrindiniai
vektorinio lauko invariantai.
I. Grino formulé. Buvo parodyta (zr. 7 skyriu), kad funkcijoms P, Q ir sriciai D tenkinant tam tikras

salygas teisinga lygybé 5 op
// <Q—> dedy = ¢ Pdz+Qdy.
dy oD

Sakykime vektorinis laukas p = (P, @Q,0) apibréztas srityje D = D U dD. Pagal 8.6 skyrelyje gauta

formule
rotp — (29 _ 9P\,
P=\ oz oy )
Is cia 90 0P
— — — =kt
dr 0Oy rotp.

Tarkime t yra kreivés 9D liestinés vienetinis vektorius, kurio kryptis suderinta su 9D kryptimi. tegul
t = (cosa,sina), o kreivés 9D parametras yra jos ilgis s.

)

°D

22



Tada kreivés 9D taskuose dxr = cosads, dy = sin a ds.
Vadinasi, 0D tagkuose

Pdr+ Qdy = Pcosads+ Qsinads = (P,Q,0)(cosa,sin,0)ds = p - tds.

Istate i Grino formule diferencijuojamam vektoriniam laukui p = (P, Q,0) gauname:

// krotpdxdy:% pt ds, (1)
D oD

¢ia D — jungi sritis plok§tumoje R?, 9D — srities D siena, t — kreivés D liestinés vienetinis vektorius.

Dydis
‘74 ptds
c

daznai vadinamas vektorinio lauko p cirkuliacija kreive L.

IT. Stokso formulé. 7 skyriuje buvo parodyta, kad funkcijoms P, @, R ir pavirsiui F tenkinant tam tikras
salygas teisinga lygybé

OR 9Q oP OR 80 OP
- a. 4. -~ T A = P .
//f«ay az>coso‘+(az 8x>0086+(8x ay)“”)ds 7{” dz+Qdy + Rdz

(s co, cony)

¥

Sakykime vektorinis laukas p = (P, Q, R) apibréztas ir diferencijuojamas pavirgiaus F aplinkoje. Pagal
8.6 skyrelyje isvesta formule

(R 0Q), (0P om\. (0Q o
rOtp_<8y 8z>1+<82 8x)J+(8x 8y)k'

oRr _ 09 cos a + or _oRr cos 3 + o@ _or cosy = nrot
3y 02 9z oz ox gy ) T TR

Vadinasi,

Sakykime vélgi t pavirsiaus F krasto OF liestinés vienetinis vektorius. Tegul t = (cos &/, cos 3, cos '),
o kreivés OF parametras tegul yra jos ilgis.

>F f(cq;»;C,,@:CMA,/J
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Kreives OF taskuose dx = cosa’ ds, dy = cos (3’ ds, dz = cos~y' ds. Vadinasi,

/ de—l—Qdy—l—Rdz:?{ (Pcoso/—&—QcosB'—i—Rcosv’)ds:% ptds.
oOF OF OF

Remiantis gautomis lygybémis galime uzrasyti, kad vektoriniam diferencijuojamam laukui p = (P, Q, R)

// nrotpdS = ptds, (2)
F oF

¢ia n — yra pavirsiaus F normalinis vektorius, t — kreivés OF liestinés vektorius.
ITI. Gauso-Ostrogradskio formulé. 7 skyriuje buvo gauta, kad funkcijoms P, @, R ir erdvinei sriciai V'
tenkinant tam tikras salygas teisinga lygybé

/ dedz+dedm+Rdxdy=/// 87P+87Q+87R dxdydz.
oV v \odx 0Oy Oz

24

Sakykime p = (P, Q, R) yra vektorinis diferencijuojamas laukas apibréztas aibéje V =V UOV. Kadangi
/ dedz—l—dedx—l—Rdxdy:// (Pcosa+ Qcos 3+ Rcosy)dS
ov oV

kur n = (cos a, cos 3, cosy) pavirsiaus OV normalé (zr. 7 skyriu), tai

// dedz—i—dedx—i—Rdxdy:// pndS.
oV ov

Antra vertus (zr. 8.6 skyreli)

Taigi diferencijuojamam vektoriniam laukui p = (P, @, R) turime

/ / /V divp drdydz — / /8 _npds. (3)

¢ia n yra pavirsiaus OV normalinis vektorius.
Dydis | #npdS kaip ir 7 skyriuje vadinamas vektorinio lauko srautu per pavirsiu F.

Uzdaviniai

1. Raskite vektorinio lauko p = —yi + zj + 3k cirkuliacijas apskritime 22 4+ y? = 1, z = 0 ir apskritime
(z—-224+y*=1,2=0.

2. Raskite vektorinio lauko p = zi + yj + zk cirkuliacija sraigto linijoje: & = cost, y = sint, z = 2t,
t €10, 2n].

3. Raskite vektorinio lauko p = z3i + 93j + 2%k srauta per sfera 22 + y? + 22 = .
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4. Raskite vektorinio lauko p = xi + yj + zk srauta per pavirSiu z =1 — /22 + 32, 0 < 2 < 1.

5. Raskite vektorinio lauko p = yzi+xzj+zyk srauta per cilindro 22 4 y? < a2, 0 < z < h, Soninj pavirsiu.
Raskite §io lauko srauta per visa minéto cilindro pavirsiy.

6. Raskite vektorinio lauko p = yi + zj + 2k rotoriaus rotp srauta per pavirsiu z = 2(1 — 22 — 3?), 2 > 0.

8.14 Vektorinio lauko charakteristiku fizikiné interpretacija

I. Vektorinio lauko p srautas per pavirsiu F, ﬂ FnpdSs.
Sakykime p yra judancio skysécio grei¢io vektorius. Tada p srautas per pavirsiy F yra pratekéjusio per
laiko vieneta per pavirsiu F skyscio turis.

Bendru atveju ﬂ #npdS apibudina tam tikro dydzio susijusio su lauku p pernesima per pavirsiu F.
Jei F uzdaras, tai pagal Gauso-Ostrogradskio formule

// npdS:/// divp dzdydz.
F 1%

I8 Sios formulés matome, jei divp > 0 kokiam nors taske M, tai per bet koki uzdara pavirsiu F uzdaranti
taska M srautas teigiamas. Skystis iSteka i§ tasko M. T. y. taske M yra Saltinis.

Jei divp < 0 kokiam nors taske M, tai analogiskai gauname, kad skystis suteka i taska M.
Nagrinéjant visa sriti 2 i§ Gauso-Ostrogradskio formulés galima gauti, kad €2 néra Saltiniy ir sutekéjimo
tasku tada ir tik tada, kai divp = 0 visuose 2 taskuose.

II. Vektorinio lauko divergencija. Pagal Gauso-Ostrogradskio formule turime
// divp dzdydz = // npdsS.
1% av
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Fiksuokime taska M. Nagrinékime visus uzdarus pavirsius F uzdarancius taska M.

Pazymeékime d(F) uzdaro pavirsiaus F diametra, o V tegul yra to pavirsiaus uzdarytas kiinas. Jei divp
yra tolydi funkcija, tai pagal viduriniu reik§miu teorema dvilypiam integralui turésime

/// divp dzdydz = divp(M') V.
v

Tada is Gauso-Ostrogradskio formulés

1
divp(M') = V// np dS.
_’F

Gautoje lygybéje peréje prie ribos, kai d(F) — 0 gausime

1
divp(M) = d(%{o v //}_ np dS.

Dydis % I F10pdS yra srauto per pavirsiu F galia. Taigi divp(M) bus vektorinio lauko p galia taske

III. Vektorinio lauko p cirkuliacija kreive L: fﬁ ptds.

Jei p yra jégu laukas, tai 555 pt ds yra darbas, kuri atlieka laukas p perkeldamas ktuna uzdara kreive L.

Jei p yra judancio skyscio greiciu laukas, tai cirkuliacija |, ¢ Pt ds apibudina sukamaji skyscio judéjima
kreivés kryptimi. Pavyzdziui, jei [, ptds > 0, tai kreivés £ taskuose vyrauja greiciai kreives £ kryptimi.

Bendruoju atveju vektorinio lauko cirkuliacija apibudina vektorinio lauko stikurius.

IV. Vektorinio lauko rotorius. Sakykime p yra judancio skyscio grei¢iu laukas. Pasirenkame taska M
ir pavirSiu einanti per taska M.

A

Is Stokso formulés

// nrotpdS = ptds.
F oF

Tegul d(F) yra Sio pavirsiaus diametras. Sakykime d(F) — 0. §,.ptds apibudina skyscio judéjima
kreivés OF kryptimi. Jei d(F) mazas

nrotp(M) ~ ptds.

S o
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Taigi rotp(M) apibiidina skysé¢io judéjima tasko M aplinkoje. Pavyzdziui, jei fa}. ptds > 0 visoms OF, tai
skystis sukasi apie normale n pagal sraigta. Jei 3%7 pt ds < 0 visoms OF, tai skystis juda priesinga kryptimi.
Jei rotp = 0 visuose kokios nors srities taskuose, tai skyscio judéjime néra sukuriy, t. y. fﬁ pt ds = 0 visoms
uzdaroms kreivéms L.

V. Vektorinis laukas p vadinamas potencialiniu srityje €2, jeigu to lauko cirkuliacija bet kuria uzdara,
gabalais glodzia srities 2 kreive lygi 0.

I8 7 skyriuje gautu rezultatu iSplaukia toks fizikinis tvirtinimas.

Teorema. Sakykime jungioje srityje Q duotas diferencijuojamas vektorinis laukas p = (P,Q, R).
Tuomet sekantys teiginiai ekvivalentis:
(1) Laukas p potencialinis.
(2) Srityje Q egzistuoja potencialas u : Q — R, t. y. tokia funkcija, kuriai gradu = p (arba du =

Pdz 4+ Qdy + Rdz).
(3) Laukas p neturi siikuriy, t. y. rotp = 0.

VI. Vektorinis laukas p vadinamas solenoidiniu srityje Q C R?, jeigu to lauko srautas per bet kuri
dalimis glodu, saves nekertanti pavirsiy i$ srities 2 lygus 0.

Naudojantis Gauso-Ostrogradskio formulés invariantine iSraiska galima jrodyti toki teigini.

Teorema. Tolydziai diferencijuojamas vektorinis laukas p yra solenoidinis jungioje srityje Q C R® tada
ir tik tada, kai visuose srities €) taskuose divp = 0.

Uzdaviniai

1. Koki darba atlieka laukas p = %i + % j+ %k perkeldamas materialu taska is tasko M (1,1,1) i taska
N(2,4,8)? '

2. Kokj darba atlieka laukas p = (y—+2)i+(2+x)j+ (z+y)k perkeldamas materialu taska is tasko M (3,4, 0)
i taska N (0,0,5), jei perkélimas vyksta sferos 22 + y? + 22 = 25 didziojo apskritimo trumpiausiu lanku?

3. Koki darba atlieka laukas p = xyi + yzj + vzk perkeldamas masés m kiina uzdaru konttru sudarytu is
atkarpos x+2z = 1, y = 0, 0 < = < 1, ketvircio apskritimo 2% 4+ y2? = 1, z = 0 ir kitos atkarpos y +z = 1,
r=0,0<y<1.

4. Parodykite, kad laukas p = yz(2x + y + 2)i + 2z(z + 2y + 2)j + 2y(x + y + 22)k yra potencialinis ir
raskite jo potenciala.

5. Parodykite, kad laukas
2 z T

= i— j— k
itz ly+2)3 (y+2)°
yra potencialinis ir raskite jo potenciala.

6. Vektorinis laukas p turi pavidala

p

p = f(@® +y? + 2%) (i + yj + 2k),

kur f(2) tolydi funkcija RT — R™. Ar sis laukas potencialinis?

7. Vektorinis laukas p taske M (z,y,z) nukreiptas i taska O(0,0,0), o jo dydis atvirkséiai proporcingas
tasko M atstumui iki plokstumos Oxy. Ar §is laukas potencialinis? Ar §is laukas solenoidinis?

8. Kunas sukasi apie asi Oz pastoviu kampiniu grei¢iu w. Sakykim v yra greitis taske M (z,y,z). Ar
vektorinis laukas v yra potencialinis? Ar laukas v solenoidinis?

9. Nurodykite pavyzdi vektorinio potencialinio, solenoidinio lauko.
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