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Skyrius 1

lvadas

Sans les mathématiques on ne péneétre point au fond de la philosophie.
Sans la philosophie on ne gémpoint au fond des mathématiques.
Sans les deux on ne piéa au fond de rien. — Gottfried Wilhelm von Leibniz

[Without mathematics we cannot penetrate deeply into philosophy.
Without philosophy we cannot penetrate deeply into mathematics.
Without both we cannot penetrate deeply into anything.]

Matematikos tyrimo objekto supratimo poreikis tampa§/péivaizdziu bandant taikyti mate-
matikos teorijas gamtos ir visuomesimoksluose, pradedant fizika ir baigiant ekonomika bei
politika. Tais atvejais tenka fizinius objektus ir visuomenines institucijas (pinigai, finansu rin-
ka) interpretuoti naudojant tokius matematikos objektus kaipsaifunkcijos, Euklidia erdwe

ir panasiai. Kitas sunkumas atsiranda tais atvejais, kai bandoma pagrjsti maésnedirijos
iSvados taikymo galimuma realiame gyvenime. Ebairetume tileti, kad visuomees elgesys
bent kiek adekv@&ai gali b uti atspindimas matematikos teiginiy logika?

Pagrindinis dalykas kuriuo remiamasi nagjsnt Siuos klausimus yra paskutiniy 2500 mety
Zzmonijos istorija jrodanti matematikos naudinguma - tai yra faktas, kuriuo remiamasi ir kuri
norima suprasti bei paaiskinti. Tai, kad iki Sickma visuotinai pripazinty aiSkinimy rodo, jog
problemos susijusios su matematikos prigimties klausimaia lengvos.

Siose paskaitose mes aptariame tik pagrindinius poziurius ir argumentus | matematika ir jos
prigimtj. Tikimes pateikti kuo platesnj, ir t&dll neiSvengiamai apytikrj, Sios srities vaizda.

Pagrindire Sio teksto tema yra matematika ir kalbama apie ja filosofiniu pozi urivel Tod
verta pra@éti pastebint, kuo Sis pozi uris ypatingas.

1.1 Filosofijos metodas

Kuo ypatingas yra filosofinis poziuris arba metodas? Vienas galimy atsakymuy | §j klausima
yra toks: filosofo uzdavinys yra iSsiaikinti ZodZiy reik3mes. Sis metodas dominavo praeito
amziaus pirmosios pes filosofijoje ir paprastai siejamas su austry filosofo Ludwig’o Witt-

genstein’o darbais. Buvo pagrjstai teigiama, jog pagriasliproblemos filosofijoje atsiradeld
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nesusipratimy susijusiy su nesugpimy pastebti skirtingas naudojamy Zodziy reikSmes ir ty
reikdmiy priklausomybe nuo konteksto. Siais laikais jau retai, kas mano jog tai vienintelis ar
pagrindinis filosofijos problemuy Saltinis. diau naudojamy ZodZiy reik&s iSsiaiSkinimas tapo

b utina pradine filosofinio svarstymo dalimi.

Dar svarbiau yra tai, kad filosofija yra susijusi su argumenty analize, daznai naudojant for-
malius simbolires logikos, tikimybiuy teorijos ar kitos kurios nors mokslo srities metodus. Gin-
damas savo poZzi urj, filosofas pateikia savo argumenta. Be to, papildomai analizuojami konku-
ruojantj pozi urj ginantys argumentai. Tokiais atvejais yra nagnma argumento strukt ura, jo
loginis korektiSkumas, papildomuy prielaidy jtaka argumento iSvadai ir daugelis kity su argu-
mentavimu susijusiy aspekty.

TaCiau beveik nejmanoma iSskirti grynai filosofinj, tai yra tik filosofijoje naudojama metoda.
Paprastai @ra grieztos takoskyros skiriéios filosofinj samprotavima nuo kurioje nors mokslo
srityje taikomy metody, taip pat daznai nejmanoma nustatyti kur baigiasi filosofija ir prasideda
mokslas. Atrodo, jog filosofai nevengia jokio metodo, kuris galigiadusivokti filosofireje
problemoje.

1.2 Filosofires problemos

Tiesa sakant yra sunku pasakyti, kokia problema yra filogofietiau per du su puse t ukstan
mety iSriSlejo tai, ka galima vadinti iSskirtinai filosofamis problemomis. Svarbiausomis yra
trys filosofiniy tyrimuy sritys:etika, epistemologija ir ontologijémetafiziky. Be abejoes, tuo
filosofiniy problemy sarasagra iSsemiamas. Sj sarada galima testi paminint estetika, logika,
socialire ir politikos filosofija, kalbos, proto (mind), mokslo ir religijos filosofijos.Ci@u mi-
netosios trys sritys kertasi su visomis kitomis filosofijos dalimis ir jos apima didzZigja filosofijos
dal;.

Epistemologija (grepisteme pazinimas, Zinios fogos- mokslas) tai filosofinis paZininto
kilmes, esras, perspektyvy ir t. t. svarstymas. Trumpai kalbant, jusliS8kai suvokiama iSorinio
pasaulio atskirybe pazinimas susieja su visuotiniu jos reikSmingumu ireggggbnaudodamas
kitus visuotiniais pozymiais. Tokiu b udu pazinimas yra tam tikras mastymo b udas, kuris remiasi
patyrimu ir nuolatos prie jo griZta. Patyrimasnma vien tik pasyvus duot@s pripazinimas - jis
vadovaujasi ankstesniu supratimu apie ta duotybe.

Ontologija (gr.ontos- esantis Hogos - mokslas) tai filosofia b uties teorija, t. y. teorija
apie esamybe - tiek, kiek ji yra. Ontologija yra pagrirelimetafizikos disciplina. Ontologija
nusako (iSvardina) tai, kas egzistuoja. Tuo tarpu metafizika bando pasakyti kazka apie tai, kas
egzistuoja. IS esas, ontologija pateikia objekty saraSa, o metafizika pasi ulo aiSkinamaja teorija
apie ty objekty prigimt;.

Etika (gr.ethos- jprotis, paprotys) yra moras filosofija, kurios tyrimo objektas egs kaip
svarbiausias teisingo elgesio ir doroviSko gyvenimo orientyras.

Matematikos filosofijoje nagrgjamos tokios su matematika susijusios problemos:

1. kodel matematika naudinga tiriant gamta?

lgraikiskai "pazinimas" reiskia ir "episteme” ir "gnosis". Neretai pirmoji i3 Siy reikdmiy siejama su moksliniu
pazinimu, o antroji su dvasiniu pazinimu



2. ar egzistuoja matematikos objektai ir jei taip tai kokia prasme?

3. kodel ir kokia prasme teisingi matematikos teiginiai?

Klausimai:
1. Kokias zinote skirtingas zodzio "argumentas” reikSmes?

2. Ka reiSkia Zodis "egzistuoja"?

Literat ura internete.
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Skyrius 2

Kas yra matematika?

Mathematics is the subject in which we know neither what we are talking about nor whether
what we say is true.

Bertrand Russell (1872 - 1970), in "Recent Work on the Principles of Mathematics", The Inter-
national Monthly, 4 (1901), 83-101.

Aiskinantis kas yra matematika verta aptarti tai, kas matematikai yra b udinga, kas ja skiria
nuo kity panasiy Zmogaus veiklos@u ir kaip galima paaiskinti jos naudinguma.

2.1 Matematikos jvaizdis

Matematikos jvaizdZiui nusakyti pradime matematikos turinio pavyzdziu. Priminsime, kad
pirminiu vadinams uz vieneta didesnis sveikas ke, kuris dalosi be liekanos tik i$ vieneto ir
saves. PrieSingu atveju toks sveikas ke vadinamasudetiniu

2.1 Teorema. Egzistuoja be galo daug pirminiy skaiCiy.

[rodymas. PrieSingai teoremos teiginiui, tarkime, kad egzistuoja tik baigtinis pirminiy skai-
Ciy kiekis. Tarp baigtinio kiekio skaiy visada egzistuoja didziausias, kurj Zgsime raidep.
Galime apibeZzti ska€iu n lygu 1 plius visy pirminiy skaiiy sandauga, t.y.

n=1+2-3-5-7-11-...-p.

Galimi du atvejai arba yra suetinis arba pirminis. Tarkime, kad yra pirminis. Kadangi

n > p, tai prieStarauja prielaidai, kadyra didziausias pirminis skéus. Dabar tarkime, kad

n yra suektinis. Tada kuris nors pirminis skais privalo (ko@l?) dalyti jj be liekanos. T@au
visi pirminiai dalon tik su liekanal. Tai reiksty, kad bet kuris pirminis, dalantis privalo

b uti didesnis up, ko b uti negali. Tokiu atveju pradirprielaida apie pirminiy skaiy kiekio
baigtinuma yra neteisinga, kas jrodo teoremos teiginj. Q.E.D.

Si teorema elegantiska, svarbi ir kartu tipiska matematikai iliustruoti. Tarp kitko, neegzis-
tuoja metodo, kuris jgalinty surasti kaip norimai didelj pirminj gkai Iki Siol tokio skatiaus

4



paieSka atliekama nuosekliu tikrinimu. Didziausias Siuo metu Zinomas pirminiSiskaira
225964951 _ 1 jr jj sudaro 7816230 skaitmenys surastas 2005 metais

Kalbant apie jvaizdj ara b utina jo pagrjsti argumentais. PrieSingai jvaizdis neretai gali b uti
ir klaidingas. Toliau iSvardintoms matematikos saegis pritary matematikos profesionalai ir
gal b ut dided dalis matematikos filosofy.

B utinumo pob udis. Teoremos apie pirminiy skii kiekio begalinuma jrodymas sukuria

isp udj, kuris neleidziantj abejoti teiginio teisingumu. Apskritai, matematikos teiginiai skiria-
si nuo gamtos moksluy tuo, kad sukuria ta neiSvengiamumo arba b utinumo pojautj. Pavyzdziui,
intuityviai, visai neb utinai saglprivalo tugti lygiai devynias planetas, arba gravitacij@sdis

neb utinai privalo t@ti Newton’o desnio forma. Tuo tarpu matematinis teigirys- 5 = 12

atrodo kaip tiesos b utinumo etalonas. Matematika atrodo besanti vierZimehiy intelektigs
veiklos sritis, kurioje galima absoliiai pasitiketi gaunamomis ziniomis.

AprioriSkumo pob udis. Fraz "a priori" (lot. i pirmesnio) reiSkia nepriklausomuma nuo
patirties, arba "iki patirties”. Sakoma, kad teigirirsomas a prioriei jo Zinojimas nesiremia
jokia patirtimi apie iSorinio pasaulio konkil jvykiy eiga, o iSplaukia i$ vartojamy savoky
reikSmes. PrieSinga reikSme turi fraz'a posteriori” (lot. iS paskesnio). Teiging;omas a
posterioriarba empiriskai, jei jo zinojimas gaunamas remiantis iSorinio pasaulio patirtimi, t. y.
jei teiginys rera Zinomas a priori.

Empirines Zinios remiasi fiziniais pogiais: regjimu, klausa, skoniu, kvapu ir &fimu. Tuo
tarpu tai, kas suvokiama protu atrodo nepriklauso Siamgigparasui. "Matymas proto akimis"
suvokiama kaip patirtis nepriklausanti nuo fiziniy p@iju |rodytoji teorema apie pirminius
skatius suvokiama remiantis protu bet ne pbgis. Jei sutinkama, kad a priori Zinojimas yra
galimas, tai to pavyzdziais yra pateikiami matematikos teiginiai.

Objektyvumo pob udis. Sakymas, kad kazkas ysabjektyvueiskia to kazko priklausomybe
nuo suvokiagiojo proto. Suvokimas yrantersubjektyvugei jis yra vienodas ir b udingas bet
kuriam protui. Tuo tarpu sakymas, kad kazkas gbgektyvureiSkia nepriklausomuma ne tik
nuo ta reiskinj suvokiatiojo proto bet ir nuo bet kurio suvokimo protu, t. y. objektyvumas
reiSkia to kazko buvima net jei nelikty jj suvokiénojo proto.

Matyt niekam nekelia abejoniy matematikos teiginiy intersubjektyvumas, o materkatin
ba ir jos teiginiai visy Zmoniy yra suvokiami vienareikSmiskai. Abejones gal b efyglee|ti
nuomore jog matematika té@tu b uti vienoda bet kuriai protingai visatos b utybei. Neabejotina,
jog, pavyzdziui, Sachmaty Zaidimo taisgklyra suprantamos vienodai, t. y. Sachmatu taisyk-
lems b udingas intersubjetyvumasida visiSkai jmanomas dalykas, kad Sios taiggkgali
b uti kitokios. Tuo tarpu matematika atrodo nepriklausanti nuo tokio susitarimo ir Sia prasme ji
atrodo esanti objektyvia.

Bet kuri bent kiek pilnese matematikos filosofijos kryptis privalo getbpaaiskinti b utinu-
mo, aprioriSkumo ir objektyvumo jsp udzio matematikoje priezastis, arba paaiskinti tokiu jsp u-

1Ziukk tinklapjhttp://www.mersenne.org/



dziy klaidinguma. Téiau iki Siol dar niekas negali pasigirti visuotinai priimtinu Siy klausimuy
paaiskinimu.

Kanto aiSkinimas: matematika tiria Zmogaus suvokimo formas.

Atrodo, jog tokio aiSkinimo, nesiremi&io Kanto intuicija, paieSka buvo pagrin@ri9 a.
vakary filosofijos problema (Alberto Coffa, 1991).

Galima ir neigti b utinumo ir aprioriSkumo jsp udj matematikoje, teigiant, kad tai tik iliu-
zija. Tokio pozi urio laikosi W. V. O. Quine nat uralizmas/empiricizmas (paaiskinti). Bet tada
neiSvegiama kitos problemos: paaiskinti, tokios iliuzijos prigimtj.

Pamiresime viena neabejotiny matematikos bruoza, skiriantj ja nuo kitos intedektéik-
los.

[rodymo b utinumas. Bet kurio matematikos teiginio, pavyzdziui, "jgitai ¢" teisingumas
nustatomas jj jrodantjrodymuvadinamas samprotavimas, kuriame naudojamsi: mateeiatin
mis savokomis (apil@zimais), fundamentaliomis prielaidomis (aksiomomis), araks|rody-

tais teiginiais (teoremomis) ir logiSkai teisingu samprotavimu (loginiu argumentu). Teorema
apie pirminius skaiius buvo jrodyta tariant esant teisingam prieSinga teiginj. Tada buvo pa-
rodyta, kad gauname prieStaravima. Teoremos teiginys iSpl&uio, kad jam prieSingaserm
teisingas. Si iSvada remiasi logikos principais, pirma, jog betkoks teigi@se vienu metu ir
teisingas ir klaidingas (prieStaravime@shis); antra, jei teiginys yra klaidingas tai jo neiginys
yra teisingas (negalimo tt@jo desnis) (Zzr. A.1.1 skyriy A.1 Priede). Matematikos teiginio

b utinumo jsp udj sukuria arba sustiprina jo jrodymas.

Gali b uti atvejy, kai matematinis teiginysra akivaizdus, tdau jrodymas paprastai pakei-
Cia ankstesnijjj pozi urj. Neretai, matematikai tiki matematinio teiginio teisingumo ir nezinodami
jo jrodymo. Bet toks teiginys vadinamas hipotezearannaudojamas kity teiginiy jrodymuose.
Pavyzdziui, Goldbach’o hipotezteigia, kad bet kuris lyginis sk&us yra iSreiSkiamas dviejy
pirminiy skatiy suma, t.y4d =2+4+2,6 =3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+T7irt. t. Si
hipotez buvo patikrinta milijonams atvejy ir nezinomas nei vienas kontrpavyzdys. Tuo tarpu
biologai remdamiesi tuo, kad visi iki Siol gyvene varnai buvo juodi, nesivarzo daryti iSvada, kad
visi varnai yra juodi.

2.2 Matematikos taikomumas

Tesiant kalba apie tai, kas yra matematika, vienas iS jdomiausiy ir svarbiausiy paradoksuy yra jos

taikomumas moksluose tirigiuose fizinj pasaulj. Atrodyty, kad tai jprastas dalykas ir jokio pa-

radokscCia b uti negali. Mes ski&uojame obuolius ir daliname torta taip, kad jo gauty po lygiai

visi sveiai. Mes taip pat matuojame galaktikas ir naudojame Hilbert'o erdves prognozuodami

jvairius reiskinius. Atrodyty, jog @ra jokiu sunkumuy taikant matematika.Ci@u pradedant gi-

lintis | matematikos taikomumo supratima vaizdas tampa neaiskiu. Pavyzdziui, Eugene Wigner

savo garsiajame 1960-yjy mety straipsnyjeradfepaprastas matematikos naudingumas gam-

tos moksluose yra kazkas, kas ribojasi su paslaptingumu ir neturi racionalaus paaiskinimo".
Nenuostabu ir puikiai Zinoma, kad matematika naudojama fizikoje tam, kad kiekybiSkai

jvertinti gamtos @sniy veikima. Téiau Sis matematikos vaidmuo fizikoje ga} b uti jvardintas



kaip jrankis ir Sia prasmeara labai svarbus. IS tikro, matematika atlieka gerokai svarbesnj
ir atsakingesnj vaidmenj. B utent, tam, kad matematikatgdd uti taikoma fizikoje, gamtos
desniai privalo b uti formuluojami matematikos kalba. Pana§ime pavyzdZiui Newton’o
gravitacijos @snj: tarp kuna ir k unob egzistuoja €ga f.;, nukreipta linka ir jos dydis F
nusakomas formule

. gmg Ty

F - )

r2

kur g yra universali konstantas,, yra k una: mas, m, yra kund mas ir r yra atstumas tarp

a ir b. Tarsime, kad fizikos tikslas yra tiksliy gamtosstiy paieSka (tai tik viena - realizmo -
pozicija fizikos filosofijoje). Be to, tarsime, kad Sis Newton'®sdis yra tikslus (nors Zinome,
kad taip rera). Tokiu atveju Newton’o @snis suvokiamas taip, kad egzistuoja tokie objektai
- jega, mas ir atstumas - kuriuos galima iSmatuoti naudojantis realiaiSgkai Kadangi Siuy
objekty fiziniame pasaulyje tiesiogiai nestebime, tai jietyegzistuoti kaip ir kiti matematikos
objektai.

Jei Sis pavyzdys kelia abejonesl dnatematikos svarbos, tai Siuolaikifizika pateikia nau-
jus matematikos nepakeéamumo pavyzdzius. Pakanka prisiminti kvaesnrmechanikos for-
mulavima, kurj pasi &lDirakas. Kvantigje mechanikoje yra dvi svarbios savokos: b usena ir
stetejimas; abi jos iSreiSkiamos naudojant tiesiniy operatoriy Hilberto&gedieorija. Siuo
atveju b usena yra vektorius Hilberto exf/- gerai pazjstamas ir iSnageias objektas mate-
matikos kontekste. Taau tai, ka Sis objektas atitinka fiziniame pasaulygeanakivaizdu. Viena
nuomore teigia, kad nieko apart matematikasra kvantigje b usenoje. Kita nuomeneigia
egzistuojant realy fizinj lauka vadinama Bohm’o kvantiniu potencialu. Sis ir kiti klausimai
tiriami ieSkant kvanties mechanikos interpretacijos.

Nemaziau suetinga yra erdes-laiko intepretavimo problema: ar egzistuoja reali esdv
laiko daugdara, kuria atitinka matemagiardes-laiko strukt ura*. Paprastai neg@ijamas yra
jvykiu realumas. Poziuris pagal kurj real us jvykiai uzima taip pat realio®sfléko daugdaros
taSkus vadinamas absoliutizmu. PrieSingas jam yra poZi uris angliSkai vadinamas relationalists,
pagal kurj real us jvykiai tiesiogiai patalpinamj | matematinge eselaiko strukt ura? (zr. [9]).

Fizika yra tampriai susijusi su matematika, kuri fizikassdiams suteikia forma ir jgalina
kiekybine prognoze. Fizikies teorijos beveik be iSimties yra formuluojamos naudojantis mate-
matiniais santykiais. Skirtumas tarp fizikos ir matematikos yra tas, kad galiausiai fizika siekia
aprasSyti fizinj pasaulj, o tuo tarpu matematika susijusi su abStraks strukt uromis, kurios
gali b uti niekaip nesusije su fiziniu pasauliuCida Sis skirtumas ne visada rySkus. Egzistuoja
didele tarpire tyrimuy sritis tarp fizikos ir matematikos skirta nagginfizikos teorijy matemati-
nes strukt uras. Netgi yra fizikos teorijy (string theory), ttiinmatemati@s teorijos forma ir
neturirtiy jokio empirinio patvirtinimo.

Tiksliau nematemating realybe galima iSreikSti matematiSkai surandant specialia funkcija
tarp nematematiniy objekty $eimasir matematiniy objekty Seimas/. SeimaN sudaro ne-
matematiniy objekty a®S ir sarysiaiR,, R,, . .. apibezti aikeje S. Panasiai, Seima’ sudaro
matematiniy objekty adbS™* ir sarySiai R}, R;, ... apibezti aikeje S*. leSkomoji funkcija¢
apibeziama aibje S su reikSnémis S* taip, kad ji iSsaugo a#se apibety sarySiy strukt u-
ras. Pavyzdziui, tarkime, kafl sudaro mase turintys fiziniai k'unai,S6 yra realiy skaiiy
aibe R. Tegul>= ir & yra binariniai sarySiai aje S apibreZzti fiziniy svoriy lyginimu ir fizine
svoriy su@timi. Tegul> ir + yra jprastiniai binariniai sarySiai apiezti tarp realiyjy skdiy.
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Tada SeimosV = (S,=,®) ir M = (R,>,+). Kunamsy,b,... C S priskiriami skaiai
o(a),d(b), ... C R atitnkantys mase taip, kad funkcijai S — R galioja savyes:

azb=¢(a) 2 o) ir ¢la®b)=d(a)+ob).

Sios funkcijos savyks iSsaugo sarySius tarp fiziniy k uny perkeldamos juos | matematine erdve.
Viena is fiziniy k uny galima iSskirti taip, kad)(u) = 1.

Grieztai kalbant betkuri funkcija privalo b uti apifita aileje, o aibe paprastai sudaro ma-
tematiniai objektai. Téau aibiy teorijoje nagrigjamas atvejis kai aibe sudaro nematematiniai
elementai vadinamirelementaisGreta fiziniy k uny urelementais gali b uti abstrakt us ar fanta-
stiniai objektai. Sunkiausia dalis tokiais nejprastais atvejais yra @ftitsarySius atspindiius
esmines nagrigjamy elementy savybes. PavyzdZziui, ekonomikoje nagnmos @rybiu aites
S ir joje apibeztas preferencijos sarysistenkinantis tokias savybes, kurios atitinka tai, kas
vadinama "racionaliu sprendimu”.

Kalbant apie matematikos taikyma iSkyla tokie klausimai:

1. Kaip iS tikro matematika "sukimba" su fiziniu pasauliu? Tai yra klausimas, kurj tiria gana
technire mokslo filosofijos sritis vadinama "measurement theory".

2. Ar kai kurie objektai nagrigjami jvairiose gamtos teorijose yra pagliasisiai matemati-
niai objektai ar jie turi kitokj statusa? Si problema iSkyla atskiry gamtos moksimy $i
losofijose. Pavyzdziui, ar eréviaikas arba kvantab usena egzistuoja kuria nors prasme
besiskiriagia nuo ju matematies iSraiSkos, arba tai yra nieko daugiau kaip matematikos
objektai?

3. Ar matematika nepakéiama gamtos moksluose? Kadangi savo laiku W. V. O. Quine ir
H. Putnam pirmieji atsak| $j klausima - taip, o H. Field po to te3g ne, tai Sis klausimas
matematikos filosofijoje tapo centriniu diskusijoje tarp vadinamujy realisty ir nominalisty.
Prie Sio klausimo griSime 3 skyriuje aptardami "nepakahumo argumenta”.

Jei matematika yra tokia skirtinga nuo gamtos ir visuoesemoksly, tai ar pati ji yra moks-
las; nepaisant to, kad graiky kalbaithéma reiSkia "mokslas, zinios ar pazinimas".

2.3 Ar matematika yra mokslas?

Mokslu vadinamas ir Ziniy jgyjimo procesas ir susistemintos Zinios, jgytos $iuo prfocEsl
tarpu mokslo procesas yra sistemingas naujuy Ziniy apie iSorinj pasaulj jgyjimas, vadinamas
moksliniu metodu.
Turb ut nenuostabu, kad ZodZiai "faktas", "hipetezmodelis", "teorija" ir "desnis" moksle
ir kasdienireje kalboje ir mokslo kontekste vartojami skirtingomis prasmis. Zmos nesusije

2Angly kalboje Zodis "science" paprastai siejamas su gamtos mokslais. Rusy kalboje Zodis "nauka" siejamas
ir su literat'ura, ir su suvirinimu, ir su mezgimu ir pan. Tuo tarpu m'usy kalboje, remiantis Lietuviy kalbos Zodynu,
kartu su jprastiniu reikSmiy sara3u, Zodis "mokslas" taip pat reiSkia svarbius religijos teiginius ar nurodymus, o
seniau mokslu buvo vadinamas ir pamokslas



su mokslu daznai "faktu” vadina tai, ka mokslininkai vadina "teorija". Kasdegaikalboje Zo-

dis "teorija" reiSkia tas igjas, kurios dar neturi pakankamo pagrindimo; kai tuo tarpu makslin
je terminologijoje Sis Zodis reiSkia tasgjs, kurios nekarta iSlagékgriezta patikrinima. Mokslo
teorijos ke€iamos naujomis, kai tik atsiranda joms prieStaracijariakty, arba kai atsiranda
naujos jvairiais poZi uriais labiau priimtinos teorijos. Tai nereiSkia, kad atmestoji teorija tapo
neteisinga. Grieztai kalbant jokia mokdineorija nepateikia tikslaus tikreg vaizdo - tokio,
kokia yra pati tikrow visoje savo jvairosje. Teorija yra tik apytikris tikrogs vaizdas tam tikru
aspektu. Vaizdziai kalbant teorija g@alime laikyti pasaulio Zeefapiu, kuriame atvaizduojami
tik tam tikri objektai skirtingais aspektais (pavyzdziui, geografinis, klimato, geologijos ir kt.
Zenelapiai). Atsiradus naujam, tikslesniam zZglapiui (teorijai), senasis yra iSmetamas arba
naudojamas tada, kai tikslesnis naujasis &lapis nereikalingas.

PavyzdZiui gretiu sucetis apraSoma dviem skirtingomis teorijomis. Tarkim kamuolys is-
mestamas isektuvo gretiu W, o lektuvas skrenda gm@u V. Su Siais grdiiais susiesime
realius skatiusw = ¢(W) ir v = ¢(V). Klasikineje fizikoje gretiy kompozicija® turi pa-
prasta formap(W & V) = ¢(W) + ¢(V) = w + v. Tuo tarpu reliatyvistigje fizikoje gretiy
kompozicija jgyja sudtingesne forma:

o(W) +o(V) w+v

YW EV) = o) @~ 1+ (wo)j

Ciac yra Sviesos greitis.

Apytiksliai kalbant, gamtos &bknis yra reisSkiniy reguliarumas, t. y. reiskiniy pasikartoji-
mas tam tikromis aplinky&mis. Hipotee yra toks pozi uris, kuris daera pakankamai pagris-
tas arba dar neatmestas remiantis eksperimentu. Terminu "modelis” mokslininkai vadina tokj
reiSkinio ar dalyko apibudinima, kuris gali b uti naudojamas tiek prognozei, tiek ir tikrinimui
remiantis eksperimentu ar s&ghmu. Lyginant modelj su teorija, pirmasis terminas dazniau
naudojamas nusakyti reiSkinj, o antrasis - paaiskinti. Be to, priklausomai nuo konteksto ta pati
mokslo ziniy sistema gali b uti vadinama tiek teorija, tiek ir modeliu.

Mokslo efektyvumas ir naudingumas visuomeneicieerieskoti filosofinio paaisSkinimo.
Mokslo filosofija siekia suprasti mokslo ziniy prigimtj ir pateisinima, bei iSsiaiSkinti moksli-
nio proceso etines pasekmes. Pasrfmly labai sunku tiksliai nustatyti kas skiria moksla nuo
nemokslo ir kas sudaro mokslinio metodo esme.

Matematika yra mokslo pagrindas. Svarbiausia matematikos funkcija moksle yra galimyb
formuluoti mokslinj modelj. Stebint ir renkant duomenis, bei kuriant hipotezes ir prognozuo-
jant, paprastai yra b utinas matematinis modelis bei matesratinja. DazZniausiai naudojamos
matematies teorijos yra analezir statistika, téiau taikomos net ir paos abstra&iausios ma-
tematikos sritys: skaiy teorija ir topologija.

Kai kurie filosofai matematika priskiria gamta tiriéig moksly sistemai, o matematinj jro-
dyma intepretuoja kaip eksperimenta. Citau kita dalis filosofy nemano matematika esant
mokslu, kadangi matemams teorijoms patvirtinti @a reikalingas gamtamokslinis eksper-
imentas. Bet kuriuo atveju, matematikos efektyvumas moksle yra pageintatematikos filo-
sofijos problema.

Kiekvienas mokslas turi savo tyrimo objekta. &bjei matematika yra mokslas, tai kas yra
jos tyrimo objektas?



2.4 Sijuolaikine matematikos filosofija

IS to, kas pasakyta ankstesniame skyrelyje, kyla klausimas tai apie ka kalbama matematikoje, jei
ne apie mus supantj pasaulj. Nenuostabu, jog svarbiausiu Siu@j@kimatematikos filosofijoje
tapo klausimas kas yra matematikos tyrimo objektas ir kaip jgyjamos zinios apie jj?

Pagrindiniai pozi uriai. AnksCiau jrodyta teorema apie pirminius skais priklauso aritme-

tikai ir tai rodo, jog aritmetikoje kalbama apie skmis. Taigi konkréiai Siuo atveju klausiama

kas yraskaiCiu® Tur b ut sutinkame, jog sk&i nera mus supdio pasaulio daiktai, panaSiai
kaip medziai, kalnai, Zmas. Taip pat Zinojimas apie skais neatsiranda stebint ju elges;.
Galima manyti, jog jei aritmetikoje kalbama apie skas, tai skatiai egzistuoja. Jei jie egzis-
tuoja, tai ar jy egzistavimas priklauso nuo matematiko, jo proto, kalbos ir taip toliau? PoZzi uris
pagal, kurj matematikos objektai egzistuoja nepriklausomai nuo matematiky vadireatias

mu ontologijojearbaplatonizmu

PrieSingas platonizmui yranti-realizmaskuriam priskiriami ivair us pozi uriai, pavyzdziui,
nominalizmas ir idealizmasldealistassutinka, kad matematikos objektai egzistuoj&idaa
mano, kad jie priklauso nuo Zzmogaus proto. Jis gali teigti, kad matematikos objektai atsiranda
konkretaus matematiko proéis veiklos éka. Tiksliau toks pozi uris vadinamssbjektyviuoju
idealizmy pagal analogija pozi uriui apie fiziniy objekty prigimtj. Tokiu b'udu, subjektyvaus
idealizmo pozi uriu, kiekvienas matematikas turi savo nuosavusiskdiunkcijas, aibes ir pa-
nasiai. Kiti idealistai matematikos objektus priskiriaCgai, kuri yra prieinama visiems Zmo-
nems. Tokiu atveju matematika susijusi su tuo, kas turi galimybe b uti sukonstruojamu. Toks
idealizmas vadinamas intersubjektyviu. Visi idealistai sutinka su tuo, kad jei neb uty proto, tai
neb uty ir matematiniy objekty. Tuo tarpu platonistai neigia Sia pozicija tvirtindami, kad mate-
matikos objektai egzistuoja nepriklausomai nuo proto.

Nominalizmagra dar radikalesnis objektyvaus matematiniy objekty egzistavimo neigimas.
Viena jo versija teigia, jog matematikos objektai yra tik kalbos konstrukcijos. Ka tatgal
reiksti? Tarkime mes skiriame ZodZius "Rimas NorvaiSa" nuo Zmogaus su Siuo vardu, panasiai
kaip bet kurj daikta nuo jo pavadinimo. Kai kurie nominalistai neigia matematinius objektus
turint tokj skirtuma, sakydami, kad, pavyzdziui, skas devyni yra tas pats kaip jo uzrasas -
skaitmuo 9, IX, nine - ir nieko daugiau. @iau kiti nominalistai tiesiog neigia matematikos
objekty egzistavima.

Jei matematikos objektai egzistuoja, tai kaip jie atrodo ir kaip jie susije su labiau jprastais
realaus pasaulio daiktais? Pati platonizmo nuostata nieko apie tai nesako, iSskyrus objektyvaus
egzistavimo teigima. T@au tarp platonisty yra paplites pozi uris jog matematikos obje&tai n
susije priezastiniais rySiais, yra amzini, nesunaikinami, ir nepriklausocesttdiko sistemai.

Del Siy savybiy realizmas ontologijoje ir vadinamas platonizmu nes Platono Formos pasizymi
panaSiomis savygmis, iSskyrus priezastinius rysius.

Ontologines ir epistemologires problemos. Platonizmas neblogai paaisSkina matematikos
teiginiy b utinumo pob udj. Jei matematikos tyrimo objektas yra toks kaip jj apibudina platoniz-
mas, tai matematikos teiginiy teisingumas nepriklauso nuo nieko kas susije su fiziniu pasauliu
ar su Zmogaus protu.
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Problema su platonizmu atsiranda tada, kai remiantis Siuo poZzi uriu bandoma suprasti ma-
tematikos Ziniy aprioriSkumo pob udj. Kaip Zmogus, b udamas fiziniu objektu, gali paZinti ma-
tematikos realybe, kuri savo esmimis savybmis skiriasi nuo fizinio pasaulio. Jei toks rySis
yra tarp Siy siiy, tai jis daznai priskiriamas tam, kas vadinama "matematine intuicija". Nere-
tai | §j poj utj nurodoma, kai kalbama apie matematikos aksiomuy intuityvy supratima. Kadangi
matemati@ intuicija lyg ir nepriklauso nuo jutiminiy pofw (reggjimas, klausa, ...), tai toks
rySys tarp proto ir matematikos reaBdgali neblogai paaiskinti matematikos Ziniy aprioriSku-
ma. T&iau matematies intuicijos egzistavimo prielaida yra daznai filosofy atmetagiaas
prieZzasties, kadara moksliniy duomenuy patvirtinéiy jos egzistavima.

Atmetus matematies intuicijos iaja, ontologinis realistas lieka ggjis su savo mislingu
episteminiu rySiu. Jei platonistai yra teis us ir matematikos objektai priklaudsajaienistinei
erdvei (pirmoji erde - fizinis pasaulis, antroji erév- minCiy pasaulis), tai kaip Zmogus jgyja
Zinias apie ja?

Tai gal anti-realistams gyvenimas geresnis? Deja, anti-relistams problemos @asiiei
tomis. Tai kas realistams lengvai sprendziama, anti-realistams yra problema ir@arirla-
vyzdZiui, jei ska€iai yra Zmogaus proto vaisius arba priklauso mastymgiasrikaip tvirtina
idealistai, tai matemat@s Zinios yra nuosavo proto Zinojimo rezultatas. Toks Zinojimas gali
b uti laikomas objektyviu ta prasme, kad nepriklauso nuo iSoriniycppjupatirties. Tokiu
Ziniy b utinumas suprantamas kaip nuosavo proto veiklos ir strukt uros b utinutreas pfi@b-
lemos atsiranda bandant aiskintic@s matematikos turinj ir jos naudojimo galimuma kitose
Zinojimo ir veiklos srityse. PavyzdZiui, kaip suderinti nat uriniy ir tuo labiau reali€skkie-
kio begalinuma su konkretaus proto ribotumu.

Jei matematikos objektai yra kalbos kontrukcijos, tai matematikos Zinios yra kalbos Zinoji-
mas. Tada neaiSkus tampa matematikos taiginiu b utinumo ir aprioriSkumo pob udis. Tai priklau-
sytu nuo nominalisto pozi urio j kalba. Galiausiai ta pati problema iSkyla siekiant kaip suderinti
tokj pozi urj su matematikos realybe. Jei matematikos objektai neegzistuoja, tai nominalistas
turety pasi ulyti, kaip formuluoti matematikos teiginius nesinaudojant nuorodomis | neegzistuo-
jancius matematrinius objektus, arba belieka teigti jog matematikos teiginiai yra klaidingi ar
tusti.

Matematikos teiginiy teisingumas. Jei matematikos teiginiai nieko nesako apie iSorinj pa-
saulj, tai kyla klausimas ka reiskia matematikos teiginiai? Kokia yra jy Bdomma? Sie
klausimai priklauso matematikos kalbos objektyvumo problemuy ratui. PoZi uris pagal kurj ma-
tematikos teiginiy teisingumo reik&ms yra objetyvios, t. y. nepriklauso nuo matematiko proto,
kalbos susitarimy ir panaSiai, vadinantasingumo reikSmes realizmu

PrieSingas Siam yra teisingumo reik@snanti-realizmo pozi uris sakantis, jog net ir esant
teisingumo reikSrams, jos gali b uti priklausomos nuo matematiko.

Dazniausiai Siuolaikies matematikos filosofijoje diskutuojamel diviejy klausimy: kokia
yra matematias tiesos prasen(statusas) ir kokia yra matematikos objekty prigimtis? Kitais
zodziais tariant, kas suteikia matematikos teiginiams neklaidingumo jausma ir gahpgala
tie teiginiai?

TaCiau ne visada Sie klausimai buvo laikomi svarbiausiais matematikos filosofijoje. Dar
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visai nesenai, prie$ keleta deSimting matematikos filosofija buvo tapatinama su tuo, kas
vadinama matematikos pagrindais.

2.5 Matematikos filosofijos raida

Paprastai filosofai yra linke spresti pagrindy klausimus. Tokie iSsireiSkimai, kaip "Zinojimo
pagrindai”, "moraés pagrindai”, "fizikos pagrindai" nuolatos sutinkami su filosofija susijusiuo-
se tekstuose. Jei konkreti Zmoniy veiklos sritis vystosi normaliai ar j ja Zi urima tolerantiSkai,
tai filosofy kalbos apie pagrindus paprastai ignoruojamosiata jei kuri nors Zinojimo sritis
patiria krize, tai filosofiniai svarstymai pritraukia papildomanues;.

Manoma, kad matematikoje buvo keletas kriziy. PavyzdZziui, aptikus iracionaliusiskai
Zlugo tikejimas, jog geometriniai matavimai iSreiSkiami racionaliais &lk#s (Pythagor’as).

Kita matematikos krig susijusi su begalo mazy dydziy analize (Newton’as ir Leibniz’as).

Ypatingai stipria intelektualing savo srities krize teko pergyventi devyniolikto amziaus ma-
tematikams. Jie bamdsisavinti neeukliding geometrija, atskirti geometrija nuo aritmetikos ir
analizs, pagristi be galo mazy dydziy ir begadglnaudojima, atskleisti als prigimtj, iSveng-
ti aibiy teorijos paradoksuy ir panaSiai. TuoCpametu matematiniai teiginiai tampa vis labiau
bendri ir abstrakt us. To meto matematikyé&emasj "Dievo duotais nat uraliaisiais skais"
keite donejimasis abstraka ska€iu sistema, lygiy sprendima keé sprendiniy grupiy anakz
Tam, kad jprasminti visus Siuos pakys, devyniolikto amziaus pabaigos ir dvideSimto amZziaus
pradzios matematikams teko ieSkoti naujy matematikos grieztumo ir jos teiginiy prasmingumo
vertinimo kriterijy. Simbolire logika tapo tokio kriterijaus pagrindu to laikotarpio ir po jos
einarcioms matematiky kartoms. Svarbiausiu matematikos pagrindy architektu buvo Gottlob
Frege (1848-1925) - vokidy matematikas, logikas ir filosofas.

Frege veiklos motyvu buvo tiek noras rasti ontologiSkai patenkinamgialdgisavoka, tiek
ir grieztumo matematikoje siekis. Ypatingai svarbi yra jo matenestsavokos dviprasmisSku-
mo analiz, kuri be kita ko da& pradzia Siuolaikinei filosofijai. Frege &o, jog matematika
turety atsisakyti kasdien@s kalbos ir vietoje jos naudoti formalia kalba. Tokios kalbos k urimo
pagrindu jis laile simboling logika.

Simbolire logika yra dedukcinio mastymo matematinis modelis; bent taip buvo i$ pradziy.
Toks modelis konstruojamas panasiai kaip yra kuriamas reaitis/b modelis, iSskiriant tam
tikras lektuva geriausiai atspindiras dalis. Tuo tarpu logika modeliuoja "logiSkai teisingas"
iSvadas, vadinamas argumentais. PavyzdZiui, silogizmas:

Visi Zmonres yra mirtingi
Sokratas yra Zzmogus
Todel, Sokratas yra mirtingas

TreCiojo teiginio iSvedimas nepriklauso nuo konkretaus objekto vadinamo Sokratu. ISvada re-
miasi sakinio strukt ura, bet ne empamis Zinuiomis apie mirtinguma. Net nesvarbu, ka reiSkia
~mirtingi”, €ia svarbu ,visi". Loginis panaSiy iSvady teisingumas priklauso nuo formos bet ne
nuo turinio.

TaCiau jau senokai matematika naudojo argumentus, kua i$reiSkiami tokiais papras-
tais silogizmais. Iki Frege pradedant savo moksline veikla, "logika" eefSkstotelio logika:
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minties strukt ura iSreiSkiama subjektu ir predikatu, naggitokius silogizmus kaiModus Po-
nenst.y.jeipir p = ¢, taiq. Siekdamas matematikos teiginius iSreiksti logikos pagalba, Frege
iS esnes patobulino Aristotelio logika, subjekto-predikato rySj pakeisdamas funkgikarios
argumentas yra subjektas, funkcijos reik®mP(x) yra arba tiesa arba netiesa, o pati funkcija
P yra predikatas. Silogikos forma ape Aristotelio logika ir $iuo metu vadinama pirmosasl
predikaty logika. Kai kurie matematikos teiginiai yra sudaryti i$ predikaty, kuriy argumentais
gali b uti kitas predikatas, o atitinkama teorija vadinama auk&$esiks predikaty logika. Pa-
vyzdZziui, antros e#s predikaty logikoje galimi teiginiai: "egzistuoja tokia savoka (predikatas)
F, kad F galiogja ....".

Frege tvirtino dar daugiau, kad taip pertvarkyta logika yra matematikos pagrindas ta prasme,
jog visas matematikos savokas galima iSreiksti logikos terminais ir visas matematikos teoremas
galima iSvesti naudojant tik logikos principus. Tiksliau, Frege tvirtino, jog logika pagrindzia
aritmetika ir analize. Sias sritis jis skynuo geometrijos, kuri anot jo savo teisinguma grindzZia
ne logika, bet intuityvia erdss samprata. Tuo metu teigimas, jog aritmetika nesiremia patyrimu
bet aritmetikos dsniai iSplaukia i3 logikos ir yra atskiras jos atvejis buvo visiSkai naujas. Tali
taip pat reiSk paslaptingo matematikos Ziniy b utinumo ir aprioriSkumo problemos sprendima.

Siai savo programai pagristi Frege reji dvieju dalyky:(a) idvystyti savaja logikos ver-
sija ir (b) nuosekliai iSvesti klasikine matematika iS logikos. Tai jis baatlikti savo trijuose
pagrindiniuose darbuose:

e Begriffsschrift, formalioji kalba, sudaryta pagal aritmetikos prototipa (1879);

e Die Grundlagen der Arithmetik, aritmetikos pagrindai, $kais savokos loginis ir mate-
matinis tyrimas (1884, zr [7]);

e Grundgesetze der Arithmetik, pagrindiniai aritmetik@suiai (du tomai 1893 ir 1903).

TaCiau paskutiniame veikale Bertrand’as Russell’as aptiko prieStaravima, kuris neleido laikyti
Frege programa uzbaigta.

Nepaisant to, kai kuriy filosofy nuomone, Fregeatlisl| filosofija yra didziausias visu laiky
poziuriu. Tiesa, Frege jtaka nebuvo tiesi@gisavo gyvenimo laikotarpyje jis nebuvo vieSai
Zinomas ir jo darbo nuopelnas nebuvo pripazintagiala jo mokiniai ir kolegos (tarp kuriy
buvo Russell, Wittgenstein, Husserle) iSpopuliarino Fre@gaglir padag jj didZiausiu logiku
po Aristotelio. Frege programa tappatematikos pagrindgrograma: rasti nepriesStaringus
matematikos pagrindus. Sj darbaégantor, Dedekind, Zermelo, Peano, Russell, Hilbert ir
daugelis kity matematiky.

Matematikos pagrindy paieSka buvo vystoma daugeliudykurios sudar jvairias mo-
kyklas. Russell'as kartu su Whitehead'u barnidigelleti logicizma, t. y. Frege teze, kad mate-
matikos pagrinda sudaro logika. Savo veikBlencipia Mathematikajie Frege logikos versija
pakeit vadinamaja tipy teorija. Tau el savo kai kuriy prielaidy keistumo $i teorija nebuvo
matematiky priimta. Be to, logicizmo Zavumas nublankoét @, jog paplito daugelis kity
logikos varianty: daugelio reikSmiy logika, intuicionistitfogika, modalie logika ir kitos.

Kita matematikos pagrindimo alternatyva suglaibiy teorija. Aibiu teorija tugjo Russell’'o
sistemos galia ir be to buvo gerokai aiskesnelegantiSkesn Sj matematikos pagrindimo
varianta sudar klasikires matematikos rekonstrukcija remiantis aibiy teorija. Sios programos
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tr ukuma sudarneaiSkumas kurias i$ aibiy teorijos aksiomy laikyti nat uraliomis. DidZiausia
kontraversija Siuo klausimu sale pasirinkimo aksioma

Kita alternatyva logicizmui sudarhandymas Russell'o logikos varianta pakeaisttamate-
matika kuria tulety sudaryti formaliy sistemy loginis manipuliavimas. Sio formalizmo poZiu-
riu, matematikos teoremos yra tiesiog loggndedukcijos remiantis aibiy sistemomis rezultatas.
Matematikos pagrindas yra metamatematika, suteikianti jai reikalingus jrankius - formalia kal-
ba, teorijas iriSvedimo taisykles. Tokias formalizmo viltis surasti visai matematikai pakankama,
suderinta ir pilna formalia teorija suzlugdK. Godel’io rezultatai.

Dar viena matematikos pagrindimo galimybe nagjarvadinamojintuicionizmomokykla,
kurios pradininku buvo Brouwer’is. Sios krypties iSskirtiniu bruozu yra atsisakymas negalimo
treciojo desnio. Sis logikos @snis atmetamas tél kad jo teisingumas grindziamas matemati-
kos objekty egzistavimu nepriklausomai nuo matematikuy, t. y. intuicionisty nuomonessgis d
iSplaukia i realizmo ontologijoje nuostatos.

Ivairios matematikos pagrindimo programos yra vykdomos iki Siotidapalaipsniui pa-
plito nuomore, jog matematikai nereikia jokiy pagrindy. Vietoje to matematikos filosofiggur
donetis kitais, ank&iau miretais ir dar kitais matematikos problemuy klausimais. Diskusija apie
matematikos pagrindy naudinguma galima rasti straipsniu rinkinyje [20].

2.6 Matematikos praktika

Matematikos praktika apibudinsime keturiomis savokomis: kontekstu, pamatiniais susitarimais,
turiniu ir intuicija.

Kontekstwadinsime prielaidas, aksiomas ir abmmus naudojamus tam tikroje matema-
tikos srityje. Juos paprastai sudaro matenestiprielaidos ir logikos taisykk. Kaip pavyzdj
galima pamieti tai kas vadinama klasikine (tradicine) matematika ir konstruktyvine(iaja?) ma-
tematika.

Nera visuotinai priimtinos nuomones ka laikyti tradicine matematika. Dazniausiai taip vadi-
nami visi tie teiginiai, kuriuos galima jrodyti naudojant Peano aritmetika, naivigja aibiy teorija,
pasirinkimo aksioma ir tokia tiesos samprata ("a naive notion of truth" ?) i$ kurios iSplaukia
treCiojo negalimo ésnis.

Pamatiniais susitarimaisnatematikoje galima vadinti tas proced uras, kuriomis remiantis,
nagrirejamo konteksto ribose, nustatomas teoremos jrodymo korektiSkumas. PavyzdZiui, jei
kontekstas nereikalauja @iejo negalimo @snio, tai reikia patikrinti ar iStikro@ra naudojama-
si Sia teiginiy logikos tautologija. Jei pasirinkimo aksiom&anreikalaujama nag@gamame
aibiy teorijos kontekste, tai ja negalima naudotis. PanaSiai galima teigti ir apie lygjiatesy
aksioma projektyviaje geometrijoje ar apie Robinsono tipo be galo mazus dydZzius nestandar-
tineje analigje.

Matematires teoremos jrodyma sudaro argumentai, jtikinantys jog iS teoremos prielaidy
iSplaukia teoremos teiginys. Sie argumentai iSreiskiami neformaliai naudojantis matematine lo-
gika. IS pricipo jrodyma visada galima uzraSyti naudojantis formaliaja logikos kalautps
b uty per daug ilgas ir sunkiai suvokiamas Zmogaus protui bet n@askaio masinai. Kiek-
viena jrodymo eilu¢ yra teisinga arba ne, ir jei visos e#styra teisingos, tai ir visas teoremos
erodymas yra teisingas. Toks jrodymo teisingumo supratimas nepriklauso nuo konkretaus kon-

14



teksto ir yra vienas iS pamatiniy susitarimy matematikoje. PraktiSkai matematika visada sutaria
del to ar konteksto ribose jrodymas yra korektiSkas. Nesutarimai daznai iSkyta,kad kai

kurie jrodymo zingsniai yra per daug neformal us ielaeikalauja patikslinimy tam, kad jsiti-

kintu viso teoremos jrodymo korektiSkumu.

TreCioji matematikos praktika apibudinanti savoka yuainys Ja sudaro teoremos, tiek
individualios tiek ir ju grugs, sudaragios teorija ir jrodytos konki@ame kontekste. Kai mate-
matikas sako, jog teorema yra teisinga, tai jis turi galvoje arba, kad persksiiprato jrodyma,
arba pasitiki tais, kurie tai padarKai matematikas sako, kad teorema yra klaidinga, tai jis arba
zino kontr-pavyzd| (pavyzdi, tenkinatj teoremos salygas bet paneigiantj jos teiginj), arba zino,
kad teiginys kam nors prieStarauja, arba galvoja, jog nesunkiai gali sukonstruoti tokj prieStara-
vimo pavyzdi.

Zodziai, "teorema yra teisinga" ar "teorema yra klaidinga" primena pasakymus "“faktas yra
teisingas" ar "faktas yra klaidingas", o tai yra ZodZiai vartojami kalbant apie iSorinj pasaul|. Ta-
Ciau matematiky terminologija nesiremia nuorodomis j jSorinj pasaulj. Be to, matematikai gali
tiketi, jog kurio nors teiginio jrodymas galuy gale Bigastasr jis taps teorema. Taau tikejimo
teiginiai rera publikuojami kaip matematikos teiginiai, nors kartais tokie teiginiai iSreiSkiami
akademiniuose Zurnaluose kaip autoriaus nuamon

Greta matematikos teiginiy vadinamy teoremomis vartojami ir tokie teiginiy pavadinimai
kaip "lema", "teiginys" ir "iSvada". TradiciSkai "lema" vadinamas pagalbinis rezultatas, netu-
rintis savarankiskos reik&s ir dazniausiai naudojamas supaprastinti teoremos jrodymui; "tei-
giniu” vadinamas mazai savarankiskos reikSnurintis rezultatas, o "iSvada" yra tiesiog leng-
vai i§ teoremos iSplaukianti pasekmSiy pavadinimy vartojimasena formaliai apibeztas ir
daZniausiai atspindi autoriaus pozi urj j teiginiy reikme teorijoje.

Ketvirtoji ir matyt pati jdomiausia savoka yiatuicija, jgalinanti matematika spresti apie
tai, kokias teoremas galima &ks jrodyti tam tikrame kontekste. Paprastai intuicija gristi sam-
protavimai rera publikuojami nes jie yra asmeninio pob udZio. Apie intuicija ....

Matematiky intuicijos pob udis labai skiriasi¢itau dauguma i$ ju pamena tuos atvejus, kai
intuicija paveda, t. y. jie tigjo teiginio teisingumu, kai tuo tarpu jis pasiedeteisingas, arba
atvirk&Ziai. Nepasitvirtinus intuicijai, ji gali buti k&iama ir neretais atvejais gana skausmingai.
Neketiant intuicijos, galima bandyti keisti teorijos konteksta,diant aksiomas arba apéiti-
mus. Derinant intuicija su turiniu galimas uzdaras ratas - turinio pasikeitimasa kefuicija,
nauja intuicija ketia konteksta, kai tuo tarp kontekstas nulemia turinj. Visa tai labai susije ir
galima sakyti jog matematinge k uryba sudaro tokiy uzdary raty atradimas ar k urimas. Jy svarba
priklauso nuo originalumo ir rezultato techninio netrivialumo.

Pateikti pavyzdi kai intuicija perieStaravo turiniui (funkcijos samprata?) ....

Konteksto, pamatiniy susitarimy, turinio ir intuicijos vaidmenius matematikos praktikoje
taip pat iliustruoja matematikos sintassir semantikos apibudinimas Siomis savokomis. Aki-
vaizdu, jog pamatinius susitarimus naudojamus patikrinti jrodymams galima vadinti sintakse,
kai tuo tarpu intuicija yra laikytina semantine kategorija. Jei Ziurima tik | uzbaigta matemating
teorija, tai nesunkiai galima susidaryti vaizda jog matematika sudaro tik s@tag&s tuo atveju
suzinome tik apie aksiomas, ap@dimus ir teoremy jrodimus. Toks matematikos vertinimas
nesunkiai pagrindzia pozi urj  matematika vadinama formaliu Hilberto prasme.

Tuo tarpu matematika yra tikslinga veikla, ir jos turinj lemia Zmogaus intuicijos veikimas.
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Intuicijos ir matematikos turinio derinimo procesas gali vesti prie @dtikezultaty. Kuo di-
desne patirti matematikas turi konkreje srityje, tuo graiiau jis patikrins teoremos jrodima
suvokdamas jo igja, o detales tikrina tik po to, kai jsitikina jog teiginys neprieStarauja jo in-
tuicijai ir jis supranta bendra jrodymo schema. Nuoseklus jrodymo skaitimas atliekamas tik
tais atvejais, kai sritis yra visiSkai nauja. Patyrusio matematiko poZi uriu, teorija suvokiama
remiantis intuicija, o formal us aspektai laikomi tik detals.

Klausimai:

1. Matematikos teiginiai yra iSradimai ar atradimai?
2. Apie ka yra matematika, jei iS viso apie ka nors?
3. Kaip matematika suvokiama?

4. Ka reiSkia matematikos teiginiai?

5

. Kokiu mastu matematika yra objektyvi ir nepriklausoma nuo proto, kalbos ir soegalin
strukt uros?

6. Koks yra rySys tarp matematikos ir moksly, jgalinantis jos taikomuma?

Pastabos. Postnikov (1997) teigiama, kad gamtos moksluose pasaulis tiriamas ne tiesiogiai, bet naudojant
modelius kaip tarpininkus. Kitas pastgimas yra tai, kad kai kurie skirtingose mokslo srityse naudojami modeliai
sutampa. Tokj modeliy sutapima apibudinant kaip ju priklausima &iapschemaimatematika yra apikZiama
kaip mokslas apie visas galimas schemas, jy rySius, konstravimo b'udus, schemuy hierarchijas ir panaSiai.

Steiner (1999), konkigais pavyzdziais is fizikos, atskleidzia matematikos esminj vaidmenj bandant paaiskinti
fizinj pasaulj. Noedamas pagristi matematikos efektyvuma, autorius si ulo antropocentristinj pasaulio suvokima.
Sis poziuris pakéia evoliucinj, pagal kurj Zmogaus atsiradimas buvo tik atsitiktinumas.

Omnés (2004) siekia pagristi, kad matematyka fizika ta prasme, jog matematika nusako visata ir elemen-
tarias daleles nusakéins cesnius.

Lietuviy kalba paraSyta, A. Baltruno (2004) knyga apie tris krizes matematikoje siejant jas su &zgalyb

pratos problemomis.
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Skyrius 3

Matematiniai objektal ir matematinis
objektyvumas

Mathematics is not real, but it feels real. Where is this place?
Richard Feynman

Kas yra tiriama matematikoje? Ar matematika turi savo tyrimo objekta? Neabejotinai vie-
nas is svarbiausiy klausimy, pradedant rimtai mastyti apie matematika. Trumpam pabandzius
prisiminti savo matematines zinias, arba tiesiog zvilgjies | praeitame skyriuje jrodyta teore-
ma apie pirminius skaius, matome, kad matematikoje kalbama apie@laj funkcijas, aibes
ir kitus panaSius dalykus. Kas yra visi Sie dalykai, kuriuos vadiname matematiniais objektais?
Ar galima teigti, jog skatiai, funkcijos ir ailes egzistuoja vienal to, kad jie yra nuolatos
minimi matematiniame tekste?

Matematikos filosofijoje daznai sakoma, kad "matematika galima suvesti | aibiy teorija".
Tai reiSkia, kad tokie matematikos objektai, kaip skaiiir funkcijos, apieZiami naudojantis
tik aibiy pagalba. Jei taip, tai matematikos objekty prigimties klausimas tampa klausimu apie
aibiy prigimt;.

3.1 Naturalieji skatiai ir aib es

Aibiy teorijos tapimas matematikos pagrindais vyko palaipsniui, bandant spresti matematikos
grieztumo problemas. Butent, 19 amziaus vyduryje, ieSkomi be galo mazy dydzigsnaliz
pagrindimo b udai, ir tam naudojama naujoji Weierstrass’o riby teorija. Tai savo ruoZtu skati-
no realiyjy skasiy apibezimo paieSka. Tam skirtas Dedekind’o metodasasi ailes savoka.
Matematikos objektu a#tapo &ka G. Cantor’'o (1845-1918p-0 amziaus septintame deSimt-
metyje, kurios ankstyvaja teorija jis sulkeuroedamas pagristi begalgb vartojima. Ankstyvo-

ji Cantor’o aibiy teorija ir nat urinio ski@aus savoka jgalino sugrieztinti matemasranalizs
pagrindus. Tuo b udu matematika buvo suvesta | nat uraliuosigaiskainibes. Taiau klau-

simas apie naturaliyjy skaj apibezimo pagrindima iSliko atviras. Kedl redukcija | aibiy
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teorija sustojo ties nat uraliaisiais skais? Sunkiausias filosofines problemas sukelia papras-
Ciausi dalykai, Siuo atveju papf@ausi matematikos objektai - nat uralieji Skai.

Klausima apie nat uraliyjy skaj pagrindima 1889 metais Peano spemdudodamas ak-
siomatizacijos metoda. Neformaliai Peano aksiomos formuluojamos taip:

1. 0 yra nat uralusis skaus;

2. kiekvienas nat uralusis skaisn turi jpedinj.S(n);

3. nera nat uralaus sk&us, kurio j@diniu b utw;

4. skirtingi nat uralieji skdiai turi skirtingus j@dinius, t. y. jeik # n tai S(k) # S(n);
5.

jei kuria nors savybe pasizynii ir jpedinis skatiaus pasizymiéio Sia savybe, tai Sia
savybe pasizymi visi nat uralieji skai (matemati@s indukcijos principas).

Nors ir griezta Peano nat uraliyjy skaicharakterizacija, vis dar turi tr ukumy. Pavyzdziui
ji nepasako kas yré ir jpedinis. Taip pat neapibZia nat uriniy skéiy aibes vieninteliu b udu.
Pavyzdziui, lyginiai nat uralieji skaai taip pat tenkina Sias aksiomas.

Sekantj zingsnj nat uraliyjy skaj pagrindimo linkme padarFrege. Jo pasi ulyta skaus
savoka yra ontologimta prasme, jog sk&ai yra tam tikry aibiy vardai. Toliau pateikiamas
Frege skdiiaus apibezimas tuejo tiksla visa matematika suvesti j logika.

Kiekviena savybe atitinka agovisy objektuy turigiy Sia savybe ir kuri vadinama tos saegb
ekstensija Ekstensija Zymimdz: P(x)}, t. y. aite visyx turinCiy savybeP(x). PavyzdZziui
ekstensijg z: = # x} yratu¥ia aile o, nes rera objekty su tokia savybe. Tegul = {obuolys,
akmuo, kamuolyp, o Py (z) reiSkia, kade ir M turi ta patj elementy kiekj. Tada saa®P,,
ekstensija{z: Py(x)} gali pretenduoti | sk&iaus3 apibezima. T&iau taip apibezti skatiai
tarpusavyje lyg ir nesusije. TeétlFrege si @ nat uraliuosius skaiis apibezti taip:

0 := {x: Py(x)} = {z: zir o turi ta patj elementy kiekj
1 = {z: Py(x)} = {z: xir {0} turi ta patj elementy kiekj
2 = {x: Ppqy(x)} = {z: xir {0,1} turi ta patj elementy kiekj

ir t.t.

Toks nat uraliyjy skéiy apibezimas naudojant aibes parodo jy fundamentaly vaidmenj mate-
matikoje. Nat uralieji skaiai apibeziami naudojant sav@s savoka, savs ekstensija (aibe),
lygybe ir neigima - visos Sios savokos priklauso logikai, ne matematikai.

Problema su Siuo apiezimu iSrysSlejo netrukus. B. Russell’as pamdog yra loginiy sun-
kumuy susijusiy su tuo, kad bet kuri saeyturi ekstensija.

Aibe yra rinkinys objektt), vadinamy (aibs) elementais, o pats rinkinys laikomas vienu
objektu. Grieztai kalbant, taiara aikes apibeZzimas, nes savoka "rinkinys'era apibezta.
Siuolaikineje matematikoje, aéir buvimas jos elementu yra pirnéia savokos apibriamos
aksiomatiskai (zr. A Priedo A.2.2 skyrelj). Neami pasakyti, kad yra ailes A elementas,
raSomer € A. UZzraSas: ¢ A reiSkia, kadr nera ailes A elementas.

Igia ir toliau "objektas" suprantamas piaja prasme (Zr B Priede terminy ZodipB.1)
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Pavyzdziui, sudarykime aibe, kurios elementais yra pirminiaisiianevirsijantysl0. Sios
aibes elementais yra sk@ai 2, 3, 5 ir 7. Nurodyti | Sia aibe galima jvairiai. Vienas i$ b udy yra
tiesiog iSvardinti jos elementus tarp riestiniy skliaus{®; 3, 5, 7}. Pazynekime Sia aibe raide
A'ir tegul B yra aile, kurios elementais yra lygties

2t — 172 +1012% — 2472 + 210 = 0

Saknys. Pakankamai darbStus skaitytojagtyajsitikinti, kad aile B yra sudaryta i$ skaiy 2,
3, 51ir 7. Del Sios priezastied ir B yra tos pé&ios ailes, t. y.A = B. Nesvarbu, kad abi Sios
aibes yra apibeziamos skirtingai. Jos yra lygios vierldo, kad jas sudaro tie patys elementai.

Apibendrindami §j pavyzdj galime suformuluetkstencijos principagjei dvi aibes turi tuos
pacius elementus, tai jos yra lygios. RaSymo ekonomijos ir aiSkumo tikslu, neretai naudojami
sutrumpinimai ir simboliniai Zyrgjimai. Tarp tokiy sutrumpinimuy yra ir "t.t.t" reiSkiantis fraze
"tada ir tik tada, kai". Kity daznai naudojamy Zgjimy paaiskinimus galima rasti A Priedo
A.2.1 skyrelyje. Ekstencijos principa galima suformuluoti ir taip: 4eir B yra tokios ailes,
kad su bet kuriuo objektu, z € Atttz € B, tai A = B. Kadangi "A = B" reiSkia, kadA
ir B yra tie patys objektai, tai yra teisinga ir atvirk&implikacija: jeiA ir B yra tokios ailes,
kad A = B, tai su bet kuriuo objektu, z € At.t.tz € B.

Aibe, kuri neturi nei vieno elemento vadinamgcia aibeir Zymimaz. Remiantis eksten-
sijos principu, tuia aike yra vieninted. Pasteksime, kadz ir {@} yra dvi skirtingos aibs,
nesg € {o}ir @ ¢ @. Su bet kuriais dviem objektais ir y galima sudaryti aibe$z, y} ir
{y, z}, kurios yra lygios, nes abi jas sudaro tie patys du elementai. Atskiru atveju, kay,
yra teisinga lygyb {z, 2} = {«}.

Paprastai aib yra apibeziama formuluojant salyga, kuria privalo tenkinti objektai tam, kad
b'uty aibs elementais. Pavyzdziui, su bet kuria aihe2” yra aike sudaryta i$ visy aés A
poaibiy, arb&4 := {z: z C A}. Salyga, apib#Zianti aibe yra logia formuk P(z), priklau-
santi nuo objekta:, ir Sia prasmeP yra argumenta: funkcija. Tokiu atveju sakoma, kad &b
{z: P(z)} apibeZiama abstrahavimo metodu. Taip buvo agitte skyrelio pradZio aéB.

Aibes apibezimas abstrahavimo metodu gali sukelti ir problemuy, kaip rodo kitas pavyzdys.
Aibe C' := {z: = ¢ x} sudaro tie objektai, kurieara p&iy saves elementais. Tada galima
klausti, arC' yra p&ios saves elementas? Jei¢ C, tai C tenkina ja apibeziartia salyga
ir todel C' € C. I8 kitos puss, jeiC € C, tai C' netenkina ja api@ziar€ia salyga ir toel
C ¢ C. T&iau teiginiaiC € Cir C ¢ C yra negali b uti teisingais kartu, remiantis teiginiy
logikos priestaravimo@sniu (Zr. A.1.1 skyrelj A Priede). Sis pavyzdys yra vadinamas Russell'o
paradoksu. Bertrand’as Russell’as nusaujjt1902 metais Gottlob’'ui Frege, nes paradoksas
reiSke Frege naudojamy logikos aksiomy nesuderinamuma.

Russell'o paradoksas buvo apeinamas (sprendziamas ?) jvairiais b udais. Paprastai teigiama,
kad logire formuk yra apibeZta tik po to, kai nurodomi objektai kuriems ji yra taikoma. Kitaip
tariant funkcija yra apil®ziama visuy pirma nurodant jos argumento kitimo sritj. Tokiu b udu
apibeziant aibe abstrahavimo metodu, b'utina nurodyti Aibg&urios elementais ir gali b uti
logines formués objektai, t. y. naudojamas toks @sbapibezimas{xz € X: P(x)}.

Tiesa, tokio ar panaSaus ribojimo motivacigl&knemazesnes diskusijas nei pats Russell'o
paradoksas. Pats Bertrand’as Russelkgmasivicious circleprincipu (ydingojo rato principu),
iS esnes draudziafiu nuoroda | save. Tuo tarpu Kurt’as Godel'is buvo jsitikings, kad panas$ us
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paradoksai kyla ne matematikoje bet logikoje ir epistemologijoje, srityse kurias jis grieztai skyr
nuo matematikos. Jo manymu matematikoje visada kalbama apie k@aski@bjekty aibes
(skatiai, funkcijos ir panasiai), kas ir apsaugo nuo Russell'o paradokso (Zr. [10]).

Griztant prie Frege nat uraliyjy skaj apibezimo, kyla klausimas kaip jj pataisyti atsizvel-
giant | Russell'o paradoksa. Paprastai nat uraliejt&kiaapibeziami von Neumann’'o b udu:

0:=92, 1:={o}, 2:={o9,{g}}, 3:={9, {9}, {9 {o}}},...

Kitas panasus nat uraliyjy s&aiidentifikavimo b udas pasi ulytas Zermelo:

0i=2, 1:={o}, 2:={{z}}, 3:={{{z}}}....

TaCiau ir Sie apibezimai susilau& kritikos, kurios esm tam, kad juose postuluojama daugiau
savybiu nei b utina nat uraliems skains apibezti. Pavyzdziuip, 1 € 2 pagal pirmajj apibe-
Zima, bet) ¢ 2ir 1 € 2 pagal antrajj apil@Zima.

Funkcija. Naudodamies aibe galime ap#iti ir kitus jprastus matematikos objektus. Aib
sudaryta iS dviejy elementy dar vadinama nesutvarkyta pora. Pavyzdziut, jgi = {u, v},
taix = v arbar = v. Naudojantis nesutvarkyta pora, sutvarkyta pora galima epibjvairias
b udais. PavyzdZiui, pasirinkime bet kuriuos du objektirsh, toliau naudojamus kaip Zyes.
Tada su bet kuriais dviem objektaisr y apibesimesutvarkyta pordz, y) := {{z,a}, {y,b}}.
Nesunku patikrinti, kad su bet kuriais objektaig), u, v, (z,y,) = (u,v) tttz = wiry = v.
Tai yra pagrindie sutvarkytu pory savyh

Jei X ir Y yra ailes, taibinariniu sarySiutarp Siy aibiy elementy vadinamas bet kuris
sutvarkyty pory poaibi® C X x Y := {(x,y): = € X,y € Y}. TarkimeR yra toks binarinis
sarysis, kad1) su kiekvienur € X egzistuoja tokg € Y, kad(z,y) € R ir (2) su bet kuriais
objektaisr € X iry,z €Y,

jei (x,y)e R ir (z,z)€eR tai y=z.

Toks binarinis sarySi&2 vadinamadunkcija apibrezta aieje X ir reikSmes jgyjanti aibje Y,
naudojant Zyrajima: f(x) = y t.ttkai (z,y) € R. Kadangi binarinis sarysis ap#itiamas
per sutvarkytas poras, 0 Sios savo ruoztu aalamos per aibes, tai funkcija yra apbrama
naudojantis tik aibmis.

3.2 Abstrakt us objektai

Kaip buvo mireta, pozi uris, jog matematiniai objektai egzistuoja nepriklausomai nuo matema-
tiky, t. y. egzistuoja objektyviai, vadinamastologiniu realizmuarbaplatonizmu Pozi uris
prieSingas ontologiniam realizmui yra vadinanzami-realizmu Ontologinis realizmas nieko
daugiau neteigia apie matematinius objektus iSskyrus tai, kad jie objektyviai egzistuoja. Sis
poZi uris nepasako, pavyzdziui, kuo matematiniai objektai skiriasi nuo jprasty musu aplinkoje
nuolatos sutinkamy daikty: medziy, akmeny ar obuoliy. Paprastai tie, kas mano jog mate-
matiniai objektai egzistuoja objektyviai, taip pat teigia, jog Sie objektai neturiesrdw laiko
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poZymiy ir rera susijg priezastiniais rysiais. Sios sayylklaznai priskiriamos objektams, kurie
vadinami abstrakiais. Taigi manoma, jog matematiniai objektai wafastrakt usDeja, toks ma-
tematiniy objekty charakterizavimas nelabai pagilina musu Zinias, kadangi abstrakt us objektai
savo ruoZztu yra ne maziau paslaptinga filosefategorija nei matematiniai objektai.

Visus m usy gyvenime pasitaikduns objektus ir reiSkinius galima b uty suskirstyti j dvi r u-
Sis: konkré&ius ir abstrakius. Apytikriai kalbant konkréais laikomi tie objektai ar reiskiniai,
kuriuos uZiuopia m usy pogiai, t. y. fiziniai k unai: medziai, akmenys, debesys ir t.t. Liku-
sius objektus, tokius kaip matematiniai objektai: kasailes, skatiai, funkcijos, priskiriame
antrajai, abstratiy objekty, rusiai. Sis sarasas gali b uti tesiamas toliau:

abstrakiis objektai konkrets objektali
matematiniai objektai fiziniai&nai
savyles ir sarySiai mintys
prezidento institucija V. Adamkus

TaCiau tikslesnis konkr&uyju ir abstrakiyju objekty apib udinimas yra gerokai stidgesnis
ir atrodo visuotinai priimtino kriterijaus skyriant objektus j Sias dvi r udimnBet kuriuo atveju,
matematiniai objektai yra laikomi pagrindiniais abstialjy objekty pavyzdziais.

Yra keletas b udy, kuriais remiantis dauguma objekty ar reiSkiniy yra skirstomi | Karkre
ar abstrakius. T&iau prie$ aptariant juos verta apzZvelgti istorinj konteksta.

3.2.1 Istorines pastabos

Siuolaikinis abstra&iy ir konkretiy objekty skyrimas, gerokai besiskiriantis nuo ankstesniojo,
susiformavo mazdaug 19-ojo amziaus pabaigoje. Be to, toks objekty ir reiSkiniy skirstymas
nebuvo reikdmingas filosofijoje iki 20-0jo amzZiaus. Siuolaikinis skyrimas Siek tiek primena
Platono skyrima tarp to, kas turi forma ir jutimy. ¢iau Platono formos tariamos esant prie-
Zastimis, kai tuo tarpu abstrakt us objektai laikomi inertiSkais priezastingumo atzvilgiu visomis
galimomis prasramis.

Pradinis abstrady-konkre€iy objekty skyrimas buvo skyrimas tarp Zodziy arba terminy.
TradiciSkai gramatika (morfologija) skiria abstials daiktavardzius nuo konkiiel. Angly
kalboje abstraktus daiktavardis "whiteness" skiriasi nuo konkretaus "white". Tuo tarpu lietuviy
kalboje abstragiais laikomi daiktavardZiai reiSkiantys nesgiaiojamus dalykus: remontas, ap-
linka, valstybingumas, pagumas. Toks lingvistinis r uSiavimas nereiskia Zzodziams atitiikan
daikty ar reiskiniy r usiavimo.

Mazdaug 17 amZiuje gramatinis abstraktaus-konkretaus r uSiavimase|feersiejy sritj.
PavyzdZiui Lockékalba apie bendra "trikampio" @, kuri nesutampa su $taoju, lygiadoniu
ar lygiakragiu trikampais. Taiau Lock’ui abstrakiy ideju iSskirimas nereigkpanasu skyrima
tarp atitinkamuy objekty: "It is plain,..." - sako Lock’as, "that general and Universal, belong not
to the real existence of things; but are Inventions and Creatures of the Understanding, made by
it for its own use, and concern only signs, whether Words or Ideas" (Essay I11.iii.11). (An Essay
Concerning Human Understanding?)

2John Locke (1632-1704) - angly filosofas.
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Siuolaikine abstraktaus-konkretaus r uSiavimasiarlinija tarp objekty. Toks skyrimas pa-
sirodo filosofijos kontekste tik pereinant | 20 amzZiy, o jo atsiradimo Sakesssaiskios. Taau
neabejotinai svarbiu tokio poZiurio vystymuisi buvo FPemgostata apie tai, kad matemain
tiesos objektyvumas ir aprioriSkumas reiSkia, kad Glainera nei material us daiktai nei pro-
to idejos (ideas in the mind). Jei skai b uty material us daiktai ar tokiy daikty sasytai
aritmetikos teiginiai tuety empiriniy apibendrinimuy pob udj. Jei skai b uty mastymo @os,
tai be Sios (empiriSkumo) problemos atsirasty dar ir kitos, pavyzdziui, kilty klausimas: kieno
galvoje yra skdiius 17? Ar vienas 17 yra mano galvoje, o kitas 17 yra jusy galvoje? Tokiu
atveju matematikos objektyvumas tampa iliuzija. Knygoje Pl Grundlagen der Arithmetik
(1884) Frege prieina iSvados, jog skiai nera nei iSoriniai konkret us daiktai, nei bet kurios
r uSies mintias esyb (angl. mental entity).

Frege: "tr€ioji realybe” (angl. third realm) - tai sritis, kuriai nepriklauso nei iSoriniai konk-
ret us daiktai nei bet kurios r uSies masiesybs.

3.2.2 Abstraktumo kriterijai

Toks kriterijus tuety paaiskinti ir apibudinti tai, kas yra bendro tarp visy absgirakbjekty ir
tai, kas skiria juos nuo konkée) objekty.

Neigimo kriterijus. Pagal §j poZzym| abstraiais laikomi tie objektai, kurie neturi tam tik-
ry tipiskais laikomuy konkré&y objekty savybiy. TipiSkomis konkie) objekty savybmis yra
laikomos buvimas erdbje ir laike bei prieZzastiniame sarySyje. Bbgbagal neigimo kriterijy
abstrakiais laikomi objektai, nepriklausantys nuo eedvaiko arba inertiski priezastingumo
atzvilgiu arba neturinys abiejy savybiy.

Ka reiskia, kad abstraktus objektas nepriklauso nuoesdaiko? Pavyzdziui, beprasmiska
kalbeti apie sinuso funkcijos priklausomybe nuo exdvr laiko, nes ji era kurioje nors erces
vietoje ar laiko trukneje. PanasSiai ir apie Pitagoro teorema galima manyti, jog ji egzistavo ir
pries ja "atrandant”, tai yra ji visada egzistavo arba ji niekados neegzistavo laike. Taip yra tik
tipiSkiems abstraktiems objektams. Kitaip yra pavyzdziui su Sachmatais, tapatinamais su zaidi-
mo taisykemis. Kai kurie filosofai mano, jog Sachmatai yra taip pat abstrakt us objektas, nes jis
neuzima vietos erdje ar tesiasi laike. Taéau Sachmatai kazkada buvo "atrasti" ar sugalvoti,
ir vadinasi iki tol jy nebuvo. Sia prasme $achmaty pavydys kelia absjdr galimybes jiems
taikyti nepriklausomumo nuo erés-laiko savybes.

IS kitos pugs tipiSki konkret us fiziniai objektai egzistuoja uzimdami tam tikra vietagerdv
je ir gyvuoja tam tikra laikotarpj. Toks jy priklausymas nuo ezshtaiko aiSkiai skiriasi nuo
galimo Sachmaty priklausomumo nuo laiko sadyb Si aplinky® lyg ir siulo laikyti objekta
abstrakiu jei jis neuzima tam tikros vietos erdje ar laike.

Deja ir pastarasis nepriklausomumo nuo @shaiko savybs patikslinimas @ra be tr uku-
mu. PavyzdZiui, remiantis Siuolaikine fiziky samprata (neagd@tumo principas) elementarioji
dalek protonas ara lokalizuojamas er@ye, nes nejmanoma atsakyti | klausima: kur Siuo me-
tu randasi protonas? @®u visuotinai sutariama, kad protonasra abstraktus objektas. Tai

SFriedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) - vokig matematikas, logikas ir filosofas dirbes Jenos univer-
sitete.
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viena problema. Kita problema sukuria tai, kad tam tikru aspekie gahi uzimti vieta ergje.
Pavyzdziui, aile sudaryta iS Petro ir Povilo gali b uti tapatinama su Petru ir Povilu, kurie be
abejores uZima kazkokia vieta erdje ir laike. Sie pavyzdZiai rodo, jog nepriklausomuma nuo
erdwes-laiko klaidinga laikyti neabejotinu abstraktumo kriterijumi.

Abstrahavimo kriterijus.  Abstraktus objektas yra tai, kas gaunama atmetus iS konkretaus
objekto atmetant jo specifines savybes.

Jungimo (angl. conflation) kriterijus. Abstrakt us objektai yra konkiig objekty rinkiniai.
Tokiu atveju skirtumas tarp konkretaus ir abstraktaus objekto yra toks pat kaip skirtumas tarp
aibiy ir individy, arba skirtumas tarp atskiro ir univesalaus.

NepakeCiamumo argumentas. Tai yra vienas iS matematikos objekty egzistavimo argumen-
ty. Ankstyvosios Sio argumento versijos autoriais yra W. V. Quine ir H. Putnameét todyluy
kalboje vadinamas 'Quine-Putnam indispensability argument’. Dalga$tmmargumento esen
yra tokia (zr. [5, pusl. 11]):

1. egzistuojaniais tuetume laikyti tuos ir tik tuos objektus, kurie yra nepdkami m usy
pagrindirese mokslo teorijose;

2. matematiniai objektai nepakeami m usu pagrind@se mokslo teorijose;
3. ontologinj statusa t@tume suteikti matematiniams objektams.

Logine Sio argumento forma nekelia abejoniyera vienas klausimas: ar teisingos visos Sio
argumento prielaidos?

Nepaketiamumo argumentas teigia, jog matematikos objektai ir teiginiai yra neatskiriama
mokslires praktikos dalis ir, kad Si praktika véa naudoti matematika. Anti-realistai be abe-
jones nesutinka su Siuo argumentu. Hartry Field eapdrodyti, jog mokslas gali iSsiversti
be matematikos. Pavyzdziui, teiginj "pinéj@ yra du obuoliai" galima iSreikSi nesinaudojant
skaciais:

Iy z(Az & Ay &z £ y&(Az —» z =z V z=y)),
Cia A reiSkia 'yra obuolys pintieje’. Hartry Field nuomone panaSiai galima performuluoti visa
moksla. Atrodo, jog §j uzdavinj jam pavyko jgyvendinti su Niutown&sdiu. Tuo tarpu Phillip
Kitcher ir Charles Chichara baad3$saugoti moksle tik matematinj formalizma atsisakydami
nuo ontologinio realizmo.

Maddy’s set theoretic realism.

Popper’io ir Penrose’o treCiasis pasaulis.
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Klausimai:
1. Kas yra aile matematikoje?
. Kas yra nat uralieji skéiai?

. Kas yra funkcija?

2
3
4. Kokia yra Russell'o paradokso prasrir kaip jo iSvengti?
5. Kuo skiriasi abstrakt us objektai nuo korirg

6

. Nepaketiamumo argumentas ir kam jis naudojamas?

Bibliografin €s pastabos. zalta (1983) - abstraky objekty aksiomati@ teorija. Putnam (1975) makes the
case for abstract objects on scientific grounds. Fields (1980) ir (1989) argumentai prieScasstodlektus.
Bealer (1993) ir Tennant (1997) pateikia a priori argumentus alistralbjekty egzistavimo b utinumui. Cheyne
(2001), remiantis priezastine Zinojimo teorija, jrogfimmas negalimumas paZinti tuos abstiak objektus, kurie
yra inertiSki prieZzastingumui.

Papildoma literat ura.
1. Bealer, George (1993). Universalurnal of Philosophy90, 1.

2. Cheyne, Colin (2001)Xnowledge, Cause, and Abstract Objects. Causal Objections to PlatoKIser,
Dordrecht.

3. Field, Hartry (1980) Science without numberBrinceton
4. Field, Hartry (1989)Realism, Mathematics and Modalitasil Blackwell.

5. Putnam, Hilary (1975)Philosophy of Logicln his collection:Mathematics, Matter and Metho@ambri-
dge.

6. Tennant, Neil (1997). On the necessary existence of numNerss 31, 3, 307-336.
7. Zalta, Edward (1983)Abstract Objects: An Introduction to Axiomatic MetaphysBsReidel.
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Skyrius 4
Tiesa matematikoje

Logicizmas yra matematikos filosofijos pozicija teigianti, jog matenegkios) tiesa yra logi-
nes(kos) tiesos r usSis. Logicisty nuomone, atitinkamai analizuojama, matematikos tiesa yra is-
reiSkiama iSimtinai logikos terminais ir iSvedama i$ grynai logikos prielaidy.

Klausimai:

1. Ar kiekvienas matematiSkai korektiSkas teiginys yra arba teisingas arba klaidingas?

2. Ar kiekviena matematikos tiesa yra pazini?
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Skyrius 5
Matematines strukt uros

Kaip jau mireta, matematiniame tekste daiktavardziai Zymi tokius matematinius objektus, kaip
skaciali, funkcijos, ailes. Suétingesni daiktavardziai, tokie kaip realiyjy skaisistema, vek-
torine erdwe, vadinami matematamis strukt uromis. Jas sudaro tam tikrais sarySiais tarpusavyje
susije matematiniai objektai. PavyzdZiui, realiyju skaisistema sudaro realiyjy skaj aibe
R, sumost ir daugybos operacijos, bei tvarkos sarysiaiir < tenkinantys tam tikras savybes.
Skirtumas tarp matematiniy objekty ir matemasrstrukt uros ne visada yra ryskus. Jei
matemati@ strukt ura yra naudojama daznai ir ilga laika, taip pat jei pakankamai iSsivysto pa-
tirtis ir intuicija vartojant tokia strukt ura, tai ji gali b uti laikoma tiesiog matematiniu objektu.
Pavyzdziui, realiyju skaiy sistemar gali b uti laikoma matematiniu objektu tuo atveju, kai ji
naudojama apil@Zti plokStumos tasky ailg® naudojant tiesioging sandaugax R.

26



Skyrius 6

Matematikos jtaka

Mathematics, rightly viewed, posses not only truth, but supreme beauty - a beauty cold and
austere, like that of sculpture.

Bertrand Russell (1872 - 1970)

Siame skyriuje kalbsime apie matematikos jtaka gamtos, socialiniuose ir humanitariniuose
moksluose bei filosofijoje.

Socialiniai mokslai (kartais dar vadinami visuonesrmokslais, angl. social sciences) - visi
mokslai, kurie teoriSkai ir empiriSkai tiria Zmoniy tarpusavio santykius visu@jeermNagrire-
jama socialiniy sistemy strukt ura ir funkcijos taip pat Siy sistemy saveika su atskirais individais.
Esminis skirtumas tarp gamtos ir socialiniy moksly yra tame, kad gamtos mokslo objektai n
ra veikiami gamtos moksly iSvaduy ir prognoziy. Tuo tarpu socialiniy moksly subjektai gali
atsizvelgti | socialiniy moksly prognozes (pvz., rinkiregprognogs).

Pamiresime keleta socialiniy moksly pavyzdziy. Psichologija tiria Zmogaus samone ir elge-
sj; sociologija - Zmoniy visuomene ir zmoniy santykius joje; politikos mokslas arba politologija
tiria grupiy ir valstybiy valdyma; ekonomika domisi gamybos ir turto paskirstymo visuejaen
klausimais; komunikacija tiria diskurso srauta per skirtingas terpes.

Humanitariniai mokslai - tai mokslai apie labiausiai organizuotos sistemos - Zmoniy visuo-
meres informacinge veikla, priemones (pvz., kalbas, religijas, filosofijas ir pan.), reikalingas
visuomems valdymui. Socialiniai mokslai glaudzZiai susije su humanitariniais mokslais. Nuo
humanitariniy moksly socialiniai skiriasi tuo, kad palhia mokslinius metodus ir kitus grieztus
Ziniy rinkimo standartus, be to daugelis jy @ik naudoja kokybinius metodus. Be to, humani-
tariniai mokslai orientuojasi | praeitj, o socialiniai | dabartj.

Filosofijoje: analitires ir kontinenties filosofijy Saltinis Frege ir Husserl.

Matematika ir menas.

6.1 Matematine ekonomika

Jei trumpai ir apytikriai, tai matemagrekonomika yra neoklasikés ekonomikos teorijos dalis.
Jei tiksliau, tai reikia aptarti kas sudaro ekonomikos teorija ir kas yra neoklastkionomika.
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Neoklasikine ekonomikos teorija. Ekonomikos teorija yra sudedamaoiji ir svarbiausioji eko-
nomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos moksla sudaro makroekonomi-
ka, ekonometrija, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir metodologija bei ekorgsmin
minties istorija.

Tuo p&iu, ekonomikos moksla galima skirstyti ir pagal jj sudaias jvairias mokyklas
bei kryptis. Dominuojadia tarp visy jy yra vadinamojieoklasikinanokykla arba ekonomika.

Sios mokyklos poziurio esnyra ta, kad ekonominio visuomesvystymosi pasekenyra eko-
nomines rinkospusiausvyrarealizuojama individualiy jos nariy racionaliu elgesiu esant ribotai
pasirinkimo laisvei. Tarp kity ekonomikos mokslo mokyklu neoklaskitkonomika iSsiskiria
savo prielaidomis apie gamybos proceso technologines galimybes ir apie individualiy vartotojy
pasirinkimo formas. Pavyzdziui yra tariama, kad gamgliendroe maksimizuoja savo pelna
esant ,duotai” rinkos kainai. Visuomes nariy elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvie-
no is jy pasirinkimas tarp alternatyviu vertybiu yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas
renkasi maksimizuodamas racionaly pasirinkima, ribojama pradiniu jnaSu ir egzigiyojar
tybiy kiekiu. Sios ir kitos neoklasikies mokyklos prielaidos apie ekonominj visuorasmariy
elgesj leidzia pagristi (matematiSkai jrodyti) reiesios ekonomies rinkos pusiausvyros egzis-
tavimo galimybe.

Neoklasikires ekonomikos mokykloje galima iSskirti keturias pagrindines kryptis ir daugelj
specialiy jos siy. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi poZzi uris daugiau ar maziau atsispindi
visose Sios mokyklos kryptyse. Pirmaja, teoring neoklasiimokyklos kryptj, sudargasi-
rinkimo teorija bedrosios pusiausvyros teorijaloSimy teorija Didesre Siy teorijy dalis sudaro
tai, kas vadinamanikroekonomika B utent Si, teoria neoklasikies mokyklos kryptis, yra la-
biausiai dominuojama pusiausvyros poZi urio. MaZiausiai Sio poZzi urio poveikis yra jZvelgiamas
ekonometrijoje kuria sudaro tiek statistika tiek ir ekonomika. Ekonometrija naudoja realius
ekonomikos duomenis ir statistinius sprendimus tam, kad jvertinti jvairius modelius ir jy pa-
rametrus.MakroekonomikatreCioji neoklasikires mokyklos kryptis, nagréja tokius bendrus
ekonomikos reidkinius kaip biznio ciklai ir ekonominis augimas. Siuolaikiniy ekonomisty vys-
toma makroekonomikos teorija smarkiai remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiskiniy pozi uriu,
iSplaukiartiu i$ racionalaus individy elgesio. Racionalaus elgesio sureikSminimas, dar vadina-
mashomo economicygra neoklasikinio poziurio vystymosi pasekin skiriamasis bruozas.

Dz. M. Keinso (John Maynard KeyneBendrojoje teorijoje- svarbiausiame XX-0jo amziaus
ekonomires minties k urinyje — makroekonomikos rySys su individualaus pasirinkimo ypatyb
mis nebuvo taip sureikSminamas. Ketvirtgja kryptj sudarantys neoklasikirokyklos darbai
yra susije suaikomaja ekonomikgplaCiausia ekonomisty veiklos sritimi, taip pat atspindi pu-
siausvyrinj ekonomikos teorijos paveiksla.Ci@u taikomieji darbai bendra rinkos pusiausvyros
pozi urj papildo naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos tagsautin
prekybos teorija, darbo ekonomika ir finansy ekonomika, atitibkenskirtingas ekonomines
rinkas.

Dabar galima pasakyti tiksliau, kaxatematine ekonomileima pasirinkimo teorija, bend-
raja pusiausvyros teorija ir loSimy teorija. Taigi matematkonomika yra beveik tas pats kas
mikroekonomika, didesnj@mesj kreipiant | matematinj pagrindima. Neoklas&igkonomi-
kos teorija nuo savo atsiradimo pradzios — XIX amziaus vidurio — matematila paigrindine
priemone analizuojant ekonoming realybe. Matematika buvo ne antraeilis dalykas, o tuo metu
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pracktos realizuoti programos esmekonomikos disciplina paversti grieztu kiekybiniu mokslu,
lygiavergiu astronomijai ir fizikai. Sios programoséja ir realizavimo pradZia yra priskiriama
Léon Walras (1834-1910)etiko neoklasikie ekonomika kartais vadinama Walras’'o ekono-
mika (angl. Walrasian Economics). Kadangi Sios programos realizavimesi @ggie Simta
penkiasdeSimt mety, pagrinéirekonomies teorijos dalis — bendroji ekonomimpusiausvyra

— turejo gana skirtingas matematinio grieztumo ir bendrumo formas. Paskutinis Sio vystymosi
etapas, kurio pradZia galima laikyti apie 1950-uosius metus, yra susijes su Kenneth J. Arrow,
Gerard Debreu, Lionel W. McKenzie ir kity mokslininky darbais.

Neoklasikines mokyklos iStakos. Klasikine vadinama ekonomas minties mokykla, atsto-
vaujama Adam Smith ir David Ricardo ir laikoma pirmaja Siuolaisrekonomikos mokyk-

la. Klasikine ekonomika akcentavo laisvosios prekybos nauda, rinkos polinkj | pusiausvyra ir
vertes teorija pagrista darbo sanaudomis (angl. labor theory of value). Klasiking ekonomikos
mokykla keie tokios ekonomies minties mokyklos (angl. marginalist schools), kuriosegrt
Saltinj maé santykiniame naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kaStuose.

Kitos ekonomikos mokyklos. Salia neoklasikias mokyklos egzistuoja daug kity ekonomi-
kos mokykly. Tarp jy viena zymiausiy yrustry ekonomine mokyklaTaip yra vadinama
ekonomires minties sritis, kurios pradininkais buvo austrai Carl Menger (1840-1921), F. A.
Hayek (1899-1992) ir Ludwig von Mises (1881-1973), o toliau vystoma daugiausia amerikie-
¢iy ekonomisty tarp kuriy Zymiausias yra Murray N. Rothbar (1926—1995). ISskyrus pozi urj
pusiausvyra, Si kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. Pavyzdziui, abi mo-
kyklos kapitalizma laiko valstyés geriausia socialine—ekonomine sistema. Neoklasikams ji yra
geriausia todl, kad pasizymi salygomis b utinomis rinkos pusiausvyrai egzistuoti. PrieSingai,
austry ekonomistai remia kapitalizmo sisten& jds gelejimo prisitaikyti prie pusiausvyros
nebuvimo. Jy manimu rinkos pusiausvyra realiame pasaulyje yra negalima, nes ji yra abstrakti
mokslire konstrukcija. Austry tradicija vietoje pusiausvyrosjas remiasi | verslininko (angl.
entrepreneur) vaidmenj rinkoje. Verslininkas siekdamas pelno padaro kapitalizméidainks
prisitaikartia socialine sistema. Siuo poZiuriu lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitaliz-
mas laikomas prisitaikaa sistema. Austry mokykla taip pat ypatingantesj skiria ekonomi-
niy sprendimy neapibZtumui nagrigti, atmesdama neoklasiky tuo tikslu naudojama tikimybiuy
teorija grindZziama modelj kaip trivialy. Jy tvirtinimu, prielaida apie tikimybinio mato egzistavi-
ma yra nereali. Téau kapitalizmas b udamas silpnai susijusia sistema, yra geriausiai prisitaikes
neapibeztumui. Dar vienas skirtumas tarp neoklasgarnr austry mokyklos atsiranda pozi ury-
je | matematikos vaidmenj ekonomikoje. Austry mokyklos atstovai tiki, kad real us duomenys
ir ju tyrimas yra bevetiai nes yra generuoti nepusiausvgiekonomikos. Be to, ju nuomo-
ne, visuomea rera ja sudaraiy individy aritmentine suma ir tad matematika nepagi tirti
visuomeres elges;.

Kitos ekonomikos teorijos ir ju skiriamieji bruozai:

e institucionalizmas- kritiSkas abstra&iam ir bendram teorizavimui, o svarbiausiu laikan-
tis ekonominio elgesio apibudinima konkres institucijos kontekste. Taikomieji neokla-
siky ir institucionalisty darbai kartais yra labai panaS us;
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e marksizmas- toliau vysto K. Markso vees teorija besiremianti panasiais | neoklasiky
metodais;

e Keynes’'o (makro)ekonomikamakroekonomikos anakzgrindziama pgjimu nuo ,vir-
Saus" (makro-) | ,ap&a" (mikro-) prieSinga kryptimi nei neoklasikenanaliz;

e post-Keynes’'o ekonomik&ritiSka neoklasikies ekonomikos atzvilgiu ir ypatinga svarba
priskirianti neapibeztumui ekonomikoje;

¢ Sraffos ekonomikaparemta Sraffos prekiy gamybos remiantis preks samprata;

e dinamine ekonomikataikanti netiesies dinaminiy sistemy ir chaoso teorijas ekonomi-
koje;

e evoliucine ekonomikalaikanti ekonomika besivystéia sistema panaSiai kaip Darvino
evoliucijos teorija.

GreiCiausiai nei viena i$ Siy ekonomikos kigig negaéty pretenduoti | vienintek XXl amZiaus
ekonomires teorijos varda. Taau kiekviena iS$ jy yra pakankamai stipri toje srityje, kurioje
yra silpna neoklasiki@ ekonomika. Tiktina, kad Siame amZiuje dominuogaa turety tapti ta
ekonomire teorija kuri akcentuoja Siuolaikiés kapitalisties ekonomikos dinamika.

AnksCiau iSvardinom tokias keturias neoklasi&mekonomikos kryptis: ekonomikos teo-
rija, makroekonomika, ekonometrija ir taikomoji ekonomika. Be ju egzistuoja ir labai svarby
vaidmenj vaidina ekonomikos filosofija ir metodologija, bei ekonasiminties istorija.

Matematinis modelis ekonomikoje ir finansy teorijoje. Kalbant apie ekonomikos ar finansy
rinkos matematinj modelj, visy pirma reikty suvokti skirtuma tarp matematinio modelio ir ma-
tematires teorijos. Pirmasis terminas vartojamas kalbant apie matematikos taikyma praktikoje,
0 antrasis terminas yra ,grynosios” matematikos dalis. XX amziaus antroggepustemati-
ka tampa mokslu apie absti@és strukt uras. Trumpai kalbant, matenm@astrukt ura yra agb
tarp kurios elementy galioja aksiomomis nusakomi sarySiai. Tuo atveju matematine teorija su-
daro teiginiy sistema apie tokios strukt uros savybes. Tuo tarpu matematinis modelis yra tokia
matematie teorija apie matematine strukt ura, kurios elementai ir sarySiai yra interpretuojami
iSorinio pasaulio objektais ir sarysiais.

Vienas i$ pagrindiniy skirtumy tarp matematsnteorijos ir matematinio modelio yra rezul-
taty vertinimo kriterijai. Matematies teorijos rezultatai privalo tenkinti formalaus teisingumo
kriterijy, o pati teorija dazniausiai vertinama pagal viding darna ir logika. Tuo tarpu mate-
matiniam modeliui taikomas atitikimo iSoriniam pasauliui ar progrteisingumo kriterijus.
Sia prasme matematiniai modeliai priklausmtyvuotosios matematikssiciai. Matematir
teorija arba ,grynoji" matematikaara motyvuota praktiniais argumentais. PavyzdZziui, labai
daZnai matematiniai samprotavimai prasideda visiSkai nemotyvuota fraze: ,tarkime, kad yra
duota funkcija ...".

Kitas labai svarbus matematikos vaidmuo yra jos, kaip kalbos, funkcija. Matematinis sam-
protavimas skiriasi nuo nematematinio dar ir tuo, kad matematikos objektai suvokiami viena-
reikSmiskai, remiantis tik tomis ju savginis, kurios yra joms priskirtos pagal apirma.
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Taigi ekonomikos ar finansy rinkos matematiniu modeliu vadiname matematine teorija, ku-
rios elementai ir sarySiai interpretuojami imituojant realias finansuy rinkas. PavyzdZiui, finansu
teorijoje labai svarb us tokie iSorinio pasaulio aspektai kaip ateities nezgshiaikas, kaina
ir panasiai. Finansy rinkos modelyje Sioms savokoms suteikiama konkreti g rzesmalojant
matematine tikimybiu teorija. Kaip ir kiekviena matematiteorija, tikimybiy teorija yra teigi-
niy sistema apie abstréikis objektus pasizymaius tam tikromis savygmis. To@l naudojantis
tokia teorija reikia interpretuoti pagrindines jos konstrukcijas, tiesiogiai nesusijusias su realia
finansy rinka.

Pagrindine tikimybiuy teorijos konstrukcija yra tikimylarerdwe (€2, F, P). CiaQ yra ele-
mentariyjuy jvykiy aie, o funkcijaP apibreZta tam tikroje Sios aés poaibiy klasje F ir reiks-
mes jgyjanti intervalg0, 1]. KlaseiF — vadinamab-algebra — priklausé?, bet kurio jos ele-
mento A papildinys A ir bet kuriy jos elementy skaitaus rinkin{od, }7° , sajungaJge | Ay.
Funkcija P — vadinama tikimybiniu matu — yra-adityvi ir P(2) = 1. Tarsime, kad aib&
sudaro tiesiogiai su ekonominiu modeliu susije pasaulio ateities scengriqartais tiesiog va-
dinami b'usenomis. Kiekvienas Seinfoglementasi suprantamas kaip tokia ateities scenarijy
aibe, apie kuria galima pasakyti, kad ji jvyks su tikimyB¢A). TaCiau tikimybes interpretacija
finansy teorijos kontekste yra problema, nesamaisku, kas ja gety atitikti nematematije fi-
nansy rinkoje. Taigi vis élto tarus, kad mums yra Zinoma tikimykierdwe (2, 7, P), akcijos
kainos reikSm nat uraliai priklauso nuo b usenos (2 ir laiko.
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Skyrius 7
Matematikos pagrindai

Svarbiausias matematikos pagrindy klausimas tai klausimas apie tokiy pagrindy patikimuma.
Bandant tiksliau apibudinti, kas yra matematikos pagrindai nu@sdsiskiria.

Vienas i§ matematikos pagrindimo aspekty yra formalizmo taikymas matematikai. Pavyz-
dziui, Zermelo-Frenkelio aibiy teorijos aksiomatika kartu su iSrinkimo aksioma, suformuluotos
naudojant pirmos edls predikaty logikl, suteikia viena i$ galimy matematikos formalizmo va-
rianty. Toks formalizmas dar negarantuoja neprieStaringumo (?) nes Hilberto programa Siuo
klausimu dar nerealizuota.

Matematikos formalizavimo b udasra vienintelis. Tai gali b uti atiekama remiantis ir kito-
mis aibiy teorijos ir logikos versijomis (intuicionis&r?). PavyzdZiui, nesenai atsiradusi toposu
teorija yra laikoma alternatyviu matematikos pagrindimu. Sis ir kiti variantai dea pakanka-
mai istirti.

Matematikos pagrindima remiantis jos formalizavimu Mac Lane [12] vadina "lokaliu” ma-
tematikos korektiSkumo patikimumu. "Globalaus" pob udzio klausimais jis vadina, pavyzdziui,
klausima: "ar kuri nors nagr@jamoji matematikos dalis i$ tikro yra matematika, t. y. ar ji
suderinama su matematikos prigimtimi?" Mac Lane $j klausima priskiria matematikos pagrin-
dams toeél, kad visumoje matematika yra korektiSka. Ir tokia ji yra neelpéad iSvedama
i§ Zermelo-Frenkelio aksiomatikos, bet &ddkad matematika remiasi skirting u matematiniy
objekty analize ir jy interpretavimu taikymuose. Kitaip kalbant, matematikos patikimumas re-
miasi ne tuo, kad jai galioja "lokalus korektiSkumas", patikrinamas formaliais logikssidis,
bet tuo, kad yra teisingas "globalus korektiSkumas" - matematikos teiginiai yra tampriai susije
su visa matematika, su kitais mokslais ir visa zmogaus veikla apskritai.

Pozi uriai | kategorijuy teorijos statusa:

1. kategorijuy teorija suteikia (provides) matematikos pagrindus Lawvere [1966];

2.
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Priedas A

Priedas

A.1 Matematine logika

A.1.1 Teiginiy logika

Teiginiy logika (angl. sentential logic arba propositional logic) yra formali kalba sudaryta i$
dvieju r usiy simboliy: sakiniy simboliy, Zymimy, A,. ... ir loginiy simboliy, Zymimy

loginis simbolis Paaiskinimas

kairysis skliaustas
deSinysis skliaustas

ne

ir

arba (vienas ar kitas ar abu)
iSplaukia (jei ... tai ...)

tada ir tik tada

gy <>1—

Bet kuri baigtire simboliy aile vadinamasraiSka ISraiSka vadinam#ormulejei ji sudaryta
remiantis(a), (b) ir (c):

(a) kiekvienas sakiniy simbolis yra formayl

(b) jei avir G yra formuks tai formuémis yra iSraiSkogs—a), (a A ), (a Vv 3), (a = B)ir
(& 0);

(c) iSraiSka rra formue jei ji nera iSreiSkiama remiantig) ir (b).

TegulS yra sakiniy simboliy aib, 0 F yra formuliy aite.

Tarkime, kadB := {t,k} yra teisingumo reikSmiy aéy kurios elementas vadinamas
tiesa o elementag: vadinamasklaida. Sioje aiteje apibeZkime funkcijasf.: B — B ir
fas fv, f=, fo: B x B — B tokia teisingumo reikSmiy lenetele:
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Ty fﬂ(x) f/\(l',y) f\/<33',y) f:>(x,y) f@(m7y>
t |1 k t t t t
t |k k k t k k
k|t t k t t k
k| k t k k t t

Toliau apibeSime tai, kas vadinama teiginiy logikos kalbos interpretacija.
A.1 Apibr ezimas. Funkcijar: S — B vadinama aibs S teisingumo jvertinimyangl. truth
assignment)

Turint sakiniy simboliy aibs S teisingumo jvertinimav, galima apskdiuoti bet kurios
formules teisingumo reikSme tokiu b udu: su bet kurais € S

v(a) = via),

v(ma) = fL(0(a)),
aApB) = falv(a),v(0)),
vlaVvp) = fu(v(a),n(0)),
a=0) = fo(0(a),v(B)),
Naep) = fo((a),v(B)).

Remiantis Siomis teisingumo reik&s, 7(«) apibéZiama su kiekviena formule € F
naudojantis rekursija. Gauta funkcija 7 — B vadinamanterpretacijos funkcija

A.2 Apibrezimas. Jei v yra S teisingumo jvertinimas, @ yra formuk, tai 7(«) vadinama
formulesa intepretacijav atzvilgiu S. Sakoma, kad atitinka (angl. satisfyy, jei v(a) = t.

Sakoma, kadv galioja arba yra tautologija jei kiekvienas teisingumo jvertinimas atitimkaei
Y. yra formuliy aile, o« yra formuk, taia tautologiSkai iSplaukia i3, arba¥ = 7, jei su
kiekvienu teisingumo jvertinimu,

Vo e X, v(o)=t)=v(a)=t.
Vietoje () = o raSoma= «, kas reiskia, kadv yra tautologija.
Tautologijy pavyzdziai
1. Asociatyvumo ir komutatyvumoeasniai operacijoms, V, <.
2. Distributyvumo esniai:
(AN(BVC) < (ANB)V(ANC)))

(AV(BAC)) < (AVB)AN(AV (D))
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3. Neigimas:
(=(=4)) = 4)

(=(A=B)) = (AN (=B)))
(=(A & B)) & (AN (=B)) vV ((=4) A B)))

4. De Morgano ésniai:
(=(AAB)) < ((m4) V (=B)))

(=(AV B)) & (=A) A (=B)))
Negalimo tr&iojo desnis (angl. excluded middle)A v (—A))
PrieStaravimo dsnis (angl. contradictionf—(A A (—A)))

Kontrapozicijos @snis (angl. contraposition){ A = B) < ((-B) = (—A4))

© N o O

(angl. exportation)(((AA B) = C) < (A= (B=()))

A.1.2 Pirmos eiks predikaty logika

Teiginiy logikoje sakinys yra nedaloma kalbos dalis ir tai riboja galimybes interpretuag sud
tingesnius kasdienes ir mokslo kalbos sakinius. Tokiy sakiniy pavyzdziais yra samprotavimai
apie prielaidas ir iSvadas. Kaip ir kasdieningje kalboje, galima bandyti iSskirti skirtingas sakinio
dalis ir nagrireti ju sarySius sakinyje ir kalboje. Predikaty logikoje tokios aralitikslas b uty
atspincbti ta fakta, jog tikroeje egzistuoja objektai ir poZymiai. Pozymis yra tai, kuo objektai
panas us arba kuo jie skiriasi vienas nuo kito. Taigi, predikaty logika yra formali kalba, jgali-
nanti iSreikSti poZymio priskyrima objektui. Teiginio objektas vadinas#sekty o pozymiai
vadinamipredikatais

Tarsime, kad turime be galo daug objekty, vadinamy simboliais ir sur uSiuoty tokia tvarka.
A. Loginiai simboliai:

0. Skliaustai(, )

1. sakinio jungiamieji simbolia-, — (angl. sentential connective symbols)

2. kintamieji simboliaiV = {vy,v,,...}

3. lygybes simbolis (neb utinas)
B. Parametrai:
0. kvantoriaus simbolis/

1. predikato simbolis?

2. konstantos simbolis
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3. funkcijos simbolisf

Parametrs simboliai skiriasi nuo logioniy simboliy tuo, kad jiems bus naudojamos skirtingos
apibrezimo ir kitimo aikes, kitaip tariant parametry simboliai yra atviri interpretacijai. Tariama,
kad visi simboliai yra skirtingi ir nei vienas simboli®ra iSreiSkiamas baigtine seka kity sim-
boliy. Priklausomai nuo pasirenkamos formaliosios kalbos, kai kurie i€tnisimboliy gal

b uti nenaudojami. Formaliyjy kalby pavyzdziai yra tokie.

1. Grynoji predikaty kalba.
2. Aibiy teorijos kalba.
3. Skatiy teorijos kalba.

Formules Bet kuri baigtire simboliy seka vadinama iSraiSkéermuvadinama iSraiSka, su-
daryta remiantis taisykimis: (a) termais yra konstantos simboliai, (b) termais yra kintamieji
simboliali, (c) jeif yra n-kintamyju funkcijos simbolis it, . . . , t,, yra termai, taif ¢, - - - t,, yra
termas. (lenkiSkas Zzyajimas)

Termai yra iSraiSkos, kurias galima interpretuoti kaip objekto varda; kaséijenkalboje
tai daiktavardis ar jvardis. Tuo tarpu toliau agbramos formuwés yra interpretuojamos kaip
teiginiai apie objektus.

Atomine formulesadinama iSraiSk&’ ¢, - - - t,,, kai P yran-kintamujy predikato simbolis, o
ty,...,t, yratermai.

Pirmos eies predikaty logikos formule arba tiesiémrmule (angl. well-formed formula)
vadinama tokia iSraiSka, kuri gaunama i$ atominiy formuliy naudojant jungiamuosius simbolius
ir kvantoriaus simbolj.

Laisvajj kintamajj formuéje apibeSime rekurentiSkai. Bet kuris (kintamasis, ne konstanta?)
simbolis atomieje formukje taip pat yra ir laisvas kintamasis. Simbaligra laisvas kintama-
sis formukje (—«) jei = yra laisvas kintamasis formeje «. Simbolisz yra laisvas kintamasis
formuléje (o« = () jei = yra laisvas kintamasis arba forngjg o arba formuéje 5. Simbolisz
yra laisvas kintamasis formeje VvV v; « jei = yra laisvas kintamasis formeje o ir x # v;. Jei
formuleje rera laisvy kintamyjuy tai ji vadinama sakiniu, o tai reiSkia, jog galimas prasmingas
formules vertimas | konkr@a kalba.

Tiesa ir modeliai Formuks teisingumas jvertinamas papildant parametry simboliy @pibr
Zzimo ir kitimo aibes t. y. pasirenkant parametrs simboliy interpretacija. Toliau &p#dma
predikaty logikos strukt ura nurodo objekty aibe, kurioje @difais kvantorius, o parametrams
suteikiama prasm Taigi, pirmos eis predikaty logikostrukt urayra tokia parametry aée
apibrezta funkcijau, kad

1. kvantoriuiV priskiriama netu@ia aike |u|, vadinama universe af;
2. n-vieCiui predikato simboliuiP priskiriaman-vektoriy aite P* C |u|™;
3. konstantos simboliut priskiriamas elementas' € |4;

4. n-kintamyju funkcijos simboliuif priskiriamas transformacij*: |4|™ — |u].
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Tegulst yra struktura, 6: V' — || yra funkcija, apibeZta kintamujuy aieje V. Sakysime,
kad strukt ura tenkina formulgp atzvilgiu s, arba trumpiau

Fu @8],

jei formules ¢ interpretacija, naudojant strukt urayra teisinga pakeitus kintamaij| s(x).
Tiksliau formuks tenkinimas apileZiamas taip:

|. Termai. Funkcijas pratesiama j visy termy ailse 7" — |4
(a) $(x):= s(x) su kiekvienu kintamuoju € V/,
(b) 3(c) := " su kiekvienu konstantassimboliu,

(¢) 5(ft1---ty) = f48(t1),...,8(ty)) jeitq,...,t, yra termai of n-vietes funkcijos sim-
bolis.

Egzistuoja vienintelis toks tesinyss (remiantis rekursijos teorema - papildyti).

Il. Atomin e formule. Remiantis Sios formek apibezimu:

(a) Egm tits [s] L1t 5(t1) = (t2),
(b) Fu Pty, -ty [s] ttt. (5(t1),...,5(t,)) € P

IIl. Formul é. Vel rekursiniu b udu:
(a) atomires formués tenkinimas jau apibFtas,
(b) fou ~0[s] L Ko O[]
(¢) Eu (¢ = ) [s] t.t.t. arbal%y ¢ [s] arbal=y v [s] arba abu,
(d) By Vxd[s] trt sukiekvienul € |y, =y ¢ [s(z|d)],

Cia funkcijas(z|d)(y) == d jeiy = z ir s(x|d)(y) := s(y) jei y # x.
Dabar, kai yra apilazta formués tenkinimo savoka, galima suformuluoti teiginiy tautolo-
gines implikacijos (A.2 Apibeizmas) analoga predikaty logikoje

A.3 Apibr eZzimas. TegulT" yra formuliy aile ir ¢ yra formuk. Sakoma, kag logiskai iSplau-
kia iS T" t.t.t. kai su kiekviena strukt usair su kiekviena funkcijas: V' — |u|, 4 tenkina¢

atzvilgiu s jei s atzvilgiu u tenkina kienviena aisT" formule. Vietojel) = ¢ raSoma=y ¢,

kas reiSkia, kad strukt ugatenkina formulgp atzvilgiu s.

Loginei implikacijai patikrinti neb utina tirti visas funkcijesargumento reikSmes. Remian-
tis toliau formuluojama teorema, pakanka istirti implikacijos teisingumaska&ikSmes jgyja
ant laisvy kintamuju.

A.4 Teorema. Tegul funkcijossy, so: V' — |4] sutampa ant ty kintamuyjuy, kurie yra laisvi for-
muléje¢. Tuo atveju=y ¢ [s1] t.t.t. =y ¢ [sa].
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Primename, jog sakiniu vadinama forradde laisvyjuy kintamuyjuy, kuriai tokiu atveju galioja
alternatyva:

A.5 I18vada. Sakiniuio ir strukt uraiu yra teisinga arba(a) arba (b), Cia
(a) =y o [s] sukiekviena funkcija: V' — |1,
(b) Wy o [s] su kiekviena funkcija: V' — |u.

Jei galioja alternatyvéu), tai sakoma, kad yra teisinga strukt uroje arbast yrac modelis

Dedukcine sistema. Tarkime, kad formuwé ¢ logiSkai iSplaukia i$ formuliy aiésT, t. y. T' =
¢. Kokiu b'udu galima tai jrodyti, jei i$ viso galima jrodyti?

Pradesime nuo klausimo, ka reiSkia "jrodyti"? Bendrai kalbant, jrodymas yra argumentas,
pilnai jtikinantis teiginio teisingumu. Pirma, jrodymas turi b uti baigtinis laiko atzvilgiu.€Tod
jei aibe yra begalig tai jrodymas negali remtis visomis fornemhis. Kompaktumo teorema
garantuos jog egzistuoja tokia baigtiformuliy aile Ty C +, kadT' | ¢. Antraja jrodymo
savybe tuety b uti galimye bet kam ir "mechaniskai" patikrinti naudojamus argumentus. Tokia
savylke vadinama efektyviu iSvardinimu (angl. efective enumerability).

Vietoje zodzio "jrodymas" predikaty logikoje vartojamas Zodis "dedukcija” tam, kad atskirti
pirmojo vartojima kasdienije kalboje.

Taigi, dedukcija sudaro logas taisykés, kuriy pagalba formaliSvedama is formuliy aés.

Cia nagrirejama dedukcija, kai formali§vedama i§ a#sI' U A, o aibeA sudaraios formubs
vadinamos logiamis aksiomomis. Tokia deduk@&rsistema vadinama Hilberto tipo. Aksio-
muy ailes ir loginiy taisykés pasirinkimas &ra vienintelis. Toliau naudojama logintaisyke
vadinamamodus ponenss formuliy « ir « = 3 iSplaukia formué j.

Sakoma, kad formuliy atA yra uzdara modus ponens taisgglatzvilgiu jei i$ to, kad
formulesa ir o = [ priklauso aibeiA iSplaukia, kads priklauso aibeiA. Taip pat sakoma,
kad aile A yraindukcineatzvilgiu formuliy aitesT" jei I’ U A € A, 0 A yra uZzdara modus
ponens taisylds atzvilgiu. Pagaliau sakoma, kad foreugl yra formuliy aikesT" teoremair
raSoma’ - ¢ jei ¢ priklauso maziausiai (kad egzistuoja ?) indukcinei aibei atzvilgiu

Toliau atsakoma | klausima, ka reiskia "jrodyti"?

A.6 Apibr ezimas. Formules¢ dedukcija i$ formuliy aibe$’ vadinama tokia formuliy seka
ag, - - ., ap, Kada,, = ¢ ir su kiekvienw) < ¢ < n arbaca; € I' U A arba egzistuoja tokig < i
ir k < 7, kado; iISvedamas modus ponens taisykles pagalleg i oy, t. y. oy, = a; = «.

A.7 Teorema. Formule¢ yra formuliy aibed" teorema t.t.t. egzistuoja dedukcija isl".

Teisingumo teorema (angl. soundness theorem):

A.8 Teorema. Jeil' - ¢ tai I" = ¢.

Atvirkstine teisingumo teoremai, yra Pilnumo teorema:

A.9 Teorema. (Godel, 1930)eil" = ¢ tai ' - ¢.
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Godel'io nepilnumo teorema ZFC aksiomy sistema aibiy teorijojera pilna. Tai iSplaukia

iS5 Godel'io (1931)nepilnumo teoremogei 1" yra suderinta (consistent) teorija apimanti arit-
metika (ZF poaibis) ir aksiomos joje "rekurgisl' tada egzistuoja sakinys, nepriklausantis nuo
T. Todel suderinta teorija negali b uti pilna.

A.1.3 Antros eiles predikaty logika

Rekomenduojama literat ura. Pletkaitio "Logikos pagrindai® (2004) skirti humanitariniy ir socialiniy
moksly studentams. Noatps "Matematig logika" (2004) skirta informatikos speciag studentams.

1. Enderton, H. B.A Mathematical Introduction to LogidAcademic Press, New York, 1972.
2. Norgela, S.Matematine logikaTEV, Vilnius, 2004.
3. Pletkaitis, R.Logikos pagrindaiTyto alba, Vilnius, 2004.

A.2 Aibiy teorija

A.2.1 Naivioji aibiy teorija

Loginiai simboliai.

Zymejimas Paaiskinimas
vV su kiekvienux
Jdx yra toksz, kad
- ne
A ir
V arba (vienas ar kitas ar abu)
= iSplaukia (jei ... tai ...)
& tada ir tik tada

Paprasta formulezadiname bet kuria iS dviejy iSraiSky:
reEA Ir z=y.

Formulevadinama seka simboliy gauta iS paprasty formuliy naudojant loginius simbolius.

A.2.2 Zermelo-Fraenkel'io aksiomatika

Zermelo-Fraenkel’io arba sutrumpintai ZF aksiomy sistemos objektais yra &k,atgmimos
raidemisa,b, ..., z,y,zir A, B,C,.... Tarp aibiy yra tik vienasiarystes ar priklausymea-
rysis, Zzymimase. PavyzdZiuia € A reiSkia, kad aib a priklauso aibeiA ir aibé a vadinama
aibes A elementu Priklausymo sarySio neigimas zymimag A ir sakoma, kad: nepriklauso
A. "Aibes" ir "priklausymo" savokos jeina | ZF aksiomuy sistema formaliai neaptbs ir savo
prasme jgyja iSvardinty aksiomy kontekste.

ZF1 Ekstensijos aksioma Jei dvi aibes turi tuos pacius elementus, tai jos yra lygios

VAVBNVz[r€e A & z€ B] = A=B]
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ZF2 TusCios aikes aksioma Egzistuoja aibéB =: o be elementy
dBVzx ¢ B.

Aibe @ vadinamausciair, remiantis ekstensijos aksioma, ji yra vienirmtel
ZF3 Poravimo aksioma Su bet kuriomis dviem aibemisr b, egzistuoja aib& =: {a, b},
kurios elementais yra tik tos dvi aibes

VaVb3IBVr[r € B & z=a V z=10|.

Poravimo aksioma teigia egzituojant dviejy elementy aibe, kuriy tvarka yra nesvarbi=Jgi
tai aibeje {a, b} yra tik vienas elementas. Tedremiantis poravimo aksiomoma, su bet kuria
aibea egzistuoja vadinamopaviené aibga} := {a, a}.

ZF4 Jungimo aksioma Su bet kuria aibed egzistuoja tokia aib& =: UA, kurios vienin-
teliais elementais yra aibés priklausancios kuriam nors aibedementui

VA3BVzx[x € B & Jylyec A N x €y

JeiA = {a, b}, tai raSysimer U b := UA.
ZF5 Laipsninés ailies aksioma Su bet kuria aibed egzistuoja tokia aib& =: 24, kurios
vieninteliais elementais yra aibespoaibiat.

VAdBVz[xr € B & z C Al
Kitai aksiomai apibeSime ailesa tesinja™ := a U {a}, kuris egzistuoja remiantis jungimo
aksioma. Be to, sakysime, kad aid yraindukcinetada ir tik tada, kaiz € A ir ji yra uzdara
atzvilgiu tesiniy, t. y[Va € Ala™ € A.
ZF6 Begalybes aksioma Egzistuoja indukcine aibée

(FA)[g € AN (Vae A)a™ € A].

ZF7 Poaibio aksioma Su bet kuria aib€ ' ir formule P egiztuoja aile B, kurios elementais
yra visi tie ailesC' elementai, kuriems galioj&:

dBVz[x € B & € C A P(x)).

C Pasirinkimo aksioma. Jei A yra aibe, kurios visi elementai yra netuscios aibés ir po-

romis neturi bendry elementy, tai egzistuoja tokia aibe kurios kiekvienas elementas priklauso

vienam aibesi elementui
VANala € A = —a# o] ANVa¥blac ANbDE Ala#b] = —[Fx[x €a A x € b

= JdBVaja€ A = Jxjre BANx€aANVylye BANy€eca= y=uz]
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A.2.3 Naturalieji skatiai

A.10 ApibréZimas. Nat uralusis skaicius yra aibe, kuri priklauso kiekvienai indukcinei aibei.

A.11 Teorema. Egzistuoja aibe, kurios elementais yra tik nat ural us skaiciai.

l[rodymas. Tegul A yra indukcire aike, kuri egzistuoja remiantis bega®baksioma ZF6. Re-
miantis poaibio aksioma ZF7, egzistuoja tokiaeaity kad su kiekvienu

T EW & x € A A x priklauso kiekvienai kitai indukcinei aibei
& x priklauso kiekvienai indukcinei aibei

Q.E.D.
ApibréSime klasei := N{A: A yra indukcire}. Parodysime, kad Si klagyra aite.

Rekomenduojama literat ura.
1. Enderton, H. B.Elements of Set Theorfwcademic Press, New York, 1977.

2. Kubilius, J.Realaus kintamojo funkcijy teorijdintis, Vilnius, 1970.

A.3 Kategorijy teorija
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Priedas B

Priedas

B.1 Terminai

Dedukcinis argumentas tai yra toks argumentas, kurio iSvada yra neabejotina ir remiasi prie-
laida; iSvada slypi prielaidoje.

Diskursas (pranc. discours - kalba, kalbos tipas, tekstas) yra tekstui artimas, bet platesne
savoka reiSkiantis terminas. Diskursas apima visa komunikacijos akta: be teksto, ir dalyvius,
situacija, konteksta, nekall#s raiSkos priemones (gestus, mimika).

Ekstensija ir intensija: Ekstensija - savokos apimtis, t. y. kokj objekty skaiji apib udina.
Intensija - savokos turinys, jos reik&msavyje (pagal [FZ])

Formali kalba: An alphabet and grammar. The alphabet is a set of uninterpreted symbols.
The grammar is a set of rules that determine which strings of symbols from the alphabet will be
acceptable (grammatically correct or well-formed) in that language. The grammar may also be
conceived as a set of functions taking strings of symbols as input and returning either "yes" or
"no" as output. The rules of the grammar are also called formation rules.

Indukcinis argumentas: tai toks argumentas, kurio iSvada yragtila ir remiasi prielaida;
iSvada iSeina uz prielaidos riby.

Kvantorius: Kasdienireje kalboje kvantoriais yra Zodziai "kiekvienas" ir "kuris nors" bei ju
sinonimai. Sios kalbos savigb taikomos vienam arba daugiau individy ar daikty, Gipasa-
vaime rera teiginiais bet nurodo j galimybe analizuoti elementariy teiginiy strukt ura. Kvantoriy
analogai formalioje kalboje yra vadinami, atitinkamai, bendrumo ir egzistavimo kvantoriais.

Objektas: PlaCiausia prasme objektas yra tai, ka galima pavadinti.

Subjektas ir predikatas: Subjektas yra sakinio minties objektas, apie kurj kas nors yra
teigiama, kuriam priskiriamas predikatas. Kasdiefgrkalboje predikatas yra kalbos sagyb
jgalinanti kazka teigtapieka nors, t. y. subjektui priskirti savybe. Kai sakoma, kad "Petras yra
aukstas”, tai Petras yra subjektas ir jam priskiriamas predikatas "yra aukStas”. Taip pat galima
sakyti, jog turime Petro aukStumo predikata, arba jog Petrui priskiriamas aukstumo predikatas.

Semantika ir sintakse: PlaCiaja prasme semantika yra reik8s(angl. meaning), kuria nors
Sio Zodzio prasme, tyrimas. PrieSinga semantikai yra siatgkemaja suprantant kaip ko nors
reikSme, o antraja suvokiant kaip formalia strukt ura nudojama kazkam iSreiksti. Lingvistikoje
(mokslas apie kalba) semantika yra Zodziy, fraziy, sakiniy ar teksty reg§mmas. Tuo tarpu
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sintak® yra tyrimas taisykliy, kurios nustato zodziy tvarka sakinyje.
Kategorinis silogizmas tai yra dedukcinis argumentas, kuri dudaro trys kategoriniai teigi-
niai, du i$ jy prielaidos ir iSvada.

Literat ura.

[FZ ] Alois Halder. Filosofijos Zodynas.

B.2 Angly-lietuviy kalby zodinelis

LietuviSkai Angliskai
kvantorius quantifier
laipsnire aile power set
paviere aike singleton
protas mind

samore consciousness

Pagal [MTZ] power set = cardinality of set = &b galia.

Literat ura.
[MTZ ]J. Kubilius (Red.). Matematikos terminy Zodynas. Mokslo ir enciklopedijy leidykla, Vilnius, 1994.
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