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0.1 Klausimai atsiskaitymui uz 2005 mety rudens kurso pir-
maja puse

1. Apib udinti finansy sistema.

2. Kainy sistema, portfelis ir finansavimosi strategija diskretaus laiko modelyje.

1. Finansy rinkos nauda ir rizika.

2. Kas yra arbitrazas? Parodyti, kad saziningojo loSimo rinka yra bearbitraz

1. Nerizikingi vertybiniai popieriai: pavyzdziai ir jy nauda.

2. |rodyti: jei egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas, tai rinka bearbitraz

1. Kuo skiriasi finansy matematikos modelis nuo matenestileorijos?

2. |rodyti: jei rinka bearbitra@, tai egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas.

1. Kokia prasme obligacijos yra nerizikingi VP?

2. Kas yra saziningojo loSimo rinka? Jos pavyzdziai?

1. Rizikai neutralus matag: diskontuotas vees procesas yra martingalas atzvil@u

2. Koks rysys tarp efektyvios rinkos hipotezir saziningojo loSimo hipotes?

1. Kodel paprastai akcija yra rizikingesnis VP negu obligacija?

2. Strategija yraS-finansavimosi tada ir tik tada, kai ji yr&*-finansavimosi.

1. Kokiais atvejais pilnas pelningumas ir pal ukany norma sutampa ir kokias atvejais jie ski-
riasi?

2. Fundamentalioji ve# ir jos rySys su efektyviosios rinkos hipoteze.

1. Dabartires veres principas ir jo taikymo pavyzdZiai.

2. Binominis modelis ir atsitiktinio klaidZiojimo hipot&z

1. Kuo skiriasi ir kuo panasios racionaliyjy | ukegir efektyviosios rinkos hipotes?

2. Saziningojo loSimo rinka; parodyti, kad diskontuotas kainos procesas joje yra martinga-
las.



0.2 Klausimai atsiskaitymui uz 2005 mety rudens kurso ant-
raja puse

Kaip iSvedama Black’o-Scholes’o forrmai

Kaip konstruojamas rizikai neutralus matas Black’o-Scholes rinkos modelyje?

Kuo skiriasi strategijos sampratos diskretaus ir tolydaus laiko rinkos modeliuose?

Ll

Parodyti, kad kad finansine iSmoka atkartojaigios strategijos portfelis iSreiSkiamabs
salyginiu vidurkiu atzvilgiu rizikai neutralaus mato.

5. Ar Black’o-Scholes’o rinkoje atkartojama finansirsmoka turi bearbitraze kaina ir kaip
ji skaiCiuojama?

6. Apibudinti diskontuotos iSmokos bearbitraziy kainy aibe rinkoje, kurioje egzistuoja bent
vienas ekvivalentus rizikai neutralus matas.

7. Koks yra tolydaus laiko rinkos modelis ir kuo jis skiriasi nuo diskretaus laiko modelio?

8. Parodyti, kad bearbitr&je ir pilnoje diskretaus laiko rinkoje egzistuoja vienintelis rizikai
neutralus matas.

9. Kas yra Wiener’io procesas ir kaip jis naudojamas finansu rinkos modeliuose?
10. Koks yra rySys tarp tolydZiyju s@diniy pal ukany ir geometrinio Wiener'io proceso?
11. Kokius zinote iSvestinius finansinius popierius ir kam jie naudojami?
12. Kas yra iSvestiniai vertybiniai popieriai ir kokia yra pagrindisu jais susijusi problema?
13. Rasti finansies iSmokos bearbitraze kaina vieno periodo binominiame rinkos modelyje.
14. Kokia yra finansies iSmokos jkainavimo mechanizmo esm
15. Kuos skiriasi arbitrazo sampratos diskretaus ir tolydaus laiko rinkos modeliuose?

16. Kas yra atkartojama finangnsmoka?



Skyrius 1

Finansy sistema

1.1 Finansy rinkos ir rizika

Finansuy sistema nukreipiadas is ty, kas jy turi per daug, tiems, kam jy tr uksta. Tai yra pagrin-
dine finansy sistemos funkcija.

Finansy tarpininkai

Lesy skolintoja‘f ~ | Finansy rink$—>’ Ledy naudotojqii

1.1: LeSy srautai finansy sistemoje

Sioje finansy sistemos schemoje:

(1) LeSuy skolintojais arba investuotojais yra privat us asmenys, namy ukiai arba organizacijos:
vyriausyles, pensijy fondai, investigas bendrogs, taupymo fondai ir kitos institucijos,
valdartios didelius akcijy portfelius. &Sy skolinimo b udai yra akciju ir obligacijy pirki-
mas, pinigy laikymas bankuy saskaitas ir pan.

(2) LeSy naudotojai yra akaes bendro&s, kompanijos, firmos, vyriausgbnamuy ukiai, uz-
sieni€iai ir t.t. Bendroe yra ekonomine veikla (gamyba) uzsiimantis ukio vienetas.
Bendrowe turi savo nuosavybe. Gamybo®{phi bendroe suinteresuota papildomomis
leSomis. Tokiyé&Sy gavimo Saltiniai yra akcijy ir obligacijy pardavimas arba bankuy pas-
kolos.

(3) Finansy tarpininkai yra bankai, investiciniai fondai (mutual funds), draudimo kompani-
jos, pensiju fondai, finansy makleriy jmesir t.t. Finansy tarpininko pagrindinis vaid-
muo yra skolintis pinigus i$ vienos dalies Zmoniy ir skolinti pinigus kitai Zmoniy daliai.
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Finansuy tarpininky pelna sudaro jvair us Saltiniai: méleésiZ finansines paslaugas, in-
formacija ir pan. Bendradms paprasau skolintis i$ finansuy tarpininkyetl skolinimosi
paprastumo ir dl rizikos mazinimo. Finansy makleriai tarpininkauja birZzoje perkant ir
parduodant akcijas savo klienty pavedimu. Finansy makleris paprastai suteikia konsul-
tacijas el investavimo alternatyvy, bet gali prekiauti ir uz sagsds. Pats investitorius
tiesiogiai negali birzoje pirkti ar parduoti VP. Lietuvoje 2002 mety pabaigoje Naciona-
lineje vertybiniy popieriy birZzoje buvo uzregistruoti 23 finansy tarpininkai. IS ju 9 buvo
bankuy padaliniai ir 14 finansy maklerio jmoniy.

(4) Finansy rinka vadinama tokia ekonorairinka, kurioje operuojama (prekiaujama, mai-
noma ir pan.) vertybiniais popieriais. Pavyzdziui: (a) bendroviy ir vaksytuosavybs
vertybiniai popieriai sudarakcijy rinkg (b) ilgalaikiai ir vidutines truknes skolos verty-
biniai popieriai sudarobligacijy rinkg (c) trumpalaikiy €3y skolinimosi rinka vadinama
pinigu rinkg (d) uzsienio valiutos sudanaliuty rinka (joje nustatomas skirtingy valiuty
keitimo kursas, t.y. vienos valiutos kaina atzvilgiu kitos); bei kitos rinkos preki@igan
jvairiais finansiniais instrumentais. Akcijy arba obligacijy rinka vadin&aqaitalo rinka
Prie finansuy rinky taip pat priskiriamos ir investiciniy prekiu rinkos (brangiyju metaly ir
pan.). PavirSutiniSkai lyginant, finansy rinkos skiriasi nuo vartojimo prekiy rinky savo
dinamiSkumu ir dideliu neapibztumo laipsniu.

Pagal 1.1 schema$os ju naudotojams patenka i$ skolintojy dviem keliais. Pirmuoju b udu
leSos ju naudotojams patenka iS skolintoju tiesiogiai per finansy rinkas. Tuo agegitlri
vertybiniy popieriy forma: akcijos, obligacijos ir panaSiai. Ant@&y perskirstymo kelias eina
per finansy tarpininkus. Finansy tarpininkai palengvina ir supaprastina bendravimastarp |
skolintojy ir jy naudotojy. Tuo tarpu finansu rinka, per vertybiniy popieriy kainos mechanizma
sprendZia pagrindinj rinkos ekonomikos uZdavinj: optimaliai paskirsto turimus iSteklius. Sia
prasme finansy rinkos uzima centring vieta finansy strukt uroje.

Finansuy tarpininky ir finansuy rinky santykines dalis finansy sistemoje lemia daugelis veiks-
niy ir jos yra skirtingos jvairiose Salyse. Remiantis [10, p. 171], verslo iSorinio finansavimo
strukt ura JAV, Vokieijoje ir Japonijoje sudaro:

JAV Vokietija Japonija Lietuva
Banky paskolos 40,2% ~ 80% ~ 83% ??
Nebankuy paskolos  15,1% ~ 10% ?7? ?7?
Obligacijos 35,5% ~ 8% ~ 10% ??
Akcijos 9,2% ~ 4% ~ 2% ?7?

Viena i$ pagrindiniy priez&say nulemianti finansy sistemos strukt ura yra finansiniy opera-
cijuy kaina (angl. transaction costs). Nedideli vertybiniy popieriy kiekiai, kuriuos gali jpirkti
vidutiniy pajamuy Zmogus,ara verta investicija@ salyginai didelio moke&so mokamo finansuy
makleriui ir tai riboja tiesioginjéSy skolinima. Kuo didesnis jsigyjamuy vertybiniy popieriy kie-
kis tuo mazesayra jy jsigijimo ir valdymo kaina Todel smulkiam investuotojui tenka kreiptis
j finansy tarpininkus, kurie apjungia gaut@&sas gali jsigyti didelj vertybiniy popieriy kiekj

tangliskai $i savyb vadinama economy of scale



uz salyginai nedidele finansiniy operacijy kaina. Kita svarbi finansiniy tarpininky naudingumo
ypatyle yra ju auksta finansenkvalifikacija.

Skirtingose Salyse investavimo budai turi skirtinga populiarumo laipsnj. Pavyzdziui, | ak-
cijas daugiausia investuojanti tauta yra Svedai. Api% Svedy tiesiogiai (nesk&uojant tuy,
kurie investuoja per institucinius investuotojus) turi bendroviy akcijy. JAV ir Kanada dalijasi
antraja vieta¢ia investuotojai sudarg6% gyventojy. Lietuvoje | akcijas investuoja maziau nei
1% gyventojy.

Investuotojy finansing veikla lemia dilema: vartojimas — investavimas. Vartojimo veikla
nukreipta | dabartj ir sprendzia problema kiek skirti vartojimui ir kiek santaupoms. Ekono-
mikos teorijos kontekste vartojima tiria individualausrgbiy pasirinkimo teorija grindZziama
preferencijy ir naudingumo funkcijos kriterijais bei racionaliy sprendimuy prielaida.

Tuo tarpu investavimo veikla nukreipta | ateitj, siekiant didesgrazos tam, kad daugiau
vartoti ateityje. Sia veiklos sritj nagréia matematia portfelio teorija. Portfelio teorija spren-
dzia optimalausd3y investavimo j vertybinius popierius problema, atsizvelgiant j rizikingumo
laipsnj. Pagrinding Sios teorijosagh — diversifikacija — nusako patask ,neak visy kiausiniy
| viena krepsj", arba ,nerizikuosi — nelagsi".

Rizika. Rizika, siejama su finansamis vertylemis, yra pagrindia finansy ekonomikos sa-
voka. Jos apibudinimui papréau i$ pradziy iSsiaiskinti kas yra vadinama nerizikinga verty-
be. Vertybinis popierius kurio vegtkiekvienu ateities momentu yra tikrai Zinoma vadinamas
nerizikingu. Ar toks vertybinis popierius iS$ tikro egzistuoja? Pavyzdziui, vienas litas po me-
ty vertas maziau ir tiksli jo veet priklauso nuo infliacijos ir gal b ut kity sunkiai agbiamy
faktoriy. Apskritai, @l psichologiniy priezasy, tas pats daiktas gali b uti labiau vertinamas
Siandien nei po kurio laiko. Taau tiek finansy praktikoje tiek ir finansy teorijojeldvairiy
priezagiy yra b utina tuti nerizikinga vertybe ir tokia yra laikoma obligacija arba bet kuris
kitas vertybinis popierius su fiksuotomis pajamomis ateityje. Nors, grieztai kalbant, obligacija
nera visiSkai nerizikinga vertybnes, pavyzdZziui, ja iSleidusi vyriausylgali bankrutuoti kaip
ir privati bendrow, ji laikomaesant nerizikinga.

Taigi, rizikinga atrodyty esti tokia vertg) kuri rera nerizikinga, t. y. vertydsu neapilez-
ta verte ateityje. Rizikingos vertgs pavyzdziu aiSku yra paprastoji akcija. Tiksliau kalbant
rizikinga vadinama tokia finansevertyle kurios ateities kaina gali b uti mazesne uz to paties
kiekio nerizikingos vertybs kaina tuo pau ateities momentu. Tokiu b udu nerizikinga finaasin
vertybe tampa rizikingumo atskaitos sistema. Bet kuriuo atveju, rizika finansiniame kontekste
yra sinonimas ateities neap@atumui.

Finansy rinkos nauda. Finansuy rinkos vaidmuo ekonomikai yra labai svarbus nes paprastai
leSy skolintojai ir €Sy naudotojai yra skirtingi. PavyzdZziui, bendesyplatindamos savo akci-

jas finansy rinkose, jgyja kapitala gamybaggti, o investuotojai pirkdami akcijas skolina savo
leSas siekdami gauti dalj gamybos pelno. Finansy rinkos nauda galima suprasti ir i$ toliau apra-
Syto pavyzdzioKapitalo vertybgangl. capital asset) yra laikomas kontraktas tarp investuotojo

ir ,iSorinio pasaulio”. Tuo tarpdinansine vertybéangl. financial security) yra kontraktas tarp
investuotojy. Tai yra dar vienas VP skirstymo b udas. Abiejy ruSiy esrtyddi b uti jvairiai

susije arba nesusije. Jei ponas A pasodino medi, tai jis yra Sios gersgvininkas, o kapitalo



vertyke yra tai kas jrodo savininko teise | pasodinta medj. Medzio savininko ateities pajamos
priklausys nuo medzio produktyvumo ir nuo vaisiy paklausos. Ponas A uz tam tikra mokestj
gali pasizaéti ateityje perleisti ponui B dalj gauto derliaus. Tokio pasgado liudijimas yra
finansire vertyte priklausanti ponui B. Ponas A gali pasigtiderduoti visa gauta derliy. Tokiu
atveju ponas B praktiSkai b uty medzio savininkas, o ponas A b uty tik tarpininkas.

TaCiau tikrasis finansies vertyles prasmingumas atsiskleidzia tuo atveju, kai ponas A pa-
sodina tarkim t ukstantj medziy. Tokiu atveju derliaus dydis ir vaisiy paklausos svyravimas gali
b uti labai didelis. Vienam ponui A auginti t ukstantj medziy gali b uti papteis efektyviau,
taCiau Si kapitalo vertyb tampa ir labiau rizikinga. Tad ponas A gaidty tapti verslininku ir
auginti medzius parduodamas savo kapitalo vertybe dalimis daugeliui kity zmoniy. Tokie kont-
raktai — finansies vertyles — reikSty pasiz&jima perduoti tam tikra gauto derliaus dalj. Tuo
paCiu ponas A pasidalina rizika su kitais investuotojais. Toks rizikos pasidalinimas yra pagrin-
dine vertybiniy popieriy rinkos igja.

Vertybiniai popieriai. Bet kuria finansing priemoneg, naudojanegy perskirstymui finansy
rinkoje, vadinsimevertybiniu popieriumiangl. security) arba trumpiau VP. Vertybiniai popie-
riai yra vertyle (aktyvas) tiems, kas juos perka, tg8l skolintojams, ir yra jsiskolinimo liudiji-
mas (pasyvas) tiems, kas vertybinius popierius parduodag$yriaudotojams. Dazniausiai VP
yra skirstomi | pirminius ir iSvestiniusPirminis VP (angl. primitive security) yra nuosavgb
dokumentas, suteikiantis teise | tam tikra finansing iSmoka. Pirminiy VP pavyzdZiai yra akci-
jos, obligacijos, izdo vekseliai ir t.t. Obligacijos ir izdo vekseliai yra fiksuoto dydZzio finansines
iSmokas garantuojantys skolos dokumentai. Akcija yra bergdrdalies nuosavgs liudijimas
suteikiantis teise | kintamo dydzio finansing iSmoka, priklaGganuo pelno. Daugiau apie
pirminius VP kalbama kitame skyriuje.

Tuo tarpuiSvestinis VRangl. derivative security) yra finansinis susitarimas tarp rinkos da-
lyviy, daZznai priklausantis nuo kity pirminiy VP. ISvestiniy VP pavyzdZiai yra pasirenkamasis
sandoris (angl. option). Daugiau apie iSvestinius VP &sillme 3.3 skyriuje.

Rinkoje naudojamuy finansiniy priemoniy klasifikacijara visuotinai priimta ir gali skirtis
netgi skirtinguose vad@liuose. Be to, VP skirstymas yra galimas jvairiais poZi uriais. Pa-
vyzdziui, galima kalleti apie rizikingus VP ir nerizikingus VP, skirstant pagal ateities iSmokuy
garantijas.

1.2 Nerizikingi vertybiniai popieriai

Kaip buvo mireta, ypatinga vaidmenj finansuy rinkose atlieka nerizikingais vadinami VP su
fiksuotomis ateities pajamomis (angl. fixed income securities), kurios iSmokamos pal ukany, o
kartais ir dividendy pavidalu. Tokiais VP visuy pirma yra obligacijos, jvairiy r usiy sertifikatai,
vekseliai ir kitos jsipareigojimy r usy€ia galima priskirti ir privilegiuotas akcijas, pagal kurias
iSmokamos i$ anksto sutartos pajamos.

Pal ukano$interest) yra@Sy skolinimosi kaina. Tai — kaina mokama kreditoriui uz galimy-
be tam tikra laikotarpj naudotis jo pinigais. ISreikSta procentais Si kaina vadipameany
norma(interest rate). Priklausomai nuo VP popieriy r uSies pal ukany norriausjana skir-
tingai. Pal ukany normos dydis apsprendzia kokia lais$y tlalis laikoma pinigais ir kokia jy

4



dalis investuojama | nerizikingus VP. Sia savybe grindZiama ne tik monetarine politika bet ja
naudojasi ir privatus investuotojai.

Pagrindinées VP su fiksuotomis pajamomis r usys. 1. Paprasta paskola (angl. a simple loan).
Skolintojas perduodaBas skolininkui su salyga, kad paskolinta suma bus grazinta skolintojui
sutartu ateities momentu kartu su pal ukanomis.

2. Paskola su fiksuotomis iSmokomis (angl. a fixed-payment loan). Skolintojas perduoda
leSas skolininkui su salyga, kad paskolinta suma ir pal ukanos bus grazinamos vienodomis da-
limis periodiSkais laiko momentais. Pavyzdziui, paskolinus 1000Lt, paskola su fiksuotpomis
iSmokomis gali reikalauti maiti 126Lt kas metai 25 metus.

3. Obligacija su atkarpomis (angl. a coupon bond). Obligacija iSmoka jesojur vieno-
do dydzioC' pal ukanas (atkarpas) vienodais laiko periodais iki grazinimo termino, kurio metu
papildomai iSmokama sutarta galgisumar’. PavyzdZziui, uz 1000Lt jsigyta obligacija su at-
karpomis gali 10 mety kas metai metkC' = 100Lt dydzio atkarpas ir, Sjus skolos grazinimo
terminui, iSmoleti 7/ = 1000Lt. Atkarpos procentangl. coupon rate) vadinamas santykis
C/F.

4. Nulines atkarpos obligacija (angl. zero-coupon bond). Tai yra obligacija, kurios jsigijimo
kaina yra mazesnuz galutine suma iSmokamaggus graZinimo terminui. Pavyzdziui, uz 900Lt
jsigyta nulires atkarpos obligacija, po mety jos savininkui iSmoka 1000Lt.

Obligacijos. Labiausiai paplitusi VP su fiksuotomis pajamomis r usis yra obligacija. Pagal
Lietuvos Respublikos civilinj kodeksa, obligacija - tai VP, patvirtinantis jogtiyjo (kredito-
riaus) teise gauti iS obligacija iSleidusio asmens (emitento) joje nustatytais terminais nominalia
obligacijos vertg, metines pal ukanas ar kitokj ekvivalenta arba kitas turtines teises.

Obligacija yra nusakoma keliomis ja charakterizu@jamis savylemis:

e Visy pirma, obligacija yra nusakoma ja iSleidusios institucijos pavadinimu. Paprastai ob-
ligacijas iSleidzia: Salies vyriausgbbendroes, vietiniai valdzios organai ir uzsienio Saliy vy-
riausykes;

e obligacijos jsigijimo kainaangl. bond price): kaina uz kuria emitentas parduoda obliga-
cija pirkejui;

e grazinimo terminuangl. maturity): data, kai baigiasi VP gyvavimo laikas, t. y. kai obli-
gacija yra pilnai iSperkama;

e nominalia vertglangl. nominal value) arba nominalu: Emitento iSmokamas pinigu kiekis
swejus VP grazinimo terminui;

e pal ukany norma kuri paprastos paskolos atveju yra

P(1) - P(0) _ 110—100 _

= 0.1 arba  10%;
P(0) 100 ’

7=

Cia P(0) = 100 yra paskolinta suma iP(1) = 110 yra grazinta suma (pastaba: finarege
literat uroje vietoje "arba" paprastai raSoma "="). Kitoms VP su fiksuotomis pajamomis r usims
pal ukany normos sKaavimas aptariamas kitame skyriuje.

Pinigai gali b uti priskirti obligacijoms, kuriy pal ukany norma yra nulis, o graZinimo termi-
nas taip pat nulis (atsiskaitoma i3 karto). Siuo atveju emitentas yra vyriauggbantuojanti
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galimybe bet kada atsiskaityti pinigais. Banko saskaita taip pat gali b uti laikoma obligacija,
kurios emitentas yra bankas.

Priklausomai nuo grazinimo termino, obligacijos skirstomos j ilgalaikes, vidsatiruknes
ir trumpalaikes. llgalaikmis vadinamos obligacijos, kuriy grazinimo terminas yra didesnis ne-
gu 10 mety. Trumpala#dmis vadinamos obligacijos, kuriy grazinimo terminas yra nedidesnis
negu vieneri metai. Trumpalak obligacijos vadinamasdo vekseliai$r ju grazinimo termi-
nas dazniausiai yra 1, 3, 6, 12mesiy trukres.

Obligacijy rinka.  Obligacijos, kaip ir visos kitos preds turi savo prekybos rinka — obliga-

cijy rinka. Obligacijas galima pirkti/parduoti ir po to kai jos iSleidZziamos. Obligacijy rinkoje
kasdien nustatoma kaina, kuria besiskolintieji privalo gtoldz jvairios truknes paskolas. Pal u-
kanuy normos jvairiems skolos ar kredito instrumentams gali b uti skirtingos. Vienokia pal ukany
norma gali b uti taikoma vyriausgb VP ar izdo vekseliams, ir visai kitokia — komerciniams
vekseliams ar bendroviy obligacijoms. B utent obligaciju rinkos pal ukany normos lemia, kiek
kainuos terminuotasis irdis ar einamoji saskaita banke.

1.3 Palukany skaiiavimas

Pal ukany norma yra vienas i$ svarbiausiy ekonominiy rodikliy, nuo kurio priklauso daugelis
sprendimy. Priminsime, jog pal ukanos y&auy skolinimosi kaina, o pal ukany normos skai-
Ciavimas priklauso nuo VP rusSies. Viena iS dazniausiai naudojamuy pal ukany normuy yra pel-
ningumas iki grazinimo termino (angl. yield to maturity) arba trumppnas pelningumas
Ekonomistai daznai sutapatina pal ukany norma su pilnu pelningumu. Matysime, jog obligaci-
jos pal ukany norma neb utinai tiksliai jvertina jos kaip investicijos naudinguma, nes neb utinai
sutampa su vadinamaja grazos norma.

Skirtingi skolos VP pasizymi skirtingais iSmokuy srautais ir skirtingais ejioky laiko mo-
mentais. Todl yra sunku palyginti tokius VP. Tuo tikslu yra naudojama VP @atabarties
momentu.

Dabartine verte. Si savoka atspindi tokj pastefima: 1Lt ateityje yra maZiau vertingas negu
1Lt Siandien. Pavyzdziui, Siandien pgds 1Lt | banko saskaita, ateityje, priskiavus pal uka-
nas, jis bus vertas daugiau.

Toliau formuluojamas principas neretai vadinamas pagrindiniu finansy ekonomikos princi-

pu.

1.1 Apibrezimas. Ateities iSmokosiabartine verte (angl. present valuegdinama tokia ved,
kuria investavus gaunama duotoji ateities iSmoka

Tuo atveju kai ateities iSmoka yra VP su fiksuotomis iSmokomis, jos dabastire priklau-
so nuo pal ukany normos ir ateities laikotarpio. Nakiime paprastos paskolos pavyzd|. Ponas
A paskolina ponui B 100Lt su salyga, kad skola bus grazinta po mety ir uz skolinima etanok



10Lt pal'ukany. Siuo atveju pal ukany norma vadinamas santykis

10Lt

=—=0.1 arba 10%.
" 100Lt %

Taigi, po vieneriy mety, skolintojas gauna
AVy = 110Lt = 100Lt + 10Lt = (1 +4) x 100Lt

ir todel paskolintos sumos vertpo mety yradl; = 110Lt. Sios ateities iSmokos dabaréin
verte yra

A
= V14 = 100Lt.

1414
Siuo atveju taip pat sakoma, kddl” yra diskontuotaAl; verte, o1/(1 + i) yra vadinamas
diskonto daugikliu

Jei po mety gauta sumdl/; vel paskolinama metams su tokiagmapal ukany norma=
0.1, tai po dvieju mety skolintojas gauna

DV

AVy =121Lt = (1 414) x 110Lt = (1 +14)* x 100Lt.
Tesiant skolinima tokiomis @@omis salygomis: mety, paskolintos sumos veryra
AV, = (1 +1i)" x 100Lt.

AtvirkS€iai, Zinodami paskolintos sumos vertd/ po n mety ir meting pal ukany nornia
galime suskdiiuoti dabartine verte

AV,

DV = :
(144"

Jei VP iSmokos nustatytos skirtingais ateities momentais, tai jo dabarine yra visy iSmoky
dabarties vdiiy suma. Pavyzdziui, jei VP pé mety iSmoka lygiAV,, k£ = 1,...,n, tai
dabartire Sio VP veré yra

AV, AV, AV,

DV = I
i Tazr T Tt

Kaip jau buvo mita, dabartia vere priklauso nuo pal ukany normos

Pilnas pelningumas. Trumpai sakant, pilnas pelningumas (angl. yield) yra tokia pal ukany

normai, kuriai apskatiuota dabartia vere yra lygi Sios dienos kainai obligaciju rinkoje. Su-

skakiuosime pilna pelninguma keturioms pagrinelins VP su fiksuotomis pajamomis r usims.
Nagrirekime paprasta paskola, kurios Sios dienos pardavimo kainB(ra= 100Lt, pas-

kola grazinama po meti(1) = 110Lt. Pilnam pelningumui suskéuoti turime lygtj

110L

100Lt = =,
142




kuria iSsprende gauname
. 110Lt —100Lt _ 10Lt
B 100Lt ~ 100Lt
Matome, kad paprastos paskolos atveju pilnas pelningumas sutampa su pal ukany norma.
Nagrirekime paskola su fiksuotomis iSmokomis. Tegul yra fiksuota kasmetaiSmoka,
P(0) yra paskolos jsigijimo kaina it yra grazinimo terminas. Pilnam pelningumui suskaoti
turime lygtj

=0.1 arba 10%.

_ FI FI FI
Tiwi  aw T a g
PavyzdZiui, jeiF'I = 126Lt, P(0) = 1000Lt ir n = 25 metai, tai pastaroji lygtis turi sprendinj
i = 12%. Kai kurie ska€iuotuvai (kalkuliaturius yra svetimy) turi tokiy lygtiy sprendimo
funkcija.

Nagrirekime obligacija su atkarpomis. TegHhlyra obligacijos jsigijimo kaina(' yra at-
karpos dydisy yra yra grazinimo terminas i yra nominali veré. Siuo atveju pilnam pelnin-
gumui suskaiiuoti turime lygtj

p= %y ¢ L., ¢ F_

1+i  (1+14)? (T+a)»  (L+4)n
Pavyzdziui, tegul’ = 100Lt, F' = 1000Lt ir n = 10. Priklausomai nuo jsigijimo kainog#,
pilnas pelningumas yra:

P(0)

1200LT 7,13%
1100LT 8,48%
1000LT 10, 00%
900LT 11,75%
800LT 13,81%

Pratimas: rasti pilna pelningunigkai P = F'.
Pagaliau nustatysime pilna pelninguma paskutinei ketvirtajai ne@jgnmy obligacijy r uSiai
- nulineés atkarpos obligacijai. Lyginant su ankstesne obligacija, dabar ir n = 1. Tada

F F—-P
P=— arba ) = ——.
1+ ! P

Pal ukany norma ir grazos norma. Nagrirekime obligacija su atkarp@. Tarkime, kad ob-
ligacijos rinkos kaina momentu- 1 yra P(t — 1), 0 momentu jos rinkos kaina yr&’(t¢). Tada
jos grazos normdarp laiko momenty — 1 ir ¢ yra
P(t)— P(t—1
sy CHPO =P
P(t—1)
Pavyzdziui, kaiP(0) = 1000 Lt F' = 1000 Ltir C' = 100 Lt. Tarkime, kad po mety Si obligacija
parduota uz”(1) = 1200 Lt. Tada grazos norma tarp laiko momentiy 1 yra
(1) = 100Lt +200L
T T 000z
Tuo tarpu pilnas pelningumas Siuo atveju yf&%.

=0.3 arba 30%.
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Paprastos ir sucetines pal ukanos. Priklausomai nuo to, ar b usimos pal ukanos mokamos nuo
ank<iau gauty pal ukany, ar ne, sakoma, kad pal ukanos yra adtmesi¢angl. compound)

arba paprastos (angl. simple). Paprastai, pal ukanos mokamos nuo sukauptos sumos (balan-
so) jei iki tol gautos pal ukanogra panaudojamos kam nors kitam, t.y. paprastai naudojamos
sucktines pal ukanos.

Kalbant apie suetines pal ukanas yra svarbu tai, kaip daznai iSmokamos pal ukanos: kas
metai, kas ranesj, kas savaite ar kurj nors kita laikotarpj. Galkeiimoka priklauso ne tik nuo
pal ukany normos, bet ir nuo iSmoku periodiSkumo. Tarkime,ikgda paprastos pal ukanos
iSmokamos kas tris amesius (ketvirtias pal ukanos). Tadalt Siandien, po mety yra vertas
1 + 44y, Lt. Jeii,, yra sucktines ketvirtires pal ukanos, tailLt Siandien, po trijy renesiy vertas
1+, Lt, kuris savo ruoZtu po Sesiyénesiy vertagl +iy,)(1+1i;) Ltir pagaliau vertagl +i;)*

Lt po mety.

Norint palyginti dvi pal ukany normas, atitinkaas skirtingus mo&jimo periodiSkumus
(pavyzdziui, ketvirtines ir pusmetines), paprastai lyginamos pal ukany normos pierskajas
vieneriy mety periodui. Tuo tikslu paprastai daroma prielaida, kad kitais mety periodais pal u-
kany norma iSlieka ta pati. Be to, perskavimas | vieneriy mety perioda priklauso nuo to ar
pal ukanos yra paprastos ar atiigks. Yra sakoma, kad (meéihpal ukany norma yreomina-
lioji, jei ji gaunama naudojant paprastas pal ukany normas. Pavyzdziui, nominaligja pal ukanuy
normaj atitinkanti ketvirtire pal ukany norma yrg4. Sakoma, kad metepal ukany norma
yra efektyviojj jei ji gaunama naudojant satines pal ukany normas. Efektyviaja pal ukany nor-
mai atitiks tokia ketvirtire pal ukany normi, kad1 + i = (1 +4;,)*. Pavyzdziui, jei ketvirti@
pal ukany normg, = 1, 5%, tai efektyvioji pal ukany norma yia= 6, 1364%, o nominalioji -

Jj = 6%, ty. j = 4i,. Kitas pavyzdys: jei pusmetnpal ukany norma yig = 3%, tai efekty-
vioji pal'ukany norma, gaunama i$ lyggd + i = (1 + i,)?, yrai = 6,09%, o nominalioji -
velgiyraj = 6%, t.y. j = 2i,,.

Taigi efektyvioji pal ukany norma priklauso nuo iSmokuy periodiSkumo. Be to, smulkinant
pal ukany iSmakimo periodiSkuma, efektyvioji pal ukany norma kintaedidma. Pavyzdziui,
jei nominalioji pal ukany norma yrair pal ukanos iSmokamos kas diena, tai efektyviajai pal u-
kany normai galioja lygyke .

1+Z_: <1+L>365'

365
Pal ukany norma vadinamatolydziomis sudétinemis pal ukanorfasgl. continuously com-

pounded interest rate) jei iSmoky periodiSkumas yra begalinis, tai yra
1+i= lim <1—i—l)n:ej.
n—oo n
PavyzdZiui, jeij = 6%, tai tolydZiyjy suétiniy pal'ukany norma yia= €% — 1 = 0, 061837
arbai = 6, 1837%.

1.4 Rizikingi vertybiniai popieriali
Priminsime, kad rizikingais vadinami tie VP, kuriy ateities kaina gali b uti maZena patj

kiekj nerizikingy VP tuo paiu ateities momentu. Rizikingy VP paklausa apsprendzia gakmyb
gauti didesne uZz vidutine graza.



Akcijos. Akcija (angl. share) yra toks VP, kuris suteikia josdtajui teise | ta akcija iSleidu-
sios bendrogs pelno dalj; pelno, kuris yra skiriamas vartojimui, o ne tolesniam investavimui.
Si pelno dalis iSmokama akcijy savininkams vadinativdendais Paprastai dividendy dydis
yra atsitiktinis ir iS anksto nezinomas, nes priklauso nuo beragrpelno ir jos vykdomos poli-
tikos. Sis ateities iSmoky atsitiktinumas ir yra pagrindinis skirtumas tarp akcijos ir obligacijos.
Kitas skirtumas yra tas, kad akcija iS principo neturi galiojimo termino; akcija galioja tol, kol
egzistuoja bendra
Formaliai akcija yra dalies bendres nuosavybs liudijimas, t. y. akcija yra kapitalo verty-
bés forma. Akcijas gali jsigyti privat us asmenys arba kitos beedroRaprastai akcijos &
tojas jgyja balsavimo teise akcininky susirinkime sprendziant jvairius gnoeikalus ir jgyja
teise | dalj jmoms pelno dividendy forma. Priklausomai nuo tokiy teisiy buvimo ar nebuvimo,
akcijos yra skirstomos | keleta tipy. Pagrindinis akcija charakterizuojantis dydis yra jos kaina.
Vertybiniy popieriy rinkoje su kiekviena akcija paprastai yra susiejama dvi kainy r usis: paklau-
sos kaina ir pasi ulos kaina. Skirtumas tarp Siy dviejy kainuy yra mazas ir toliau bus ignoruojamas
susiejant akcija su jos kaina. Kadangi kairmanfiksuotas dydis ir kinta laikuidgant, akcijos
kaina toliau bus Zymim&'(¢), kaip laikot funkcija. Modeliuojant kintamasis gali jgyti ar-
ba diskré&ias reikSmes € {0,1,...,T} arba tolydZias reikSmese [0,7]. Pirmuoju atveju
modelis yra vadinamagiskretaus laiko modeliuo antruoju atveju {olydaus laiko modeliu
Kainos kitima lemia ateities neap#stumas, kuris ir sukuria tai kas yra vadinarizka. Na,
o kiekybiskai kainos kitima charakterizuoggaza Akcijos graza sudaro dvi dalys: gauti di-
videntai ir kainos pokytis gautas perkant-parduodant akcija. Diskretaus laiko modelio atveju
paprastai naudojangrazos norma:(t), t € {0,1,...,T}, apibezta taipr(0) := 0 ir
r(t) = D(t)+ S(t)—S(t—1)
' S(t—1) ’
Cia D(t) zymi dividendy dydj (toliauD bus laikomas lygiu nuliui). BI mineto ateities neapi-
breztumo, perkant akcija iraliau ja parduodant, gaunamas arba pelnas arba nuostolis, kurie,
atitinkamai, vadinami arba teigiama graza arba neigiama graza. Nelinkes | rizika investuoto-
jas(angl. risk-averse investor) perka labiau rizikinga akcija tuo atveju jei tikisi dedegrazos.

kait e {1,...,T}; (1.1)

Vertybiniy popieriy birza.  BirZa yra ta vieta, kurioje vyksta akcijy pieiy ir pardaejuy susi-
tikimas. Zodis ,birza" yra kildinamas nuo van der Bargardo: XIl amziaus pradzioje Brigg
miestelio pirkliai rinkdavosi van der Bues Seimos prekybos namuose ir organizuodavo ten
prekiy aukcionus. Siais laikais birZoje prekyba vyksta elektroniniu budu. Paprastai akcijy par-
dawejai praso dideszs kainos uZ akcija, negu ja siulo @ii&i. Siuo atveju abi p&s siekia tam

tikros naudos: pigiau nupirkti ir brangiau parduoti. Sandoris jvyksta, kaeaskir pardagjas
pagaliau sudera abiem priimtina kaina.

Finansy rinka, kurioje naujos akcijos ar obligacijos yra pirma karta parduodamos ty, kurie
jas iSleido, vadinamairmine. Antrine finansine rinka vadinama VP rinka, kurioje perkami ir
parduodami ank3au iSleisti VP. Pirmie finansy rinka ara laisvai prieinama, kadangi pirminis
VP pardavimas paprastai vyksta uz uzdary dury. Dazniausiai pirminj akciju pardavima padeda
vykdyti investicijy bankas.

Antrineje finansy rinkoje VP pirkimas-pardavimas nesuteikia papildaeSsy bendrovei,
kuri iSleido tuos VP. Téiau tokia rinka atlieka dvi svarbias funkcijas. Ji jgalina lengviau ir
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greiciau pirkti-parduoti betkuriuos VP ir Sis prieinamumas vadinamadgikifRdlumu Didesnis
likvidumas didina VP poperiy poreikj ir tai jgalina VP la brangiau parduoti jas pirneje
rinkoje. Antra, tokia antria rinka nustato kaina, pagal kuria VP yra parduodami piajn
rinkoje. Naturalu, kad pirmaje rinkoje kaina nebus didesmegu ta, uz kuria VP galima
parduoti antrieje rinkoje. Kuo aukStegnkaina antrieje rinkoje, tuo brangiau VP parduodama
pirmingje rinkoje ir tuo péiu suteikia daugiaueSy VP leig¢jams. Tokiu b udu anténrinka
yra labai svarbi VP leidjams ir toliau nagriejamas kainos susidarymo mechanizmas b utent
antringje finansu rinkoje.

Lietuvoje birza yra vadinama Nacionaline vertybiniy popieriy birza (NVPB). Savo veikla
NVPB prackjo 1993 metais ir nuo pat pradziy veikaip elektronig prekyvieé.

Indeksai. Akcijy kainy indeksas yra rodiklis, atspindintis visy arba tam tikry bendroviy gru-
pes akcijy viduties kainos svyravima per tam tikra laikotarpj. Sis indeksas:akgjamas, ei-
namosios dienos akcijy kaina lyginant su pasirinktogjusios dienos akcijy kainomis. AKkcijy
kaina rodo ilgalaikius akcijos kainos kilimus, kritimus bei tendencijas.

1882 metais Charles H. Dow su partneriu Edward Jones gsheigdrove ,,Dow Jones Com-
pany". Tre&iasis partneris, Charles Begstresser, pradedant vergapainigais. Savo biure
greta New York'o vertybiniy popieriy birzos jieme leisti ,Vakarines pirkjy zinias", kurios
veliau tapo Zinomu dienraii ,The Wall Street Journal”. 1884 metais Dow swglsavo pirma-
ji akcijy birZzos kursy vidurkj, apskéiuota pagal 9 geleZinkelio bendroviy ir dvieju pramen
bendroviy akciju kainas. Po dvylikos mety savo leidinyje partneriaigjoaauolat skelbti Dow
ir Jones pramags vidurkj (angl. Dow Jones Industrial Average — DJIA). Sis naujasis vidurkis
apeme apie 12 apdirbamosios prangmnbendroviy akcijas. Jis b udavo ap&kaijamas visai
paprastai — sudedant visy ty bendroviy akcijy dienos kainas ir dalijant iS 12. Pirmasis apskai-
Ciuotas vidurkis buvo lygus 40,94 dol. uz akcija.

1928 metais indeksas jau buvo apgkabjamas pagal 30 bendroviy akcijy kainas; tiek bend-
roviy ir liko indekse iki Siandien. T&@au p&ios bendroes pasike# iS esngs; iS pirmojo saraso,
sudaryto 1896 metais, beliko tik ,General Electric". 2000 m. sausio 19 d. Dow ir Jones indeksas
buvo 11 510,14. T&@au Sis skaiius rera paprastas vidurkis, gaunamasegusd kainas ir dali-
nant i$ 30. Dalyti reikia i$ ypatingo skaaus, vadinamojo daliklio, kuris 1999 m. gruodzio 31 d.
buvo 0,201452680. Sis daliklis apskaiojamas siekiant iSsaugoti Dow ir Jones indekso testi-
numa. Jis kdiiasi, kai bendrogs ke€ia akciju nominala (pavyzdZziui, kiekviena 100 dol. et
akcija padalija | dvi 50 dol. veess akcijas), kai kéiasi bendroviy strukt ura ir sudedamosios
dalys. Per visa indekso gyvavimo istorija tas daliklis daugsykekgitdazniausiai m&amas.
PavyzdZziui, Siandien vienos kurios nors saraso beradrakcijos kainy kilimas vienu doleriu
Dow ir Jones indeksa padidinty mazdaug penkiais punktais, jei visy kity 29 bendroviy akcijy
kainos nepasikeisty.

Akcijy kainos svyravimai. Vertybiniy popieriy analitikai atidziai stebi centrinio banko skel-
biamus pal ukany normy pasikeitimus, kadangi jie lemia VP kainy pasikeitimus. PavyzdZiui,
sumazinus pal ukany norma, investuotojus labiau tenkina ir mezeagikingy VP grazos nor-

mos dydZiai. [l to dideja rizikingy VP kainos, ir tai sutampa su (1.1) iSraiSkatkai 1, nes
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Sios dienos VP kaina yra
D+ S(1)
SO =30

Be to, magjanti pal ukany norma yra palanki ekonominiam augimui. Tai didina dividendy
dydzius ir tol dar padiéja kainaS(0). Sie samprotavimai iliustruoja monetazs politikos
principus.

Apskritai, senai pastaia, kad rinkos polgius sukelia tokie ekonominiai veiksniai, kaip
‘ukires veiklos ciklas, jimogs pelnas, infliacija ar valiuty kursai. Netgi mogessistemos pa-
sikeitimai daro didele jtaka prekybai birzoje. Akcijy kainos daznai atspindi rinkos dalyviy
l'ukesius. Kokia bus ateities ekonond@rpolitika? Kas ateis | valdZia po rinkimy? Nuotaikas
akcijuy rinkoje smarkiai veikia ir tarptautiniai konfliktai. PavyzdZiui, karas Iraké&€ikesu nafta
susijusiy bendroviy akcijy kursa.

Kai akcijy kainos pastebimai kyla, JAV Snekama apie ,buliy” rinka (angl. bull market).
Akcijy kainoms krintant, minima ,lokiy" rinka (angl. bear market). Tokie pavadinimai islike
dar s ty laiky, kai lokiy kailiy pirkliai pardaviedavo savo prekes dar net lokiy nenuSoveliat
kad akciju kainos nukris ir jie gabk akcijy nusipirkti uz mazesne kaina, o parduoti jas brangiau.
Kadangi XVIII amZiuje buvo labai populiarios buliy ir lokiy kovos, bulius tapo prieSiragyb
lokiui simboliu — makleriu, tikitiu, kad akcijy kainos kils.

Pateiksime pavyzdj, iliustruojantj akcijos ir obligacijos kainos kitimo nevienoduma. Jei
1926 mety sausj b ut@te investaveé dolerj j vieno nmenesio JAV izdo vekselius (JAV valstgb
obligacija), viena i$ saugiausiy vertybiniy popieriy pasaulyje, ir kases| gauta pelna rein-
vestave, tai 1996 mety gruodyje jusy pelnas bditpleriy. Jei ta patj dolerj b utuate tokiu
pat b udu investave | S&P indeksa — Zymiai rizikingesniy vertybiniy popieriy portfelj — tai po to
paties71 mety laikotarpio j usy pelnas b U870 doleriy. Tarkime dabar, kad kiekvienzemesj
sugebate atgti iS anksto, kuri iS Siy dviejy investicijy taanesj duos didesne graza. Koks
b uty pelnas, jei, pasinaudoje Sia informacija, kiekvieaaas] b utuate investave j didesniaja
graZa duodatia investicija? Sio pavyzdZio autoriaus R. Merton’o atsakymas: vir§ dviejy mili-
jardu doleriy, tiksliau 2296183456 doleriai! Nors tokia tobula prognogjmanoma, taau Sis
pavyzdys rodo, kad ir menkas gglmas prognozuoti gali atnesti nemenka pelna.

Kaip finansy rinka formuoja kaina? ~ Cia aptarsime tiesiogines prieZastis ir aplinkybes nuo
kuriy priklauso akcijy kaina. Remiantis 1.1 Ap#aimu, bet kurios investicijos dabarivere

yra lygi viso ateityje jos sukuriamo pelno verdios dienos kainomis. Kaip Sis principas veikia
VP rinkoje, kai investicija yra akcija? Perkant kon&ig akcija, investuojama | ta nuosavybe,
kurios nuosavyes liudijimu ir yra Si akcija. Bet kurios akcijos pelna sudaro dividendai ir ak-
cijos pirkimo-pardavimo kaina. Sios dienos akcijos kaina padkime S(0) Lt. Tarkime, kad

po mety Si akcija iSmok® Lt dividenduy, o jos kaina tampéi(1) Lt. Taip pat tarkime, kad Sios
akcijos grazos norma pegus metams yra, t. y. po mety Si investicija tety padidinti pelna
r100%. Kadangi visas akcijos ateityje sukuriamas pelnas yra iSreiSkiamas Bum&(1), o
grazos norma nusako Sios investicijos verte, pagaétajpfinansu ekonomikos principa, Sian-
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dienire akcijos kaina yra

D+ S(1)
14
Si formule sutampa su ankimu pateiktu grazos normos agtimu, kait = 1ir r = r(1). Ji

nors ir elementari, bet jos de&mpu® priklauso nuo sunkiai jvertinamy dalykuy.

Pateiksime pavyzdi, iliustruojantj (1.2) formule. Tarkime vienos telekomo akcijos kaina
Siandien yra0 Lt ir kiekvienais metais Si akcija mokal6 Lt dividendy. Taip pat tarkime, kad
finansy analitikas Sios akcijos kaina po metuy jvertino b usiaht. Ar verta pirkti Sia akcija
Siandien? Atsakymas priklauso nuo to, kokio dydzio grazos galinedigikS Sios investicijos.
Sakykime, kad pirgja patenkina graza = 0.12, arba pelno padigjimas12%. Istate | (1.2)
formules deSinigja puse kintamuyjuy reikSmes, gauname

0.16 Lt 60 Lt
= = 53.71 Lt.
5(0) 1+0.12 * 1+0.12 o3

Tai reiSkia, kad pirkjas dabarting akcijos kaina jvertihd.71 Lt, kas yra daugiau nei esama
kaina50 Lt. Todel pirkejas tuety jsigyti Siy telekomo akcijy. Taau, reikia nepamirsti, kad
toks kainos vertinimas remiasi 8imu apie akcijos pelno dydj ateityje. Dabadimazese
Sios akcijos kaina gali atspied ir tai, kad kiti investuotojai Sios akcijos ateities pelna vertina
mazesniais skéiais.

Nuo ko priklauso investicijos ateities pelno vertinimas? Pakime paprastesnj pavyzdi.

e .

S(0) (1.2)

Pirkejas A, iSbandes patikusia automasina, jvertind0jg) Lt. A nuomone tai b uty sazininga
kaina atsizvelgiant j jo pasteta nedidelj maSinos tr ukuma, kurio paSalinimui reikty papildomu
leSu (neaiSku kiek). Pigjas B, iSbandes ta pi@a Mazda, ne tik pasté&p ta patj tr ukuma,
bet ir suvole jo priezast]. Tai leido jam tiksliai jvertinti b usimo remonto kaina ir nuspresti
Mazda pirkti uz6000 Lt. Kadangi daugiau noriiiy pirkti Sia Mazda neatsirado, pijas B ja
nusipirko uz5100 Lt. Sis pavyzdys rodo, kad rinkos kaina nustato taseja®, kuris geriausiai
gakety pasinaudoti preke. Pijas B gadjo pasi ulyti didesne kaina kadangi jis sugjeliiksliau
ivertinti galimas i$laidas, t. y. geriau pasinaudoti preke neguefaskA. Sis pavyzdys taip pat
rodo, kad vertinimy skirtumui jtaka darturimainformacija Turejimas daugiau informacijos
jgalina maZiau modti uz rizika, susijusia su ateities neagbtumu. Kitoms aplinkybms esant
vienodoms, tai leidzia daugiau metkuz investicija. Nes didesnei rizikai kompensuoti siekiama
didesres grazos, o tai mazina (1.2) kaina.

PanaSy samprotavima apie informacijos verte galima pritaikyti ir vertinant kurios nors bend-
roves akcijos kaina. Papildomos informacijosejimas taip pat leidZia didinti VP Sios dienos
kaina. Ta papildoma informacija g#l) b uti Zinios apie bendres realia pagtj. Jei Si infor-
macija teigiama, tai jos tetojas gali pasitenkinti ir mazesne graza irabdaugiau mokti uz
bendroes VP. Nauja informacija apie bendrove daiinvestuotojuy | ukésus apie galimus di-
videndy dydzius arba ju rizikinguma. Tokiu b udu tolesnis kainos formavimosi mechanizmo
aiSkinimas remiasi rinkos ve#fy | ukesiu formavimosi supratimu.

Nesunku suvokti, kad praktiSkai bet kuris ekonomikos sektorius daugiau ar maziau pri-
klauso nuo rinkos veiju | ukegiy. Visa tai rodo | uké&sy formavimosi mechanizmo supratimo
svarba. Toliau aptarsinracionaliyjy | ukesciy teorijgangl. the theory of rational expectations),
paplitusia ekonomikoje per paskutinius kelis deSintts.
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Racionaliyjy | uke<iy hipoteze. Praeito amziaus Sesto deSimfiiceekonomistai buvo jpra-

te manyti, kad rinkos ve#ju | ukesius formuoja tik praeities patirtis. Pavyzdziui, infliacijos
vadinamagorisitaikan€iais | ukesciaiG@ngl. adaptive expectations), teigia, kad | gledetai
keiCiasi atsiliepdami j praeities duomeny kaita. Tiksliau kalbant, jei Sios dienos infliacijos ly-
gis virSija ankstesne Sios dienos prognoze, tai ateities infliacijos lygis prognozuojamas didesnis
proporcingai ankstesniam pakiyi.

Prisitaikartiy | ukesiy mechanizmas buvo kritikuojamas tuo, kad realiai Zzasomaudojasi
gerokai didesne informacijos apimtimi nei prognozuojamo ekonominio kintamojo praeities rea-
lizacija. Pavyzdziui, beveik tikrai infliacijos prognozei jtaka daro tiek numatomi monetarin
politikos pasikeitimai, tiek ir esama Sios srities politika. Apskritai ze®daznai linke keisti
savo | ukasus pasirodZius naujai informacijai. Tokios kritikos jtakoje John Muth (1961) [11]
iSvyse alternatyvia | 'ukéa) teorija, vadinama racionaliyjy | ulég teorija. Sios teorijos esme
sudaro hipotez:

1.2 Hipotez. (Racionaliyjy | ukesgiy) L ukesciai sutampa su optimalia prognoze, gauta nau-
dojant visa prieinama informacija.

Tam, kad iSsiaiskinti racionaliyjy | ukig hipotezs prasme panaggsime jos taikymo pa-
vyzdj. Tarkime, kad reikia jvertinti laiko tarpa, reikalinga studento kelionei iS namy | paskaitas.
Ne piko valandomis Siai kelionei reikia 30 mitiy. Kartais kelioe uZtrunka 35 arba 25 mi-
nutes. Taiau piko valandomis keliantrunka 10 mingiy ilgiau. Remiantis Sia informacija,
keliones truknes piko valandomisptimalia prognozerra 40 min€iy. Jei remtis racionaliyjy
I'ukesiu hipoteze, tai iSvykstant | paskaitas piko valandomis reikietig kad kelioe uztruks
40 min&iy. Racional us |'uk@&ai neprivalo b uti tiksl us. Racionaliais jie tampaetpkiad grin-
dZiami visa prieinama informacija.

Kokia kita informacija gali keisti optimalia prognoze keles| paskaitas trukmei jvertinti?
Tarkime, kad pakeliui jvyksta avarija, kurios pasalinimui reikia vienos valandos. Jei apie Sia
avarija ir jos pasalinimo trukme yra pranesta per radija, o keliautojas | paskaitas | Sia Zinia ne-
atkreipe demesio, tai jo | ukégi — 40 min£iy — jau rera racional us. Avarijos atveju kelam
| paskaitas trukras optimalia prognoze tety b uti 1 valanda 40 midiw. Jei apie avarijagra
vieSai pranesta, tai optimali progroresikeiia, o |'ukeSai lieka racionaliais. Sis pavyzdys ro-
do, kad I'ukdsai gali neb uti racional us tais atvejais, kai reikalinga informacija surasti reikalauja
per daug pastangu (pavyzdziui, klausytis naujieny per radija ar televizija).

Norint formaliai iSreikSti racionaliyju | ukés hipoteze tarkime, kad mus domina nezino-
mas kintamasisY{. Ankstesniame pavyzdyje Sis kintamasis yra studento kedigrpaskaitas
trukme. TegulX°? yra $io kintamojo optimali progn@z o X' yra Sio kintamojo laukiamoji
reikSme. Tada racionaliyjy | ukéig hipotez teigia, kad | ukégi yra racional us, jei

Xt = Xxor, (1.3)
Lyginant su prisitaikaéiy | uke§iy mechanizmu, racional us I ukiesformuojami atsizvelgiant

ne tik | praeities jvykius bet ir | dabartj bei | ateitj. Be to, racionalius | Gkesformuoja visa
prieinama informacija, o ne tik kintamoj& istorija.
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Racionaliyju |'ukésy hipotez grindZiama tokiomis fundamentaliomis neoklas@sreko-
nomikos prielaidomis, kaip rinkos vedky racionalus elgesys dinangje aplinkoje, atsizvel-
giant | ateities neapileZtuma. Be kita ko tai reiSkia, kad rinkos vej&i naudojasi visa prieina-
ma informacija teisingai ir naujos informacijos iesSko tais atvejais, katitila jos nauda virSija
paieskos iSlaidas. Sias prielaidas ir hipotezes nesunku suprasti ir suvokti jy nauda. Problemos
atsiranda tada, kai bandoma jas jgyvendinti kodkxie

Finansu rinkos kontekste racionaliyjuy | uki@shipote2 jgijo Siek tiek skirtinga forma ir yra
vadinama efektyviosios rinkos hipoteze.

Efektyviosios rinkos hipotez. Nors racionaliyjy I ukésy ir efektyviosios rinkos hipotes
buvo vystomos nepriklausomaitiau pastaroji yra pirmosios iSvada finansuy rinkos kontekste.
Finansy rinkos vertybiniy popieriy jkainojimo mechanizmas grindZziamas tokia hipoteze:

1.3 Hipotez. (ERH) Finansy rinkos vertybiniy popieriy kainos pilnai ir teisingai atspindi visa
prieinama informacija.

Finansuy rinka yra vadinama efektyvia, jei VP kainos pilnai ir teisingai atspindi visa priei-
nama informacija. Siuo atveju Zodis efektyvumas susijes su informacijos panaudojimu rinkos
kainai jvertinti. Pagrindie problema su Sia hipoteze yra jos abstraktumas, kuris sunkiai lei-
dzia patikrinti jos atitikima realiai rinkai. EmpiriSkai Si hipotepaprastai tikrinima kartu su
papildomomis prielaidomis.

Tam, kad ERH iSreiksti formaliai, kaip ir an&iswu tarkime, kads'(0) yra VP kaina Siandien,

0 .5(1) ir D(1) yra atitinkamai VP kaina ir iSmokami dividendai naggjamo periodo pabaigo-

je, pavyzdZiui po mety. Nezinomas aiSku yra Sio VP pelnas po metyStily+ D(1). Tegul
[S(1) + D(1)]°? yra VP pelnas, jvertintas pilnai ir teisingai atspindint visa Siandien prieinama
informacija, o[S(1) + D(1)]' yra rinkos jvertinta VP pelno laukiamoiji reik&m,Rinkos jverti-
nimas" Siuo atveju reiskia visy rinkos vejkl jkainavimo bendras rezultatas. Naudojantis Siais
Zymejimais, rinkos efektyvumas reiskia, kad

[S(1) + D(1)]" = [S(1) + D(1)]™. (1.4)

Palygine su (1.3), matome, kad ERH yra atskiras racionaliy Eukégpotezs atvejis, opti-
malia prognoze laikant tokia VP kaina, kuri pilnai ir teisingai atspindi visa Siandien prieinama
informacija.

Norint trumpai apib udinti ERH pagrista kain®§)) formavimosi mechanizma, b utina dar
viena prielaida apie tai, kaip yra susije kintami€{D), S(1) ir D(1). Pasinaudosime mums jau
Zinomu dabartias verés principu, t. y. jau aptart&(0) kainos vertinimo (1.2) formule. Pagal
ja, investicijos grazos normd1) yra lygi

D(1) +S(1) = S(0)

r(1) = S0) (1.5)
Pagal analogija su Sia formule, apBmelaukiamaja graza
D(1) + S()]" =50

Tl(l) — [ ( )"’ ( )} ( ) (16)

S(0)
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Kaip veliau matysime toks laukiamosios grazos api#fimas yra pateisinamas tuo, kad mate-
matinio modelio kontekste laukiamoji graz&1) ir laukiamasis pelnagS(1) + D(1)]! bus
atitinkamai grazos normag 1) salyginis vidurkisE[r(1)|F,] ir pelno S(1) + D(1) salyginis
vidurkis E[S(1) + D(1)|F,]. Kadangi salyginis vidurkis yra tiesgoperacija (1.6) formel to-
kioje interpretacijoje iSplauks i$ (1.5). Tokiu b udu (1.6) forenpéiteikia nagriejamo VP Sios
dienos kainos jvertinima:
[D(1) + 5(1)]'
1+ 7r4(1)
Remiantis ERH (1.4) forma, toki&(0) kaina pilnai ir teisingai atspindi visa Siandien prieina-
ma informacija. Efektyvioje rinkoje visi VP jkainojami i$ principo tuoGa Cia apib udintu
jkainojimo mechanizmu. Gali skirtis tik laukiamosios grazos (1.6) ailonas. Kiekvieno to-
kios rinkos VP (1.7) kaina vadinanpaisiausvyrine kainekonomires pusiausvyros prasme, nes
esant Siai kainai visy efektyvioje rinkoje eganVP paklausa lygi jy esamai fiksuotai pasi ulai
(angl. outstanding supply).

Efektyvioji finansy rinka yra svarbi kapitalists sistemos dalis. Sioje sistemoje rinka yra
ideali jei VP kainos padeda optimaliai paskirstyti iSteklius. &tamos psti savo ekonomine
veikla, bendroes iSleidZia akcijas, o efektyvioje rinkoje jos galidtis ,saziningos" kainos.
Investuotojai savo ruoztu, pirkdami akcijas efektyvioje rinkoje, gaktiftai daryti esant taip
pat ,saziningoms" kainoms. Tokiu b'udu finansuy rinkos iSteklius paskirsto optimaliai, jei VP
kainos pakankamai tiksliai atspindi savo verte.

Gautoji VP pusiausvyries kainos (1.7) iSraiSka, pati savaimera pakankamai informa-
tyvi. Toliau nagrirejamos finansu rinkos teorijos tikslas yra jvairiy rinkos aspekty tyrimas re-
miantis viena arba kita pusiausvyeis kainos iSraiSka. Pati ERH naudojama ne tiesiogiai, o
remiantis vienu i$ jos iSplaukig@iy principy: arbitraZzo efektyvioje rinkoje negalimumu.

S(0) = (1.7)

Klausimai ir uzdaviniai.
1. Kodel egzistuoja ir kuo naudingos obligacijos finansy rinkoje?
2. Kokia prasme obligacijos yra nerizikingi VP?
3. Kareiskia terminas "likvidumas"?
4. Kodel paprastai akcija yra rizikingesnis VP negu obligacija?
5

. Kokiais atvejais pilnas pelningumas ir pal ukany norma sutampa ir kokias atvejais jie ski-
riasi?

6. |rodyti, kad obligacijos su atkarpomis jsigijimo kainai sutampant su principine verte, pil-
nas pelningumas yra lygus atkarpos procentui (coupon rate).

7. Kokius Zinote dabarties veres principo taikymo pavyzdzius?

8. Kuo skiriasi ir kuo panasios racionaliyjy I ukesir efektyviosios rinkos hipotes?
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Skyrius 2

Finansy rinkos modelis: samprata ir
pavyzdziai

2.1 Rinkos matematinis modeliavimas

Kalbant apie finansy rinkos matematinj modelj, visuy pirma reikty suvokti skirtuma tarp matema-
tinio modelio ir matematies teorijos. Pirmasis terminas vartojamas kalbant apie matematikos
taikyma praktikoje, o antrasis terminas yra ,grynosios" matematikos dalis. XX amziaus antro-
je pueje matematika tampa mokslu apie abstiak strukt uras. Trumpai kalbant, matentin
strukt ura yra aibtarp kurios element u galioja aksiomomis nusakomi sarySiai. Tuo atveju ma-
temating teorija sudaro teiginy sistema apie tokios strukt uros savybes. Tuo tarpu matematinis
modelis yra tokia matematirteorija apie matematine strukt ura, kurios elementai ir sarysiai yra
interpretuojami iSorinio pasaulio objektais ir sarysiais.

Vienas iS pagrindiniy skirtumy tarp matematsteorijos ir matematinio modelio yra rezul-
taty vertinimo Kriterijai. Matematies teorijos rezultatai privalo tenkinti formalaus teisingumo
kriterijy, o pati teorija daZniausiai vertinama pagal viding darna ir logika. Tuo tarpu mate-
matiniam modeliui taikomas atitikimo iSoriniam pasauliui ar progeteisingumo kriterijus.

Sia prasme matematiniai modeliai priklausmtyvuotosios matematikasiiai. Matematire
teorija arba ,grynoji" matematikaara motyvuota praktiniais argumentais. Pavyzdziui, labai
daznai matematiniai samprotavimai prasideda visiSkai nemotyvuota fraze: ,tarkime, kad yra
duota funkcija ...".

Kitas labai svarbus matematikos vaidmuo yra jos, kaip kalbos, funkcija. Matematinis sam-
protavimas skiriasi nuo nematematinio dar ir tuo, kad matematikos objektai suvokiami viena-
reikSmiskai, remiantis tik tomis jy savgmis, kurios yra joms priskirtos pagal apirma.

Taigi finansuy rinkos matematiniu modeliu vadiname matematine teorija, kurios elementai
ir sarySiai interpretuojami imituojant realias finansy rinkas. PavyzdZiui, finansuy teorijoje la-
bai svarb us tokie iSorinio pasaulio aspektai kaip ateities nedtifrlaikas, kaina ir panasSiai.
Finansy rinkos modelyje Sioms savokoms suteikiama konkreti grasmdojant matemating
tikimybiy teorija.
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Kaina, laikas ir ateities neapibreztumas. Pagrindiremis ir papra&iausiomis finansy teori-
jos savokomis yra laikas ir kaina. Matematinis Siy savoky modelis yra realiGigkaira(t, z).
Priminsime, kad kainos priklausomgimuo laiko yra pagrindmfinansy rinkos teorijos proble-
ma. Visy pirma reikia pasakyti, jog ekonominiy-finansiniy kintamyju prikaus@ammo laiko
gali b uti dvejopa: tiesioganpriklausomyk nuo laiko momenté, arba priklausomy®nuo laiko
intervalo.

Taigi, pirmaja priklausomyds klase sudaro kintamieji priklausantys nuo laiko momento, t.
y. laiko funkcijos. Toky kintamyju pavyzdZziai yra akcijos kaina, valiutos kursas, visi balansiniai
rodikliai. Finansy teorijoje Sie kintamieji vadinariusenos kintamaisiajangl. stock variab-
les). Matematiniame modelyje tokie kintamieji iSreiSkiami realaus kintamojo funkcijomis.

Antraja priklausomybs klase sudaro ekonominiai-finansiniai kintamieji priklausantys nuo
laiko intervalo. Tokiuy kintamyju pavyzdziais yra metinis pelnas, pal ukany norma, kainos po-
kytis ir panaSiai. Finansy teorijoje Sie kintamieji vadinarauto kintamaisiaigangl. flow va-
riables). Matematiniame modelyje Sie kintamieji iSreiSkiami intervalo funkcijomis. Dazniausiai
abiejy klasiy kintamuosius galima viena su Kitu susieti.

Laikas finansuy rinkos teorijoje paprastai suvokiamas arba kaip diskreti @élvyzdziui ai-
be D = {0,1,...,T}, arba kaip ,tolydi" aile, pavyzdziui intervala® = [0,7]. Tokia laiko
interpretacija atspindi tai, kad ekonominiai kintamieji gali b uti stebimi arba diskseaiko
momentais arba nuolat. Sias skirtingas laiko sampratas atitiideteorijos vadinamasiskre-
tausarbatolydaus laikofinansu rinkos modeliu. DaZniausiai abD elementag = 0 Zymi
dabarties laiko momenta, o bet kuris elemeritas 0 priskiriamas atdiiai. Diskretaus laiko
atveju intervalas tarp gretimy st&gbno momenty vadinamaseriody o jo ilgis yra pastovus ir
lygus vienetui. Periodus galima interpretuoti jvairiai, pavyzdziui, tai gali b uti metaigsiai
ar valandos.

Kita svarbi finansy teorijos savoka yra ateities neaggitrmas. Matematiniam sios savokos
modeliui naudosime matematine tikimybiy teorija. Kaip ir kiekviena materaasorija, tiki-
mybiy teorija yra teiginiy sistema apie absitals objektus pasizymaius tam tikromis savyé-
mis. Tocel naudojantis tokia teorija reikia interpretuoti pagrindines jos konstrukcijas, tiesiogiai
nesusijusias su realia finansy rinka.

Pagrindine tikimybiuy teorijos konstrukcija yra tikimylarerdwe (€2, F, P). CiaQ yra ele-
mentariyjuy jvykiy aie, o funkcijaP apibreZta tam tikroje Sios aés poaibiy klasje F ir reiks-
mes jgyjanti intervalg0, 1]. KlaseiF — vadinamab-algebra — priklausé?, bet kurio jos ele-
mento A papildinys A¢ ir bet kuriy jos elementy skaitaus rinkin{od, } 32, sajungaJg>  Ay.
Funkcija P — vadinama tikimybiniu matu — yra-adityvi ir P(2) = 1. Tarsime, kad aib&
sudaro tiesiogiai su ekonominiu modeliu susije pasaulio ateities scengriqartais tiesiog va-
dinami b'usenomis. Kiekvienas Seinfoglementasi suprantamas kaip tokia ateities scenarijy
aibe, apie kuria galima pasakyti, kad ji jvyks su tikimyB¢A). TeCiau tikimybes interpretacija
finansy teorijos kontekste yra problema, nesamaisku, kas ja gaty atitikti nematematje fi-
nansy rinkoje. Taigi vis élto tarus, kad mums yra Zinoma tikimykierdwe (2, 7, P), akcijos
kainos reikSm nat uraliai priklauso nuo b usenos (2 ir laiko.

Sakykime, kadD yra arba{0, 1,..., 7} arbal0, T}, o (2, F, P) — tikimybine erde. Toliau
tariama, kad akcijos kaina yra dviejy kintamyjy funkcija

S={S(t,w): (t,w) € D x Q}, (2.1)
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kurios reikSnes yra neneigiami real us skiai. Labai daZznai antrasis argumentapraleidzia-
mas to@l, kad teiginiai apie5(t) = S(t,w) paprastai nepriklauso nuo konkresw reikSmes.
Tikimybiy teorijoje tokia funkcija vadinamatsitiktiniu procestiapibreztu(S2, F, P), jei jvykis
{w € Q: S(t,w) € B} priklauso SeimaiF su kiekvienut € D ir su kiekvienu ailes [0, co)
poaibiy Boreliosr-algebros3 elementuB. Si savyke reikia, kad yra Zinomos tokios kkssjvy-
kiy tikimybesP({w € Q: S(t,w) € B}). Toliau funkcijaS vadinsimeakcijos kainos procesu
nepriklausomai nuo to, kuris modelis — diskretaus ar tolydaus laiko — turimas galva@jeauTa
grazos samprata yra skirtinga priklausomai nuo modelio tipo.

2.2 Diskretaus laiko modelis

Akcijos kaina ir graza. Daugelyje finansu teorijos klausimy ekonomiskai labiau pagristais
laikomi ne absoliut us kainos dydziai bet santykiniai @ikly vadinami graza. Priklausomai
nuo modelio, graza apibziama skirtingai. Tarkime, kaglyra diskretaus laiko kainos procesas,
t. y. atsitiktinis procesas (2.1), kurianie = {0, 1,...,T}. Akcijos grazaarba tiksliauakcijos

kaina S atitinkancCiu grazos proceseadinsime funkcijaiR = {R(t): t € D}, apib®zta taip

S(t)—S(t—1)
Sit—1)

R(0):=0 ir AR(t):=R(t)—R(t—1):= t=1,...,T. (2.2)

Cia tariama, kads(t — 1) > 0 visiemst. Siame graZos apibZime tariama, kad dividendai
nemokami (plg. su (1.2) ir (1.5)), t. Y2(¢) = 0 su visaist. TaCiau \eliau kartais atsisakysime
Sios prielaidos. Kadangi diskretaus laiko modeliuose periodas yra fiksuotas ir lygus vienetui,
skirtumasR(t) — R(t — 1) vadinamagrazos normgangl. rate of return) ir zymimasgt) (zZr.
(1.1)). Tolydaus laiko modeliuose periodo ilgiai yra kintami ir édymejimasr(t), kuriame
neatsispindi intervalo pradzia ir galagra geras. Dar viena grazos samprata naudojama eko-
nometrireje analizje, gaunama desine (2.2) ly@dpuse pakeitus funkcija{S(t)/S(t—1)}.

Taigi, Zinant akcijos kain&, grazaRk nusakoma (2.2) formule. Ir atvirk&i, Zinant graza
R, i tos pd&ios formuks nesunku gauti kainos proceso iSraiska:

St) =SSO J]1+Rs)—R(s—1)], t=1,..T, (2.3)

s=1

kurioje S(0) gali b uti laisvai pasirinktas teigiamas skas, pavyzdziuiS(0) = 1, o pokytis
R(t)— R(t—1) > —1 su visaig. (2.2) ir (2.3) sarySiais nusakoma abipus vienaregatitiktis
tarp S ir R. Dar viena priklausomydtarp kainos ir grazos isreiSkiama skirtumine lygtimi:

S(t):S(O)—i-iS(s—1)[R(3)—R(5—1)], t=1,...,T. (2.4)

Turedami akcijos kainos ir grazos matemating samprata, toliau galime Kiakrapib udinti
viena kainos formavimosi mechanizmo varianta.
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Saziningojo loSimo rinka. Akcijos kainos kitimas daznai aiSkinamas pasitelkiant analogija
su nuosekliai kartojamuy loSimy seka. Be to, tariama, kad loSimai yra saZiningi ta prasme, kad
kiekvienu laiko momentu, zZinant ankstesnigjdoSimy rezultatus(n + 1)-ojo loSimotikéti-
naslaimejimas yra lygus-ojo loSimo laingjimui. Tikimybiy teorijoje tiketinas laingjimas
iSreiSkiamas salyginiu vidurkiu, o saziningas loSimas aalamas martingalu. Priminsime jo
apibrezima.

Kaip ir ankiau, sakysime, ka2, 7, P) yra tikimybine erde, apibeZianti finansu rinkai
svarbius ateities scenarijus ir jy tikimybes. Papildomai tarsime, kad visa laiko mompntu
einama rinkos informacija yra nusakoma jvykiy aibe C F, kuri sudaros-algebra, o Seima
F:={F:t=0,1,...,T} yra nemagjanti tokiyo-algebry seka, toliau vadinaniaforma-
cijos srautu Tarkime, kadM = {M(t): t = 0,...,T} yra atsitiktinis procesas ap#ittas
(Q, F, P). Sakoma, kad/ yramartingalasr atzvilgiu, jei su kiekvienu:, M (t) yra F;-matus,
vidurkis E|M (t)| = Ep{|M(t)|} < oo ir salyginis vidurkis

E[M(t)|F,] = M(s) suvisais 0<s<t<T.

JeiM (t) sut = n+1yra(n+ 1)-ojo loSimo lainejimas, tai kairioji Sios lygybes pug sus = n
reiksty tiketina laimejima pon-tojo loSimo. JeiM yra martingalag atzvilgiu, tai atsitiktiniy
dydziy seka&; := M(t) — M(t — 1),t = 1,...,T, vadinamamartingaliniy skirtumuy seka
atzvilgiu. Remiantis martingalo apitimu, su kiekvienu =1,..., 7T

E[&t’ftfl] =0. (2-5)

Tegul i yra realus skd&ius, 0, yra martingaliniy skirtumy seka informacijos srattat-
2vilgiu. Sakysime, kad akcijos grazos proceBugaliojasaziningojo loSimo hipoteZangl. fair
game), jei su kiekviena= 1, ..., T teisinga lygyle

R =R(t—1)+pu+6&. (2.6)

Jei Sioje iSraiSkoj€; yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, kuriy vidurkis
ir dispersija egzistuoja, ir yra lygus atitinkantair o2, tai sakoma, kad grazos procesgi
galiojaatsitiktinio klaidziojimo hipotezeJeiF; yra minimaliosc-algebros, atzvilgiu kuriy yra
mat us atsitiktiniai dydzidj;, . . . , &, tai tokiam graZzos procesii taip pat galioja saziningojo
loSimo hipotee, nes, @l nepriklausomumo ir nuliniy vidurkiy, yra teisinga (2.5) su kiekvienu
t=1,...,T.

Kitas saziningojo loSimo hipoteze iSpildantis grazos procesas yra ekonogpetimalizje
naudojamas ARCH modelis (pirmos &gl Autoregressive Conditionally Heteroskedastic) api-
breziamas taip:

R(0)=0 ir AR(t)=p+&\/ a2, t=1,...,T.

Cia¢, yra martingaliniy skirtumy seka informacijos sra@tatzvilgiu.
Ka galima pasakyti apie akcijos kainos procésigi jos grazos procesut galioja sazinin-
gojo loSimo hipotee (2.6)? Remdamiesi (2.2) ir (2.5) gauname, kad su kiekviead, ..., T,
B[S ()| Fi1]

St-1) '~ E[R(t)|Fi1] — R(t — 1) = p. (2.7)
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IS Cia iSplaukia, kad su kiekvienu=1,...,T

E[S(t)| %)

St -1)==7

(2.8)
Visy pirma pastebsime, kad toks akcijos kainos procesasera martingalas jei # 0. Pa-
staroji iSraiSka taip pat rodo, ke{t — 1) yra F,_; matus ir Sia prasme ,pilnai atspindi" visa
rinkos informacija aprasoma ivykiu ails€ _;. Saziningojo loSimo hipotezpapildo 1.4 skyre-
lyje aptarta efektyviosios rinkos hipoteze (ERH). Abi kartu jos sudaro viena is galimy kainos
formavimosi mechanizmy. Tedl(2.8) sarySis kartais vadinamasalitine ERH formao akci-
jos kainos procesas vadinamas pusiausvyriniu.

Atsitiktiniai dydziai &, ir skaiCius i saziningojo loSimo hipotes (2.6) apibezime skirtin-
goms akcijoms gali b uti skirtingi. Toliau sakysime, kad rinkasgainingojo loSimo rinkajei
visoms Sios rinkos akcijoms galioja saZiningojo loSimo hipetgz6) su tuo p&u .

Tarkime, kad rinka sudaro du VP ir Sy, kuriy grazos procesai yra, atitinkamad,ir R,.
Taip pat tarkime, kad grazos procegtigalioja saZziningojo loSimo hipotéz(2.6), o grazos
procesuiR, galioja lygyle ARy(t) = p su kiekvienut = 1,..., 7, t. y. (2.6) salyga galioja
kai ¢, = 0 su kiekvienut. Todel rinka sudaryta iS VES ir Sy yra saziningojo loSimo rinka.
Remiantis (2.3), VP kainos procesé&syra lygus

So(t) := Sp(0)(1 + p)* visiemst = 1,...,T. (2.9)

Sj nerizikinga VPS,, vadinsimebanko saskaita su pal ukany normpaTuo tarpu kainas, api-
breZta analitine ERH forma, nusako rizikinga VP, nes jo grigd¥aa atsitiktinis procesas. ¢au
remiantis (2.8) lygybe, Sio vertybinio popierialasikiamoji grazos norméangl. expected rate
of return)

BIARIF = T

su kiekvienut. Rinkos veilejas vadinamas neutraliu rizikai, jei investuodamas jis r upinasi tik
laukiamosios grazos normos dydziu, bet ne akcijos rizikingumu. Kadangi ak¢cijuS lau-
kiamosios graZzos normos sutampa, tai tokiam rinkoséjeikos yra lygiaveres. Apskritai,
saziningojo loSimo rinkoje rizikai neutraliems investuotojarasaprasras investuoti j rizikin-
gas akcijas.

Kaip rodo (2.8) pavyzdys, saziningojo loSimo rinkoje akcijos kaina neprivalo iSpildyti mar-
tingalo salygas, tdau bet kuri diskontuota kaina

1=y (2.10)

{S(t)/So(t): t=0,1,...,T} yra martingalag atzvilgiu. (2.11)
Cia, kaip ir anksiau, S, yra banko saskaita su pal ukany nogma jos kainos kitimas nusako-
mas (2.9) sarysiu. IS tikryjuy, remiantis (2.8), su kiekviend 1, ..., T, teisinga
E( S(1) | ) CE(SWIFo) 0 Se-1)  S@Et-1)
So 7] T Se(0)(L+ )t So(0)(1+p)t Se(t—1)°

Veliau nagriesime konkréius kainy procesus pasizyniios (2.11) savybe. Taau kol kas
nustatysime akcijos Sios dienos kainos formule saziningojo loSimo rinkoje.
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Fundamentalioji verte. Remiantis analitine ERH forma (2.8) ir papildomomis salygomis ga-
lima iSvesti vertybinio popieriaus fundamentaliosios @sffiormule. Taip vadinama akcijos kai-
nos formuk, kuri iSreiSkia bendras visy ateities iSmoky dabarting verte. Tuo tikslu tarsime,
kad diskretaus laiko modelyje paskutinis laiko momerifagra neapeztai didelis, t. yt =
0,1,.... Taip pat tarkime, kad kaino$ evoliucija nusakoma visients= 0, 1, ..., 0 momentu

t iSmokamuy dividendy norma yr(t). Tokiu atveju akcijos graz& = {R(t): t = 0,1,...}

yra apibeZiama taip:R(0) := 0 ir

S(t)—S(t—1)+ D(t)
S(t—1) ’

R(t)— R(t—1) == t=1,2,..., (2.12)

Cia tariama, kadb(t — 1) > 0 su visais/; o analitire ERH forma yra

S(t—1) = E[S(t) + D(O)[Fra] /(1 + p)

su kiekvienut = 1,2, .... Naudodami Sj sary$j karty ir matematinge indukcija gauname, kad
““E[D(t+k—1)|F_] ESt+n—1)|F]
S(it—1)= (2.13)
=0 =2 =y T+
su bet kuriuan = 1,2, ... irt = 1,2,.... Dabar tarkime, kad galioja vadinamgjansversalu-

mo salyga (2.13) lygykes deSipje esantis narys a&ija | nulj kain neapeztai auga, t. y.

L EIS(t 40— 1)|Fi]

=0.
n—o0 (14 p)"

Tada, (2.13) lygybje sun — oo gauname, kad bet kuriam= 1,2, ...,

o0

- D(t+k—1)
se-n=5| L2

J’-}_l} . (2.14)

Si akcijos kainos dinamika, toliau zyminfs, vadinamafundamentaligja vert¢angl. funda-
mental value). Jei akcijos kaina skiriasi nuo savo fundamentaliosiossydei sakoma, kad
tokia akcija sukuridinansinj burbula(angl. financial bubble). Pagal tokia finansinio burbulo
samprata, jis gali egzistuoti ir efektyviojoje rinkoje, nusakomoje analitine ERH forma (pavyz-
dziui, jei neiSpildyta transversalumo salyga).

Parodysime, kad fundamentaligja verte taias akcijos atitinkaGiam graZzos procesui (2.3R)

galioja saziningojo loSimo hipotez Fiksuokime = 1,2, ... ir pazynmekime
Ap) = S RULER)
2 (11 o)

KadangiS = S, remiantis (2.14), gauname

_ ~D(t+k—1)

()~ 1+ )S(e - 1) = Bl - | 3 S

k=1
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= BJA(t)|F] - D(t) - E[A(t)|Fii].
13 Cia iSplaukia akcijos kaing atitinkartio grazos procesg idraiska
A S(t)—S(t—1)+D(t) EA@)|F] — EIA()]|Fi]

AR = S 1) B St 1)

Nesunku matyti, kad de&e esantys atsitiktiniai dydZziai

¢ . BAOIF) - BAOIFL]
S(t—1)
informacinio srautd@ atzvilgiu sudaro martingaliniy skirtumy seka. Tokiu b udu su bet kuriuo
T < oo, grazos procesuk = {R(t),t = 0,1,...,T} galioja atsitiktinio klaidZiojimo hipo-
teze. Na o fundamentalioji vegtir yra pusiausvyria kaina, pagal ERH, ,pilnai ir teisingai
atspindinti” turima informacija.

2.3 Binominis modelis.

Tarkime, kad real us sKaai 1, a ir b tenkina salygas:
w>-—1 ir —l<pu+a<pu+b. (2.15)

Sukonstruosime tokj grazos procdsakuriam galioja atsitiktinio klaidziojimo hipotez o gra-
Zos normaA R(t) jgyja tik dvi reikSmes: + a ir p + b su kiekvienut. Tada atitinkamas akcijos
kainos procesas kinta Suoliais jgyjafiais tik dvi reikSmes, t. y. arb&(t) = (1+pu+a)S(t—1)
arbaS(t) = (1 +p+0)S(t —1).

Pracesime nuo tikimybies erdes (2, F, P) apibezimo. Tarkime, kad elementariyjy jvy-
kiy aibe

Q:={-1,+1}" ={w=(r1,...,rp): 1 € {=1,+1}},
0 o-algebraF yra visuys poaibiy klag. Kol kas tarkime, kad yra bet kuris tikimybinis matas,
kuriam
P{w}) >0 su kiekvienu  w € Q. (2.16)

Su kiekvienut = 1,..., T, aibeje2 apibrezkime funkcija

er(w) :

_l4+r, [0, jeir,=-1,
o 2 o 1, jei?”t:].,

kaiw = (ry,...,rp). KadangiF yra visu(2 poaibiy klag, visos( aibeje apibeztos funkcijos
yra atsitiktiniai dydziai. Dabar galime ap#afti atsitiktinius dydzius:

&(w) = a(l - () + bey(w) = { T

su kiekvienut = 1,...,Tirw € Q.
Sakykime, kad(Q2, F, P) ir &, t = 1,...,T yra auk&iau apibeZti tikimybine erde ir
atsitiktiniai dydziai, o skaiiamsa, b € R galioja (2.15) salyga. Tada teisingas
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2.1 Teiginys. (2.6)lygybe apibreztam grazos procesugalioja atsitiktinio klaidziojimo hipo-
tezetadairtik tada, kai < 0 < b, &1, . . ., & yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai tikimybinio
mato P atzvilgiu ir su kiekviend = 1,...,T

P{weQ: &(w) =a}) = P{e=0}) =

[rodymas. Tarkime, kad graZzos proceshi galioja atsitiktinio klaidZiojimo hipotez. Tada
tikimybinio mato P atzvilgiu &, ..., &y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Pazykime
p:=P{w € Q: &(w) = a}). KadangiE¢, = 0, ap + b(1 — p) = 0. Be to, remiantis (2.16),
€ (0,1). IS Cia iSplaukia, kad < 0 < b ir galioja (2.17).
AtvirkSCiai taip pat akivaizdu, jei < 0 < b, o tikimybiné erde (2, F, P) ir atsitiktiniai dy-
dziai&,, . . ., & iSpildo nurodytas salygas, tai graZzos procesgalioja atsitiktinio klaidZiojimo
hipotez.

b
b—a

(2.17)

Remdamiesi Siuo teiginiu, toliau sukonstruosime tikimybe. Tarkime (Okad; < 1. Be to,
su kiekvienuw € Qirt =1,...,T, tegul

t

Niw) =Y ew) it P(fw}) = gm @1 g) T (2.18)

s=1

Aibeje Q) funkcija N jgyja reikSmed), 1,...,7T. PavyzdZiui, tarp visy elementariyjy jvykiy
w € Q, reikdme Ny(w) = k € {0,1,..., T} jgyjama(}) karty. Tada

> P({w}) Z Z qT”“(l —q)f=>" @)qT’“(l —q)f=(qg+1-¢" =1

wen k=0 w: Np(w k=0

Tegul F := 29, ty. visy 2 poaibiy aite. TadaP, yra tikimybe, o Nt yra atsitiktinis dydis
tikimybineje erdeje (2, F, F,). Be to, tikimyke

s Nel) = kD) = ()1~ 0

vadinamabinominiu skirstiniu Tuo tarp atsitiktinis procesasV,: ¢t = 1,...,T} vadinamas
Bernoulli'o procesu Pagal savo apibzima atsitiktiniai dydziai, . . . , ey tikimybinio mato P,
atzvilgiu yra nepriklausomi (patikrinti). Nesunku patikrinti, kad

P({w e Q: §(w) =a}) =¢ (2.19)

su kiekvienut =1, ..., T.
Atskiru atveju matas) := P, sug = b/(b—a) yra 2.1 Teiginiu charakterizuotas tikimybinis

matas, t. y. b \T-Nrw) ; —q \ Nr(w)
Q{w}) == (b— ) (b—a> 7 v e

a

Tikimybineje erdeje (2, F, Q) apibeZtam graZzos proceshi galioja atsitiktinio klaidZiojimo
hipotez:

AR(t) =pu+& = (u+a) “(u+b)*  sukiekvienu t=1,...,T.
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Remiantis (2.3) sarySiu, Sia graza atitinkantis kainos procesas yra
t

S(t) = S(0) H(l +p+a) 1+ pu+0)=S0)1+p+a) M1 +pu+b)N. (2.20)

s=1

Cia S(0) gali buti betkuris teigiamas skais. Paprastai tariama, ka0) = 1.

Binominiu modelitivadinamas rinkos modelis, sudarytas i$ banko sasksitea pal ukany
normay ir (2.20) lygybe apibezto rizikingo VPS. Taigi, binominj modelj sudaro VP pora
(So, S), priklausant nuo parametpy « ir b. Kaip maéme, tai yra saziningojo loSimo rinkos
pavyzdys.

2.4 Tolydaus laiko modelis

Tolydaus laiko finansy rinkos teorija sudaro tokie rinkos modeliai, kuriuose rinkogjaeils
leidZziama pirkti-parduoti akcijas bet kuriuo laiko momentu, o kainos kitimas fiksuojamas taip
pat bet kuriuo laiko momentu. Tetlakcijos kainos ir graZzos procesai Siuose modeliuose yra
tolydaus laiko atsitiktiniai procesai = {S(t): t € [0,T]}ir R={R(t): t € [0,T]}. Paskuti-
niais metais daugelio VP kainos kitimas fiksuojams kas kelias sekundesligmati duomenys

gali gerai aproksimuoti tolydaus laiko funkcijas.

Kodel verta pereiti nuo diskretaus laiko modeliy prie tolydaus? Diskretaus laiko finansy
rinkos modeliy nepakanka, kai reikia tiksliau modeliuoti greitai kigtas kainas. Mat, smul-
kejant intervalams, diskéégam modeliui pritaikytas matematinis aparatas tampa per daug gre-
mezdiskas. Be to, tolydaus laiko modeliai priklauso nuo mazesni@igkei parametry ir tie
parametrai turi intuityviai suvokiama interpretacija. Dar vienas diskretaus laiko finansy rinkos
modeliy tr ukumas pastebimas finansy ekonometrijoje. B utent, tiriant finansinius duomenis pa-
steleta, kad kai kurios savgs priklauso nuo diskretaus modelio periodo. Tokias finansiniy
duomeny savybes tekty aprasSyti skirtingais diskretaus laiko modeliais.

Taciau tolydaus laiko modeliai reikalauja didestmatematies erudicijos nes naudoja Siuo-
laikines matematikos teorijas. Tolydaus laiko atveju akcijos kainos ir grazos procesai pasizymi
atsitiktinio klaidZiojimo ar saZiningojo loSimo savimis bet kuriame interval®, 7’| skaidiny-
je0=ty<t; <---<t,=T. Beto, pereinant nuo vieno skaidinio prie kito Sios sas/pra
tam tikru b udu suderintos. Tokie savybiu suderinamumo reikalavimai atsispindi tolydaus laiko
atsitiktiniy procesy api@zimuose.

Wiener'io procesas. Wiener'io procesas naudojamas agihiant tolydaus laiko grazos ir kai-
nos procesus. Priminsime jo apgdima.

2.2 Apibrezimas. Sakoma, kad tikimybineje erdvéje, 7, P) apibréZtas atsitiktinis procesas
W = {W(t): t > 0} yraWiener'io procesas$, jei

1Sis modelis pirma karta pasiredtraipsnyje J. Cox, S. Ross and M. Rubinstein. Option pricing: a simplified
approach. J. Financial Econom. 7(1979), 229-263 ietodr vadinamas Cox-Ross-Rubisntein-o modeliu.
2Dazniau sutinkamas kitas, ekvivalentus, $io proceso apiitmas. B utent, Wiener'io procesas yra toks Gauss’o
procesadV, kurio vidurkiy funkcijaEW (t) = 0, su visaist > 0, kovariacijaEW (t)W(s) = t A s, Su visais
t,s > 0, ir beveik visos trajektorijos yra tolydZios
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(i) W(0) = 0irvisiems0 < s < t < oo, W(t) — W(s) yra standartinis normalusis
atsitiktinis dydis su vidurkiu 0 ir dispersija— s;

(i) pokyCiailV (t,) —W(s1),..., W (t,) — W (s,) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai bet
kuriems) < s; <t; <--- <, <t, < 00;

(iii) proceso trajektorijosdV (-, w) yra tolydZios funkcijos beveik visiemse ).

Wiener'io proceso egzistavimo jrodymas pateiktas A priedo A.1 skyrelyje. Balss-
vardintos Wiener'io proceso savgb yra esmies — jos yra b utinos tam, kad atsitiktinj procesa
apibrezti vieninteliu b udu. 1S Sio ap#atimo iSplaukia ir kitos savygs. Pavyzdziui, Wiener'io
proceso trajektorijos yra ne tik tolydZios, bet ir su kiekvienw 1/2 joms galioja vadinamoji
a-Holder’io savyle, t. y. su kiekvienw < T < oo ir beveik su visaisu € () egzistuoja tokia
baigtire konstanta’ = K(7', a,w), kad

(W (t,w) = W(s,w)| < K[t —s|® (2.21)

su visaist,s € [0,7]. TeCiau a-Hoblder’io savyle rera teisinga sw = 1/2. Abu pastarieji
teiginiai iSplaukia iS A.1 teoremos jrodytos A priede. Be to, beveik visos Wiener'io proceso
trajektorijos turi begaling variacija: beveik su visais 2,

sup{Z|W(ti,w) —W(tic,w)|: 0=ty <ty <---<t,= T} = +o00.
i=1

Wiener'io proceso trajektorijos turi ne tik begaling variacija, bet begalna ir2-variacija, t. y.
su kiekvienw) < T' < oo Ir su beveik visaisv € (2

ve(W(-,w); [0,T]) = +o0.

TaCiau, remiantisx-Holder’io savybe (2.21), su bet kuriyo > 2 ir su beveik visaisv € (2,
p-variacijav,(W(-,w); [0,T]) < +oco. Matome, kad-variacijos poZi uriu, reikSep = 2 yra
kritine Wiener'io proceso trajektorijoms, taip pat kaipHolder'io savyles pozi uriu, reikSe
a = 1/2 yrakritine. |domu yra ir tai, kad Wiener’io proceso trajektorijoms egzistuoja netriviali
kvadratire \-variacija, kuri yra tik Siek tiek silpnegnsavyle uz2-variacija.

Nenuline kvadrating-variacija intervalé0, T'] turi beveik visos Wiener'io proceso trajekto-
rijos. Tiksliau, egzistuoja tokia nulinio mato &V (\) € F, kad[W],(t) := [W(-,w)]\(t) =t
suvisaigt € [0, T]irw € Q\ N(\), t.y.

n(m)
lim Y W Atw) = W(E, Atw)]* =t (2.22)
=1
Kadangi Wiener'io proceso trajektorijos yra tolydZios, jos kvadesik-variacijos[IW], tr u-
kioji dalis lygi nuliui. Kvadratires variacijos savy® Wiener'io procesui yra tiksli ta prasme,
kadU, N (\) = Q. Sias ir daugelj kity Wiener'io proceso savybiy jgoB. Lévy (1940) [7].

3Paul Lévy (1886 — 1971) — pranc uzy matematikas
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Tegul W yra Wiener'io procesasg, — realusis skd&ius irc > 0. Apibrezkime atsitiktinj
procesak = {R(t): 0 <t < T} lygybe

R(t) := pt + oW (1), 0<t<T. (2.23)

Cia konstanta vadinama dreifu, o konstantavadinama kintamumu (angl. volatility). Susiau-
rinus procesd? apibezimo sritj,{ R(t): t =0,1,...,T} yra diskretaus laiko grazos procesas.
Tokiam grazos procesui teisinga atsitiktinio klaidZiojimo hipétezes (2.6) lygybje dydzZiai
&=oW(t)—-W(t—-1),t=1,...,T, yranepriklausomi atsitiktiniai dydziai su vidurkévir
dispersijao?.

Akcijos kaina ir graza. Diskretaus laiko atveju kaina ir graza yra susietos (2.3) sarySiu. Ar
toks sarySis gali b uti apibendrintas tolydaus laiko procesams yra toli grazu netrivialus klausi-
mas. Atskiru atveju, jer = 0, t. y. jei tolydaus laiko grazos procesas Y&) = Ry(t) = ut,

tai atitinkamas kainos procesas finansu teorijoje @gilamas gerai Zinomu b udu skaojant
tolydZiasias suetines pal ukanas (angl. continuously compounded interest rate). B utent, kiek-
vienam intervald0, 7' skaidiniui{i7"/m}" , suskatiuojamos atitinkamos sétines pal ukanos

ir po to, peejus prie ribos kain — oo, gaunama

So(T) = S,(0) #lréolj [1+R0(%) _Ro((i —ml)T>]

= S5(0) lim (1 + E)m = Sp(0)er! = Sy(0)efo ™), (2.24)

m— oo m

Tokiu b udu tolydaus laiko grazos procegfayrs susijes su atitinkamu kainos procegisary-
Siu

Ro(T) =1n [So(T)/S0(0)]. (2.25)
B uty nat uralu ta patj sk@vimo metoda taikyti ir kitoms grazoms. Deja, (2.24) riba gali ne-
egzistuoti arba gali b uti begadinei vietojeR, yra laisvai pasirenkama funkcija. Parodysime,
kad tolydziasias suatines pal ukanas galima ,s&iioti" toms funkcijoms, kurios yra tam tikra
prasme neSiurkStesa uz Wiener’io proceso trajektorijas.

Tolydaus laiko finansy rinkos modelyje kaina paprastai &dilima vienu ar kitu b udu pagal
graza. Parodysime, kad toks agbimas yra galimas imituajant tolydziyjy siohiy pal ukanuy
skatiavima diskretaus laiko modelyje. Tarkime, kad funkdijac D[0, T'] turi kvadratingA-
variacija[R], intervale[0, 7. Cia ir toliauX = {\, }..>1 yra tokia intervalof0, 7] skaidiniy
seka, kad\,,, C \,,41 Su visaism, o sgjungaJ{\,,: m > 1} yra tirSta intervalg0, 7'|. Tada
ribos

S(t) = lim ] [14R(E" At)— Rt A1)
i=1

= ewp{R(t) — (/2[R0 [[(1 +AR)e 2" (2.26)
(0.4
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egzistuoja kiekviename taske= (0, 7 ir apibréZia funkcijaS intervale(0, 7). Pratesime Sios
funkcijos apibezima iki intervalo|0, 7] tare, kadS(0) := 1.

(2.26) riba, lyginant ja su (2.24) riba, gali atrodyti keistokai. Patikrinsime, kad (2.26) teisin-
ga, kaiR papildomai yra tolydzioji funkcija, t. YAR = 0. Tuo tikslu pasinaudosime Taylor'o
teorema su liekamuoju nariu logaritminei funkcijai: su visais< 1/2,

log(1 +u) = u — u*/2 + 36u;

Ciald| = |0(u)| < 1. PazynekimeA"R := R(t* At) — R(t", At) suvisaisi = 1,...,n(m)
irm=1,2,.... KadangiR yra tolydi, max; |A"R| < 1/2 su visais pakankamai dideliais.
Su visais tokiaisn yra teisingos lygybs

U(R; A\p) = H [1+A"R] = exp{ Z log [1 + A;”R]}

i=1 =1

1 2 3
= A'R — = A"R|"+3 0" AT R b, 2.27
oo Y arn-3 3 [ s ) eraral). @2
kai 0" .= (A"R). DeSireje (2.27) lygyles pugje pirmoji suma lygiR(t) — R(0) = R(t),
antroji suma konverguojaR],(t) sum — oo, kadangiR turi kvadratine\-variacija, o tréiaji
suma amja |0 sum — oo, kadangi egzistuoja tokia baigérkonstanta’’, kad

n(m) n(m)
A [A;"Rf" < max|AR| Y [AP'R]” < C'max|A]'R|
=1

i=1

su visais pakankamai dideliais. IS Cia iSplaukia, kad

lim U(R; Am) = exp {R(t) — (1/2)[R]x(t) },

m—00

o tai ir yra (2.26), kadandiR], = [R]S tolydZiosioms funkcijomsR.
(2.26) lygybe apilegztasS funkcija priklauso klaseD|[0, T'], turi kvadratine\-variacija[.S],,
apibrezta lygybe

Sa) = [ S dR,, 0<t<T, (2.28)

kurioje integralas egzistuoja sutankinto Riemann’o-Stieltjes’o integralo prasme. Be to, funkcija
S yra integralires lygties

t
S(t):1+/ Sd\R, 0<t<T, (2.29)
0

sprendinys. Pastarojoje lygtyje integralu vadinama inter{@l@| skaidinius),,, m > 1, ati-
tinkarciy Riemann’o—Stieltjes’o sumuy riba kai — oo, t. y.

t (m)
/ Sd\R:= lim > S(t7", AR At) = R(E", At)].
0 m—0o0 i1
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Sis integralo apit@Zimas rodo, jog (2.29) lygtis turi panasuma su akcijos kainos ir grazos sary-
Siu (2.4) diskretaus laiko finansy rinkos modelyje.

Tai, kadS funkcija tenkina (2.29) lygtj galima patikrinti naudojantis vadinamaja I1tdé formu-
le*, kuri apibendrina kompozicijos diferencijavimo taisykle glodziyjy funkcijy arediz Vie-
nas i$ daugelio 1t formak varianty yra toks: jeb yra glodiC? klases funkcija, of funkcija
priklauso klaseD|0, T’ ir turi kvadratine\-variacija, tai egzistuoja integralggg’o f) d f ir su
kiekvienut € [0, T] galioja lygyte

@a1)(®) - (0of)0) = [(@opdrt+ 5 [ @epdis+ Y {aweh) - @or)-ar}.
0 0 (0,4]

Parodysime, kad (2.29) teisinga Kaiyra tolydZioji funkcija. Tarkime, kad(u) := e*, u € R,
ir f(t) == R(t) — (1/2)[R]aA(t), 0 < t < T. TadaA(¢of) = Af =0, [fI$ = [R]\1r,
naudojantis 1té formule, gauname

5= 1= (901)(0) = (0o))0) = [ Wondrs+3 [ (@opdr;

:/OtSdA(R—(1/2)[R]A)+%/OtSd[R]A:/OtSdAR

su kiekvienw) <t < T, t. y. galioja (2.29) integrali@a lygtis.
Galiausiai, (2.26) lygybe apib¥Ftai funkcijais, riba

n(m) t
S At)— S, At
R(t) = lim A8 = S AL / S~1dyS (2.30)

meeo T S(E A 0

egzistuoja ir lygyles galioja su kiekvient € [0, 7]. Palyginimui priminsime, kad diskretaus
laiko modelyje graza iSreiSkiama akcijos kain& formule
t t
B B S(s) —S(s—1) B
R(t)=) [R(s)—R(s—1)] =>_ oo t=1,...,T.

s=1 s=1

Nesunku pastadii, kad tolydZiai baigtias variacijos funkcijaiz, desSinioji (2.26) lygyes pu-
se yra tiesiog eksponemtxp{ R(t)}, o deSinioji (2.30) lygyks pug yra logaritmadn{S(¢)}
(plg. su (2.24) ir (2.25)). Tokiu b udu, (2.26) ir (2.30) lyggbapibendrina eksponergm ir
logaritmires transformacijy dualuma.

2.3 Apibrezimas. (2.26) lygybe apibezta funkcijaS vadinamaakcijos kainao (2.30) lygybe
apibrezta funkcijak — Siosakcijos graZa.

Akcijos kainos ir graZzos funkcijos yra ap#itos tik tuo atveju, kai jos turi kvadrating
variacija kuriam nors\. FunkcijosR kvadratires A\-variacijos egzistavimas b utinas tam, kad
egzistuoty (2.26) riba jei, papildomak, yra tolydi ir v,(R; [0,7]) < oo su kuriuo norgp < 3.
Jeiv,(R;[0,T]) < oo su kuriuo norg < 2, tai (2.26) riba ir integralas (2.29) lygtyje egzistuoja
klasikines analizs prasme, t. y. ribos egzistuoja (visy) intervalo skirstiniy smulkinimo prasme.

4Kiyosi Itd (gime 1915) - japony matematikas
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Geometrinis Wiener'io procesas. Tarkime, kad graz#& yra (2.23) lygybe apil@Ztas atsitik-
tinis procesas. Remiantis tuo, kad Wiener’io proceso kvadrativariacija yra apibezta (2.22)
sarysiu it tuo, kad beveik visos jo trajektorijos yra tolydZios funkcijos, gauname

n(m)
[RIA(T) = lim Y~ {/f(tl-“ ) 2o (1 — )V (1) w<t%,w>>}

i=1

+o? lim Y (W, w) — W, w)]* = o*T
=1

beveik visiemsu € Q). Toks pat sarySis ganaum@gakeitus j bet kuri € [0, T']. Todel grazos
R kvadratire M\-variacija[R], ir jos tolydZioji dalis yra funkcija

[RI5(8) = [BIA(t) = o*[W]A(t) = o’

o SuoliaiAR(t) = 0 su kiekvienut € [0, T]. Tada, (2.26) lygybe apibZta kainaS yra atsitik-
tinis procesas
S(t) = exp{ut + oW (t) — (6%/2)t}, 0<t<T. (2.31)

Sis atsitiktinis procesas vadinamgsometriniu Wiener'io proceso auk&iau aptarta jo konst-
rukcija apibendrina tolydziasias setihes pal ukanas (2.24).

Akcijy kainy kitimus modeliuoti Wiener’io procesu (tiksliau jo prototipu) pirma karta pra-
dejo Louis Bachelier 1900 metais. diau toks kainos modelisama geras nes, be kity tr ukumuy,
Wiener'io procesas gali jgyti ir neigiamas reikSmeligu akciju kainas imta modeliuoti atsi-
tiktiniu procesu

S(t) = exp{W (1)}, 0<t<T.

Sis b'udas siejamas su amesijeastrofiziko M. F. Maury Osborne vardu, kuris §j log-Gausinj
modelj pasi @ 1959 metais.
Geometrinis Wiener'io procesas (2.31) petas naudoti kaip tiesas Itd stochasties lygties

S(t)y=1+(I) /tSdR arba dS(t) = S(t)dR(t), S(0)=1,

sprendinysfia R apibeZtas (2.23) lygybe, o integralas yra Ité stochastinis integralas. Si integ-
raline iSraiSka rodo, kad geometrinis Wiener'io procesas yra tolydaus laiko martingalas. Be to,
geometrinio Wiener’io proceso svarba ypatingai iSaugo po to, kai jis tapo viena iS pagrindiniy
teoriniy prielaidy iSvedant pasirenkamyjy sandoriy (arba opciony) saziningaja kaina. Si prie-
laida buvo tiek svarbi, kad net pats kainos modelis jgyjo saZiningosios kainos atradimo autoriy
varda: Black'o—Scholes’o modelis. diau ekonometrigje finansu rinkos anakge geometrinis
Wiener'io procesaseara laikomas pakankamai adekuavertybiniy popieriy kainos modeliu.
Todel iki Siol intensyviai ieSkomi alternatyv us akcijy kainy modeliavimo b udai.
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Alternatyv us graZos procesai. Daugelio finansuy teoretiky nuomone, tarp kuriy B. B. Man-
delbrot’as yra vienas i$ pirmyju ir aktyviausiu jos re3fik pagrindies problemos yra susijusios
su Wiener’io proceso viennta marginalaus skirstinio uodegos lengviymokygiy nepriklau-
somumu ir trajektoriju tolydumu (Zr. [8]). Per pastaruosius kelis deSimitmsekainy modelia-
vimui buvo i8bandyti praktiskai visi Zinomi atsitiktiniai procesai ir jy léasCia pamiresime
tik keleta alternatyviy atsitiktiniy procesy daznai naudojamy vietoje Wiener’io proceso.
IstoriSkai pirmoiji ir pakankamai nat urali Wiener'io proceso alternatyva buvo simetrinis
stabilusis procesak, = {X,(t): t > 0}, a € (0,2). Sio proceso pokiai yra nepriklausomi
a-stabil'us atsitiktiniai dydZziai, vienriai marginalieji skirstiniai turi sunkias uodegas, o tra-
jektorijos yra tr ukios. Tarkime, kad graZzos procesas yra

R(t) := ut + X, (1), 0<t<T.

Kadangi su kiekvienp € (o, 2), v,(X,(-,w);[0,T]) < oo beveik visiemsu € (2, tolydine Sio
proceso kvadratis \-variacijos dalis X, (-,w)]§ = 0 tiems patiemso € €. Todel remiantis
(2.26), atitinkamas kainos procesas yra

S(t)=exp{put+ Xo(t)} [J1 + AXp)e X, 0<t<T.
(0.]

Buve populiar us pegusio amziaus septintajame ir aStuntajame deSigitmee, simetriniaiv-
stabilieji atsitiktiniai procesai Siais laikais yra gerokatieas naudojami akciju grazoms mo-
deliuoti. Paprastai argumentuojama tuo, kad ju uodegos per sunkios (neegzistuoja antras mo-
mentas). Be to, jie neturi anali@s tankio iSraiSkos. Gal b'ut yra ir kitos, maziau racionalios,
sumagjusio Siy procesy populiarumo priezastys.

Paskutinijj deSimtmetj finansy matematikoje ir ekonometrijoje iSpopejbekelios kitos ho-
mogenisky Lévy procesy klas. Priminsime, katlévy proceswadinamas toks, nepriklauso-
mus pokgius turintis atsitiktinis procesa$ = { X (¢): ¢ > 0}, kurio trajektorijos yra tolydZios
iS deSires, gali tueti tr ukius iS kags ir X (0) = 0. Lévy procesasy vadinamashomogenis-
ku, jei pokyCio X (t + s) — X(t), t,s > 0, skirstinys nepriklauso nut Wiener’io procesas
yra vienintelis homogeniSkas Lévy procesas, kurio trajektorijos yra tolydzios. Tamgtujn
populiariy procesuy Siuo metu yrmrmalusis atvirkstinis Gaussloévy procesas (Zr. Barndorff-
Nielsen [2]). Kita potencialiai populiariy procesu klase, tinkama kainy dinamikai modeliuoti,
gali taptiapibendrintyjyz-skirstiniy Lévy procesai, apit@zti B. Grigelionio [5].

Kitokio tipo alternatyva Wiener’io procesui yra trupmeninis Brown’o judesys (angl. fractio-
nal Brownian motion)By = {Bg(t): t > 0}, kurio Hurst'o rodiklis1/2 < H < 1. By taip
pat yra Gauss’o atsitiktinis procesas su tolydzZiomis trajektorijomisatia skirtingai nuo Wie-
ner’io proceso, jo pokgiai yra priklausomi atsitiktiniai dydziai. Tarkime, kad grazos procesas
yra

R(t) := pt + By (t), 0<t<T.

SAtsitiktinio procesoX = {X(¢): ¢t > 0} vienmatis marginalusis skirstinys yra atsitiktinio dydzig(t)
skirstinys bet kuriam > 0. Atsitiktinio dydZio¢ skirstiniouodegavadinama funkcijgf (u) := P({|¢| > u}), u >
0. Uodega yra lengva, pusiau sunki arba sunki, jei funkgigidelems argumento reik3ms elgiasi atitinkamai
kaip funkcijaexp{—u?}, u*® exp{—u} arbau=?, kuriems nor$) < a,b < co.
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Vel gi, kadangi su kiekvienp € (1/H,2), v,(Bu(-,w);[0,7]) < oo beveik visiemsv €
2, tolydine Sio proceso kvadras \-variacijos dalis yra nulis. Be to, kadangi Sio proceso
trajektorijos yra tolydzios funkcijos, remiantis (2.26), atitinkamas kainos procesas yra

S(t) =exp{ut+ Bu(t)}, 0<t<T.

Beje, jei procesd@y Hurst'o indeksad? € (0,1/2), tai jo kvadratie \-variacija yra begalia
ir todel tai yra pavyzdys proceso, kuriam tolydziy stidiy pal ukany sk&avimo metodas yra
nepritaikomas.

Klausimai ir uzdaviniai.
1. Kuo skiriasi finansy matematikos modelis nuo matenastileorijos?
2. Kas yra saziningojo loSimo rinka? Jos pavyzdZiai?
3. Koks rysys tarp efektyvios rinkos hipotezir saziningojo loSimo hipotes?
4. Kuo skiriasi saZiningojo loSimo hipotezuo atsitiktinio klaidZiojimo hipotezs?
5

. Patikrinti, kad Bernulio proces& apibreziantys atsitiktiniai dydzZiad, . . . , e yra nepri-
klausomi tikimykes P, atzvilgiu (zr. (2.18)).

o

Patikrinti (2.19) lygybe.

7. Pateikti tokj binominio modelio pavyzdj, kuriame su kiekvieng 1,..., 7,

E[S(f(j)m}:l’l ir Var[s(f(f)l)]:(),()l.

8. Nagrinekime tokj dvieju periody binominj mode(iS,, S), kuriameP({{; = a}) = 0, 5,
S(0) =100, u = 0ir a = —0, 01. Rasti visas galimas akcijos kainos procéseeikSmes
po pirmo ir antro periody. Kokia tikimydy kad po antrojo period§(2) > 102?

9. Tegul0 < a < 1. Funkcijai f: [a,b] — R galiojaa-Hdlder'io savyle, jei egzistuoja
tokia baigtire konstantay, kad|f(t) — f(s)| < K|t —s|* su visiaiss, t € [a, b]. Parodyti,
kad tokiai funkcijaif yra baigtire (1/«)-variacija, t. y.vi . ( f; [a, b]) < oco.

10. Tegul0 < p < oo ir 0 < « < 1. |rodyti: jei funkcija f: [a,b] — R turi baigtine
p-variacija ir funkcijai¢: R — R galiojaa-Hoélder'io savyte, tai kompozicijapo f turi
baigtine(p/«)-variacija.

11. Remiantis priedo A.1 teorema, parodyti, kad beveik visoms Wiener’io proceso trajekto-
rjoms galiojaa-Holder’io savyle jeia < 1/2 ir Si savyle negalioja jeix = 1/2.

12. Kodel tolydaus laiko finansu rinkos modelyje akcijos katha grazaRk siejami sarysiais
(2.26) ir (2.30)?
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Pastabos. Tikimybes interpretacijaPirma, tikimyke gali buti interpretuojama kaip (rinkos vigji) individo
asmeninio tikejimo skaitire iSraiSka. Tokiu atveju tikimydyra daugiau siejama su psichologiniu pasauliu, 0 ne su
fiziniu. Antra, fiziniuose moksluose daznai naudojama tikies/mterpretacija yra daznumas, apitinmas herbo
pasirodymo santykiu, gaunamu ne@ftai ilgai metant ta péia moneta. Sios interpretacijos naudojimas susiduria
su sunkumais patikrinant tokio santykio egzistavimo salygagidieterpretacija pasi@lK. Popper’is teikdamas,

kad tikimybe iSreiSkia savybe, kuria jis pavadino polinkiu (angl. propensity). [sigilinus | Sios interperetacijos esme
iSkyla abejoes @l jos egzistavima realiame pasaulyje. Ketvirta, vadinamasis Borel'io kriterijus si'ulo atsisakyti
tikimybes interpretacijos paieskos, priskirdamas tikimybei tarpinj vaidmenj t&jp jghsaulio ir realyls. Pagal

§j kriterijy, patvirtinti ar paneigti tikimybine teorija galima tikrinant tokiy jvykiy realuma, kuriy tikiregtyra arba

nulis arba vienetas. Ri@u apie tai galima suzinoti Dawid (2004) straipsnyje.

Wiener'io procesas|domu tai, kad Wiener'io proceso prototipas pirma karta pagigidkiant matematiskai
aprasyti akcijos kainos kurso kitima. 1S esspanasia matematine konstrukcija naudojosi Louis Bachelier (1900)
savo disertacijoje. Po penkiy mety fizikai Albert’as Einstein’as ir Marian’as von Smoluchowski’s gasiusl
dotis ta p&ia matematine konstrukcija modeliuojant dakejudtjima skystyje. Kadangi eksperimentinis tokios
daleks judkjimo tyrimas buvo pragtas angly botaniko Robert'o Brown’o 1826 metais, ir kadangi Einstein’o bei
Smoluchowski’'o matematinis apraSymas pasitvirtino ekperimentuose, Bachelier, Einstein’o ir Smoluchowski'o
matematinis procesas buvo peaals vadintBrown'o judesiu TaCiau matematiSkai korektiska Sio proceso egzis-
tavimo jrodyma pirma karta pateikNorbert'as Wiener'® (1923). Dl to Brown'o judesys taip pat vadinamas

Wiener'io procesu.
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Skyrius 3
Arbitrazo teorija: diskretaus laiko modelis

Svarbiausia Siuolaikies finansy matematikos dalj sudaro teorija apie arbitraza, rizikai neutraly
jkainojima ir finansiniy iSmoky atkartojima. Jos svarba lemia tai, kad Sios trys savokos sieja
efektyviosios rinkos samprata, vertybiniy popieriy jkainojimo mechanizma ir hedzingu grin-
dziama finansiniy instrumenty jkainojimo metoda. (Apie tokius finansinius instrumentus, kaip
pasirenkamasis sandoris, ir ju jkainojima kalbama kitame skyrelyje.) Paprastai Si teorija vadina-
maarbitraZzo teorijg o0 jos suk urimas yra siejamas su Harrison’o ir Krepg]dgi Harrison’o
ir Pliska [?] darbais.

Mineti trys arbitraZo teorijos dalykai yra nusakomi matengtiins konstrukcijomis: bear-
bitraZe rinka, rizikai neutralus matas ir rinkos pilnumas. Jy konkretus apilmas priklauso
nuo finansuy rinkos modelio. Arbitrazo teorija yra daugiau ar maziau uzbaigta tik diskretaus
laiko atveju. Sio modelio kontekstanka yra bearbitraze tada ir tik tada, kai egzistuoja rizikai
neutralus matagekvivalentus matuP). Be to, bearbitraze rinka yra pilna tada ir tik tada,
kai egzistuoja vienintelis rizikai neutralus matasie du teiginiai sudaro tai, kas yra vadinama
pirmaja ir antraja fundamentaliomis vertybiy jkainojimo teoremomis. Tolydaus laiko finansuy
rinkos modeliuose kol kas zinoma, kad Sie teiginiai yra teisingi nepilnai ir Siek tiek modifikavus
visas tris mietas matematines konstrukcijas.

3.1 Diskretaus laiko finansy rinka

Finansy rinkos matematinis modelis vadinamas diskretaus laiko modeliu jei vertybiniy popieriy
kainos kinta tik diskréiais laiko momentais € D = {0,1,...,7}. Pagrindiniai Sio modelio
elementai jau buvo aptarti 2.2 skyrelyje. Priminsime, kad laiko momeéntas) vadinamas
pradiniu arba dabarties laiko momentu. Laiko momentail priskiriami ate€iai.

Ateities neapibeZtis yra apraSoma tikimybine erd{®, 7, P). Visa laiko momentu priei-
nama informacija yra nusakomaalgebraZF;, C F. Todel nat uralu tarti, kad = {F,: t € D}
yra nemagjartiy o-algebruf, C F; C --- C Fr Seima, kaip ir ank§au, vadinama informa-
ciniu srautu. Kadangi laiko momentas= 0 siejamas su dabartimi, taip pat nat uralu tarti, kad
tikimybinis matasP aibeje F yra trivialus, t. y.

P(A) € {0,1} su kiekviena aibe A € F. (3.1)
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Del Sios prielaidos, visFy,-mat us atsitiktiniai dydziai mat® atzvilgiu yra konstantos.

Kainy sistema. Tarsime, kad finansy rinka sudafe- 1 vertybiniai popieriai, toliau sutrum-
pintai vadinami VP. Kiekvienas VP tapatinamas su indeksu{0, 1, ...,d}. i-tojo VP kaina
laiko momentut yra tikimybineje erdeje (2, F;, P) apibeztas neneigiamas atsitiktinis dydis
S;(t). 18 Siy atsitiktiniy dydziy sudarytas atsitiktinis procesas= {S;(t): t € D} vadinamas
suderintusu informaciniu srautr arbar-suderintu. Tokiu b udu musy nagjamos finansy
rinkos VP-iy kainy dinamika apraSomasuderintu vektoriniu atsitiktiniu procesu

S(t) == (So(t), Si(t), ..., Sa(t)) € REH, te D,

toliau vadinamuD laikotarpio kainy sistemaBe to, diskretaus laiko (arba laikotarpio)finan-
sy rinkavadinsime pord.sS, P), kurioje S yra D laikotarpio kainuy sistema iP yra tikimybinis
matas.

Tarp visy(S, P) finansuy rinkos VP)-inis VP yra iSskirtinis nes laikomas nerizikingu tokia
prasme:

3.1 Apibrezimas. Sakykime, kad,, t = 1,...,T, yra F,_;-matus, teigiami atsitiktiniai dy-
dZiai. 0-inis VP vadinamadanko saskaitgiei jo kainos dinamika nusakoma taifg(0) = 1 ir

suvisaist € {1,...,T}
t

So(t) = H(l + 7).

s=1

Atsitiktinis dydisr; vadinamapal ukany normat yra banko saskaitoS, grazos norma\ R(t).
Banko saskaitos graZa, yra apibezta lygykemis

Ro(t) =) 7,

su kiekvienut € {1,...,T} (plg. su graZzos apikzimu (2.2)).

Tas pats pinigy kiekis Siandien ir bet kuriuo ateities momentu turi skirtinga verte. Naudo-
jantis pal ukany norma, VP-iams Sis skirtumas paprastai jvertinamas diskontudgzatVP
momentat kaina Siandien yra vadinamasiskontuotas kainos procesas

Aisku, kadS} = 1. F-suderintas vektorinis atsitiktinis procesas
S*(t) = (1,85(t),...,55(t) € U, teD,

vadinamagd) laikotarpio diskontuota kainy sistema
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Strategija ir portfelis.  Toliau apibeziamos rinkos veljo (investuotojo) strategijos ir port-
felio sampratos. Laikotarpyje nuo— 1 iki ¢ rinkos dalyvis turi tam tikra kiekj-tosios r uSies
VP. Tarsime, kad tas kiekis yt&,_;-matus atsitiktinis dydig;(¢), igyjantis bet kurias realiasias
reikSmes. IS Siy atsitiktiniy dydziy sudarytas atsitiktinis procesas {v;(t): t = 1,...,T}
vadinamasiumatomuatzvilgiu informacinio sraut@ arbar-numatomu. 2l (3.1) prielaidos at-
sitiktinis dydisy; (1) yra pastovus mat® atzvilgiu. Atvejis, kaiy;(t) < 0 yra interpretuojamas
kaip i-tojo VP skolos dydis tuo gau laikotarpiu.

3.2 Apibréezimas. Sakykime, kad rinkini) := {¢y, .. ., ¥4} sudaro tokie*-numatomi atsitikti-
niai procesai); = {¢;(t): t € D},i=0,...,d, kuriemsy;(0) = ¢;(1) su visaisi. Toks rinki-
nys vadinamas investuotojb laikotarpiostrategija o vektorius)(t) := (1o(t), ..., vq(t)) €

R+ vadinamas investuotojoortfeliu laiko momentu € D.

Jei rinkos veilejas laiko momentu € D turi ;(t) vienetyi-tosios r usies VP, tai jy vertuo
momentu yra);(t)S;(t). Todel rinkos veilejo portfelio vertelaiko momentu: € D vadinamas
atsitiktinis dydis

VS (t) := (t)-S(t) = Z Ui (£)S;(t) (3.2)

Cia ir toliau tagkas zymi skaliaring sandauga Euklidije erdeje R%*!. Atsitiktinis procesas
VS = {V¥S(t): t € D} vadinamasvertes procesifangl. value process). Portfelio vert
V¥:5(t) laiko momentu = 0 mato P atZvilgiu yra pastovus dydis.

Laikotarpyje nua —1 iki ¢ i-tojo VP kainos pokytis yra\S;(t) := S;(t)—S;(t—1). Kadangi
Sio VP tuo laikotarpiu portfelyje yra);(¢), tai atitinkamos portfelio pelno dalies pokytis yra
i (t)AS;(t). Apskritai, portfelio pelnulaiko momentut € {1,...,T} vadinamas atsitiktinis
dydis

t d t

GUI(t) ==Y 1(s)-AS(s) = Y > hils)[Si(s) — Si(s — 1)), (3.3)
s=1 =0 s=1

Laiko momentut = 0 portfelio pelnasG¥ neapibgztas, téiau toliau naudinga pazyeti

G¥5(0) := 0. Atsitiktinis procesag:¥® = {G¥9(t): t € D} vadinamagpelno procesyangl.

gain process).

Jei portfelio veres (3.2) apileZime kainos sistemg pakeisime diskontuota kainos sistema
S*, tai gauta veds procesy V" = {V¥5"(t): t € D} vadinsimediskontuotu vertés procesu
Analogiskai apibezta atsitiktinj proces&¥®" = {G¥*"(t): t € D} vadinsimediskontuotu
pelno procesu

Finansavimosi strategija. Tai tokia strategija), kuria atitinkartio portfelio vere V¥ yra jo

pradires vereésV¥»%(0) ir rinkoje gauto peln@>¥-* suma, t. y. neskiriamagy vartojimui ir era
portfelio papildymo i$ Saltiniy, es&mn uz rinkos riby. Formaliai tokia strategija apéfiama
taip:
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3.3 Apibrezimas. Sakykime, kadS yra kainy sistemaD laikotarpiu. D laikotarpio strategija
1 vadinamaS-finansavimosi strategijéangl. self-financing), jei

VeE(t) = VS (0) + GYO(t)  sukiekvienu t € {1,...,T}. (3.4)

Atvejut = 1 (3.4) sarySis ara strategijos suvarZzymas nes galioja visada. IS tikryjy, kadangi
(1) = 4(0), tai G¥o(1) = V¥9(1) — V¥5(0). Kitiems laiko momentams analogi$ka sagyb
yra portfelio pasirinkimo suvarzymas. Bet kuriuo atveju, finansavimosi strategigalioja
lygybes

Y()-S(t) —h(t —1)-St—1) = VOIt) =Vt —1)=G"(t) — G¥5(t — 1)
= Y(t)[S(t) — St —1)]

suvisaig € {1,...,T}. Suprasting abiejose lyggb pugse(t)-S(t) gauname, kad strategija
1 yra S-finansavimosi strategija tada ir tik tada, kai

G(t)-S(t—1) =t —1)-S¢t—1) suvisaig € {1,...,T}. (3.5)

3.4 Lema. Sakykime, kad' yra kainy sistemaD laikotarpiu, 0.S* yra to paties laikotarpio
diskontuota kainy sistemd laikotarpio strategijay yra S-finansavimosi strategija tada ir tik
tada, kaivy yra S*-finansavimosi strategija

l[rodymas. Pirmiausia tarkime, kag@ yra S-finansavimosi strategija. Su visais {1,...,T},
padaline abi (3.5) lygy®s puses i§,(t — 1) gauname, kad

Y(t)-S*(t—1) =t —1)-S*(t—1) suvisaist € {1,...,T}.
IS Cia iSplaukia, kad lygye
Y(E)-57() — ot — 1)-S7(t — 1) = 1(1)-AS™(1) (3.6)

yra teisinga taip pat su visaise {1,...,7}. Pasinaudoje Siomis lyggmis gauname, kad
diskontuotam veds procesuv’* := V%9 lygybes

VAR = VH0) = Y {V(s) = V(s — 1)}
= > {v(s):57(s) — (s —1)-8%(s — 1)}
pagal (3.6) = > (s)-AS"(s) = GV (1),

s=1

galioja su visaig € {1,...,T}. Tai reiskia, kad) yra S*-finansavimosi strategija. Sios impli-
kacijos jrodymas | prieSinga puse yra simetriSkas ietqaleistas. Lemos jrodymas baigtas.
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3.5 Lema. Sakykime, kad yra kainuy sistemajv, ..., ¥, } yra numatomuyjy procesuy rinkinys

ir v € R. Egzistuoja toks humatomasis procesas kad rinkinysy := {tg,¥1,..., 90, }

yra S-finansavimosi strategija ir Sia strategija atitinkanti pradine diskontuoto portfelio verte
VEST(0) = v.

Irodymas. KadangiS = {S,}<,, diskontuota kainy sistema y&t = (1, {S;}L,). Kiekvie-
namt € {1,...,7T} apibezkime skaiiy

t d d
Yolt) = v+ Y hi(s)ASi(s) = > eilt)SF (1),
s=1 i=1 =1
ir 4o(0) := 1(1). Siomis reikdnemis apibeztas procesag, = {¢(t): t € D} yra numato-

mas kadangi

bolt) = { U E D i(9)ASH () = L ei(®)S (= 1) eit > 1,
i v = S l0)S; (- 1) jeit =1,
o atsitiktiniai dydziaiS; (0),...,S:(t — 1) ir ¥;(1),...,4;(t) yra F,_;-matus su visais €
{1,...,d}. Tokiu budup = {2g,v1,...,2q} yra investuotojo strategija. Sios strategijos dis-
kontuoto portfelio veg laiko momentu € {1,...,7} yra

d

VEST() = do(t) + D u)ST () = v+ ) Y wils)AS;(s) = v+ G (1),

i=1 s=1 =1

nesAS;(t) =1 — 1= 0. Kadangiy;(0) = (1) su visaisi, tai

VEST(0) = (1) + D i(1)S;(0) = v.

|3 Cia iSplaukia, kad/¥%" (t) = V¥57(0) + G¥¥"(t) su visaist € {1,...,T}. Tai reiSkia, kad
1 yra S*-finansavimosi strategija. Remiantis 3.4 Lemajra S-finansavimosi strategija.

3.2 Arbitrazas ir rizikai neutralus matas

Arbitrazas. ArbitraZzo galimybe vadinama tokia portfelio formavimo strategija, kuri be jokios
praloSimo rizikos su teigiama tikimybe garantuoja teigiama pelna. Rapussas arbitraZzo pa-
vyzdys yragalimybetuo pa&iu metu nusipirkti pigiau ir parduoti brangiau. Atsiradus tokiai
galimybei, ji ilgai neegzistuoja, nes kas nors b utinai ja realizuoja ir tokiu b udu iSlygina parda-
vimo ir pirkimo kainas.

Tikslus arbitrazo apil@Zimas priklauso nuo modelio.

3.6 Apibréezimas. Sakykime, kad S, P) yra D laikotarpio finansy rinkaArbitraZzo galimybe
(angl. an arbitrage opportunity) arba tiesexpitrazuvadinama tokigs-finansavimosi strategi-
ja, kad portfelio verés procesuV ¥ teisinga:

VeS0) <0, V¥S(T)>0 P-bv. ir P{V¥S(T)>0}) > 0. (3.7)

39



Priminsime, kad atsitiktiniais dydZiais tikimybiy teorijoje vadinamos ekvivalentumaklas
t. y. klaees kurioms priklausa-b.v. lygios m&ios funkcijos. Tokiy neneigiamy atsitiktiniy
dydziy erdve ZzyrasimeL’ (2, F, P). Tada arbitrazo galimys (3.7) salyga galima iSreiksti ir
taip:
—V¥S(0) e LL(Q,F,P) ir V¥(T)e LL(Q,F,P)\{0}.

Tarkime, kad tikimybine erdv&, F, P) sudaro baigtia ateities scenarijy aéb
Q={w,...,wx}, F=2%ir P{w}) >0 suvisaisw € Q. (3.8)

Tokiu atveju arbitrazo galimyés (3.7) salyga reiSkia, egzistavima tokiginansavimosi stra-
tegijosy, kad su visais € ()

V¥S(0,w) <0 it (VPS(T,wy),..., VP9 (T,wk)) € RE \ {0}, (3.9)

Pastaroji salyga reiSkia, kad egzistuoja bent vienas ateities scenarigug?, kuriam esant
VS(T,w) > 0.

ArbitraZzo galimyles egzistavimas laikomas finansuy rinkos neefektyvumo pasireiskimu, ku-
rio priezastys aiskinamos tuo, kad kai kuriy VP kainésan,pagristos”. Siame skyrelyje cha-
rakterizuojamos tos finansuy rinkos, kurigsgraarbitrazo galimybiy. Tokia finansuy rinka bus
vadinamabearbitraze(angl. arbitrage-free).

3.7 Lema. Sakykime, kads, P) yra finansy rinka.S-finansavimosi strategijaj teiginiai (a),
(b) ir (c) ekvivalent uLCia:

(a) 1 yra arbitrazo galimybg
b) vertes procesul’ := V¥ yrateisinga:V (0) <0, V(T) > 0ir EV(T) > 0;

(
(¢) diskontuotam vertes procesui* := V%" yra teisinga: V*(0) < 0, V*(T) > 0 ir
EV*(T) > 0.

l[rodymas. Teiginiai(a) < (b) kadangi su bet kuriuo atsitiktiniu dydZiu (ekvivalentumo klase)
¢ >0, B¢ = 0tadair tik tada, kaf = 0 remiantis Lebesgue integralo savybe. (Atskiru atveju,
kai ateities neapil@Ztis nusakoma (3.8) tikimybine erdve, o arbitrazo galies/(3.7) salyga
reiskia (3.9), tai Si iSvada iSplaukia iS to, kad

EV(T) =Y V(T.w)P({w})

weN

ir P({w}) > 0 su visaisw € .) Teiginiai (b) < (c) kadangiV*(t) = V(t)/So(t) su visais
teD.

Parodysime, kad saziningojo loSimo rinka yra bearbérariminsime, kad dabartiniame
kontekste finansy rinkas, P) yra saziningojo loSimo rinka, jei egzistuoja tokse R, kad
banko saskaitos,, pal ukany normos = p ir su kiekvienu: € {1,...,d}, i-tojo VP grazos
pokytis

AR,’(lf):,u—i-gm tE{l,...,T}
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ir & = {&q: t € D} F-atzvilgiu yra martingaliniy skirtumy seka. Tada (2.11) teigia, kad
saziningojo loSimo rinkoje diskontuoti kainos proceSaiyra F-martingalai, t. y. su kiekvienu
te{l,...,T}irie{l,...,d}

E[AS;(t)|Fiet] = E[SF(t)|Fit] — Sf(t—1) = 0. (3.10)

Sakykime, kady yra bet kuri S-finansavimosi strategija. Remiantis 3.4 Lemayra S*-
finansavimosi strategija. Prisiming, kad VP kainos procesairysaderinti, bei pazymje
V*=V¥STir G = GY°, su bet kuriua € {1,...,T}, gauname

E[V*(t)|Fi-1] = V*(0) + E[G*|Fi_1]

pagal (3.10) = V*(0)+ G (t—1) = V*(t— 1),

t. y. diskontuotas vees procesa® * yraF-martingalas. Kadandi*(0) yra F,-matus, o0 matas
P yratrivialuso-algebrojeF,, tai P-beveik visada galioja lygyds

V*(0) = E[V*(0)] = E[E[V*(T)|F]] = EV(T).

Tai rodo, kad 3.7 Lemog&:) salyga negali b uti iSpildyta ir tetisaziningojo loSimo rink&s, P)
yra bearbitraé.

Rizikai neutralus matas. Toliau matysime, kad bearbitraZze yra ne tik saziningojo loSimo
rinka. Yra keletas savybiu, charakterizugianbearbitrazes rinkas. Viena is jy yra diskontuotos
kainos martingaliSkumo savgbkuria taip pat ank$au nustagame saziningojo loSimo rinkoje
(zr. (2.11)). Sia savybe suformuluosime bendegsifiormoje.

3.8 Apibrézimas. Sakykime, kad S, P) yra finansy rinka, t. y. kainy sistentaapibezta ti-
kimybinéje erdweje (2, F, P) ir suderinta su informaciniu srautu Macioje erdeje (2, F)
apibreztas tikimybinis mata§ vadinamagizikai neutraliu matu(angl. risk neutral measure),
jei

(1) o-algebrojeF, matas( yra trivialus (plg. su (3.1)) ir

(2) suvisais € {1,...,d} diskontuotas kainos procesgsyraF-martingalas atzvilgiu mato
Q, t.y. S yraF-suderintasF|[| S} (t)|] < oo suvisaist € D ir

Si(s) = EqlSi(t)|F,]  suvisaish <s<t<T.

Taigi saziningojo loSimo rinko$S, P) matasP yra rizikai neutralus. Mato pavadinimas
Lrizikai neutralus" atspindi ta aplinkybe, kad finansy rinkss P) bet kurio VP laukiamosios
grazos norma Sio mato atzvilgiu yra lygi banko saskaitos pal ukany normai (plg. su (2.10) savybe
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saziningojo loSimo rinkoje). IS tikryjy, remiantis grazos normos adionu ir tuo, kad banko
saskaitos kain&(t) yra F;_,-mati, su kiekvienu € {1,...,T}iri € {1,...,d} teisinga

So(t) Si(t)

So(t)
Si(t — 1)EQ [Sg(t)

EqQlri(t)|Fi-1] = TS —1)

—1:7°t.

ft1‘| —1

Paskuti lygybe iSplaukia remiantis 3.1 Apibzimu. Ka tik magme (zr. (3.10)), kad sazinin-
gojo loSimo rinkoje(S, P) diskontuotas kainos procesas yranartingalas atzvilgiu pradinio
mato P, t. y. Sis matas yra rizikai neutralus.

Toliau matysime, kad finansu rink, P) yra bearbitrag tada ir tik tada, kai egzistuoja
rizikai neutralus mata® tam tikra prasme artimas matti Tiksliau, sakykime, kad tikimybi-
niai matai@ ir P apibezti mg&ioje erdeje (2, 7). Matai @ ir P vadinamiekvivalenciaisjei
su kiekvienuA € F, Q(A) = 0 tada ir tik tada, kaiP(A) = 0. Taip yra tada ir tik tada, kai
matag() turi grieZtai teigiama tankj atZvilgiu matB, paprastai Zymimdcq /dP. Jei tikimybire
erdwe (2, F, P) apibrezta sarySiais (3.8), tai matgsyra ekvivalentusP tada ir tik tada, kai
Q({w}) > 0 su visaisw € (.

3.9 Lema. Sakykime, kads, P) yra finansy rinka. Je{) yra rizikai neutralus matas, @ yra
S-finansavimosi strategija, tai diskontuotas vertés procésas” yra F-martingalas atzvilgiu

0.

[rodymas. Tegul @ yra rizikai neutralus matas, © yra S-finansavimosi strategija. Taip pat
tequl V* = V%5, G* == G irt € {1,...,T}. Remiantis 3.8 Apibt#zimu, nesunku
pastelgti, kadl*(¢) yra F;-matus irEg|V*(t)| < co. Kadangiy(t) yra F;_,-matus, tai

Eq[V*(t)|Fiea] = V*(0) + EQ[G*(t)|Fi-1]

d t—1
= V*0)+ Z {Z Vi()ASF(s) + ti(t) Eq [AS ()| Fii] }
=0 s=1
= V0)+G(t—-1)=V"(t-1).
Cia pirmoji ir paskutie lygybes iSplaukia i$ to, kag yra S*-finansavimosi strategija remiantis
3.4 Lema. Toél diskontuotas veels procesas ymramartingalas, ka ir reigjo jrodyti.

Dabar galima jrodyti pirmaja fundamentaliaja teorema:

3.10 Teorema. Finansy rinka( S, P) yra bearbitrazé tada ir tik tada, kai macioje erdvéje, )]
egzistuoja rizikai neutralus matas ekvivalentus matui

[rodymas. Tai, kad rinka yra bearbitr&zjei egzistuoja rizikai neutralus matas ekvivalentus
matui P, jrodysime prieStaravimo b udu. Tarkime, kadira rizikai neutralus matas raimje
erdwje (12, F) ekvivalentus matuiP, o S-finansavimosi strategij& yra arbitrazo galimyeé.
Pastebsime, kad arbitrazo galimghyra invariantie klagje visu maty, kurie yra ekvivalent us
matui P. Todel arbitraZzo galimybs salyga (3.7) ekvivalenti tokiai salygai:

V¥9(0) <0, VYI(T) >0 Q-bv. ir QU{VY¥(T) > 0}) > 0.
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Remiantis 3.7 Lemo&) ir (c) tvirtinimy ekvivalentumu matu), ) yra tokiaS-finansavimosi
strategija, kad diskontuotam vesgtprocesul’* := V%" yra teisinga

V*0) <0, VT)>0 Q-bv. ir EQV*(T)>0.

Kadangil’*(0) yra atsitiktinis dydis matus atzvilgiu trivialios-algebros?F, = {), 2}, remian-
tis 3.9 Lema/* yraF-martingalas atzvilgiu mat® ir todel

0> V*(0) = EQV*(0) = EQ[Eq[V*(T)|Fo]] = EQV*(T) > 0.

Sis priedtaravimas rodo, kad rinkojema arbitrazo galimybiy.

Teoremos tvirtinima prieSinga linkme jrodysime tuo atveju, kai tikimgbéndwe (Q, 7, P)
yra (3.8) pavidald. Taigi tarkime, kad rinkoje @ra arbitrazo galimybiy. Sukonstruosime rizikai
neutraly mata ekvivalenty matii. Tegul®? yra aike visy rinkiniug = {¢1, . .., ¢4} sudaryty
iS numatomuy procesty; = {¢;(t): t € {1,...,T}} ir tegul

W= {(&(w1),...,E(wk)): egzistuoja toke € ®¢, kadé = G(¢p, S*)} C RY;

gia G(¢, S*) == .1, 3¢ ¢i(s)AS:(s). Remdamiesi arbitrazo negalimumu, parodysime,
kad
W NRrRE = {0}. (3.11)

Tegulg = {¢1,...,04} € ®%. Remiantis 3.5 Lema, egzistuoja toks numatomas proegsas
kad rinkinysy = {40, ¢1,..., 04} yra S-finansavimosi strategija ir Sia strategija atitinkanti
pradire diskontuoto portfelio veetV " (0) = 0. KadangiAS;(t) = 1 — 1 = 0 su visais
teT7,ta

G(¢,S8) = GV (T) = V5 (T) = V5 (0) = V5 (T). (3.12)

Cia antroji lygyke yra teisinga toel, kad taip pat yraS*-finansavimosi strategija (zr. 3.4
Lema). Kadangi rinkoje arbitrazo galimybiera, tai remiantis 3.7 Lemds) ir (¢) teiginiy
ekvivalentumuV¥5"(T) ¢ R \ {0}. Del Sios aplinkyles ir cel (3.12) lygybiy,G(¢, S*) &
R\ {0}. Kadangip € ¢ yra laisvai pasirinktas ir rinkinys sudarytas i$ nuliy priklads tai
(3.11) yra teisinga.

Tegul S* Zymi simpleksa{ (z;) € REY: >, ; = 1}. TrokStamam rizikai neutraliam matui
surasti pasinaudosime galimumu atskirti aibiésr S hiperplokStuma. Nesunku jsitikinti, kad
W yra tiesinisR® poerdvis, 0S¥ yra ikilas kompaktas eréje R”. Be to, remiantis (3.11),
W N SE = (). Todel remiantis atskyrimo teorema, egzistuoja toks vektogius (q;) € R,
kad

{ qy=0 suvisaisy e W, (3.13)

gx >0 suvisaisz ¢ SK,

Kadangi standarties bais erdejeR” vektoriuse, := (0,...,0,1,0,...,0) € S&, tai remian-
tis (3.13) sarysiu, skaliarewsandauga Sioje eréje g, = ¢-e, > 0 su visaisk. Todel visosq
vektoriaus koordin&sg, yra teigiamos. Suvisails =1, ..., K, tegul

QUwe}) = /(@ + -+ +aqx) > 0. (3.14)

Ipilnas teoremos jrodymas yra H. Féllmer ir A. Schied knygoje [4, Theorem 5.17]
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ISlaikydami adityvuma pratesiant@ apibeZima iki visos algebrog ir tokiu b udu gauname
tikimybinj mata, apibezta aileje 2. Liko parodyti, kad diskontuotas kainos procesdsyra

F-martingalas atzvilgid) su visaisi = 1,...,d.
Su kiekvienu numatomuy procesy rinkiniu= {¢1, ..., ¢4} € ®, G(¢, S*) € W ir todel
EqG(¢,S™) G(¢ —— =0, 3.15
2G4, Z @)QUw)) = (3.15)

remiantis (3.13) sarySiu. Teguk {1,...,d},t e {1,...,T},Ac F(t—1)ir
i(s) = { 0 jeise{1,...,T}\ {t},

14 jEiSIt.

Cialy(w) = ljeiw € Air 14(w) = 0jei w ¢ A. Taday; yra numatoma, o rinkinys
¢ =10,...,%;,...,0} € &% Tada remiantis (3.15) lygybe nuliui gauname, kad

> hi(s)AS;(s)

Deka Sios lygybs ir naudojantis Zinoma salyginio vidurkio savybe gauname, kad &gyb

/S*(t—ldQ /S* )dQ = /EQ |]—"tl}dc2

yra teisinga bet kuriai aibel € F;_,. 1S Cia iSplaukia, kad

0 = EoG(6, S*) = Eq — Ey [(s;(t) _ St — 1))14 .

EqlS;(t)|Fima] = Si(t —1).

Kadangit € {1,...,T} yra laisvai pasirinktas, tai reiSkia, kad diskontuotas kainy proc&sas
yra F-martingalas atzvilgiuy ir tai yra teisinga su visais € {1,...,d}. Taigi ) yra rizikai
neutralus matas ir jis yra ekvivalentiésdel (3.14) savybs, ka ir reilejo jrodyti.

Binominis modelis. Zinome, kad atZvilgiu tam tikro mat® binominis modelis yra saZinin-
gosios rinkos pavyzdys (zr. 2.1 Teiginj) ir teldyra bearbitrags rinkos pavyzdys. Parodysime,
kad binominio modelio rinka yra bearbit@faliojant mataP atzvilgiu Zymiai bendresams
salygoms.

Priminsime, kad binominiu modeliu vadiname finansy riGkaP), sudaryta i$ nerizikingo
VP Sy, vadinamo banko saskaita, ir rizikingo \&, kuriy kainos dinamika nusakoma lyggt

mis
So(t) = So(0)(1 + p)*
{ S1(t) = S1(0)(1 + p+ @)= Ne(1 4 pu + b)Ne (3.16)

su visaist € {1,...,T}. Ciap,a,b yra tokie realieji skaiiai, kuriems—1 < p+a < p + b,
N, =Y eir{e: t = 1,...,T} yra tikimybingje erdeje (Q, F, P) apibezti atsitiktiniai
dydziai. Priminsime, kad

Q:={-1,+1} ={w=(r,...,rr): 1 € {=1,41}},
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F yra aites(2 visy poaibiy klag, o P yra bet kuris tikimybinis matas ni@je erdeje (2, F),
kuriam P({w}) > 0 su visaisw € . Be to, atsitiktiniai dydZiak,(w) = 0, jeir, = —1ir
e:(w) = 1, jeir, = 1. Tarkime, kad informacinj srauta= {¥;: t € D} sudaros-algebros

Fi = 0(51(0),...,51(t)) = a(S7(0),...,57(t))

su kiekvienut € D = {0,1,...,T}, ty. minimalioso-algebros atZvilgiu kuriy yra matus
iSvardinti atsitiktiniai dydZiai. Tad&, = {0, 2} ir su kiekvienut € {1,...,T},

ft:O'(El,...,Et).

3.11 Teiginys. Binominis modelig S, P) yra bearbitraze finansy rinka tada ir tik tada, kai
a < 0 < b. Matui P ekvivalentus rizikai neutralus mat#g yra nusakomas ta savybe, kad
€1, ..., ep yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai atzvilgiQ ir turi ta patj skirstinj

b
b—ua

Q({e: = 0})

[rodymas. Remiantis pirmagja fundamentaliaja teorema, pakanka nustatyti salygas kada ma-
Cioje erdeje (12, F) egzistuoja rizikai neutralus matgsekvivalentus matuP. Toks matag)
charakterizuojamas sawyiis: Q({w}) > 0 su visaisw € Q ir (Q-beveik visada)

A+p+a)~(d+p+b)
L+p

Eq[ST(t)|Fi-1] = Si(t — 1) Eq

f] —Sit-1)

su kiekvienut = 1,...,T. Pastaroji lygyk galioja tada ir tik tada, kai

(1+p+a)Q{e =0}F) + (1 +p+b0)Q{e = 1}F) =1+ p,
t. y. Q-beveik visiemsv € (),

b

Q{er = 0}Fi1)(w) = L

su kiekvienut = 1,...,T. Taigi ) yra rizikai neutralus matas tada ir tik tada, kal. .., e
yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai atzvilgiu ma€p apibezto lygytemisQ(e¢; = 0) = ¢ su
kiekvienut. Be to,Q({w}) > 0 tada ir tik tada, kai: < 0 < b.

Pastebsime, kad gautasis binominio modelio rizikai neutralus m@taspriklauso nei nuo
galimy ateities b usenu, nei nuo jy tikimybiy.

3.3 ISvestiniai vertybiniai popieriai

Finansu rinkos pirminiais vertybiniais popieriais vadinami akcijos, obligacijos, izdo vekseliai ir
panasiai. B utent pirminiai VP ir sudaro iki Siol nagtins finansy rinkos VP e {0,1,...,d}.

Be pirminiy VP, realiose finansy rinkose prekiaujama ir tokiais VP, kuriy ateities iSmokos viena-

reikSmiskai priklauso (yra netiess funkcijos) nuo pirminiy VP kainy sistemssg, Si, ..., Sy
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ir gal b'ut nuo kity faktoriy. Sie finansiniai instrumentai vadin&westiniais VP(angl. deri-
vative securities) arbinansinemis iSmokom{angl. contingent claims). Pagrinéimproblema
susijusi su iSvestiniais VP yra ju jkainavimo mechanizmas, t. y. klausimas: kokia yra finansinio
instrumento kaina Siandien nezinant jo iSmokos dydzio ateityje?

Tokia finansinio instrumento kaina, jei ji egzistuoja,dty patenkinti ir pirleja ir parda-
veja. Del Sios priezasties tokia kaina vadinasgziningaja Saziningaja kaina bearbitreye
VP rinkoje vadinama bearbitraxaina, t. y. tokia kaina, kuri nesukuria arbitrazo. Tegujra
rizikai neutralus matas, kuris egzistuoja (ir gal b ut ne vienintelis) remiantis pimaja fundamenta-
ligja teorema. Parodysime, kad bearbigjga/ieno periodo rinkoje (europietiSskosios) fina@sin
iSmokosC' bearbitrag kaina, yra salyginis vidurkis

7(C) := Eqg {%

1+r

C
fo] = EQ{ ] (3.17)
Pastebsime, kad Si kaina priklauso nuo rizikai neutralaus ndato

EuropietiSkoji finansine iSmoka. Toliau nagrirejama finansing iSmoka galima apibudinti
kaip kontrakta tarp dvieju rinkos vedy. Priklausomai nuo kontrakto tipo finanegiSmokos
gali b uti keliy rusiy. Jei kontraktas sudaromas laiko momest, o jpareigojama iSmoka
atliekama (fiksuotu) ateities momentu= 7', tai toks finansinis instrumentas vadinamas euro-
pietiSkaja finansine iSmoka. AmerikietiSkaja finansine iSmoka vadinamas toks kontraktas, kuris
sudaromas momentu= 0, o jpareigojama iSmoka atliekama tuo momentu{1, ..., 7}, ku-
ri nusistato kontrakto pigjas ateityje. Pamesime pagrindinius europietiSkojo tipo finansiniy
iSmokuy pavyzdzius.

Pasirenkamuoju sandorjuarba PS, (angl. option) vadinamas kontraktas pagal kurj jo sa-
vininkas jgyja teise, bet ne pareiga, ateityje pirkti arba parduoti VP i$ kontrakto pegodaX/
i$ anksto sutarta kaina, toliau Zymimid. PS pardagjas uz Sio kontrakto kaina, vadinama
premija, {gyja pareiga iSpildyti kontrakto jpareigojima. Priklausomai nuo to ar VP perkamas
ar parduodamas, PS vadinamas pirkimo PS (angl. call option) arba pardavimo PS (angl. put
option). Pirkimo PS ateities iSmoka yra

Ccell = (S(T) — K)* = { 0 jei Si(T) < K.

Jei momentu = 7T pasirodo, kad;(7") > K, tai pirkimo PS savininkui yra pelninga pasinau-
doti savo teise pirkti-tajj VP uz mazesne kain&'. PrieSingu atveju, jeb;(7) < K, tai Sia
teise jis gali ir nesinaudoti. Pardavimo PS ateities iSmoka yra

K — S(T) jei Si(T) < K,

CM = (K — S(T))" = { 0 jei S;(T) > K.

Taigi, klausimas, kuriuo doasinmes yra PS premijos dydis, t. y. PS saZiningoji kaina momentu

t=0.
Pastebsime, kad pirkimo ir pardavimo PS iSmokos yra susijusios sarysiu

Ccall o Cput — SZ<T) - K.
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Jei rinka yra vieno periodo ir bearbit@zai Siy PS bearbitras kainos yrar(C) ir 7(CP*)
apibreztos (3.17) lygybe. Bl pastarojo sarySio, Sios kainos yra susije lygybe

Si(T) — K

() — m(CP) = EQ[ Ay

Pastaroji lygyke yra teisinga toel, kad diskontuota VP kaina yra martingalas atzvilgiu rizikai
neutralaus mat@, Sy(0) = 1ir So(7") = 1 + r. Formuk

7(CU) = 7 (CP) + S;(0) — K/(1 +7)

vadinama pirkimo—pardavimo paritetu (angl. put—call parity). Naudojantis Sia formule pakanka
nustatyti viena i$ dviejy kainy, pavyzdziui pirkimo PS kair(g@ ).

Kitas finansies iSmokos pavyzdys. Momentu= 0, du rinkos veilejai nutaria, kad vienas
i$ jy ateities momentt = T parduos kitam rinkos ve#éui i-tajj VP uZz i$ anksto sudeta kaina
K. Tai yra kontraktas vadinam&&ankstiniu sandoriangl. forward contract). 1Sankstinio san-
doriaus savininkas pirkistajj VP uz sutarta kain&’, nepriklausomai nuo tikrosios to momento
kainos. Sio kontrakto pasekoje iSmoka yra

C"* = S(T) - K.

ISankstinio sandorio iSmoka gali b uti tiek neigiama tiek ir teigiama. Rasitab, kad Si iSmoka
yra lygi pirkimo ir pardavimo PS iSmokuy skirtumui.

Finansy rinkos modelyje toliau nagefamos tokios finanses iSmokos, kurios yra nenei-
giami atsitiktiniai dydziai. EuropietiSkoji finansiniSmoka matematisSkai ap#itiama tokiu
b udu:

3.12 Apibrezimas. EuropietiSkajainansine iSmokdangl. contingent claim) vadinamas atsi-
tiktinis dydisC' = C'(w) tikimybinéeje erdeje (2, F, P), kuriam

0<C <o P-beveik visada.

Finansire iSmokaC' vadinamaiSvestinenuo pirminiy VP.S = (S, S1,...,5,), jei ji yra ma-
ti atzvilgiu Siy VP generuotos-algebross(S). Tokiu atveju egzistuoja tokia mati funkcija
[ R — [0, 00), kad

C = f(So,S1,...,54).

EuropietiSka finansimiSmoka interpretuojama kaip VP, kuris momentda 7' kainuojaC.
MomentasI’ vadinamas Sios finangs iSmokos galiojimo pabaigos data (angl. maturity).

|[kainavimo mechanizmas. Toliau aptariamas finansas iSmokos jkainavimo mechanizmas
grindZiamas prielaida, kad finansy rinka yra bearbér&fos prielaidos isvada yra ,vienos kai-
nos" principasjei egzistuoja dvi skirtingos strategijos, kuriy portfeliy kainos ateities momentu
t = T yra vienodos, tai ty strategijy portfeliai momenty= 0 privalo turéti ta pacia kaina

Siuo principu grindZiamas toks jkainavimo mechanizmas. Parodoma, kad fiaagrsioka
C' yra perteklire tarp visy rinkos VP ta prasme, kad egzistuoja tokia banko sask&jtos
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rizikingo VP S; pirkimo-pardavimo strategije, kurios portfelis momentu = 7" kainuojaC’,
t.y. V¥S(T) = C kai S = (Sp, S1). P&ia finansine iSmok&' galima panaudoti sudarant
antraja strategija, kurios portfelis sudarytas tik i$ Sio iSvestinio VP, kuri@ vedmentu = 0
yra nezinomoji kontrakto kaina(C'), o atitinkamo portfelio vee momentwt = 7T yra lygi
iSmokaiC'. Tada, remiantis metuoju principu,7(C') turety b uti lygiv> strategijos portfelio
vertei momentu = 0, t. y. V¥9(0). Tokia finansis iSmokos kaina vadinsime bearbitraZine
kaina.

Sj jkainavimo mechanizma iliustruosime vieno perigb= 1) binominio modelio pavyz-
dziu. Tikimybires erdes((2, 7, P) elementariyjy jvykiy aib ) sudaryta tik iS dviejy elemen-
tariyjy ivykiy {—1,+1}. Binominio modelio finansuy rink&s, P) sudaryta i$ vieno rizikingo
VP S; ir banko saskaitos, kuriy kainos dinamika nusakoma lygymis (3.16). Remiantis
3.11 Teiginiu, tokia finansy rinka yra bearbitestada ir tik tada, kai < 0 < b. Tarkime, kad
C' yra finansie iSmoka. Rasime jos bearbitraZine kairg").

Tarkime, kad rizikingojo VP kaina momentu= 0 yra 1. Tada, momentu = 1, Sio VP
kaina yra

soi=14+p+a jeiw=-1,
Si(1w) = { sp:=14+pu+0b jeiw=+1.
Tarkime, kad banko saskaitofe, momentut = 0 yra 1, o pal ukany norma yra > 0 ir tai
reiSkia, kad momentu = 1 saskaitojeS, yra 1 + p. Tarkime, kad finansi iSmokaC' =
C(w) igyja reikSmese_ ir 2, priklausomai nuo dviejy galimy ateities b useng {—1,+1}.
Pagaliau tarkime, kad portfelj sudarq rizikingojo VP vienetu iryy banko saskaitos vienety.
Realiuosius sk&ius ir ¢, rasime is salygos:

14+ u s+ [z
%(1 +M) + (;) = <xj> (3.18)

Si salyga reiskia, kad portfelip(1) = {v, 11} vere V¥-3(1) lygi iSmokaiC. 13sprendg (3.18)
sistema, gauname, kad

Xy — T . B
= S+ = S5- ' bo = (s+ —s-)(1+n)

KadangiS,(0) = S1(0) = 1, finansires iSmokos bearbitraZrkaina yra

S4T_ — S_Ty

x4y 1+ p—s_ r_ sy —1—p
C = p— . .
m(C) Y1+ o I4+p sy —s_ +1+u 54 — S_
Ty T b
— (1= . su = :

Priminsime, kady = {q, 1 — ¢} yra rizikai neutralus tikimybinis matas ekvivalentus matui
Gauta finansias iSmokos”' bearbitraze kaina galima uzrasyti ir taip:

(€)= Fo| ]

I+ p
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Atkartojama finansin e iSmoka. Minetame pavyzdyje bearbitrakaina buvo rasta iS (3.18)
salygos, reiskiatios, kad ieSkoma strategija atitinkaa portfelio vere V(1) = C'. Si salyga
yra esmi bearbitrags kainos sampratoje ir formalizuojama tokiu b udu:

3.13 Apibrezimas. Sakykime, kad S, P) yra VP rinka. FinansiaiSmokaC vadinamaatkarto-
jama (arba replikuojama), jei egzistuoja finansavimosi strategjjkuria atitinkar€io portfelio
vertt momentu = 7 yraV%%(T) = C, t. y. P-beveik visada

Tokia strategija) vadinama iSmok&' atkartojancia strategija

Finansine iSmok4&' atitinkantidiskontuota iSmokgra

Remiantis 3.4 lema$-finansavimosi strategija yra §*-finansavimosi strategija. Tetlfinan-
sine iSmokaC' yra atkartojama tada ir tik tada, kai ja atitinkanti diskontuota iSmakéuri
pavidala

H = (T)-5*(T) = V¥ (T) = V¥ (0) + Zw )-AS* (s

su kuria nors finansavimosi strategija Tokia diskontuota |smokal vadinama atkartojama, o
1 vadinamaH atkartojaia strategija.

3.14 Teorema. Sakykime, kad finansy rinkéS, P) kainy sistema yra suderinta su informaci-
niu srautuF = {F;: t € D} ir @ yra rizikai neutralus matas ekvivalentus matei Bet kuri
atkartojama diskontuota iSmokd yra integruojama atzvilgiu mat@), t. y. Eg[H| < co. Be
to, bet kurig,H atkartojantia strategijay, atitinkanciam vertes procesiii = V¥°" P-beveik
visur teisinga

0<V(t) = Eq[H|F] (3.19)

su kiekviend = 0, 1,..., 7. Be kita ko,VV yra F-martingalas atzvilgiuy.

l[rodymas. Tarkime, kady yra diskontuota iSmok&/ atkartojantiS-finansavimosi strategija ir
V = V%5 yra ja atitinkagio diskontuoto portfelio veés procesas. Pirmiausia parodysime,
kad

V(t) >0 P-beveik visada su visais (3.20)

Tai yra teisinga kat = 7' nesV(T) = H > 0. Kitiems¢ naudosineés magjartia indukcija.
Tarkime, kadt € {1,...,T} ir V(¢t) > 0 P-beveik visur. Parodysime, kad(t — 1) > 0
P-beveik visur. Kadangy yra S*-finansavimosi strategija,

V(t=1) = V(i) = ¢(t)-AS™(t) = =(t)-[S"(1) = S*(t - 1)].
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Su bet kuriuoc > 0ir t € D, pazynekimey©(t) := ¥(t) 1)< (Cialy yra aikesA C Q
indikatorine funkcija) ir tarkime, kad) yra rizikai neutralus matas ekvivalenté’s Kadangi
Ye(t) yra apeztas, o/ (t — 1)1y(|<cy YraFi—1-matus, tai

V(t = Dlpmi<g = Eo[V(t = Dlgumi<a|Fi)
—Eq [y°(t)-[S*(t) — S*(t — 1)]| Fii]
= —Y(t)-EQ[S*(t) — S*(t — 1)|Fea] =0

Y

P-beveik visada, nes diskontuotas kainos procétagra F-martingalas atzvilgiu) su kiek-
vienui. Sioje nelygylje leisdamic T co gaunamé// (¢t — 1) > 0 kadangi{|¢(t)| < ¢} T Q.
Indukcijos argumentas jrodo (3.20).

Toliau, P-beveik visur aieje {|y ()| < ¢}, su kiekvienu, turime

Eq[V)|Fia] =Vt —1) = Eg[V(t)—V(t—1)|F]
Eq[ve(t)-[S*(t) — S*(t = 1)]| Fo-i]
= V(t)EQ[S"(t) — S*(t — 1)|Fa] = 0.

Leisdamic T oo, vel gauname, kadl|v(t)| < ¢} T Q. Todel P-beveik visada
EoVOIF] =V(i—1)

ir tai teisinga su visais. KadangiV/(0) yra baigtire konstanta ir naudojantis salyginio vidurkio
savybe, gauname

5 > V(0) = Eg[V(0)] = EqlEo[V(1)|R]] = EqlV(1)]

Indukcija pagat ir tai, kad V' (¢t) > 0, jrodo V' (t) € L*(Q, F,Q) ir Eg[V(t)] = V(0) su visais
t. Teoremos teiginys iSplaukia is to, k&d7") = H.

Kadangi desia (3.19) lygyles pug nepriklauso nu@, tai visosH atkartojaigios strategijos
privalo tureti viena ir ta patj veés proces®¥ = V¥%". Atvejut = 1 gauname, kad atkartojamai
diskontuotai iSmokat galioja lygyle

V¥ (0) = Eq[H|Fo]

su bet kuriuo rizikai neutraliu mat{) ekvivaler€iu matuiP. Pritaikyta nediskontuotai finansi-
nei iSmokaiC', gautoji teorema teigia, kad atkartojagia strategija atitinkatio nediskontuoto
portfelio vere

7

= 1, pradire tokio portfelio verg yra

C

VPS(t) = 9(1)-S(t) = StV () = So(t)Eq [m

su kiekvienut = 0,1, ..., T. Atskiru atveju, kaiSy(0)

C
0)-S(0) = FEp|——

$(0)-50) = Fo| 5o

7
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Bearbitraze kaina. Sakykime, kad diskontuota iSmoka atkartojagios strategijos portfelis
yraV. Tada kainar(H) := V(0) yra bearbitrag diskontuotos iSmoko#& kaina ta prasme,
kad bet kuri kita kaina sukuria arbitrazo galimybe. IS tikro, tarkime, kad laiko monteatd
diskontuota iSmoka/ galima parduoti uz kaing > 7(H). Tada momentu = 0, parduodant/

ir perkantH atkartojantj portfel}/, be jokios rizikos gaunamas pelnas V' (0) > 0. Momentu

t = T, portfelio vere V(T") yra pakankama iSpildyti kontraktu numatyta salyga, t. y. iSatiok
V(T)=H.

Tiksliau bearbitraés kainos i@ja galima suformuluoti taip:

3.15 Apibrezimas. Sakykime, kad S, P) yra VP rinka. Diskontuotos iSmokas bearbitra-
Ze kainavadinamas realusis skaus 7(H) > 0, jei egzistuoja tokg-suderintas stochastinis
procesasX,, 1, kad

Xd+1(0) - W(H)7 Xd+1(t) Z O, kal t - 1, e ,T - 1 II’ Xd+1(T) - H, (321)
ir papildyta finansuy rink&l, Sy, ..., S3, X411) yra bearbitrag.

Tokiu b udu, diskontuotos iSmokos bearbigréaina yra tokia kaina, kuria prekiaujant mo-
mentut = 0 VP rinkoje rera sukuriama arbitrazo galimgb Tai reiSkia, kad nei pigjui nei
pardaejui neegzistuoja finansavimosi strategija visiSkai be rizikos sukurianti teigiamo pelno
galimybe.

Pasirodo, kad bearbitrag kainos pavidalas gali tfi tik jau ank€iau nustatyta forma.

3.16 Teorema. Sakykime, kad finansy rinkds, P) matui P ekvivalenciy ir rizikai neutraliy
maty aib&P(P) yra netuScia. Diskontuotos iSmok&sbearbitraziy kainy aibe

II(H) = {Eg[H]: Q € P(P)ir Eg|H] < co}. (3.22)

l[rodymas. Tarkime, kadr(H) € II(H), t. y. 7(H) yra bearbitrag H kaina. Tada papildyta
rinka (1, S5, ...,S5, X41) yra bearbitrag. Remiantis 3.10 Teorema, egzistuoja toks m&tui
ekvivalentus mata®, kad visid+1 diskontuoti VP yra martingalai atzvilgiQ). IS Cia iSplaukia,
kad X, ir S, i =1,...,d, yra martingalai atzvilgi®, t. y. @ € P(P). Be to,

m(H) = X441(0) = Eq[X441(T)] = Eq[H] < 00

remiantis 3.14 Teorema. Taigi (3.22) galiojacwietoje=.
AtvirkScCiai, tarkime, kadr(H) = E[H] su kuriuo nors) € P(P). Apibrezkime atsitiktinj
procesaX 1 lygybemis X, (T) := H ir

Xan(t) = EQ[H|F

su kiekvienut = 0,1,...,T — 1. Taip apibeztam procesuk ., galioja (3.21). Be to, mata@
yra rizikai neutralus papildytai rinkdil, ST, ..., S5, X41). Todel 7(H) € II(H), t. y. (3.22)
galioja suD vietoje=.

Jei matuP ekvivaler€iy ir rizikai neutraliy maty aie P(P) turi daugiau negu viena ele-
menta, tai gali atrodyti, kad diskontuota iSmoga turi daugiau negu viena beagbitkaios
reikSme. Taiau taip rera:
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3.17 I18vada. Bearbitrazeje finansy rinkoje atkartojamos diskontuotos iSmaékdearbitraziy
kainy aibeIl(H) sudaro vienintelis elementds$(0); €ia V' yra H atkartojancios strategijos
vertes procesas.

l[rodymas. Tarkime, kad diskontuota iSmola yra atkartojama it” yra ja atkartojabios finan-
savimosi strategijos vess procesas (nepriklausantis nuo strategijos). Remiantis 3.14 teorema,
V(0) = Eg[H]| < oo su bet kuriuo rizikai neutraliu matQ) ekvivaler€iu matuiP. Tai reiSkia,

kad bearbitraZiy kainy a#h(3.22) sudaryta i$ vienintelio elemento.

3.4 Pilnoji finansy rinka

Siame skyriuje charakterizuojama finansy rinka, kurioje visos finassgmokos yra atkartoja-
mos.

3.18 Apibrezimas. Finansuy rinka S, P) vadinamapilnaja, jei kiekviena finansia iSmoka yra
atkartojama.

Su bet kuriuo finansy rinkos modelig, P) ir matu@ € P(P), galioja sarySiai
V= {¢(T)-S(T): ¢ numatomas C L'(Q2,0(9),Q) C L°(Q, F,Q) = L°(Q, F, P).

Jei rinka yra pilna, tai visi Sie sarysiai virsta lygsnis. Kadangi ai®) yra baigtinio matavimo
tai ir atsitiktiniy dydziy erde privalo b uti baigtinio matavimo. Bet tai reiSkia, kad rinkos mo-
delis priklauso tik nuo baigtinio skéiaus ateities scenarijy. Tiksliau §j teiginj galima iSreiksti
naudojantis tikimybigs erdes((2, F, P) atomo savoka. B utent, aild € F vadinama erd&s
(Q, F, P) atomy jei P(A) > 0 ir su kiekvienuB € F iS5 to, kadB C A iSplaukia, kad arba
P(B) =0arbaP(B) = P(A).

3.19 Teiginys. Su bet kuriug € [0, oo|, erdvesL?(Q2, F, P) dimensija

dimLP(Q, F, P) = sup{n € N: 3 toks(2 skaidinys{A4;} ,, kad A; € F ir P(A;) > 0}.
(3.23)
Be to,n := dim LP(2, F, P) < oo tada ir tik tada, kai egzistuoj& skaidinys sudarytas i8
erdvesL? (2, F, P) atomy.

l[rodymas. Tarkime, kad{ A;}! , yra toks(2 skaidinys, kadA; € F ir P(A4;) > 0. Atitin-
kamos indikatorigs funkcijosl 4,, ..., 14, yra erdes? = LP(Q), F, P) tiesiSkai nepriklau-
somuy funkcijy rinkinys. Todl dimL? > n. PrieSingai nelygybei jrodyti pakanka tarti, kad
(3.23) lygykes desSinioji pus yra baigtir ir lygi m. Jei{A;}™, yra atitinkamag) skaidinys,
tai kiekviena ai A; yra (Q, 7, P) atomas nes prieSingu atveju neb uty maksimalus. Teld
kiekvienas atsitiktinis dydis{ € L? yra P-beveik visur pastovus aglje A;, t. y. pazynejus X
reikSme aileje A; z;,

X = Z x;14,  P-beveik visur.
=1
Taigily,,..., 14, sudaro erdesL? baze, t. y. dink? = m, ka ir reikejo jrodyti.
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Kita teorema charakterizuoja pilnas rinkas ir daznai vadinama antraja fundamentaligja teo-
rema.

3.20 Teorema. Bearbitraze finansy rink&S, P) yra pilna tada ir tik tada, kai egzistuoja vie-
nintelis rizikai neutralus matas ekvivalentus makui

l[rodymas. Tarkime, kad bearbitr&finansy rinkg S, P) yra pilna ir@,, Qs € P(P). Su bet
kuria aibeA € F, diskontuota finansmiSmokaH = 1, yra atkartojama. Remiantis 3.17
iSvada,1(A) = Q2(A). KadangiA yra bet kurisF elementas, tai); = ()». Taigi aibeP(P)
sudaro vienintelis elementas.

Teoremos tvirtinima prieSinga linkme jrodysime tuo atveju, kai tikimgbéndwe (Q2, F, P)
yra (3.8) pavidalé. Tarkime, kad bearbitr@s finansy rinkogS, P) aibe P(P) = {Q}, o
pati rinka rera pilna. Parodysime, kad tada aiB¢P) privalo sudaryti daugiau negu vienas
elementas. ErdajeR” apibesime skaliaring sandauga: su visais € RX

Ty = Z 2y Q({wi})

Pana6iai kaip ir pirmosios fundamentaliosios teoremos (3.10 teorema) jrodyme, tarkime, kad
d4+1 yra aile visy rinkiniyg = {¢4, ..., ¢4} sudaryty i§ numatomy procesy= {¢;(t): t €
{1,...,T}}irtegul

W= {(&(w),. .., E(wk)): tokiep € dLir vy € R, kadé = vy + G(, S*)} C RY;

Gia G(p,5%) == .1, Zfzo ¢:(s)AS?(s). Kadangi rinka Bra pilna, egzistuoja neatkartoja-
mas finansinis iesSkiny€, t. y. z := (C(w1),...,C(wk)) € W. KadangiWW yra tiesinisR*
poerdvis, o{z} yra kompakti ir iSkila aie nesikertanti si//, remiantis atskyrimo teorema,
egzistuoja toks vektorius = {u;} € RX, kadu-y = 0 su visaisy € W ir u-z > 0. Deél
pastarosios nelyg@su # 0. Tarkime, kad su kiekvienue {1,..., K},

~ U;

Qwd) = (14 5———)Q({wi})

2 max; |u;|
Kadangiu; > —2max; |u;|, taiQ({w;}) > 0 suvisais. Be to, kadangl = 1+ G(0,5*) € W
tai

K u-1

i=1

|Mx

Todel Q yra tikimybinis matas ekvivalentus matid, nesutampantis su matd. Be to, su
kiekvienug ¢ @4

u-G(¢p, S*)
)-AS* E, )-AS* — L =
[Z(b 5 } Q{Zé 5 1 2 max; |u;| "
nes( yra rizikai neutralus matas ¥G(¢, S*)(w;)} € W. Tai yra lygyke, analogiSka (3.15),

leidZianti tokiu pat b udu parodyti, kad diskontuotas kainos procgsaa martingalas atzvilgiu
Q. Taigi Q, Q) € P(P) — prieStaravimas, jrodantis rinkos pilnuma.

2pilnas teoremos jrodymas yra H. Féllmer ir A. Schied knygoje [4, Theorem 5.39]
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Klausimai ir pratimai.

1. Esant baigtinei tikimybinei erdvei (3.8), jrodyti, kad (3.9) arbitraZzo galimyba ek-
vivalenti tam, kad egzistuoja tokid-finansavimosi strategija, kuriai V*°(0) < 0 ir
V&S(T) = 0.

2. Esant baigtinei tikimybinei erdvei (3.8), tikimybinis mat@sant(Q2, ) yra ekvivalentus
P tada ir tik tada, ka@Q)({w}) > 0 su visaisw € (.
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Skyrius 4

Arbitrazo teorija: tolydaus laiko modelis

4.1 Tolydaus laiko finansy rinka

Black'o-Scholes’o rinkos modelis. Sakykime, kad finansu rinka sudaryta iS dvieju VP, pazy-
mety indeksais € {0, 1}. Pirmasis VP yra nerizikingas ir jo kaindg = {Sy(t): 0 <t < T}
dinamika

So(t) = exp{rt}, r > 0. 4.1)

atitinka tolydZiasias swatines pal ukanas su grazos normgar. (2.24)). Antrasis VP yra rizi-
kingas ir jo kainaS; = {S;(t): 0 <t < T} yra geometrinis Wiener'io procesas, t. V.

Si(t) = exp{ut + oW (t) — (0/2)t} peER ir o>0; (4.2)

Cia, Wiener'io procesald’ = {IV(t): t > 0} apib®Ztas tikimybirje erdeje(Q2, F, P). Tarki-
me, kadS = (S, S1). Taip apibezta finansy rinkaS, P) vadinsimeBlack’o—Scholes’o rinkos
modeliy arba trumpiaBS rinkos modeliu

Tolimesnis tikslas - pasirenkamojo sandorio saziningosios kainos nustatymas BS rinkos mo-
delyje. Panasiai kaip ir diskretaus laiko modelyje parodoma, kad Si rinka yra beaghitkal
pasirenkamasis sandoris yra atkartojamas. Tuo atveju saziningoji kaina yra sandorj atkartojan-
Cio portfelio Siandienia kaina.

Rizikai neutralus matas. Tai, kad BS rinkos modelyjeara arbitraZzo bus parodyta naudojan-
tis rizikai neutraliu matu ekvivaldghiu matui P. Tokj mata sukonstruosime toliau.

Kaip ir diskretaus laiko modelyje, matég apibeZtas méioje erdeje (2, F) vadinamas
rizikai neutraliy, jei finansy rinkos visi diskontuoti kainos procesai, apitrtikimybineje erd-
veje (), F, @), yra martingalai atzvilgiu informacinio srauto(Zr. A.3 apibezima).

4.1 Teorema. BS rinkos modelyjéS, P) egzistuoja rizikai neutralus mat&g ekvivalentus ma-
tui P.

Irodymas. Su kiekviena aibel € Fr, tequlQ(A) := Ep[14L(T)]; Cia

- T

W(t) — (“ - T)2t/2} . telo,T].

o

L(t) := exp {—“

g
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Naudojantis tuo, kadlV’ (t) = /tW (1), t > 0, skirstiniy prasme, galima parodyti, k&yra
tikimybinis matas aibje (2, 7). Kadangi funkcijal(T,-) > ¢ > 0, @ yra ekvivalentus matui
P.

Parodysime, kad diskontuotas kainos procesds) = e "'S;(t), 0 < t < T, yra mar-
tingalas tikimybireje erdeje (2, 7, Q). Naudosings It6 formule du kartus. Pirma, tegul
F(u) = e*, u € Rir h yra glodi funkcija. Tada

t t 0_2 t
/ h(s) de”™'®) = / h(s)F'(cW (s)) doW (s) + ?/ h(s)F"(cW (s))ds,
0 0 0
su kiekvienw < ¢t < T, kadangi kvadrati@ variacija[Il/’](s) = s. Antra, remiantis It6 formule
funkcijai ¢(u, v) = wv ir pazymejeq == p —r — o?/2

t t t
Si(t) = p(e, eV V) =1 +/ ST(s)qds +/ e de”W ) =1 +/ Si(s)odW*(s),
0 0 0
su kiekvienut € [0, 77, Cia

W) =Sy w@),  telo,1).

o

Remiantis Girsanov’o teorema A.4, atsitiktinis procedas = {IV*(t): 0 < ¢ < T}, api-
breztas tikimybije erdeje (€2, Fr, Q)), yra Wiener’io procesas ir t@l martingalas. Kadangi
integralas atzvilgiu martingalo yra martingalas, gauname

Bo[Si(0)7] =1+ Bo | [ sitwaw-(s| 7] = si0

su kiekvienu0 < ¢’ < t < T. Diskontuotas nerizikingas VP yra tapatingai lygus vienetui ir
todel yra martingalas bet kurioje tikimybée erdeje. Gavome, kad) yra rizikai neutralus
matas BS rinkos modelyje.

Strategijos. Nagrirekime BS rinkos model{S, P), Cia S = (S, S1) yra kainos procesai
apibrezti (4.1) ir (4.2) lygyemis. Kaip ir anksiau diskontuoti kainos procesai sudaro pora
S*=(1,57)ir Si(t) = e "S1(t),0 <t <T.

Pora atsitiktiniy procesyy = {v, ¢1}, ¥; = {¢;(t): 0 < t < T} vadinama strategija, jei
egzistuoja integralai:

T T
/wi(s)dSi(s)E/ vidS,  i=1.2.
0 0

o tikimybineje erdeje (2, Fr, Q) apibeZtas atsitiktinis procesas

{/t hdSt: t e [O,T]} (4.3)
0

56



yra martingalas atzvilgiu informacinio srauto Tradicirgje tolydaus laiko finansy matemati-
koje mirgtieji integralai paprastai suprantaltd stochastinio integralo prasmetodel atsitik-
tiniams procesams; privalo galioti atitinkamossia neminimos salygos. Sie integralai &fai
b uti apibeziami ir netradicined," prasme, kiekvienai proceso trajektorijai.

Kaip ir ank<iau, atsitiktinio procese; reikSme «;(t), t € [0, T, iSreiSkiai-tojo VP kiekj
momentut laikomo portfelyjey) = (v, ¢4 ). Todel strategijos) portfelio vere momentu yra

VS () = ho(t) So(t) + 11 (1) S (t)
su kiekvienu € [0, T7.
Strategijay) vadinamas-finansavimosi strategijgei su kiekvienu € [0, 7]

VYE(t) = V50 /wodso+/ Y1 dS,.

Kaip ir diskretaus laiko modelyje galioja teiginys:

4.2 Teiginys. Sakykime, kadS, P) yra BS rinkos modelis. Strategija yra S-finansavimosi
strategija tada ir tik tada, kai ji yraS*-finansavimosi strategija, t. .

VS (t) = V(0 / 1 dST. (4.4)

su kiekvienu € [0, 7.

Teiginio jrodymas remiasi Itd formak taikymu ir yra praleidziamas.

4.2 Finansires iSmokos jkainavimas

Arbitrazas.

4.3 Apibrezimas. Sakykime, kad S, P) yra BS rinkos modelisArbitrazo galimybearba tie-
siog arbitraZzu vadinama tokiaS-finansavimosi strategij&, kad atitinkamam portfelio vess
procesuiV¥s = {V¥5(t): 0 <t < T} teisinga:

VeS0)y<0,  V¥S(T)>0 P-bv. ir PH{V¥(T)>0}) > 0.

Kaip ir diskretaus laiko modelio atveju (Zr. 3.7 lema) arbitazo galiewkvivalenti tam, kad
diskontuotam veds procesuv* := V%5 yra teisinga:

V*(0) <0, V*(T)>0 ir EV*T)>0. (4.5)

BS rinka(.S, P) yra bearbitrag kadangi egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas. I3
tikryju, tarkime, kad) = {1, ¥, } yra S-finansavimosi strategija. Remiantis 4.2 teiginiyra
S*-finansavimosi strategija. Tegdl yra 4.1 teoremoje sukonstruotas rizikai neutralus matas,
ekvivalentus matuP. Tada remiantis (4.4) ir (4.3), turime

T
Bo[V*S' (1)) = V" (0) + o | | [ wnasi|z] | = v o)
0
Kadangi tai prieStarauja (4.5), arbitrazasagalimas.
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Bearbitraze kaina. Finansine iSmokaadinsime bet kurj neneigiama J--maty atsitiktinj
dydj C. Finansire iSmokaC' yra atkartojama jei egzistuoja tokia finansavimosi strategija
kad ja atitinkaiio portfelio kaina momenttu= T yraV¥%(T) = C' P-beveik visada.

4.4 Apibrezimas. Sakykime, kadC' yra atkartojama finansmiSmoka. JeiC' atkartojargio
portfelio pradire vere VV¥-%(0) nepriklauso nuo finansavimosi strategijostai tokios iSmokos
kainaV¥-%(0) vadinsimebearbitraze

4.5 Teiginys. BS rinkoje kiekviena atkartojama finansiné iSmoka turi bearbitraze kaina.

l[rodymas. Sakykime, kad” yra atkartojama finansgiSmoka, a) ir ¢ yra dvi ja atkartojafios
finansavimosi strategijos, t. y.¥"%(T) = V%5(T) = C. Parodysime, ka®¥-*(0) = V¢(0).
Tarkime prieSingal/¥-*(0) > V#9(0). ArbitraZza sukonstruosime neformaliai tokiu b udu: laiko
momentut = 0 pirksime portfelj¢, parduosime portfeli), o gauta skirtuma investuosime |
nerizikinga VPS); po to, laiko momentud = T parduosime portfelp, pirksime portfelj ir
tokiu b'udu gausime garantuota pelita®(0) — V45(0) > 0.

Formaliai arbitraza reity konstruoti r upinantis strategijos finansavimosi salyga. Tarkime,
kad su kiekvienu € [0, T'] ir su kiekvienu; = 0, 1,

0i(t) == ¢i(t) — ¥i(t), ir 6:=¢—v={0,0}.

Tarkime, kady, = {10(t): 0 <t < T} yratiesires nehomogenés integraligs lygties

t t
Yo(t)So(t) + 01(t)S:(t) = / Yo dSo +/ 01dS;, 0<t<T,
0 0

vienintelis sprendinys. Seima:= {7, #,} yra tokiaS-finansavimosi strategija, kurios portfe-
lio pradire vere yra
V7(0) = (0)S0(0) + 61(0)51(0) = 0.

Taday — 0 = {v, — 6, 0} taip patS-finansavimosi strategija, ja atitinké&in portfelio pradii
verte
V170(0) = —=v?(0) = V¥(0) — V?(0) > 0.

Rasime Sio portfelio verte momenty= 7"

T
VIUT) = (0 = 60)(T)So(T) = V7=%(0) + / (70 — bo) dSo.
0
ISsprende $ia tiesing integraling lygtj gauname, Kad’(T) = V7=9(0)e’™” > V7=9(0) > 0, t.

y. v — 6 yra arbitraZo strategija - prieStaravimas, jrodantis teiginj.

4.3 Black’'o—Scholes’o formué

Nagrirekime pirkimo pasirenkamajj sandorj (angl. call option) BS rinkos modelyje. Kaip ir
diskretaus laiko atveju, Sis sandoris suteikia teise pirkti vertybinj popigrilaiko mometu
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t = T uz iS anksto sutarta jvykdymo kairfe. Tai reiSkia, kad sandorio iSmoka laiko momentu
t="Tyra

C(w) == [S1(T,w) — K| := max{S,(T,w) — K,0}, w e Q. (4.6)

Klausimas: kokia yra Sio sandorgaziningoji kaingangl. fair price) pradiniu momentu= 0,
kai jo iSmokaC' yra nezinoma? Pazyskime Sia kainar(C').

Iki 1973 mety, kada pasiredfundamental us Black ir Scholes [3] ir Merton [9] straipsniali,
visuotinai priimtino atsakymo | §j klausima nebuvo. Klasikiniu aktuarijy pozi uriu, nat uralus
atsakymas | §j klausima, kuris @ b uti zinomas dar Chr. Huygens'o (1657) ir J. Bernoulli
(1713) laikais, yra toks: sazininga kaina yra atsitiktinio dydziwidurkis tikimybinio matoP
atzvilgiu, tai yra

m(C) = Ep[C] = / CdP.

Q

Jei Sis atsakymas patenkina, tai belieka viena ,smulkmena" — pasirinkti rizikingoj, k-
mybinj skirstinj. Jau migjome, kad 1900 metais L. Bachelier pasiakcijos kaing5; mode-
liuoti tuo, kas dabar vadinama Wiener'io procesu ir tokiu b udu&elidglj Zingsnj | priekj jau
ilgus amzius trunkagioje saziningosios sandorio kainos paieSkoje. Po penkiy mety, visiskai
nezinodamas apie L. Bachelier darba, A. Einstein’as sugalvojo i®esmpaia matematine
konstrukcija, kurios pagalba jis suggb jvertinti daleés judkjimo tam tikra trajektorija tiki-
mybe. Sis Einstein’o darbas buvo paitias kartu su jo sukurtomis reliatyvumo ir kvantine
teorijomis, suteikiant jam Nobelio fizikos premija. Deja, Bachelier negavoGaksio jvertini-
mo netgi uz savo disertacija.

Moderniosios finansy rinkos teorijos poZzi uriu, standartinis akcijos k&inpssirinkimas
yra geometrinis Wiener’io procesas (2.31), t. y.

S\ () = exp{oW (£) + (1 — %UQ)t}, 0<t<T 4.7)

Istate SigS; (T') iSraiSka |C' ir suska€iave vidurkjE'p[C], gautume Huygens'o—Bernoulli kaina.
TaCiau Black ir Scholes 1973 metais pasiukiSkai kitokj atsakyma | klausima apie saziningaja
kaina. ISmokog” saziningoji kaina yra bearbitrair

7(C) = ®(d) — Ke " T®(d — oV/T); (4.8)
Cia @ yra standartinis normalus skirstinys, t. y. su kiekvieng R

1 /2 g, ~ In(1/K) + (r+0%/2)T
@(x)_m/_oo Pdu, o d= e .

Veliau buvo jrodyta, kad (4.8) kaina galima iSreiksti ir kitaip. B utent saziningoji kaina yra
diskontuotos iSmokos salyginis vidurkis atzvilgiu rizikai neutralaus njatoy.

(C) = Eq[C/S(T)] = Eq[Ce™],

kaip ir diskretaus laiko modelyje.
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Kodel reikety tiketi, kad (4.8) kaina yra saziningesnei Huygens'o—Bernoulli kaina? Tam
yra dvi prieZzastys. Pirma, bet kuri kaina BS rinkoje, besiskirianti nuo Black’'o—Scholes’o kai-
nos, sukuria arbitrazo galimybe arba sandoriogjiik arba pardasjui. Be to, Black ir Scholes
sukonstruoja finansavimosi strategija, leidZigrsandorio pardajui bet kuriuo atveju sukaupti
b utina sandorio iSmokai pinigy suma be papildomy tam iSlaidy. Pastaroji agitadgipat ma-
Zina rizika, susijusia su sandorio kaina. Apsauga nuo tokios rizikos vadihad@ngur yra
antroji priezastis €l ko Black’'o—Scholes’o kaina yra saziningesmei Huygens’o—Bernoulli
kaina.

Black’o—Scholes’o formuk. Saziningoji pirkimo pasirenkamojo sandorio kaina (4.8) vadina-
maBlack’'o—Scholes’o formul&aip ir ank<iau tarkime, kad be rizikingo vertybinio popieriaus
S; nusakyto geometriniu Wiener’io procesu (4.7), rinkoje yra ir nerizikingas vertybinis popie-
rius Sy, kurio kaina nusakoma tolydziyjy pal' ukany norma 0, t. y. So(¢t) = €', 0 < t < T.
Tokiu b uduS = (Sy,.S) ir tikimybinis matasP, atzvilgiu kurio W yra Wiener'io procesas,
sudaro BS rinkos mode(jS, P). Galime tarti, jog pirkimo pasirenkamasis sandorius yra tre-
Cias vertybinis popierius, kurio kain& galioja salygal’(7") = C (sandorio iSmoka (4.6)).
[rodysime, kad egzistuoja tokigfinansavimosi strategija = («, ), kad

a(B)Solt) + BWSI () = V(E), 0<t<T. (4.9)

Tuomet¢ strategija atitinkaGio portfelio vere V*° = V, pirkimo pasirenkamojo sandorio
iSmokaC' yra atkartojama ir toél jos bearbitraé kaina yral’#(0) = V (0).
Pradedanth = («, 3) strategijos egzistavimo jrodyma, tarkime, kad egzistuoja tokia to-

lydZioji funkcija h = h(t,z), (t,z) € [0,T] x (0,00), kuri yra glodi aitje [0, 7") x (0, c0)
ir

V(t) = h(t, Si(t)) suvisais 0<t<T (4.10)
(toliau matysime, kad tokia funkcija i$ tikryjy egzistuoja). Jei funkdija= F'(t,z), (t,x) €
[0,T] x R yra glodi, o tolydZioji funkcijaf = f(t), t € [0,T] turi kvadratineA-variacija[f].,
apibrezta (A.7) salyga, tai teisinga 1t6 fornaul

Fit ) = FOSO) + [ Rl 50 ds+ [ R D+ 3 [ Bt )l

0

su kiekvienut € [0, 71, Cia F;, F,, F,, Zymi dalines iSvestines pagal nurodytus kintamuosius.
Kadangi i3 (2.28) s§ = S, ir R(t) = ut+ oW (t) i8plaukia[S;]x(t) = [; 0251 (s)? dsir S; yra
(2.29) integrali@s lygties sprendinys, tai pasinaudoje 1td formule ir sarySjud([ g2 dgs) =

[ 9192 dgs, gauname lygybe

V(t) =V(0)+ /t A(s)ds + /t ohy(s,S1(s))S1(s) dAW (s) (4.11)
0 0
su kiekvienw < ¢t < T'; Cia
2

A(t) = hy(t, S1(£)) + pha(t, S1(£))S1(t) + %hm(t, S1(1))81 (1)
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Tam, kadp = («, ) strategija b ut§-finansavimosi, reikalinga Sia savybe nusakanti salyga
t t
0 0

— V() + /0 t [ra(s)Sg(s)—l- uﬁ(s)sl(s)} ds + /0 aS AW, (442)

kadangiS; yra (2.29) integraligs lygties sprendinys. Strategija= («, 3) apib@zkime tokiu
budus(T) :=0ir

{ B(t) = hy(t, Si(1)), jeite0,T),
a(t) = [h(t, 5:(t)) = B()51(1)]/So(t), jeit € [0,T].

Tuomet, sulygine gautds(¢) iSraiSkas (4.12) ir (4.11), kaie [0, T'), matome, kad funkcij&
privalo tenkinti lygtj daliremis iSvestiemis:

%4 Lu=0 ant[0, 7)) x (0, 4+00),
w(T,z) = max{0,x — K} visiemsz € (0, +0o0),
u(t,0) =0 visiemst € [0, 77,
Cia Lu yra funkcija su reikSramis
2 ,0? 0
Lu(t,z) = %an—xZ(t, x) + rxa—Z(t,a:) —ru(t, ).

Nesunku patikrinti, kad Si lygtis turi (vienintelj) sprendinj:

r®(di(t, 7)) — Ke " T=0®(dy(t, z)), jei(t,z) e [0,T) x (0,+00),
h(t,z) := { max{0,r — K}, jei (t,xz) € {T} x (0, +00),
0, jei (t,x) € [0, 7] x {0},
kai
di(t,x) == Inz/K) + (\;;_Z/Q)(T —t) ir do(t,x) =di(t,z) —ovT —t.

Tai reiSkia, jog egzistuoja tokia funkcija kuriai galioja (4.10) ir tuo p&u Black’o—Scholes’o
(4.8) formuk jrodyta, kadangi (C') = V(0) = h(0, S1(0)).

Pateiktojo jrodymo esmyra (4.9) lygybe tenkindios finansavimosi strategijds;, 5) eg-
zistavimo jrodymas. Tokia strategija vadinadinamiskuoju sandorio atkartojimsj jrodymo
metoda pasialR. C. Merton P]. Jis skiriasi nuo originalaus Black'o ir Scholes’o jrodymo.
Jo autoriai konstravo tokia finansavimosi strate@lja—9), kuria atitinkantis portfeliss; — §C'

b uty nerizikingas. Kitaip tariant, jie konstravo dinamiSkajigacijosatkartojima.

Verta priminti, jog auk8iau pateiktas Black’'o—Scholes’o—Merton’o forrasljrodymas ga-

lioja esant iSpildytoms Sioms salygoms:

e rizikingos akcijos kainas; yra nusakoma specialaus pavidalo atsitiktiniu procesu (4.7),
be to, tariama, kad kintamumasyra Zinomas ir pastovus visa laikotafpj 7';
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e nerizikingo vertybinio popieriau$, pal ukany normayra Zinoma ir pastovi visa laiko-
tarpj [0, T;

e akcijaS; nemoka dividendy, o transakcijos yra nemokamos;

e galima laisvai skolintis arba skolinti bet kurj akcij&$ kiekj.

“vs s &

kaina yra teigiama, tai, kadangi akcijos kaistair tuo peCiu strategija«, /3) kinta be galo daz-
nai, atrodyty, kad tokio hedzingo reali kainadty b uti begali@ Sis ir kiti panas'us klausimai
stimuliavo aktyvia veikla, ieSkant Black’o—Scholes’o forresiimaziau suvarzyty apibendrini-
muy.

Vienu tokios veiklos rezultatu tapo m usy nagyama arbitrazo teorija. Remiantis Sia teorija
sandorio jkainojimas grindziamas ,realaus pasaulio” tikimybinio nfatceitimu jam ekviva-
lenCiu ir rizikai neutraliu tikimybiniu matuw). Tada saZiningoji kaina

ﬂ{C)::EQ{Sﬁzv} (4.13)

Si iSraiska sutampa su (4.8) Black’o—Scholes’o foresutiesiniaja puse. I3 tikryjy, remiantis
4.2 teiginiu,¢ yra S*-finansavimosi strategija ir ted
C * * *
Bo| g | = EalV*™ (1) = EqlEq[V*S'(T)| )] = V*'(0) = V(0).
So(T)

Pastarajj vidurkj galima susk&uoti ir tiesiogiai, kitu b udu. Apil@zkime funkcijaf lygybe

f(z) := [z — K/So(T)]", kai x realusis skdiius. Tada finansmiSmoka (4.6) jgyja pavidala:
C = S(T)f(S*(T));

CiaS* = S;/95) yra diskontuotas kainos procesas. M&@atzvilgiu, S* yra difuzinis procesas
su atitinkamu generatoriundi*. Tarkime, kadh = h(x,t) yra Cauchy problemos

Qﬁ+9)hza h(-T) = f,

ot
sprendinys. Remdamiesi It formule, sprendidigjauname sarysj
h(S7(8),t) = h(57(0),0) + | 5-(5"(s), 5) dS™(s),
0

kai0 <t <T. Naudodamiesi Feynman’o—Kac’o sprendinio iSraiSka, gauname

1 Foo
h([)’}, t) — = / f(xeau\/T—t—cr2(T—t)/2>6—71,2/2 du

In(z/K) +rT +*(T —1)/2\ Ko T In(z/K) +rT —o?(T —t)/2

oVvT —t ) ¢ < oI —t )
Dabar jau nesunku matyti, kad (4.1:3)C') iSraiSka sutampa su (4.8) Black—Scholes fo@sul
deSiniaja puse, nes*(0) = S(0) = 1.

:x¢(
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Kitos finansy inzinerijos tyrimy kryptys. Pirmiausia reikty paste, kad (4.6) sandorio
iSmoka yra tik viena i$ daugelio galimy. VisiSkai panasiai galima jkainoti pardavimo pasirenka-
majj sandorj su iSmok&' = [K — S(T)]*. Sie pirkimo ir pardavimo pasirenkamieji sandoriai

dar vadinami europietiSkaisiais pasirenkamaisiais sandoriais. Gerokgirgigbnis jkainoji-

mo metodas reikalingas tuo atveju kai rizikai mazinti naudojamas vadinamasis amerikietiSkasis
pasirenkamasis sandoris. Sis sandoris skiriasi nuo europietidkojo tuo, kad jo savininkas jgy-
ja teise pirkti (parduoti) vertybinj popieri§ uz kainaK bet kuriuo momentu nué = 0 iki

t = T. EuropietiSkasis ir amerikietiSkasis sandoriai galetuskirtinga kaina. Kitokios r uSies
komplikacijos iSkyla tais atvejais kai iSmoka yra stidges®e nei paprasta maksimumo funkci-

ja. Tokiu pavyzdziu gali b uti vadinamasis vidurkinis arba azijietiSkasis sandoris, kurio iSmoka

yra .
C= [%/o S(s)ds—K]+.

Svarbia finansy inZinerijos tyrimy kryptj sudaro darbai, kuriuose siekiama vertybinio po-
pieriaus kainos dinamika, nusakoma (4.7) geometriniu Wiener’io procesu, pakeisti kitu, kiek
galima bendresniu atsitiktiniu procesu. Pavyzdziui, gerokai bendresne kainos dinamika apraso
stochastie integralire lygtis

S(t):S(O)+/OtS(u)d</0uu(s)ds+/0uadW>, 0<t<T,

kaip = {u(t): 0 <t <T}iro={o(t): 0 <t < T} yra atsitiktiniai procesai, su kuriais
egzistuoja vienintelis Sios lygties sprendinys

o*(s)

S(t):S(O)exp{/Ot <u(5)— 5 )ds—l—/otadW}. (4.14)

Papildomai yra reikalaujama, kad atsitiktinis procesagadinamagkintamumo funkcijab uty
grieztai teigiamas. Toks Sios funkcijos pavadinimas pateisinamas tolydaus laiko grazos proceso,
apibrezto (2.30) lygybe, iSraiSka:

tdS t t
R(t) := / < = / w(s)ds +/ o dW, 0<t<T. (4.15)
0 0 0

Tuo atveju, kaju(t) = u, 0o (t) = o, S yra tas pats geometrinis Wiener'io procesas. Europie-
tiSkojo pasirenkamojo sandorio saziningosios kainos nustatymas tuo atveju, kai kainos procesas
S yra nusakomas (4.14) lygybe, yra galimas modifikuojant antrajj@ak&prasSytajj metoda.

Tuo tikslu tenka apibendrinti ir arbitrazo, pilnumo bei dinamiskojo sandorio atkartojimo savo-
kas (zr. pavyzdziui?, VII.4 skyrius]). Tai, kad (4.14) lygybje kintamumo funkcijar gali b uti
atsitiktine, yra svarbu siekiant adeldiau modeliuoti realius kainy pokjus, apie ka smulkiau
kalbama kitame skyriuje.

63



Priedas A

Matematika

A.1 Wiener’io procesas

2.2 apibezimas apibudina Wiener'io procesa. Pateiksime konstruktyvy Sio atsitiktinio proceso
egzistavimo jrodyma.

Tegul {r,} yra teigiamy diadiniy racionaliy skau seka, t. y. seka slk&iy k/2", k =
1,3,...,n=1,2,.... Tegul(Q2, F, P) yra tokia tikimybire erde, kurioje yra apibgZta ne-
priklausomyN (0, 1) atsitiktiniy dydziy sekalX,. }. Sioje tikimybirgje erdeje apibesime
Wiener’io procesa.

Su kiekvienu teigiamu sveikuoju sKaimi &, tegul

W(k) =X1+Xo+ -+ X ir

W(k)+W(k+1) n Xit1/2

Wi(k+1/2):=

2 vz
Toliau apibeSime a. d.W(k/2") su visaisk = 1,3,... irn = 1,2,.... Tarkime, kad Siuos
a. d. apibezzme su visai¢ = 1,3,... irn = 1,2,...,ng. Tada su kiekvienk = 1,3, ... ir

n =ng + 1, tegul

W =— W= w —_— .
(5) = (&) v (57)] =
Remiantis matematine indukcija procedéisyra apibeztas visuose diadiniuose racionaliuose

taSkuose{r,,}. Su bet kuriud) < t = Y77 €, (t)27" (Ciaeo(t) = 0,1,2,..., (t) = 0,1su
visaisk = 1,2, ... ir ¢(t) néra tapatingas pradedant kuriuo nork), apibeSime beveik visur

n

W(t) := lim W([2"t]/2") = lim W (t,) = W(eo(t)) +7}LH30 Z[W(tk) — Wi(tr-1)],

n—~o0 n—oo

kait, := Z;;O e;(t)277. Siy riby egzistavimas su kiekvienu fiksuatiplaukia remiantis Kol-
mogorovo trijy eill€iy teorema. Nulinio mato aéy kurioje toks konvergavimasnra teisingas

gali priklausyti nuat. TaCiau taip rera, kadangi egzistuoja tokia nulinio matoail, c €2, kad
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kiekvienamw € Q \ Q eilute "7 [W (tg, w) — W (ty—1,w)] konverguoja su visais > 0. 1S
tikro jrodysime, kad toks konvergavimas yra netgi tolygus 0, atzvilgiu, t. y. beveik visada

o0

> sup [W(ty) — W(tio1)| < oo

1 0<t<1

[rodymui pasinaudosime jvéiais (Feler (1968), p. 175)

1 /1 1 2 1 2
o) e P<1-d(2) < —z*/2 >0 (A.1)
(& X (& x . .
\/27r< $2) o W27 ’

Kadangi aibe{W (tx) — W(t;_1): 0 < t < 1} sudaro2**! a. d. su normaliu skirstiniu

N(0,1/V/2F), tai

P({ sup [W(ty) — W(ti-1)| > %}) < 2K exp { —uy/2},

0<t<1

CiaK := 2k, u, := Cv2In K ir C > 1yra bet koks skdius. Pritaike Sia nelygybe su konstanta
L =%, +/(2In2k)/2% gauname sarySius

2 2
({ Z sup |W(tg) — W(tp—1)| > CL}) < Z oR(C2-1) — 9C?—1 _ 71 0
k=1

0<t<1

kai C' — oo, IS kuriy iSplaukia trokStamas tolygus konvergavimas beveik visada.

Nesunku patikrinti, kad taip apibZtam atsitiktiniam procesti = {W (t): ¢ > 0} galioja
pirmos dvi 2.2 apilezimo savyks. Tr&ioji savyle rera tokia akivaizdi. Ji iSplaukia iS toliau
jrodomos A.1 teoremos. Tedlatsitiktinis procesal’ yra Wiener'io procesas.

A.1 Teorema. Atsitiktiniam procesuiV = {IV(t): t > 0} beveik visada yra teisinga

SUPg<s<1-h SUPg<i<y |W (s +1) — W (s)|

lim =1

h10 2hlog1/h

. . SUPp<s<1-h (W(s+h)—W(s)| _

ir lim =1
h10 2hlog1/h

Sios teoremos jrodymui naudosisitokia nelygybe:

A.2 Lema. Kiekviename > 0 egzistuoja tokia teigiama konstanta= C'(¢), kad nelygybée

2

P({ s, o Wt -wil 2w < Gew{ -3} @2

yra teisinga su visais teigiamaisir h < 1.
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A.1 teoremos jrodymas.Su kiekvienuh € (0, 1) ir w € Q, pazynekime:

Ap(w) == sup  sup [W(s+t,w)—W(s w)|.
0<s<1—h 0<t<h

Pirmiausia jrodysime, kad beveik visada

. Ap
lim sup

— <1
hlo  \/2hInl/h —

Naudodamiesi (A.2) nelygybe su= (1 + ¢)/21In 1/h ir bet kuriuoe > 0, gauname

2
P({ﬁw >1+¢}) < %exp{—%@n%)} < Che.

TegulT > 1/eir h = h, = n~T. Tada

P({—"Zl—l—e}) < Cn~T¢ < 0,
2P\ mn 2
ir, remiantis Borelio-Cantelli lema, beveik visada

A
lim sup i 1+e.

— <
n—00 \/2hnh’11/hn a

Imanth € (h,1, hy| SU Kuriuo norse, i8 Cia iSplaukia, kad beveik visada

. Ah . Ah
lim sup

—_— < hm su e
ho - RIDLJh  meso \/2mpi I L finss
A V2 1/h,
< limsup fin nl/

n—00 \/th In 1/hn \/th—H In 1/h'n+1
Kadangie > 0 yra laisvai pasirinktas, (A.3) yra teisinga beveik visada.
Dabar jrodysime, kad su beveik visais= (2,

.<1+e

> 1.

B(w) :=liminf sup Ws+ hyw) — W(s,w)
hl0 p<s<1—h 2hIn1/h

Remiantis (A.1) nelygybe, turime jvertj

P({w(50) -l <a-oy =) <o e vmm

Be to, cbl atsitiktinio procesd?” pokyciy nepriklausomumo, turime

S P({ g [ (55 - w ()] < 0 -0y 57))

n n n
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<Z(1—n1 . 87rlnn> Zexp{ \/m}<oo.

Dar karta remdamiesi Borelio-Cantelli lema, gauname

_ () ()
liminf  sup Wis+1/n) = W(s)l > liminf max ( ) () >1 (A.5)

n—00 0<s<i—1/n (2/n)Inn n—oo 0<k<n-1 (2/n)Inn

beveik visada. Imdanti,, := 1/nir h € (h,1, h,] Su kuriuo nors:, gauname

B>liminf sy P FH@oH1) - W) V(2/(n+1))In(n +1)
" oty V/@/n D) () /) n

: (W(s+t)—W(s)|
— lim sup sup sup .
n—oo 0<s<1—1/(n+1)0<t<1/(n+1) (2/n)Inn
Pastarasis a. d. yfabeveik visada remiantis (A.3), o pirmasis a. d. yral beveik visada
remiantis (A.5). I€ia iSplaukia (A.4) ir A.1 teorema jrodyta.

A.2 Siurk3tiyjy funkcijy analiz &

Funkcija f, apib@Zta uzdarame intervale, b| ir jgyjanti realiasias reikSmes, vadinamegu-
liaria intervale|a, b], jei kiekvienamt € [a,b) egzistuoja baigtia riba iS deSias f(t+) :=
limg; f(s) ir jei kiekvienamt € (a, b] egzistuoja baigti@ riba iS kaiés f(t—) := limgy f(s).
Kiekviena baigtimes variacijos funkcija yra reguliari. Taip pat reguliaria yra kiekviena tolydzioji
funkcija. Ta&iau mus domina reguliariosios funkcijos, kuriy variacija yra begalktaip maé-
me tokiy funkcijy pavyzdys yra beveik visos Wiener’io proceso trajektorijos. Toliau kiekviena
reguliarioji funkcija, kurios variacija yra begaénvadinamaiurkscigja(angl. rough function).
Siuo terminu apibudinama klasfunkcijy, kurios @ra glodzios ir kurioms @ra pritaikomas
jprastinis matematies analizs aparatas.

Siurk&iosioms funkcijoms tirti pravéia funkcijy savyl vadinamap-variacija, kail <
p < oo. Bet kuriems) < p < oo ir funkcijai f: [a,b] — R, dydis

vp(f5]a,b]) —sup{2|f tii)|Pra=tog<ty<---<t,=b, n:1,2,...}

(A.6)
vadinamasf funkcijos p-variacija® intervale[a,b]. Sakoma, kadf funkcija turi baigtingp-
variacija, jeiv,(f;[a,b]) < oco. Baigtines variacijos funkcija yra funkcija turinti baigtini
variacija. Jei funkcija turi baigting variacija, tai jgsvariacija yra baigtig su kiekvienul <
p < oco. Tai i8plaukia i§ nelygybsuv,(f; [a,b])Y? < v,(f; [a,b])!/? su bet kuriai®) < p < ¢ <
oo, kuri savo ruoztu iSplaukia i$ nelyggb teigiamiems skéiamsay, . . . , a,:

()" < ()"

1= 1=

Lp-variacijos savybe pirma karta Fourier @iy teorijoje panaudojo N. Wiener (1924 [
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AtvirkScCiai nera teisinga, kaip rodo matasis Wiener'io proceso trajektorijos pavyzdys.
Funkcijosf: [a,b] — R p-variacijos indekswadinamas dydis

. _J inf{p > 0: v,(f;[a,b]) < o0} jeiaibe netusia,
v(f) = v(file,b]) = { +00 priesingu atveju.

Sis indeksas charakterizuoja funkcijgssiurkstumo laipsnj. Kaip mame, beveik visy Wie-
ner’io proceso trajektorijy-variacijos indeksas yra, t. y. kiekvienam0) < 7" < oo ir beveik
visiemsw € (2,

v(W(-,w);[0,T]) = 2.

Funkcijos 2-variacijos apibezime ((A.6) kaip = 2) supremumas vertinamas Vit 0]
intervalo skaidiniy{t;}7_, atzvilgiu, kuriy yra nesuskéiuojama aile. Siame apil@zime visy
intervalo|a, b] skaidiniy aibe pakeite skiEia skaidiniy seka, o supremuma pakeite riba, gausime
kita funkcijos savybe, vadinama kvadratine variacija.

Tegul A, = {t"}"™ m = 1,2,..., yra tokia intervaloa, b] skaidiniy seka, kad,, C
Am+1 SU Visaism, 0 sgjungaJ{\,,: m > 1} tirSta interval€(a, b]. Pazynekime D]a,b] aibe
visy reguliariyjy funkcijuf: [a,b] — R, kurios yra tolydZios iS de3@s kiekviename taSke
t € [a,b) (jJoms egzistuoja ribos iS kais f (t—) kiekviename taske € (a, b] pagal reguliarumo
apibezima). Toliau, tokios funkcijog Suolj taske € (a,b] ZzymesimeAf(t) := f(t) — f(t—).
Sakysime, kad funkcijg € D]a, b] turi kvadrating\-variacija intervale|a, b], jei egzistuoja
tokia funkcijah € Dla, b, kad:

(a) h(0) =0,
(b) AR(t) = [Af(t)]? su visais € (a, ],
(c) riba

h(t) = Tim [ AL = (7 A (A7)

egzistuoja, bei lygyb yra teisinga su kiekvienue (a, b]. Funkcija[f], := h yra nedigjanti ir
todel egzistuoja jos iSskaidymas | tolydziagja ddlj$ ir visur tr ukiaja daIE(&_][Af]?. Nesun-
ku pastebti, kad kvadratig \-variacija[f], egzistuoja ir visur lygi nuliui jeif yra tolydZioji
baigtires variacijos funkcija.

A.3 Stochastire analizz

Sakykime, kad2, F, P) yra pilnoji tikimybine erde ir F = {F;: ¢t > 0} nemagjantio-
algebry Seima. Finansy matematikos kontek&teF, P) yra ateities neapieZtumo matemati-
nis modelis, & vadinamasnformaciniu srautu
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A.3 Apibr éZimas. Sakykime, kadM = {M(t): t € [0,T]} yra atsitiktinis procesas, api-
breztas tikimybije erdeje (2, 7, P). M vadinamasnartingaluatzvilgiuF, jei su kiekvienu
t €10, 7], M(t) yraF;-matus, vidurkisEp|M (t)| < oo ir

Ep[M(t)|F,] = M(s)

suvisaid) < s <t <T.

Girsanov'o teorema. Tarkime, kadll yra Wiener'io procesas apigitas tikimybirje erd-
veje (), F, P). Finansy matematikoje naudojamas grazos procesas

R(t) = put + oW (t), t € 0,7, (A.8)
yra martingalas tik tada jei = 0. TaCiau, ] procesa galima paversti martingalu pakeitus mata
P jam ekvivaler®iu matu. Du tikimybiniai mataiP ir ), apibezti m&ioje erdeje (2, F),

vadinamiekvivalenciaisjei su kiekvienuA € F, P(A) = 0 tada ir tik tada, kaQ)(A) = 0. Jei
P ir @ yra ekvivalent us, tai egzistuoja toks teigiafamatus atsitiktinis dydig, kad

Q(A) = Ep[laf], AeF.
Dydis f vadinamadkadon’o—Nicodym’o tankiir 2ymimas% = f.

Tam, kad (A.8) procesas b uty martingalas, nfataikia pakeisti ekvivaletiu matu, api-
breZtu naudojantis specialios formos Radon’o—Nicodym’o tankiu. Tarkime, kad su kiekvienu

t € [0,7T], t t
L(t) ::exp{/o h(s) dW(s)—%/O h2(s) ds},

kaih = {h(t): t € [0,T]} yraF-suderintas a@Ztas atsitiktinis procesas. Atsitiktinis procesas
L={L(t): t €[0,T]} yratiesires integrali@s lygties

L(t) = 1+/tL(s)h(s) aV(s), 0<t<T

vienintelis sprendinys ir vidurki&'»[L(¢)] = 1 su kiekvienut € [0, T'].
Toliau formuluojamas teiginys vadinam@srsanov’o teorema

A.4 Teorema. Sakykime, kad tikimybinéje erdvéje, 7, P) yra apibrézti Wiener'io procesas
W ={W(t): t € 0,7} ir F-suderintas apréztas atsitiktinis procedas- {h(t): ¢t € [0,7}.

Jei @ yra macioje erdvejés), Fr), apibréZtas tikimybinis matas su Radon’o—Nicodym’o tankiu
49 — L(T), tai atsitiktinis procesa$V’* = {W*(t): t € [0,T]}, apibreztas lygybe

yra Wiener'io procesas tikimybinéeje erdvéje, 7, Q).
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Remiantis Girsanovo teorema, kurioje Radon’o—Nicodym’o taﬁgis: L(T) apibeztas
funkcijosh(t) = —u/o pagalba, (A.8) graza

R(t):a{W(t)—/ot(—ﬂ>ds}:aW*(t), 0<t<T

g

yra martingalas tikimybigje erdeje (2, F, ()) kadangi Wiener’io procesd$ * yra martinga-
las.

A.4 Atskyrimo teoremos

A.5 Teorema. Tarkime, kad Euklidines erdves ailbgyra iSkila ir neturi teigiamy elementuy.
Tada egzistuoja tokia atskirianCioji hiperplokStunfa: p-x = 0}, kadp > 0, 0 aibe G
priklauso poerdviuix: p-x < 0}.

70



Priedas B

Terminal

Naudojamy terminy paaiskinimas:

LietuviSkai

akcija

efektyvi rinka
finansire vertyle
graza

kapitalo vertyle
naudingumo funkcija
neapibeztis
obligacija

turtas

turto kainojimas
vertybiniai poperiai
vidurkine nauda

Angliskai
share
efficient market
financial security
return
capital asset
utility function
uncertainty
bond
wealth
asset pricing
securities
expected utility
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