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0.1 Klausimai atsiskaitymui už 2005 metų rudens kurso pir-
mąją pusę

1. Apib ūdinti finansų sistemą.

2. Kainų sistema, portfelis ir finansavimosi strategija diskretaus laiko modelyje.

1. Finansų rinkos nauda ir rizika.

2. Kas yra arbitražas? Parodyti, kad sąžiningojo lošimo rinka yra bearbitražė.

1. Nerizikingi vertybiniai popieriai: pavyzdžiai ir jų nauda.

2. Įrodyti: jei egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas, tai rinka bearbitražė.

1. Kuo skiriasi finansų matematikos modelis nuo matematinės teorijos?

2. Įrodyti: jei rinka bearbitraž̇e, tai egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas.

1. Kokia prasme obligacijos yra nerizikingi VP?

2. Kas yra sąžiningojo lošimo rinka? Jos pavyzdžiai?

1. Rizikai neutralus matasQ: diskontuotas vertės procesas yra martingalas atžvilgiuQ.

2. Koks ryšys tarp efektyvios rinkos hipotezės ir sąžiningojo lošimo hipotezės?

1. Kodėl paprastai akcija yra rizikingesnis VP negu obligacija?

2. Strategija yraS-finansavimosi tada ir tik tada, kai ji yraS∗-finansavimosi.

1. Kokiais atvejais pilnas pelningumas ir pal ūkanų norma sutampa ir kokias atvejais jie ski-
riasi?

2. Fundamentalioji verṫe ir jos ryšys su efektyviosios rinkos hipoteze.

1. Dabartiṅes verṫes principas ir jo taikymo pavyzdžiai.

2. Binominis modelis ir atsitiktinio klaidžiojimo hipotezė.

1. Kuo skiriasi ir kuo panašios racionaliųjų l ūkesčių ir efektyviosios rinkos hipotezės?

2. Sąžiningojo lošimo rinka; parodyti, kad diskontuotas kainos procesas joje yra martinga-
las.
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0.2 Klausimai atsiskaitymui už 2005 metų rudens kurso ant-
rąją pusę

1. Kaip išvedama Black’o-Scholes’o formulė?

2. Kaip konstruojamas rizikai neutralus matas Black’o-Scholes rinkos modelyje?

3. Kuo skiriasi strategijos sampratos diskretaus ir tolydaus laiko rinkos modeliuose?

4. Parodyti, kad kad finansinę išmokąH atkartojaňcios strategijos portfelis išreiškiamasH
sąlyginiu vidurkiu atžvilgiu rizikai neutralaus mato.

5. Ar Black’o-Scholes’o rinkoje atkartojama finansinė išmoka turi bearbitražę kainą ir kaip
ji skaičiuojama?

6. Apibudinti diskontuotos išmokos bearbitražių kainų aibę rinkoje, kurioje egzistuoja bent
vienas ekvivalentus rizikai neutralus matas.

7. Koks yra tolydaus laiko rinkos modelis ir kuo jis skiriasi nuo diskretaus laiko modelio?

8. Parodyti, kad bearbitražėje ir pilnoje diskretaus laiko rinkoje egzistuoja vienintelis rizikai
neutralus matas.

9. Kas yra Wiener’io procesas ir kaip jis naudojamas finansų rinkos modeliuose?

10. Koks yra ryšys tarp tolydžiųjų sudėtinių pal ūkanų ir geometrinio Wiener’io proceso?

11. Kokius žinote išvestinius finansinius popierius ir kam jie naudojami?

12. Kas yra išvestiniai vertybiniai popieriai ir kokia yra pagrindinė su jais susijusi problema?

13. Rasti finansiṅes išmokos bearbitražę kainą vieno periodo binominiame rinkos modelyje.

14. Kokia yra finansiṅes išmokos įkainavimo mechanizmo esmė?

15. Kuos skiriasi arbitražo sampratos diskretaus ir tolydaus laiko rinkos modeliuose?

16. Kas yra atkartojama finansinė išmoka?
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Skyrius 1

Finansų sistema

1.1 Finansų rinkos ir rizika

Finansų sistema nukreipia lėšas iš tų, kas jų turi per daug, tiems, kam jų tr ūksta. Tai yra pagrin-
dinė finansų sistemos funkcija.

Finansų tarpininkai
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- Finansų rinka Lėšų naudotojai-

1.1: Lėšų srautai finansų sistemoje

Šioje finansų sistemos schemoje:

(1) Lėšų skolintojais arba investuotojais yra privat ūs asmenys, namų ūkiai arba organizacijos:
vyriausyḃes, pensijų fondai, investicinės bendrov̇es, taupymo fondai ir kitos institucijos,
valdaňcios didelius akcijų portfelius. L̇ešų skolinimo b ūdai yra akcijų ir obligacijų pirki-
mas, pinigų laikymas bankų sąskaitas ir pan.

(2) Lėšų naudotojai yra akcinės bendrov̇es, kompanijos, firmos, vyriausybė, namų ūkiai, už-
sieniěciai ir t.t. Bendrov̇e yra ekonomine veikla (gamyba) užsiimantis ūkio vienetas.
Bendrov̇e turi savo nuosavybę. Gamybos plėtrai bendrov̇e suinteresuota papildomomis
lėšomis. Tokių l̇ešų gavimo šaltiniai yra akcijų ir obligacijų pardavimas arba bankų pas-
kolos.

(3) Finansų tarpininkai yra bankai, investiciniai fondai (mutual funds), draudimo kompani-
jos, pensijų fondai, finansų maklerių įmonės ir t.t. Finansų tarpininko pagrindinis vaid-
muo yra skolintis pinigus iš vienos dalies žmonių ir skolinti pinigus kitai žmonių daliai.
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Finansų tarpininkų pelną sudaro įvair ūs šaltiniai: mokesčiai už finansines paslaugas, in-
formaciją ir pan. Bendrov̇ems paprašciau skolintis iš finansų tarpininkų dėl skolinimosi
paprastumo ir ḋel rizikos mažinimo. Finansų makleriai tarpininkauja biržoje perkant ir
parduodant akcijas savo klientų pavedimu. Finansų makleris paprastai suteikia konsul-
tacijas ḋel investavimo alternatyvų, bet gali prekiauti ir už savo lėšas. Pats investitorius
tiesiogiai negali biržoje pirkti ar parduoti VP. Lietuvoje 2002 metų pabaigoje Naciona-
linėje vertybinių popierių biržoje buvo užregistruoti 23 finansų tarpininkai. Iš jų 9 buvo
bankų padaliniai ir 14 finansų maklerio įmonių.

(4) Finansų rinka vadinama tokia ekonominė rinka, kurioje operuojama (prekiaujama, mai-
noma ir pan.) vertybiniais popieriais. Pavyzdžiui: (a) bendrovių ir valstybės nuosavyḃes
vertybiniai popieriai sudaroakcijų rinką; (b) ilgalaikiai ir vidutinės trukṁes skolos verty-
biniai popieriai sudaroobligacijų rinką; (c) trumpalaikių l̇ešų skolinimosi rinka vadinama
pinigų rinka; (d) užsienio valiutos sudarovaliutų rinką(joje nustatomas skirtingų valiutų
keitimo kursas, t.y. vienos valiutos kaina atžvilgiu kitos); bei kitos rinkos prekiaujančios
įvairiais finansiniais instrumentais. Akcijų arba obligacijų rinka vadinamakapitalo rinka.
Prie finansų rinkų taip pat priskiriamos ir investicinių prekių rinkos (brangiųjų metalų ir
pan.). Paviršutiniškai lyginant, finansų rinkos skiriasi nuo vartojimo prekių rinkų savo
dinamiškumu ir dideliu neapibrėžtumo laipsniu.

Pagal 1.1 schemą, lėšos jų naudotojams patenka iš skolintojų dviem keliais. Pirmuoju b ūdu
lėšos jų naudotojams patenka iš skolintojų tiesiogiai per finansų rinkas. Tuo atveju lėšos turi
vertybinių popierių formą: akcijos, obligacijos ir panašiai. Antras lėšų perskirstymo kelias eina
per finansų tarpininkus. Finansų tarpininkai palengvina ir supaprastina bendravimą tarp lėšų
skolintojų ir jų naudotojų. Tuo tarpu finansų rinka, per vertybinių popierių kainos mechanizmą
sprendžia pagrindinį rinkos ekonomikos uždavinį: optimaliai paskirsto turimus išteklius. Šia
prasme finansų rinkos užima centrinę vietą finansų strukt ūroje.

Finansų tarpininkų ir finansų rinkų santykines dalis finansų sistemoje lemia daugelis veiks-
nių ir jos yra skirtingos įvairiose šalyse. Remiantis [10, p. 171], verslo išorinio finansavimo
strukt ūrą JAV, Vokieijoje ir Japonijoje sudaro:

.... JAV Vokietija Japonija Lietuva
Bankų paskolos 40,2% ≈ 80% ≈ 83% ??
Nebankų paskolos 15,1% ≈ 10% ?? ??
Obligacijos 35,5% ≈ 8% ≈ 10% ??
Akcijos 9,2% ≈ 4% ≈ 2% ??

Viena iš pagrindinių priežasčių nulemianti finansų sistemos strukt ūrą yra finansinių opera-
cijų kaina (angl. transaction costs). Nedideli vertybinių popierių kiekiai, kuriuos gali įpirkti
vidutinių pajamų žmogus, nėra verta investicija ḋel sąlyginai didelio mokešcio mokamo finansų
makleriui ir tai riboja tiesioginį l̇ešų skolinimą. Kuo didesnis įsigyjamų vertybinių popierių kie-
kis tuo mažesṅe yra jų įsigijimo ir valdymo kaina1. Toḋel smulkiam investuotojui tenka kreiptis
į finansų tarpininkus, kurie apjungia gautas lėšas gali įsigyti didelį vertybinių popierių kiekį

1angliškai ši savyḃe vadinama economy of scale
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už sąlyginai nedidelę finansinių operacijų kainą. Kita svarbi finansinių tarpininkų naudingumo
ypatyḃe yra jų aukšta finansinė kvalifikacija.

Skirtingose šalyse investavimo b ūdai turi skirtingą populiarumo laipsnį. Pavyzdžiui, į ak-
cijas daugiausia investuojanti tauta yra švedai. Apie45% švedų tiesiogiai (neskaičiuojant tų,
kurie investuoja per institucinius investuotojus) turi bendrovių akcijų. JAV ir Kanada dalijasi
antrąja vieta,̌cia investuotojai sudaro26% gyventojų. Lietuvoje į akcijas investuoja mažiau nei
1% gyventojų.

Investuotojų finansinę veiklą lemia dilema: vartojimas – investavimas. Vartojimo veikla
nukreipta į dabartį ir sprendžia problemą kiek skirti vartojimui ir kiek santaupoms. Ekono-
mikos teorijos kontekste vartojimą tiria individualaus gėrybių pasirinkimo teorija grindžiama
preferencijų ir naudingumo funkcijos kriterijais bei racionalių sprendimų prielaida.

Tuo tarpu investavimo veikla nukreipta į ateitį, siekiant didesnės grąžos tam, kad daugiau
vartoti ateityje. Šią veiklos sritį nagrinėja matematiṅe portfelio teorija. Portfelio teorija spren-
džia optimalaus l̇ešų investavimo į vertybinius popierius problemą, atsižvelgiant į rizikingumo
laipsnį. Pagrindinę šios teorijos idėją – diversifikaciją – nusako patarlės: „neḋek visų kiaušinių
į vieną krepšį", arba „nerizikuosi – nelaiṁesi".

Rizika. Rizika, siejama su finansinėmis vertyḃemis, yra pagrindiṅe finansų ekonomikos są-
voka. Jos apibudinimui paprasčiau iš pradžių išsiaiškinti kas yra vadinama nerizikinga verty-
bė. Vertybinis popierius kurio vertė kiekvienu ateities momentu yra tikrai žinoma vadinamas
nerizikingu. Ar toks vertybinis popierius iš tikro egzistuoja? Pavyzdžiui, vienas litas po me-
tų vertas mažiau ir tiksli jo vertė priklauso nuo infliacijos ir gal b ūt kitų sunkiai apibrėžiamų
faktorių. Apskritai, ḋel psichologinių priežašcių, tas pats daiktas gali b ūti labiau vertinamas
šiandien nei po kurio laiko. Tačiau tiek finansų praktikoje tiek ir finansų teorijoje dėl įvairių
priežašcių yra b ūtina tuṙeti nerizikingą vertybę ir tokia yra laikoma obligacija arba bet kuris
kitas vertybinis popierius su fiksuotomis pajamomis ateityje. Nors, griežtai kalbant, obligacija
nėra visiškai nerizikinga vertyḃe nes, pavyzdžiui, ją išleidusi vyriausybė gali bankrutuoti kaip
ir privati bendrov̇e, ji laikomaesant nerizikinga.

Taigi, rizikinga atrodytų esti tokia vertybė, kuri ṅera nerizikinga, t. y. vertyḃe su neapibṙež-
ta verte ateityje. Rizikingos vertybės pavyzdžiu aišku yra paprastoji akcija. Tiksliau kalbant
rizikinga vadinama tokia finansiṅe vertyḃe kurios ateities kaina gali b ūti mažesne už to paties
kiekio nerizikingos vertyḃes kainą tuo pǎciu ateities momentu. Tokiu b ūdu nerizikinga finansinė
vertyḃe tampa rizikingumo atskaitos sistema. Bet kuriuo atveju, rizika finansiniame kontekste
yra sinonimas ateities neapibrėžtumui.

Finansų rinkos nauda. Finansų rinkos vaidmuo ekonomikai yra labai svarbus nes paprastai
lėšų skolintojai ir l̇ešų naudotojai yra skirtingi. Pavyzdžiui, bendrovės, platindamos savo akci-
jas finansų rinkose, įgyja kapitalą gamybai plėsti, o investuotojai pirkdami akcijas skolina savo
lėšas siekdami gauti dalį gamybos pelno. Finansų rinkos naudą galima suprasti ir iš toliau apra-
šyto pavyzdžio.Kapitalo vertybe(angl. capital asset) yra laikomas kontraktas tarp investuotojo
ir „išorinio pasaulio". Tuo tarpufinansinė vertybė(angl. financial security) yra kontraktas tarp
investuotojų. Tai yra dar vienas VP skirstymo b ūdas. Abiejų r ūšių vertybės gali b ūti įvairiai
susiję arba nesusiję. Jei ponas A pasodino medį, tai jis yra šios vertybės savininkas, o kapitalo
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vertyḃe yra tai kas įrodo savininko teisę į pasodintą medį. Medžio savininko ateities pajamos
priklausys nuo medžio produktyvumo ir nuo vaisių paklausos. Ponas A už tam tikrą mokestį
gali pasižaḋeti ateityje perleisti ponui B dalį gauto derliaus. Tokio pasižadėjimo liudijimas yra
finansiṅe vertyḃe priklausanti ponui B. Ponas A gali pasižadėti perduoti visą gautą derlių. Tokiu
atveju ponas B praktiškai b ūtų medžio savininkas, o ponas A b ūtų tik tarpininkas.

Tačiau tikrasis finansiṅes vertyḃes prasmingumas atsiskleidžia tuo atveju, kai ponas A pa-
sodina tarkim t ūkstantį medžių. Tokiu atveju derliaus dydis ir vaisių paklausos svyravimas gali
b ūti labai didelis. Vienam ponui A auginti t ūkstantį medžių gali b ūti paprasčiau ir efektyviau,
tačiau ši kapitalo vertyḃe tampa ir labiau rizikinga. Todėl ponas A gal̇etų tapti verslininku ir
auginti medžius parduodamas savo kapitalo vertybę dalimis daugeliui kitų žmonių. Tokie kont-
raktai – finansiṅes vertyḃes – reikštų pasižadėjimą perduoti tam tikrą gauto derliaus dalį. Tuo
pǎciu ponas A pasidalina rizika su kitais investuotojais. Toks rizikos pasidalinimas yra pagrin-
dinė vertybinių popierių rinkos iḋeja.

Vertybiniai popieriai. Bet kurią finansinę priemonę, naudojamą lėšų perskirstymui finansų
rinkoje, vadinsimevertybiniu popieriumi(angl. security) arba trumpiau VP. Vertybiniai popie-
riai yra vertyḃe (aktyvas) tiems, kas juos perka, t.y. lėšų skolintojams, ir yra įsiskolinimo liudiji-
mas (pasyvas) tiems, kas vertybinius popierius parduoda, t.y. lėšų naudotojams. Dažniausiai VP
yra skirstomi į pirminius ir išvestinius.Pirminis VP(angl. primitive security) yra nuosavybės
dokumentas, suteikiantis teisę į tam tikrą finansinę išmoką. Pirminių VP pavyzdžiai yra akci-
jos, obligacijos, iždo vekseliai ir t.t. Obligacijos ir iždo vekseliai yra fiksuoto dydžio finansines
išmokas garantuojantys skolos dokumentai. Akcija yra bendrovės dalies nuosavybės liudijimas
suteikiantis teisę į kintamo dydžio finansinę išmoką, priklausančią nuo pelno. Daugiau apie
pirminius VP kalbama kitame skyriuje.

Tuo tarpuišvestinis VP(angl. derivative security) yra finansinis susitarimas tarp rinkos da-
lyvių, dažnai priklausantis nuo kitų pirminių VP. Išvestinių VP pavyzdžiai yra pasirenkamasis
sandoris (angl. option). Daugiau apie išvestinius VP kalbėsime 3.3 skyriuje.

Rinkoje naudojamų finansinių priemonių klasifikacija nėra visuotinai priimta ir gali skirtis
netgi skirtinguose vadovėliuose. Be to, VP skirstymas yra galimas įvairiais poži ūriais. Pa-
vyzdžiui, galima kalḃeti apie rizikingus VP ir nerizikingus VP, skirstant pagal ateities išmokų
garantijas.

1.2 Nerizikingi vertybiniai popieriai

Kaip buvo miṅeta, ypatingą vaidmenį finansų rinkose atlieka nerizikingais vadinami VP su
fiksuotomis ateities pajamomis (angl. fixed income securities), kurios išmokamos pal ūkanų, o
kartais ir dividendų pavidalu. Tokiais VP visų pirma yra obligacijos, įvairių r ūšių sertifikatai,
vekseliai ir kitos įsipareigojimų r ūšys.Čia galima priskirti ir privilegiuotas akcijas, pagal kurias
išmokamos iš anksto sutartos pajamos.

Pal ūkanos(interest) yra l̇ešų skolinimosi kaina. Tai – kaina mokama kreditoriui už galimy-
bę tam tikrą laikotarpį naudotis jo pinigais. Išreikšta procentais ši kaina vadinamapal ūkanų
norma(interest rate). Priklausomai nuo VP popierių r ūšies pal ūkanų norma skaičiuojama skir-
tingai. Pal ūkanų normos dydis apsprendžia kokia laisvų lėšų dalis laikoma pinigais ir kokia jų
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dalis investuojama į nerizikingus VP. Šia savybe grindžiama ne tik monetarine politika bet ja
naudojasi ir privatus investuotojai.

Pagrindinės VP su fiksuotomis pajamomis r ūšys.1. Paprasta paskola (angl. a simple loan).
Skolintojas perduoda lėšas skolininkui su sąlyga, kad paskolinta suma bus gražinta skolintojui
sutartu ateities momentu kartu su pal ūkanomis.

2. Paskola su fiksuotomis išmokomis (angl. a fixed-payment loan). Skolintojas perduoda
lėšas skolininkui su sąlyga, kad paskolinta suma ir pal ūkanos bus grąžinamos vienodomis da-
limis periodiškais laiko momentais. Pavyzdžiui, paskolinus 1000Lt, paskola su fiksuotpomis
išmokomis gali reikalauti mok̇eti 126Lt kas metai 25 metus.

3. Obligacija su atkarpomis (angl. a coupon bond). Obligacija išmoka jos turėtojui vieno-
do dydžioC pal ūkanas (atkarpas) vienodais laiko periodais iki grąžinimo termino, kurio metu
papildomai išmokama sutarta galutinė sumaF . Pavyzdžiui, už 1000Lt įsigyta obligacija su at-
karpomis gali 10 metų kas metai mokėti C = 100Lt dydžio atkarpas ir, su̇ejus skolos grąžinimo
terminui, išmok̇eti F = 1000Lt. Atkarpos procentu(angl. coupon rate) vadinamas santykis
C/F .

4. Nulinės atkarpos obligacija (angl. zero-coupon bond). Tai yra obligacija, kurios įsigijimo
kaina yra mažesṅe už galutinę sumą išmokamą suėjus grąžinimo terminui. Pavyzdžiui, už 900Lt
įsigyta nuliṅes atkarpos obligacija, po metų jos savininkui išmoka 1000Lt.

Obligacijos. Labiausiai paplitusi VP su fiksuotomis pajamomis r ūšis yra obligacija. Pagal
Lietuvos Respublikos civilinį kodeksą, obligacija - tai VP, patvirtinantis jos turėtojo (kredito-
riaus) teisę gauti iš obligaciją išleidusio asmens (emitento) joje nustatytais terminais nominalią
obligacijos vertę, metines pal ūkanas ar kitokį ekvivalentą arba kitas turtines teises.

Obligacija yra nusakoma keliomis ją charakterizuojančiomis savyḃemis:
• visų pirma, obligacija yra nusakoma ją išleidusios institucijos pavadinimu. Paprastai ob-

ligacijas išleidžia: šalies vyriausybė, bendrov̇es, vietiniai valdžios organai ir užsienio šalių vy-
riausyḃes;

• obligacijos įsigijimo kaina(angl. bond price): kaina už kurią emitentas parduoda obliga-
ciją pirkėjui;

• grąžinimo terminu(angl. maturity): data, kai baigiasi VP gyvavimo laikas, t. y. kai obli-
gacija yra pilnai išperkama;

• nominalia verte(angl. nominal value) arba nominalu: Emitento išmokamas pinigų kiekis
su̇ejus VP grąžinimo terminui;

• pal ūkanų normai, kuri paprastos paskolos atveju yra

i :=
P (1)− P (0)

P (0)
=

110− 100

100
= 0.1 arba 10%;

čia P (0) = 100 yra paskolinta suma irP (1) = 110 yra grąžinta suma (pastaba: finansinėje
literat ūroje vietoje "arba" paprastai rašoma "="). Kitoms VP su fiksuotomis pajamomis r ūšims
pal ūkanų normos skaičiavimas aptariamas kitame skyriuje.

Pinigai gali b ūti priskirti obligacijoms, kurių pal ūkanų norma yra nulis, o grąžinimo termi-
nas taip pat nulis (atsiskaitoma iš karto). Šiuo atveju emitentas yra vyriausybė, garantuojanti
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galimybę bet kada atsiskaityti pinigais. Banko sąskaita taip pat gali b ūti laikoma obligacija,
kurios emitentas yra bankas.

Priklausomai nuo grąžinimo termino, obligacijos skirstomos į ilgalaikes, vidutinės trukṁes
ir trumpalaikes. Ilgalaik̇emis vadinamos obligacijos, kurių grąžinimo terminas yra didesnis ne-
gu 10 metų. Trumpalaik̇emis vadinamos obligacijos, kurių grąžinimo terminas yra nedidesnis
negu vieneri metai. Trumpalaikės obligacijos vadinamosiždo vekseliaisir jų grąžinimo termi-
nas dažniausiai yra 1, 3, 6, 12 mėnesių trukṁes.

Obligacijų rinka. Obligacijos, kaip ir visos kitos prekės turi savo prekybos rinką – obliga-
cijų rinka. Obligacijas galima pirkti/parduoti ir po to kai jos išleidžiamos. Obligacijų rinkoje
kasdien nustatoma kaina, kurią besiskolintieji privalo mokėti už įvairios trukṁes paskolas. Pal ū-
kanų normos įvairiems skolos ar kredito instrumentams gali b ūti skirtingos. Vienokia pal ūkanų
norma gali b ūti taikoma vyriausybės VP ar iždo vekseliams, ir visai kitokia – komerciniams
vekseliams ar bendrovių obligacijoms. B ūtent obligacijų rinkos pal ūkanų normos lemia, kiek
kainuos terminuotasis indėlis ar einamoji sąskaita banke.

1.3 Pal ūkanų skaǐciavimas

Pal ūkanų norma yra vienas iš svarbiausių ekonominių rodiklių, nuo kurio priklauso daugelis
sprendimų. Priminsime, jog pal ūkanos yra lėšų skolinimosi kaina, o pal ūkanų normos skai-
čiavimas priklauso nuo VP r ūšies. Viena iš dažniausiai naudojamų pal ūkanų normų yra pel-
ningumas iki gražinimo termino (angl. yield to maturity) arba trumpiaupilnas pelningumas.
Ekonomistai dažnai sutapatina pal ūkanų normą su pilnu pelningumu. Matysime, jog obligaci-
jos pal ūkanų norma neb ūtinai tiksliai įvertina jos kaip investicijos naudingumą, nes neb ūtinai
sutampa su vadinamąja grąžos norma.

Skirtingi skolos VP pasižymi skirtingais išmokų srautais ir skirtingais mokėjimų laiko mo-
mentais. Toḋel yra sunku palyginti tokius VP. Tuo tikslu yra naudojama VP vertė dabarties
momentu.

Dabartin ė vertė. Ši sąvoka atspindi tokį pastebėjimą: 1Lt ateityje yra mažiau vertingas negu
1Lt šiandien. Pavyzdžiui, šiandien padėjus 1Lt į banko sąskaitą, ateityje, priskaičiavus pal ūka-
nas, jis bus vertas daugiau.

Toliau formuluojamas principas neretai vadinamas pagrindiniu finansų ekonomikos princi-
pu.

1.1 Apibrėžimas. Ateities išmokosdabartine verte (angl. present value)vadinama tokia vertė,
kurią investavus gaunama duotoji ateities išmoka.

Tuo atveju kai ateities išmoka yra VP su fiksuotomis išmokomis, jos dabartinė verṫe priklau-
so nuo pal ūkanų normos ir ateities laikotarpio. Nagrinėkime paprastos paskolos pavyzdį. Ponas
A paskolina ponui B 100Lt su sąlyga, kad skola bus grąžinta po metų ir už skolinimą sumokėta
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10Lt pal ūkanų. Šiuo atveju pal ūkanų norma vadinamas santykis

i =
10Lt

100Lt
= 0.1 arba 10%.

Taigi, po vienerių metų, skolintojas gauna

AV1 = 110Lt = 100Lt + 10Lt = (1 + i)× 100Lt

ir todėl paskolintos sumos vertė po metų yraAV1 = 110Lt. Šios ateities išmokos dabartinė
verṫe yra

DV =
AV1

1 + i
= 100Lt.

Šiuo atveju taip pat sakoma, kadDV yra diskontuotaAV1 verte, o1/(1 + i) yra vadinamas
diskonto daugikliu.

Jei po metų gauta sumaAV1 vėl paskolinama metams su tokia pačia pal ūkanų normai =
0.1, tai po dviejų metų skolintojas gauna

AV2 = 121Lt = (1 + i)× 110Lt = (1 + i)2 × 100Lt.

Tęsiant skolinimą tokiomis pačiomis sąlygomisn metų, paskolintos sumos vertė yra

AVn = (1 + i)n × 100Lt.

Atvirkščiai, žinodami paskolintos sumos vertęAV po n metų ir metinę pal ūkanų normąi,
galime suskaǐciuoti dabartinę vertę:

DV =
AVn

(1 + i)n
.

Jei VP išmokos nustatytos skirtingais ateities momentais, tai jo dabartinė verṫe yra visų išmokų
dabarties veřcių suma. Pavyzdžiui, jei VP pok metų išmoka lygiAVk, k = 1, . . . , n, tai
dabartiṅe šio VP verṫe yra

DV =
AV1

1 + i
+

AV2

(1 + i)2
+ · · ·+ AVn

(1 + i)n
.

Kaip jau buvo miṅeta, dabartiṅe verṫe priklauso nuo pal ūkanų normosi.

Pilnas pelningumas. Trumpai sakant, pilnas pelningumas (angl. yield) yra tokia pal ūkanų
normai, kuriai apskaǐciuota dabartiṅe verṫe yra lygi šios dienos kainai obligacijų rinkoje. Su-
skaǐciuosime pilną pelningumą keturioms pagrindinėms VP su fiksuotomis pajamomis r ūšims.

Nagriṅekime paprastą paskolą, kurios šios dienos pardavimo kaina yraP (0) = 100Lt, pas-
kola grąžinama po metųP (1) = 110Lt. Pilnam pelningumui suskaičiuoti turime lygtį

100Lt =
110Lt

1 + i
,
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kurią išsprendę gauname

i =
110Lt− 100Lt

100Lt
=

10Lt

100Lt
= 0.1 arba 10%.

Matome, kad paprastos paskolos atveju pilnas pelningumas sutampa su pal ūkanų norma.
Nagriṅekime paskolą su fiksuotomis išmokomis. TegulFI yra fiksuota kasmetiṅe išmoka,

P (0) yra paskolos įsigijimo kaina irn yra grąžinimo terminas. Pilnam pelningumui suskaičiuoti
turime lygtį

P (0) =
FI

1 + i
+

FI

(1 + i)2
+ · · ·+ FI

(1 + i)n
.

Pavyzdžiui, jeiFI = 126Lt, P (0) = 1000Lt ir n = 25 metai, tai pastaroji lygtis turi sprendinį
i = 12%. Kai kurie skaǐciuotuvai (kalkuliaturius yra svetimybė) turi tokių lyǧcių sprendimo
funkciją.

Nagriṅekime obligaciją su atkarpomis. TegulP yra obligacijos įsigijimo kaina,C yra at-
karpos dydis,n yra yra grąžinimo terminas irF yra nominali verṫe. Šiuo atveju pilnam pelnin-
gumui suskaǐciuoti turime lygtį

P =
C

1 + i
+

C

(1 + i)2
+ · · ·+ C

(1 + i)n
+

F

(1 + i)n
.

Pavyzdžiui, tegulC = 100Lt, F = 1000Lt ir n = 10. Priklausomai nuo įsigijimo kainosP ,
pilnas pelningumas yra:

1200LT 7, 13%

1100LT 8, 48%

1000LT 10, 00%

900LT 11, 75%

800LT 13, 81%

Pratimas: rasti pilną pelningumąi, kai P = F .
Pagaliau nustatysime pilną pelningumą paskutinei ketvirtajai nagrinėjamų obligacijų r ūšiai

- nulinės atkarpos obligacijąi. Lyginant su ankstesne obligacija, dabarC = 0 ir n = 1. Tada

P =
F

1 + i
arba i =

F − P

P
.

Pal ūkanų norma ir grąžos norma. Nagriṅekime obligaciją su atkarpaC. Tarkime, kad ob-
ligacijos rinkos kaina momentut−1 yraP (t−1), o momentut jos rinkos kaina yraP (t). Tada
josgrąžos normatarp laiko momentųt− 1 ir t yra

r(t) :=
C + P (t)− P (t− 1)

P (t− 1)
.

Pavyzdžiui, kaiP (0) = 1000 Lt F = 1000 Lt ir C = 100 Lt. Tarkime, kad po metų ši obligacija
parduota užP (1) = 1200 Lt. Tada grąžos norma tarp laiko momentų0 ir 1 yra

r(1) =
100Lt + 200Lt

1000Lt
= 0.3 arba 30%.

Tuo tarpu pilnas pelningumas šiuo atveju yra10%.
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Paprastos ir suḋetinės pal ūkanos. Priklausomai nuo to, ar b ūsimos pal ūkanos mokamos nuo
ankšciau gautų pal ūkanų, ar ne, sakoma, kad pal ūkanos yra arba sudėtinės (angl. compound)
arba paprastos (angl. simple). Paprastai, pal ūkanos mokamos nuo sukauptos sumos (balan-
so) jei iki tol gautos pal ūkanos nėra panaudojamos kam nors kitam, t.y. paprastai naudojamos
suḋetinės pal ūkanos.

Kalbant apie suḋetines pal ūkanas yra svarbu tai, kaip dažnai išmokamos pal ūkanos: kas
metai, kas ṁenesį, kas savaite ar kurį nors kitą laikotarpį. Galutinė išmoka priklauso ne tik nuo
pal ūkanų normos, bet ir nuo išmokų periodiškumo. Tarkime, kadik yra paprastos pal ūkanos
išmokamos kas tris ṁenesius (ketvirtiṅes pal ūkanos). Tada1 Lt šiandien, po metų yra vertas
1 + 4ik Lt. Jei ik yra suḋetinės ketvirtiṅes pal ūkanos, tai1 Lt šiandien, po trijų ṁenesių vertas
1+ik Lt, kuris savo ruožtu po šešių ṁenesių vertas(1+ik)(1+ik) Lt ir pagaliau vertas(1+ik)

4

Lt po metų.
Norint palyginti dvi pal ūkanų normas, atitinkančias skirtingus mok̇ejimo periodiškumus

(pavyzdžiui, ketvirtines ir pusmetines), paprastai lyginamos pal ūkanų normos perskaičiavus jas
vienerių metų periodui. Tuo tikslu paprastai daroma prielaida, kad kitais metų periodais pal ū-
kanų norma išlieka ta pati. Be to, perskaičiavimas į vienerių metų periodą priklauso nuo to ar
pal ūkanos yra paprastos ar sudėtinės. Yra sakoma, kad (metinė) pal ūkanų norma yranomina-
lioji , jei ji gaunama naudojant paprastas pal ūkanų normas. Pavyzdžiui, nominaliąją pal ūkanų
normąj atitinkanti ketvirtiṅe pal ūkanų norma yraj/4. Sakoma, kad metiṅe pal ūkanų norma
yraefektyvioji, jei ji gaunama naudojant sudėtines pal ūkanų normas. Efektyviąją pal ūkanų nor-
mąi atitiks tokia ketvirtiṅe pal ūkanų normaik, kad1 + i = (1 + ik)

4. Pavyzdžiui, jei ketvirtiṅe
pal ūkanų normaik = 1, 5%, tai efektyvioji pal ūkanų norma yrai = 6, 1364%, o nominalioji -
j = 6%, t.y. j = 4ik. Kitas pavyzdys: jei pusmetinė pal ūkanų norma yraip = 3%, tai efekty-
vioji pal ūkanų norma, gaunama iš lygybės1 + i = (1 + ip)

2, yra i = 6, 09%, o nominalioji -
vėlgi yraj = 6%, t.y. j = 2ip.

Taigi efektyvioji pal ūkanų norma priklauso nuo išmokų periodiškumo. Be to, smulkinant
pal ūkanų išmok̇ejimo periodiškumą, efektyvioji pal ūkanų norma kinta didėdama. Pavyzdžiui,
jei nominalioji pal ūkanų norma yraj ir pal ūkanos išmokamos kas dieną, tai efektyviajai pal ū-
kanų normaii galioja lygyḃe

1 + i =
(
1 +

j

365

)365

.

Pal ūkanų normai vadinamatolydžiomis sudėtinėmis pal ūkanomis(angl. continuously com-
pounded interest rate) jei išmokų periodiškumas yra begalinis, tai yra

1 + i = lim
n→∞

(
1 +

j

n

)n

= ej.

Pavyzdžiui, jeij = 6%, tai tolydžiųjų suḋetinių pal ūkanų norma yrai = e0,06 − 1 = 0, 061837
arbai = 6, 1837%.

1.4 Rizikingi vertybiniai popieriai

Priminsime, kad rizikingais vadinami tie VP, kurių ateities kaina gali b ūti mažesnė už tą patį
kiekį nerizikingų VP tuo pǎciu ateities momentu. Rizikingų VP paklausą apsprendžia galimybė
gauti didesnę už vidutinę grąžą.
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Akcijos. Akcija (angl. share) yra toks VP, kuris suteikia jos turėtojui teisę į tą akciją išleidu-
sios bendrov̇es pelno dalį; pelno, kuris yra skiriamas vartojimui, o ne tolesniam investavimui.
Ši pelno dalis išmokama akcijų savininkams vadinamadividendais. Paprastai dividendų dydis
yra atsitiktinis ir iš anksto nežinomas, nes priklauso nuo bendrovės pelno ir jos vykdomos poli-
tikos. Šis ateities išmokų atsitiktinumas ir yra pagrindinis skirtumas tarp akcijos ir obligacijos.
Kitas skirtumas yra tas, kad akcija iš principo neturi galiojimo termino; akcija galioja tol, kol
egzistuoja bendrov̇e.

Formaliai akcija yra dalies bendrovės nuosavyḃes liudijimas, t. y. akcija yra kapitalo verty-
bės forma. Akcijas gali įsigyti privat ūs asmenys arba kitos bendrovės. Paprastai akcijos turė-
tojas įgyja balsavimo teisę akcininkų susirinkime sprendžiant įvairius įmonės reikalus ir įgyja
teisę į dalį įmoṅes pelno dividendų forma. Priklausomai nuo tokių teisių buvimo ar nebuvimo,
akcijos yra skirstomos į keletą tipų. Pagrindinis akciją charakterizuojantis dydis yra jos kaina.
Vertybinių popierių rinkoje su kiekviena akcija paprastai yra susiejama dvi kainų r ūšis: paklau-
sos kaina ir pasi ūlos kaina. Skirtumas tarp šių dviejų kainų yra mažas ir toliau bus ignoruojamas
susiejant akciją su jos kaina. Kadangi kaina nėra fiksuotas dydis ir kinta laikui bėgant, akcijos
kaina toliau bus žymimaS(t), kaip laiko t funkcija. Modeliuojant kintamasist gali įgyti ar-
ba diskrěcias reikšmest ∈ {0, 1, . . . , T} arba tolydžias reikšmest ∈ [0, T ]. Pirmuoju atveju
modelis yra vadinamasdiskretaus laiko modeliu, o antruoju atveju -tolydaus laiko modeliu.
Kainos kitimą lemia ateities neapibrėžtumas, kuris ir sukuria tai kas yra vadinamarizika. Na,
o kiekybiškai kainos kitimą charakterizuojagrąža. Akcijos grąžą sudaro dvi dalys: gauti di-
videntai ir kainos pokytis gautas perkant-parduodant akciją. Diskretaus laiko modelio atveju
paprastai naudojamagrąžos normar(t), t ∈ {0, 1, . . . , T}, apibṙežta taip:r(0) := 0 ir

r(t) :=
D(t) + S(t)− S(t− 1)

S(t− 1)
, kai t ∈ {1, . . . , T}; (1.1)

čia D(t) žymi dividendų dydį (toliauD bus laikomas lygiu nuliui). Ḋel minėto ateities neapi-
brėžtumo, perkant akciją ir v̇eliau ją parduodant, gaunamas arba pelnas arba nuostolis, kurie,
atitinkamai, vadinami arba teigiama grąža arba neigiama grąža. Nelinkęs į riziką investuoto-
jas(angl. risk-averse investor) perka labiau rizikingą akciją tuo atveju jei tikisi didesnės grąžos.

Vertybinių popierių birža. Birža yra ta vieta, kurioje vyksta akcijų pirkėjų ir pardav̇ejų susi-
tikimas. Žodis „birža" yra kildinamas nuo van der Bursė vardo: XII amžiaus pradžioje Briugės
miestelio pirkliai rinkdavosi van der Bursės šeimos prekybos namuose ir organizuodavo ten
prekių aukcionus. Šiais laikais biržoje prekyba vyksta elektroniniu b ūdu. Paprastai akcijų par-
dav̇ejai prašo didesṅes kainos už akciją, negu ją si ūlo pirkėjai. Šiuo atveju abi pusės siekia tam
tikros naudos: pigiau nupirkti ir brangiau parduoti. Sandoris įvyksta, kai pirkėjas ir pardav̇ejas
pagaliau sudera abiem priimtiną kainą.

Finansų rinka, kurioje naujos akcijos ar obligacijos yra pirmą kartą parduodamos tų, kurie
jas išleido, vadinamapirmine. Antrinefinansine rinka vadinama VP rinka, kurioje perkami ir
parduodami ankšciau išleisti VP. Pirmiṅe finansų rinka ṅera laisvai prieinama, kadangi pirminis
VP pardavimas paprastai vyksta už uždarų durų. Dažniausiai pirminį akcijų pardavimą padeda
vykdyti investicijų bankas.

Antrinėje finansų rinkoje VP pirkimas-pardavimas nesuteikia papildomų lėšų bendrovei,
kuri išleido tuos VP. Tǎciau tokia rinka atlieka dvi svarbias funkcijas. Ji įgalina lengviau ir
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greǐciau pirkti-parduoti betkuriuos VP ir šis prieinamumas vadinamas VPlikvidumu. Didesnis
likvidumas didina VP poperių poreikį ir tai įgalina VP leidėją brangiau parduoti jas pirminėje
rinkoje. Antra, tokia antriṅe rinka nustato kainą, pagal kurią VP yra parduodami pirminėje
rinkoje. Nat ūralu, kad pirminėje rinkoje kaina nebus didesnė negu ta, už kurią VP galima
parduoti antriṅeje rinkoje. Kuo aukštesnė kaina antriṅeje rinkoje, tuo brangiau VP parduodama
pirminėje rinkoje ir tuo pǎciu suteikia daugiau lėšų VP leiḋejams. Tokiu b ūdu antrinė rinka
yra labai svarbi VP leiḋejams ir toliau nagriṅejamas kainos susidarymo mechanizmas b ūtent
antriṅeje finansų rinkoje.

Lietuvoje birža yra vadinama Nacionaline vertybinių popierių birža (NVPB). Savo veiklą
NVPB praḋejo 1993 metais ir nuo pat pradžių veikė kaip elektroniṅe prekyvieṫe.

Indeksai. Akcijų kainų indeksas yra rodiklis, atspindintis visų arba tam tikrų bendrovių gru-
pės akcijų vidutiṅes kainos svyravimą per tam tikrą laikotarpį. Šis indeksas skaičiuojamas, ei-
namosios dienos akcijų kainą lyginant su pasirinktos praėjusios dienos akcijų kainomis. Akcijų
kaina rodo ilgalaikius akcijos kainos kilimus, kritimus bei tendencijas.

1882 metais Charles H. Dow su partneriu Edward Jones įsteigė bendrovę „Dow Jones Com-
pany". Trěciasis partneris, Charles Begstresser, pradedant verslą parėmė pinigais. Savo biure
greta New York’o vertybinių popierių biržos jiėemė leisti „Vakarines pirk̇ejų žinias", kurios
vėliau tapo žinomu dienraščiu „The Wall Street Journal". 1884 metais Dow sudarė savo pirmą-
jį akcijų biržos kursų vidurkį, apskaičiuotą pagal 9 geležinkelio bendrovių ir dviejų pramonės
bendrovių akcijų kainas. Po dvylikos metų savo leidinyje partneriai pradėjo nuolat skelbti Dow
ir Jones pramoṅes vidurkį (angl. Dow Jones Industrial Average – DJIA). Šis naujasis vidurkis
aṗemė apie 12 apdirbamosios pramonės bendrovių akcijas. Jis b ūdavo apskaičiuojamas visai
paprastai – sudedant visų tų bendrovių akcijų dienos kainas ir dalijant iš 12. Pirmasis apskai-
čiuotas vidurkis buvo lygus 40,94 dol. už akciją.

1928 metais indeksas jau buvo apskaičiuojamas pagal 30 bendrovių akcijų kainas; tiek bend-
rovių ir liko indekse iki šiandien. Tǎciau pǎcios bendrov̇es pasikeiṫe iš esṁes; iš pirmojo sąrašo,
sudaryto 1896 metais, beliko tik „General Electric". 2000 m. sausio 19 d. Dow ir Jones indeksas
buvo 11 510,14. Tǎciau šis skaǐcius ṅera paprastas vidurkis, gaunamas sudėjus kainas ir dali-
nant iš 30. Dalyti reikia iš ypatingo skaičiaus, vadinamojo daliklio, kuris 1999 m. gruodžio 31 d.
buvo 0,201452680. Šis daliklis apskaičiuojamas siekiant išsaugoti Dow ir Jones indekso tęsti-
numą. Jis keǐciasi, kai bendrov̇es keǐcia akcijų nominalą (pavyzdžiui, kiekvieną 100 dol. vertės
akciją padalija į dvi 50 dol. vertės akcijas), kai keičiasi bendrovių strukt ūra ir sudedamosios
dalys. Per visą indekso gyvavimo istoriją tas daliklis daugsyk keitėsi, dažniausiai mažėdamas.
Pavyzdžiui, šiandien vienos kurios nors sąrašo bendrovės akcijos kainų kilimas vienu doleriu
Dow ir Jones indeksą padidintų maždaug penkiais punktais, jei visų kitų 29 bendrovių akcijų
kainos nepasikeistų.

Akcijų kainos svyravimai. Vertybinių popierių analitikai atidžiai stebi centrinio banko skel-
biamus pal ūkanų normų pasikeitimus, kadangi jie lemia VP kainų pasikeitimus. Pavyzdžiui,
sumažinus pal ūkanų normą, investuotojus labiau tenkina ir mažesnės rizikingų VP grąžos nor-
mos dydžiai. Ḋel to diḋeja rizikingų VP kainos, ir tai sutampa su (1.1) išraiška kait = 1, nes
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šios dienos VP kaina yra

S(0) =
D + S(1)

1 + r(1)
.

Be to, maž̇ejanti pal ūkanų norma yra palanki ekonominiam augimui. Tai didina dividendų
dydžius ir toḋel dar padiḋeja kainaS(0). Šie samprotavimai iliustruoja monetarinės politikos
principus.

Apskritai, senai pastebėta, kad rinkos poky̌cius sukelia tokie ekonominiai veiksniai, kaip
ūkiṅes veiklos ciklas, įmoṅes pelnas, infliacija ar valiutų kursai. Netgi mokesčių sistemos pa-
sikeitimai daro didelę įtaką prekybai biržoje. Akcijų kainos dažnai atspindi rinkos dalyvių
l ūkešcius. Kokia bus ateities ekonominė politika? Kas ateis į valdžią po rinkimų? Nuotaikas
akcijų rinkoje smarkiai veikia ir tarptautiniai konfliktai. Pavyzdžiui, karas Irake keičia su nafta
susijusių bendrovių akcijų kursą.

Kai akcijų kainos pastebimai kyla, JAV šnekama apie „bulių" rinką (angl. bull market).
Akcijų kainoms krintant, minima „lokių" rinka (angl. bear market). Tokie pavadinimai išlikę
dar iš tų laikų, kai lokių kailių pirkliai pardaviṅedavo savo prekes dar net lokių nenušovę. Vėliau
makleris, parduodantis akcijas, kurių dar neturi, buvo lyginamas su lokiu. Tokie makleriai tikisi,
kad akcijų kainos nukris ir jie galės akcijų nusipirkti už mažesnę kainą, o parduoti jas brangiau.
Kadangi XVIII amžiuje buvo labai populiarios bulių ir lokių kovos, bulius tapo priešingybės
lokiui simboliu – makleriu, tikiňciu, kad akcijų kainos kils.

Pateiksime pavyzdį, iliustruojantį akcijos ir obligacijos kainos kitimo nevienodumą. Jei
1926 metų sausį b ūtumėte investavę1 dolerį į vieno ṁenesio JAV iždo vekselius (JAV valstybės
obligacija), vieną iš saugiausių vertybinių popierių pasaulyje, ir kas mėnesį gautą pelną rein-
vestavę, tai 1996 metų gruodyje j ūsų pelnas b ūtų14 dolerių. Jei tą patį dolerį b ūtumėte tokiu
pat b ūdu investavę į S&P indeksą – žymiai rizikingesnių vertybinių popierių portfelį – tai po to
paties71 metų laikotarpio j ūsų pelnas b ūtų1370 dolerių. Tarkime dabar, kad kiekvieną mėnesį
sugebate atspėti iš anksto, kuri iš šių dviejų investicijų tą ṁenesį duos didesnę grąžą. Koks
b ūtų pelnas, jei, pasinaudoję šia informacija, kiekvieną mėnesį b ūtuṁete investavę į didesniąją
grąžą duodaňcią investiciją? Šio pavyzdžio autoriaus R. Merton’o atsakymas: virš dviejų mili-
jardų dolerių, tiksliau 2296183456 doleriai! Nors tokia tobula prognozė neįmanoma, tǎciau šis
pavyzdys rodo, kad ir menkas gebėjimas prognozuoti gali atnešti nemenką pelną.

Kaip finansų rinka formuoja kainą? Čia aptarsime tiesiogines priežastis ir aplinkybes nuo
kurių priklauso akcijų kaina. Remiantis 1.1 Apibrėžimu, bet kurios investicijos dabartinė verṫe
yra lygi viso ateityje jos sukuriamo pelno vertė šios dienos kainomis. Kaip šis principas veikia
VP rinkoje, kai investicija yra akcija? Perkant konkrečią akciją, investuojama į tą nuosavybę,
kurios nuosavyḃes liudijimu ir yra ši akcija. Bet kurios akcijos pelną sudaro dividendai ir ak-
cijos pirkimo-pardavimo kaina. Šios dienos akcijos kainą pažymėkimeS(0) Lt. Tarkime, kad
po metų ši akcija išmokaD Lt dividendų, o jos kaina tampaS(1) Lt. Taip pat tarkime, kad šios
akcijos grąžos norma praėjus metams yrar, t. y. po metų ši investicija turėtų padidinti pelną
r 100%. Kadangi visas akcijos ateityje sukuriamas pelnas yra išreiškiamas sumaD + S(1), o
grąžos norma nusako šios investicijos vertę, pagal minėtąjį finansų ekonomikos principą, šian-
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dieniṅe akcijos kaina yra

S(0) =
D + S(1)

1 + r
. (1.2)

Ši formul̇e sutampa su anksčiau pateiktu gražos normos apibrėžimu, kait = 1 ir r = r(1). Ji
nors ir elementari, bet jos dešinė puṡe priklauso nuo sunkiai įvertinamų dalykų.

Pateiksime pavyzdį, iliustruojantį (1.2) formulę. Tarkime vienos telekomo akcijos kaina
šiandien yra50 Lt ir kiekvienais metais ši akcija moka0.16 Lt dividendų. Taip pat tarkime, kad
finansų analitikas šios akcijos kainą po metų įvertino b ūsiant60 Lt. Ar verta pirkti šią akciją
šiandien? Atsakymas priklauso nuo to, kokio dydžio grąžos galima tikėtis iš šios investicijos.
Sakykime, kad pirk̇eją patenkina grąžar = 0.12, arba pelno padiḋejimas12%. Istatę į (1.2)
formulės dešiniąją pusę kintamųjų reikšmes, gauname

S(0) =
0.16 Lt
1 + 0.12

+
60 Lt

1 + 0.12
= 53.71 Lt.

Tai reiškia, kad pirk̇ejas dabartinę akcijos kainą įvertina53.71 Lt, kas yra daugiau nei esama
kaina50 Lt. Todėl pirkėjas tuṙetų įsigyti šių telekomo akcijų. Tačiau, reikia nepamiršti, kad
toks kainos vertinimas remiasi tikėjimu apie akcijos pelno dydį ateityje. Dabartinė mažesṅe
šios akcijos kaina gali atspindėti ir tai, kad kiti investuotojai šios akcijos ateities pelną vertina
mažesniais skaičiais.

Nuo ko priklauso investicijos ateities pelno vertinimas? Patirinėkime paprastesnį pavyzdį.
Tarkime, kad automobilių aukcione tą pačią Mazdą nusiži ūrėjo du potencial ūs pirkėjai A ir B.
Pirkėjas A, išbandęs patikusią automašiną, įvertino ją5000 Lt. A nuomone tai b ūtų sąžininga
kaina atsižvelgiant į jo pastebėtą nedidelį mašinos tr ūkumą, kurio pašalinimui reiktų papildomų
lėšų (neaišku kiek). Pirk̇ejas B, išbandęs tą pačią Mazdą, ne tik pastebėjo tą patį tr ūkumą,
bet ir suvok̇e jo priežastį. Tai leido jam tiksliai įvertinti b ūsimo remonto kainą ir nuspręsti
Mazdą pirkti už6000 Lt. Kadangi daugiau noriňcių pirkti šią Mazdą neatsirado, pirkėjas B ją
nusipirko už5100 Lt. Šis pavyzdys rodo, kad rinkos kainą nustato tas pirkėjas, kuris geriausiai
gal̇etų pasinaudoti preke. Pirkėjas B gal̇ejo pasi ūlyti didesnę kainą kadangi jis sugebėjo tiksliau
įvertinti galimas išlaidas, t. y. geriau pasinaudoti preke negu pirkėjas A. Šis pavyzdys taip pat
rodo, kad vertinimų skirtumui įtaką darė turimainformacija. Turėjimas daugiau informacijos
įgalina mažiau mok̇eti už riziką, susijusią su ateities neapibrėžtumu. Kitoms aplinkyḃems esant
vienodoms, tai leidžia daugiau mokėti už investiciją. Nes didesnei rizikai kompensuoti siekiama
didesṅes grąžos, o tai mažina (1.2) kainą.

Panašų samprotavimą apie informacijos vertę galima pritaikyti ir vertinant kurios nors bend-
rovės akcijos kainą. Papildomos informacijos turėjimas taip pat leidžia didinti VP šios dienos
kainą. Ta papildoma informacija galėtų b ūti žinios apie bendrovės realią paḋetį. Jei ši infor-
macija teigiama, tai jos turėtojas gali pasitenkinti ir mažesne grąža ir todėl daugiau mok̇eti už
bendrov̇es VP. Nauja informacija apie bendrovę keičia investuotojų l ūkesčius apie galimus di-
videndų dydžius arba jų rizikingumą. Tokiu b ūdu tolesnis kainos formavimosi mechanizmo
aiškinimas remiasi rinkos veikėjų l ūkešcių formavimosi supratimu.

Nesunku suvokti, kad praktiškai bet kuris ekonomikos sektorius daugiau ar mažiau pri-
klauso nuo rinkos veik̇ejų l ūkešcių. Visą tai rodo l ūkesčių formavimosi mechanizmo supratimo
svarbą. Toliau aptarsimeracionaliųjų l ūkesčių teoriją(angl. the theory of rational expectations),
paplitusią ekonomikoje per paskutinius kelis dešimtmečius.

13



Racionaliųjų l ūkešcių hipotezė. Praeito amžiaus šešto dešimtmečio ekonomistai buvo įpra-
tę manyti, kad rinkos veik̇ejų l ūkešcius formuoja tik praeities patirtis. Pavyzdžiui, infliacijos
prognozei buvo naudojama praeities infliacijos vidutinė reikšṁe. Toks l ūkešcių formavimas,
vadinamasprisitaikančiais l ūkesčiais(angl. adaptive expectations), teigia, kad l ūkesčiai lėtai
keičiasi atsiliepdami į praeities duomenų kaitą. Tiksliau kalbant, jei šios dienos infliacijos ly-
gis viršija ankstesnę šios dienos prognozę, tai ateities infliacijos lygis prognozuojamas didesnis
proporcingai ankstesniam pokyčiui.

Prisitaikaňcių l ūkešcių mechanizmas buvo kritikuojamas tuo, kad realiai žmonės naudojasi
gerokai didesne informacijos apimtimi nei prognozuojamo ekonominio kintamojo praeities rea-
lizacija. Pavyzdžiui, beveik tikrai infliacijos prognozei įtaką daro tiek numatomi monetarinės
politikos pasikeitimai, tiek ir esama šios srities politika. Apskritai žmonės dažnai linkę keisti
savo l ūkešcius pasirodžius naujai informacijai. Tokios kritikos įtakoje John Muth (1961) [11]
išvysṫe alternatyvią l ūkesčių teoriją, vadinamą racionaliųjų l ūkesčių teorija. Šios teorijos esmę
sudaro hipoteże:

1.2 Hipoteże. (Racionaliųjų l ūkešcių) L ūkesčiai sutampa su optimalia prognoze, gauta nau-
dojant visą prieinamą informaciją.

Tam, kad išsiaiškinti racionaliųjų l ūkesčių hipoteżes prasmę panagrinėsime jos taikymo pa-
vyzdį. Tarkime, kad reikia įvertinti laiko tarpą, reikalingą studento kelionei iš namų į paskaitas.
Ne piko valandomis šiai kelionei reikia 30 minučių. Kartais kelioṅe užtrunka 35 arba 25 mi-
nutes. Tǎciau piko valandomis kelioṅe trunka 10 minǔcių ilgiau. Remiantis šia informacija,
kelionės trukṁes piko valandomisoptimalia prognozeyra 40 minǔcių. Jei remtis racionaliųjų
l ūkešcių hipoteze, tai išvykstant į paskaitas piko valandomis reikia tikėtis, kad kelioṅe užtruks
40 minǔcių. Racional ūs l ūkesčiai neprivalo b ūti tiksl ūs. Racionaliais jie tampa todėl, kad grin-
džiami visa prieinama informacija.

Kokia kita informacija gali keisti optimalią prognozę kelionės į paskaitas trukmei įvertinti?
Tarkime, kad pakeliui įvyksta avarija, kurios pašalinimui reikia vienos valandos. Jei apie šią
avariją ir jos pašalinimo trukmę yra pranešta per radiją, o keliautojas į paskaitas į šią žinią ne-
atkreiṗe ḋemesio, tai jo l ūkesčiai – 40 minǔcių – jau ṅera racional ūs. Avarijos atveju kelionės
į paskaitas trukṁes optimalia prognoze turėtų b ūti 1 valanda 40 minučių. Jei apie avariją ṅera
viešai pranešta, tai optimali prognozė nesikeǐcia, o l ūkešciai lieka racionaliais. Šis pavyzdys ro-
do, kad l ūkešciai gali neb ūti racional ūs tais atvejais, kai reikalingą informaciją surasti reikalauja
per daug pastangų (pavyzdžiui, klausytis naujienų per radiją ar televiziją).

Norint formaliai išreikšti racionaliųjų l ūkesčių hipotezę tarkime, kad mus domina nežino-
mas kintamasisX. Ankstesniame pavyzdyje šis kintamasis yra studento kelionės į paskaitas
trukmė. TegulXop yra šio kintamojo optimali prognozė, oX l yra šio kintamojo laukiamoji
reikšṁe. Tada racionaliųjų l ūkesčių hipoteże teigia, kad l ūkesčiai yra racional ūs, jei

X l = Xop. (1.3)

Lyginant su prisitaikaňcių l ūkešcių mechanizmu, racional ūs l ūkesčiai formuojami atsižvelgiant
ne tik į praeities įvykius bet ir į dabartį bei į ateitį. Be to, racionalius l ūkesčius formuoja visa
prieinama informacija, o ne tik kintamojoX istorija.
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Racionaliųjų l ūkešcių hipoteże grindžiama tokiomis fundamentaliomis neoklasikinės eko-
nomikos prielaidomis, kaip rinkos veikėjų racionalus elgesys dinaminėje aplinkoje, atsižvel-
giant į ateities neapibrėžtumą. Be kita ko tai reiškia, kad rinkos veikėjai naudojasi visa prieina-
ma informacija teisingai ir naujos informacijos ieško tais atvejais, kai tikėtina jos nauda viršija
paieškos išlaidas. Šias prielaidas ir hipotezes nesunku suprasti ir suvokti jų naudą. Problemos
atsiranda tada, kai bandoma jas įgyvendinti konkrečiai.

Finansų rinkos kontekste racionaliųjų l ūkesčių hipoteże įgijo šiek tiek skirtingą formą ir yra
vadinama efektyviosios rinkos hipoteze.

Efektyviosios rinkos hipoteże. Nors racionaliųjų l ūkesčių ir efektyviosios rinkos hipotezės
buvo vystomos nepriklausomai tačiau pastaroji yra pirmosios išvada finansų rinkos kontekste.
Finansų rinkos vertybinių popierių įkainojimo mechanizmas grindžiamas tokia hipoteze:

1.3 Hipoteże. (ERH) Finansų rinkos vertybinių popierių kainos pilnai ir teisingai atspindi visą
prieinamą informaciją.

Finansų rinka yra vadinama efektyvia, jei VP kainos pilnai ir teisingai atspindi visą priei-
namą informaciją. Šiuo atveju žodis efektyvumas susijęs su informacijos panaudojimu rinkos
kainai įvertinti. Pagrindiṅe problema su šia hipoteze yra jos abstraktumas, kuris sunkiai lei-
džia patikrinti jos atitikimą realiai rinkai. Empiriškai ši hipotezė paprastai tikrinima kartu su
papildomomis prielaidomis.

Tam, kad ERH išreikšti formaliai, kaip ir anksčiau tarkime, kadS(0) yra VP kaina šiandien,
o S(1) ir D(1) yra atitinkamai VP kaina ir išmokami dividendai nagrinėjamo periodo pabaigo-
je, pavyzdžiui po metų. Nežinomas aišku yra šio VP pelnas po metų, t. y.S(1) + D(1). Tegul
[S(1) + D(1)]op yra VP pelnas, įvertintas pilnai ir teisingai atspindint visą šiandien prieinamą
informaciją, o[S(1) + D(1)]l yra rinkos įvertinta VP pelno laukiamoji reikšmė. „Rinkos įverti-
nimas" šiuo atveju reiškia visų rinkos veikėjų įkainavimo bendras rezultatas. Naudojantis šiais
žymėjimais, rinkos efektyvumas reiškia, kad

[
S(1) + D(1)

]l
=

[
S(1) + D(1)

]op
. (1.4)

Palyginę su (1.3), matome, kad ERH yra atskiras racionalių l ūkesčių hipoteżes atvejis, opti-
malia prognoze laikant tokią VP kainą, kuri pilnai ir teisingai atspindi visą šiandien prieinamą
informaciją.

Norint trumpai apib ūdinti ERH pagrįstą kainosS(0) formavimosi mechanizmą, b ūtina dar
viena prielaida apie tai, kaip yra susiję kintamiejiS(0), S(1) ir D(1). Pasinaudosime mums jau
žinomu dabartiṅes verṫes principu, t. y. jau aptartaS(0) kainos vertinimo (1.2) formule. Pagal
ją, investicijos grąžos normar(1) yra lygi

r(1) =
D(1) + S(1)− S(0)

S(0)
. (1.5)

Pagal analogiją su šia formule, apibrėšimelaukiamąją grąžą

rl(1) :=

[
D(1) + S(1)

]l − S(0)

S(0)
. (1.6)

15



Kaip vėliau matysime toks laukiamosios grąžos apibrėžimas yra pateisinamas tuo, kad mate-
matinio modelio kontekste laukiamoji grąžarl(1) ir laukiamasis pelnas[S(1) + D(1)]l bus
atitinkamai grąžos normosr(1) sąlyginis vidurkisE[r(1)|F0] ir pelnoS(1) + D(1) sąlyginis
vidurkisE[S(1) + D(1)|F0]. Kadangi sąlyginis vidurkis yra tiesinė operacija (1.6) formulė to-
kioje interpretacijoje išplauks iš (1.5). Tokiu b ūdu (1.6) formulė pateikia nagriṅejamo VP šios
dienos kainos įvertinimą:

S(0) =

[
D(1) + S(1)

]l

1 + rl(1)
. (1.7)

Remiantis ERH (1.4) forma, tokiaS(0) kaina pilnai ir teisingai atspindi visą šiandien prieina-
mą informaciją. Efektyvioje rinkoje visi VP įkainojami iš principo tuo pačiu čia apib ūdintu
įkainojimo mechanizmu. Gali skirtis tik laukiamosios grąžos (1.6) apibrėžimas. Kiekvieno to-
kios rinkos VP (1.7) kaina vadinamapusiausvyrine kainaekonomiṅes pusiausvyros prasme, nes
esant šiai kainai visų efektyvioje rinkoje esančių VP paklausa lygi jų esamai fiksuotai pasi ūlai
(angl. outstanding supply).

Efektyvioji finansų rinka yra svarbi kapitalistinės sistemos dalis. Šioje sistemoje rinka yra
ideali jei VP kainos padeda optimaliai paskirstyti išteklius. Norėdamos pl̇esti savo ekonominę
veiklą, bendrov̇es išleidžia akcijas, o efektyvioje rinkoje jos gali tikėtis „sąžiningos" kainos.
Investuotojai savo ruožtu, pirkdami akcijas efektyvioje rinkoje, gali tikėtis tai daryti esant taip
pat „sąžiningoms" kainoms. Tokiu b ūdu finansų rinkos išteklius paskirsto optimaliai, jei VP
kainos pakankamai tiksliai atspindi savo vertę.

Gautoji VP pusiausvyriṅes kainos (1.7) išraiška, pati savaime, nėra pakankamai informa-
tyvi. Toliau nagriṅejamos finansų rinkos teorijos tikslas yra įvairių rinkos aspektų tyrimas re-
miantis viena arba kita pusiausvyrinės kainos išraiška. Pati ERH naudojama ne tiesiogiai, o
remiantis vienu iš jos išplaukiančių principų: arbitražo efektyvioje rinkoje negalimumu.

Klausimai ir uždaviniai.

1. Kodėl egzistuoja ir kuo naudingos obligacijos finansų rinkoje?

2. Kokia prasme obligacijos yra nerizikingi VP?

3. Ką reiškia terminas "likvidumas"?

4. Kodėl paprastai akcija yra rizikingesnis VP negu obligacija?

5. Kokiais atvejais pilnas pelningumas ir pal ūkanų norma sutampa ir kokias atvejais jie ski-
riasi?

6. Įrodyti, kad obligacijos su atkarpomis įsigijimo kainai sutampant su principine verte, pil-
nas pelningumas yra lygus atkarpos procentui (coupon rate).

7. Kokius žinote dabartiṅes verṫes principo taikymo pavyzdžius?

8. Kuo skiriasi ir kuo panašios racionaliųjų l ūkesčių ir efektyviosios rinkos hipotezės?
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Pastabos. Daugiau apie akcijas, pal ūkanas, išvestinius finansinius instrumentus, investicinius fondus ir pinigus
Lietuvos kontekste galima susipažinti leidinyje „Investuotojo ABC".

Robert E. Lucas, Jr. nuosekliai išvystė racionaliųjų l ūkesčių hipotezę pritaikydamas ją makroekonomikos teo-

rijoje bei ekonomiṅes politikos klausimuose. Už tai 1995 metais jam buvo suteikta Nobelio ekonomikos premija.

Papildoma literat ūra.

1. Investuotojo ABC. Verslo žinios, 2003. Versta ir adaptuota Lietuvai iš: M. Sundling ir S. Kamai, Dagens
Industri ABC, 1998

2. Mishkin, F. S. The Economics of Money, Banking, and Financial Markets. 7-th Edition. Addison Wesley,
Boston, 2004.
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Skyrius 2

Finansų rinkos modelis: samprata ir
pavyzdžiai

2.1 Rinkos matematinis modeliavimas

Kalbant apie finansų rinkos matematinį modelį, visų pirma reiktų suvokti skirtumą tarp matema-
tinio modelio ir matematiṅes teorijos. Pirmasis terminas vartojamas kalbant apie matematikos
taikymą praktikoje, o antrasis terminas yra „grynosios" matematikos dalis. XX amžiaus antro-
je puṡeje matematika tampa mokslu apie abstrakčias strukt ūras. Trumpai kalbant, matematinė
strukt ūra yra aiḃe tarp kurios element ū galioja aksiomomis nusakomi sąryšiai. Tuo atveju ma-
tematinę teoriją sudaro teiginų sistema apie tokios strukt ūros savybes. Tuo tarpu matematinis
modelis yra tokia matematinė teorija apie matematinę strukt ūrą, kurios elementai ir sąryšiai yra
interpretuojami išorinio pasaulio objektais ir sąryšiais.

Vienas iš pagrindinių skirtumų tarp matematinės teorijos ir matematinio modelio yra rezul-
tatų vertinimo kriterijai. Matematiṅes teorijos rezultatai privalo tenkinti formalaus teisingumo
kriterijų, o pati teorija dažniausiai vertinama pagal vidinę darną ir logiką. Tuo tarpu mate-
matiniam modeliui taikomas atitikimo išoriniam pasauliui ar prognozės teisingumo kriterijus.
Šia prasme matematiniai modeliai priklausomotyvuotosios matematikossričiai. Matematiṅe
teorija arba „grynoji" matematika nėra motyvuota praktiniais argumentais. Pavyzdžiui, labai
dažnai matematiniai samprotavimai prasideda visiškai nemotyvuota fraze: „tarkime, kad yra
duota funkcija ...".

Kitas labai svarbus matematikos vaidmuo yra jos, kaip kalbos, funkcija. Matematinis sam-
protavimas skiriasi nuo nematematinio dar ir tuo, kad matematikos objektai suvokiami viena-
reikšmiškai, remiantis tik tomis jų savybėmis, kurios yra joms priskirtos pagal apibrėžimą.

Taigi finansų rinkos matematiniu modeliu vadiname matematinę teoriją, kurios elementai
ir sąryšiai interpretuojami imituojant realias finansų rinkas. Pavyzdžiui, finansų teorijoje la-
bai svarb ūs tokie išorinio pasaulio aspektai kaip ateities neapibrėžtis, laikas, kaina ir panašiai.
Finansų rinkos modelyje šioms sąvokoms suteikiama konkreti prasmė naudojant matematinę
tikimybių teoriją.
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Kaina, laikas ir ateities neapibrėžtumas. Pagrindiṅemis ir paprašciausiomis finansų teori-
jos sąvokomis yra laikas ir kaina. Matematinis šių sąvokų modelis yra realių skaičių pora(t, x).
Priminsime, kad kainos priklausomybė nuo laiko yra pagrindiṅe finansų rinkos teorijos proble-
ma. Visų pirma reikia pasakyti, jog ekonominių-finansinių kintamųjų prikausomybė nuo laiko
gali b ūti dvejopa: tiesioginė priklausomyḃe nuo laiko momentot, arba priklausomyḃe nuo laiko
intervalo.

Taigi, pirmają priklausomyḃes klasę sudaro kintamieji priklausantys nuo laiko momento, t.
y. laiko funkcijos. Tokų kintamųjų pavyzdžiai yra akcijos kaina, valiutos kursas, visi balansiniai
rodikliai. Finansų teorijoje šie kintamieji vadinamib ūsenos kintamaisiais(angl. stock variab-
les). Matematiniame modelyje tokie kintamieji išreiškiami realaus kintamojo funkcijomis.

Antrąją priklausomyḃes klasę sudaro ekonominiai-finansiniai kintamieji priklausantys nuo
laiko intervalo. Tokių kintamųjų pavyzdžiais yra metinis pelnas, pal ūkanų norma, kainos po-
kytis ir panašiai. Finansų teorijoje šie kintamieji vadinamisrauto kintamaisiais(angl. flow va-
riables). Matematiniame modelyje šie kintamieji išreiškiami intervalo funkcijomis. Dažniausiai
abiejų klasių kintamuosius galima vieną su kitu susieti.

Laikas finansų rinkos teorijoje paprastai suvokiamas arba kaip diskreti aibė, pavyzdžiui ai-
bė D = {0, 1, . . . , T}, arba kaip „tolydi" aiḃe, pavyzdžiui intervalasD = [0, T ]. Tokia laiko
interpretacija atspindi tai, kad ekonominiai kintamieji gali b ūti stebimi arba diskrečiais laiko
momentais arba nuolat. Šias skirtingas laiko sampratas atitinkančios teorijos vadinamosdiskre-
tausarbatolydaus laikofinansų rinkos modeliu. Dažniausiai aibėsD elementast = 0 žymi
dabarties laiko momentą, o bet kuris elementast > 0 priskiriamas ateǐciai. Diskretaus laiko
atveju intervalas tarp gretimų stebėjimo momentų vadinamasperiodu, o jo ilgis yra pastovus ir
lygus vienetui. Periodus galima interpretuoti įvairiai, pavyzdžiui, tai gali b ūti metai, mėnesiai
ar valandos.

Kita svarbi finansų teorijos sąvoka yra ateities neapibrėžtumas. Matematiniam sios sąvokos
modeliui naudosime matematinę tikimybių teoriją. Kaip ir kiekviena matematinė teorija, tiki-
mybių teorija yra teiginių sistema apie abstrakčius objektus pasižymiňcius tam tikromis savyḃe-
mis. Toḋel naudojantis tokia teorija reikia interpretuoti pagrindines jos konstrukcijas, tiesiogiai
nesusijusias su realia finansų rinka.

Pagrindine tikimybių teorijos konstrukcija yra tikimybinė erdv̇e (Ω,F , P ). Čia Ω yra ele-
mentariųjų įvykių aiḃe, o funkcijaP apibṙežta tam tikroje šios aiḃes poaibių klaṡejeF ir reikš-
mes įgyjanti intervale[0, 1]. KlaseiF – vadinamaiσ-algebra – priklausoΩ, bet kurio jos ele-
mentoA papildinysAc ir bet kurių jos elementų skaitaus rinkinio{Ak}∞k=1 sąjunga∪∞k=1Ak.
FunkcijaP – vadinama tikimybiniu matu – yraσ-adityvi ir P (Ω) = 1. Tarsime, kad aibęΩ
sudaro tiesiogiai su ekonominiu modeliu susiję pasaulio ateities scenarijaiω, kartais tiesiog va-
dinami b ūsenomis. Kiekvienas šeimosF elementasA suprantamas kaip tokia ateities scenarijų
aibė, apie kurią galima pasakyti, kad ji įvyks su tikimybeP (A). Tǎciau tikimyḃes interpretacija
finansų teorijos kontekste yra problema, nes nėra aišku, kas ją galėtų atitikti nematematiṅeje fi-
nansų rinkoje. Taigi vis ḋelto tarus, kad mums yra žinoma tikimybinė erdv̇e (Ω,F , P ), akcijos
kainos reikšṁe nat ūraliai priklauso nuo b ūsenosω ∈ Ω ir laiko.

Sakykime, kadD yra arba{0, 1, . . . , T} arba[0, T ], o (Ω,F , P ) – tikimybinė erdv̇e. Toliau
tariama, kad akcijos kaina yra dviejų kintamųjų funkcija

S = {S(t, ω) : (t, ω) ∈ D × Ω}, (2.1)
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kurios reikšṁes yra neneigiami real ūs skaičiai. Labai dažnai antrasis argumentasω praleidžia-
mas toḋel, kad teiginiai apieS(t) ≡ S(t, ω) paprastai nepriklauso nuo konkrečiosω reikšṁes.
Tikimybių teorijoje tokia funkcija vadinamaatsitiktiniu procesuapibṙežtu(Ω,F , P ), jei įvykis
{ω ∈ Ω: S(t, ω) ∈ B} priklauso šeimaiF su kiekvienut ∈ D ir su kiekvienu aiḃes [0,∞)
poaibių Borelioσ-algebrosB elementuB. Ši savyḃe reiškia, kad yra žinomos tokios klasės įvy-
kių tikimybėsP ({ω ∈ Ω: S(t, ω) ∈ B}). Toliau funkcijąS vadinsimeakcijos kainos procesu,
nepriklausomai nuo to, kuris modelis – diskretaus ar tolydaus laiko – turimas galvoje. Tačiau
grąžos samprata yra skirtinga priklausomai nuo modelio tipo.

2.2 Diskretaus laiko modelis

Akcijos kaina ir grąža. Daugelyje finansų teorijos klausimų ekonomiškai labiau pagrįstais
laikomi ne absoliut ūs kainos dydžiai bet santykiniai pokyčiai, vadinami grąža. Priklausomai
nuo modelio, grąža apibrėžiama skirtingai. Tarkime, kadS yra diskretaus laiko kainos procesas,
t. y. atsitiktinis procesas (2.1), kuriameD = {0, 1, . . . , T}. Akcijos grąžaarba tiksliauakcijos
kainąS atitinkančiu grąžos procesuvadinsime funkcijąR = {R(t) : t ∈ D}, apibṙežtą taip

R(0) := 0 ir ∆R(t) := R(t)−R(t− 1) :=
S(t)− S(t− 1)

S(t− 1)
, t = 1, . . . , T. (2.2)

Čia tariama, kadS(t − 1) > 0 visiemst. Šiame grąžos apibrėžime tariama, kad dividendai
nemokami (plg. su (1.2) ir (1.5)), t. y.D(t) = 0 su visaist. Tǎciau v̇eliau kartais atsisakysime
šios prielaidos. Kadangi diskretaus laiko modeliuose periodas yra fiksuotas ir lygus vienetui,
skirtumasR(t) − R(t − 1) vadinamasgrąžos norma(angl. rate of return) ir žymimasr(t) (žr.
(1.1)). Tolydaus laiko modeliuose periodo ilgiai yra kintami ir todėl žymėjimasr(t), kuriame
neatsispindi intervalo pradžia ir galas, nėra geras. Dar viena grąžos samprata naudojama eko-
nometriṅeje analiżeje, gaunama dešinę (2.2) lygybės pusę pakeitus funkcijaln{S(t)/S(t−1)}.

Taigi, žinant akcijos kainąS, grąžaR nusakoma (2.2) formule. Ir atvirkščiai, žinant grąžą
R, iš tos pǎcios formul̇es nesunku gauti kainos proceso išraišką:

S(t) = S(0)
t∏

s=1

[
1 + R(s)−R(s− 1)], t = 1, . . . , T, (2.3)

kurioje S(0) gali b ūti laisvai pasirinktas teigiamas skaičius, pavyzdžiuiS(0) = 1, o pokytis
R(t)−R(t−1) > −1 su visaist. (2.2) ir (2.3) sąryšiais nusakoma abipus vienareikšmė atitiktis
tarpS ir R. Dar viena priklausomyḃe tarp kainos ir grąžos išreiškiama skirtumine lygtimi:

S(t) = S(0) +
t∑

s=1

S(s− 1)
[
R(s)−R(s− 1)], t = 1, . . . , T. (2.4)

Turėdami akcijos kainos ir grąžos matematinę sampratą, toliau galime konkrečiau apib ūdinti
vieną kainos formavimosi mechanizmo variantą.
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Sąžiningojo lošimo rinka. Akcijos kainos kitimas dažnai aiškinamas pasitelkiant analogiją
su nuosekliai kartojamų lošimų seka. Be to, tariama, kad lošimai yra sąžiningi ta prasme, kad
kiekvienu laiko momentu, žinant ankstesniųjųn lošimų rezultatus,(n + 1)-ojo lošimo tikėti-
nas laimėjimas yra lygusn-ojo lošimo laiṁejimui. Tikimybių teorijoje tik̇etinas laiṁejimas
išreiškiamas sąlyginiu vidurkiu, o sąžiningas lošimas apibrėžiamas martingalu. Priminsime jo
apibṙežimą.

Kaip ir ankšciau, sakysime, kad(Ω,F , P ) yra tikimybinė erdv̇e, apibṙežianti finansų rinkai
svarbius ateities scenarijus ir jų tikimybes. Papildomai tarsime, kad visa laiko momentut pri-
einama rinkos informacija yra nusakoma įvykių aibeFt ⊂ F , kuri sudaroσ-algebrą, o šeima
F := {Ft : t = 0, 1, . . . , T} yra nemaž̇ejanti tokiųσ-algebrų seka, toliau vadinamainforma-
cijos srautu. Tarkime, kadM = {M(t) : t = 0, . . . , T} yra atsitiktinis procesas apibrėžtas
(Ω,F , P ). Sakoma, kadM yra martingalasF atžvilgiu, jei su kiekvienut, M(t) yraFt-matus,
vidurkisE|M(t)| = EP{|M(t)|} < ∞ ir sąlyginis vidurkis

E
[
M(t)

∣∣Fs

]
= M(s) su visais 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

JeiM(t) sut = n+1 yra (n+1)-ojo lošimo laiṁejimas, tai kairioji šios lygyḃes puṡe sus = n
reikštų tik̇etiną laiṁejimą pon-tojo lošimo. JeiM yra martingalasF atžvilgiu, tai atsitiktinių
dydžių sekaξt := M(t) − M(t − 1), t = 1, . . . , T , vadinamamartingalinių skirtumų sekaF
atžvilgiu. Remiantis martingalo apibrėžimu, su kiekvienut = 1, . . . , T

E[ξt|Ft−1] = 0. (2.5)

Tegulµ yra realus skaičius, oξt yra martingalinių skirtumų seka informacijos srautoF at-
žvilgiu. Sakysime, kad akcijos grąžos procesuiR galiojasąžiningojo lošimo hipotezė(angl. fair
game), jei su kiekvienut = 1, . . . , T teisinga lygyḃe

R(t) = R(t− 1) + µ + ξt. (2.6)

Jei šioje išraiškojeξt yra nepriklausomi, vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai, kurių vidurkis
ir dispersija egzistuoja, ir yra lyg ūs atitinkamai0 ir σ2, tai sakoma, kad grąžos procesuiR
galiojaatsitiktinio klaidžiojimo hipotezė. JeiFt yra minimaliosσ-algebros, atžvilgiu kurių yra
mat ūs atsitiktiniai dydžiaiξ1, . . . , ξt, tai tokiam grąžos procesuiR taip pat galioja sąžiningojo
lošimo hipoteże, nes, ḋel nepriklausomumo ir nulinių vidurkių, yra teisinga (2.5) su kiekvienu
t = 1, . . . , T .

Kitas sąžiningojo lošimo hipotezę išpildantis grąžos procesas yra ekonometrinėje analiżeje
naudojamas ARCH modelis (pirmos eilės Autoregressive Conditionally Heteroskedastic) api-
brėžiamas taip:

R(0) = 0 ir ∆R(t) = µ + ξt

√
αξ2

t−1, t = 1, . . . , T.

Čia ξt yra martingalinių skirtumų seka informacijos srautoF atžvilgiu.
Ką galima pasakyti apie akcijos kainos procesąS jei jos grąžos procesuiR galioja sąžinin-

gojo lošimo hipoteże (2.6)? Remdamiesi (2.2) ir (2.5) gauname, kad su kiekvienut = 1, . . . , T ,

E[S(t)|Ft−1]

S(t− 1)
− 1 = E[R(t)|Ft−1]−R(t− 1) = µ. (2.7)
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Iš čia išplaukia, kad su kiekvienut = 1, . . . , T

S(t− 1) =
E[S(t)|Ft−1]

1 + µ
. (2.8)

Visų pirma pasteḃesime, kad toks akcijos kainos procesasS nėra martingalas jeiµ 6= 0. Pa-
staroji išraiška taip pat rodo, kadS(t − 1) yraFt−1 matus ir šia prasme „pilnai atspindi" visą
rinkos informaciją aprašomą ivykiu aibeFt−1. Sąžiningojo lošimo hipotezė papildo 1.4 skyre-
lyje aptartą efektyviosios rinkos hipotezę (ERH). Abi kartu jos sudaro vieną iš galimų kainos
formavimosi mechanizmų. Todėl (2.8) sąryšis kartais vadinamasanalitine ERH forma, o akci-
jos kainos procesasS vadinamas pusiausvyriniu.

Atsitiktiniai dydžiai ξt ir skaǐciusµ sąžiningojo lošimo hipotezės (2.6) apibṙežime skirtin-
goms akcijoms gali b ūti skirtingi. Toliau sakysime, kad rinka yrasąžiningojo lošimo rinka, jei
visoms šios rinkos akcijoms galioja sąžiningojo lošimo hipotezė (2.6) su tuo pǎciu µ.

Tarkime, kad rinką sudaro du VPS ir S0, kurių grąžos procesai yra, atitinkamai,R ir R0.
Taip pat tarkime, kad grąžos procesuiR galioja sąžiningojo lošimo hipotezė (2.6), o grąžos
procesuiR0 galioja lygyḃe ∆R0(t) = µ su kiekvienut = 1, . . . , T , t. y. (2.6) sąlyga galioja
kai ξt ≡ 0 su kiekvienut. Toḋel rinka sudaryta iš VPS ir S0 yra sąžiningojo lošimo rinka.
Remiantis (2.3), VP kainos procesasS0 yra lygus

S0(t) := S0(0)(1 + µ)t visiemst = 1, . . . , T . (2.9)

Šį nerizikingą VPS0 vadinsimebanko sąskaita su pal ūkanų normaµ. Tuo tarpu kainaS, api-
brėžta analitine ERH forma, nusako rizikingą VP, nes jo grąžaR yra atsitiktinis procesas. Tačiau
remiantis (2.8) lygybe, šio vertybinio popieriauslaukiamoji grąžos norma(angl. expected rate
of return)

E[∆R(t)|Ft−1] =
E[S(t)|Ft−1]

S(t− 1)
− 1 = µ (2.10)

su kiekvienut. Rinkos veik̇ejas vadinamas neutraliu rizikai, jei investuodamas jis r ūpinasi tik
laukiamosios grąžos normos dydžiu, bet ne akcijos rizikingumu. Kadangi akcijųS0 ir S lau-
kiamosios grąžos normos sutampa, tai tokiam rinkos veikėjui jos yra lygiaverṫes. Apskritai,
sąžiningojo lošimo rinkoje rizikai neutraliems investuotojams nėra prasṁes investuoti į rizikin-
gas akcijas.

Kaip rodo (2.8) pavyzdys, sąžiningojo lošimo rinkoje akcijos kaina neprivalo išpildyti mar-
tingalo sąlygas, tǎciau bet kuri diskontuota kaina

{S(t)/S0(t) : t = 0, 1, . . . , T} yra martingalasF atžvilgiu. (2.11)

Čia, kaip ir ankšciau,S0 yra banko sąskaita su pal ūkanų normaµ, o jos kainos kitimas nusako-
mas (2.9) sąryšiu. Iš tikrųjų, remiantis (2.8), su kiekvienut = 1, . . . , T , teisinga

E

(
S(t)

S0(t)

∣∣∣Ft−1

)
=

E
(
S(t)|Ft−1

)

S0(0)(1 + µ)t
=

S(t− 1)

S0(0)(1 + µ)t−1
=

S(t− 1)

S0(t− 1)
.

Vėliau nagriṅesime konkrěcius kainų procesus pasižyminčius (2.11) savybe. Tačiau kol kas
nustatysime akcijos šios dienos kainos formulę sąžiningojo lošimo rinkoje.
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Fundamentalioji vert ė. Remiantis analitine ERH forma (2.8) ir papildomomis sąlygomis ga-
lima išvesti vertybinio popieriaus fundamentaliosios vertės formulę. Taip vadinama akcijos kai-
nos formul̇e, kuri išreiškia bendrov̇es visų ateities išmokų dabartinę vertę. Tuo tikslu tarsime,
kad diskretaus laiko modelyje paskutinis laiko momentasT yra neapṙežtai didelis, t. y.t =
0, 1, . . . . Taip pat tarkime, kad kainosS evoliucija nusakoma visiemst = 0, 1, . . . , o momentu
t išmokamų dividendų norma yraD(t). Tokiu atveju akcijos grąžaR = {R(t) : t = 0, 1, . . . }
yra apibṙežiama taip:R(0) := 0 ir

R(t)−R(t− 1) :=
S(t)− S(t− 1) + D(t)

S(t− 1)
, t = 1, 2, . . . , (2.12)

čia tariama, kadS(t− 1) > 0 su visaist; o analitiṅe ERH forma yra

S(t− 1) = E[S(t) + D(t)|Ft−1]/(1 + µ)

su kiekvienut = 1, 2, . . . . Naudodami šį sąryšįn kartų ir matematinę indukciją gauname, kad

S(t− 1) =
n∑

k=1

E[D(t + k − 1)|Ft−1]

(1 + µ)k
+

E[S(t + n− 1)|Ft−1]

(1 + µ)n
(2.13)

su bet kuriuon = 1, 2, . . . ir t = 1, 2, . . . . Dabar tarkime, kad galioja vadinamojitransversalu-
mo sąlyga: (2.13) lygyḃes dešiṅeje esantis narys artėja į nulį kain neapṙežtai auga, t. y.

lim
n→∞

E[S(t + n− 1)|Ft−1]

(1 + µ)n
= 0.

Tada, (2.13) lygyḃeje sun →∞ gauname, kad bet kuriamt = 1, 2, . . . ,

S(t− 1) = E

[ ∞∑

k=1

D(t + k − 1)

(1 + µ)k

∣∣∣Ft−1

]
. (2.14)

Ši akcijos kainos dinamika, toliau žymimāS, vadinamafundamentaliąja verte(angl. funda-
mental value). Jei akcijos kaina skiriasi nuo savo fundamentaliosios vertės, tai sakoma, kad
tokia akcija sukuriafinansinį burbulą(angl. financial bubble). Pagal tokią finansinio burbulo
sampratą, jis gali egzistuoti ir efektyviojoje rinkoje, nusakomoje analitine ERH forma (pavyz-
džiui, jei neišpildyta transversalumo sąlyga).

Parodysime, kad fundamentaliąją vertę turinčios akcijos atitinkaňciam grąžos procesui (2.12)
galioja sąžiningojo lošimo hipotezė. Fiksuokimet = 1, 2, . . . ir pažyṁekime

A(t) :=
∞∑

k=1

D(t + k)

(1 + µ)k
.

KadangiS = S̄, remiantis (2.14), gauname

S̄(t)− (1 + µ)S̄(t− 1) = E[A(t)|Ft]− E

[ ∞∑

k=1

D(t + k − 1)

(1 + µ)k−1

∣∣∣Ft−1

]
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= E[A(t)|Ft]−D(t)− E[A(t)|Ft−1].

Iš čia išplaukia akcijos kainą̄S atitinkaňcio grąžos procesōR išraiška

∆R̄(t) =
S̄(t)− S̄(t− 1) + D(t)

S̄(t− 1)
= µ +

E[A(t)|Ft]− E[A(t)|Ft−1]

S̄(t− 1)
.

Nesunku matyti, kad dešinėje esantys atsitiktiniai dydžiai

ξt :=
E[A(t)|Ft]− E[A(t)|Ft−1]

S̄(t− 1)
, t = 1, 2, . . .

informacinio srautoF atžvilgiu sudaro martingalinių skirtumų seką. Tokiu b ūdu su bet kuriuo
T < ∞, grąžos procesuīR = {R̄(t), t = 0, 1, . . . , T} galioja atsitiktinio klaidžiojimo hipo-
teże. Na o fundamentalioji vertė ir yra pusiausvyriṅe kaina, pagal ERH, „pilnai ir teisingai
atspindinti" turimą informaciją.

2.3 Binominis modelis.

Tarkime, kad real ūs skaičiai µ, a ir b tenkina sąlygas:

µ > −1 ir − 1 < µ + a < µ + b. (2.15)

Sukonstruosime tokį grąžos procesąR, kuriam galioja atsitiktinio klaidžiojimo hipotezė, o grą-
žos norma∆R(t) įgyja tik dvi reikšmesµ + a ir µ + b su kiekvienut. Tada atitinkamas akcijos
kainos procesasS kinta šuoliais įgyjaňciais tik dvi reikšmes, t. y. arbaS(t) = (1+µ+a)S(t−1)
arbaS(t) = (1 + µ + b)S(t− 1).

Praḋesime nuo tikimybiṅes erdv̇es(Ω,F , P ) apibṙežimo. Tarkime, kad elementariųjų įvy-
kių aibė

Ω := {−1, +1}T =
{
ω = (r1, . . . , rT ) : rt ∈ {−1, +1}},

o σ-algebraF yra visųΩ poaibių klaṡe. Kol kas tarkime, kadP yra bet kuris tikimybinis matas,
kuriam

P ({ω}) > 0 su kiekvienu ω ∈ Ω. (2.16)

Su kiekvienut = 1, . . . , T , aibėjeΩ apibṙežkime funkciją

εt(ω) :=
1 + rt

2
=

{
0, jei rt = −1,
1, jei rt = 1,

kai ω = (r1, . . . , rT ). KadangiF yra visųΩ poaibių klaṡe, visosΩ aibėje apibṙežtos funkcijos
yra atsitiktiniai dydžiai. Dabar galime apibrėžti atsitiktinius dydžius:

ξt(ω) := a(1− εt(ω)) + bεt(ω) =

{
a, jei εt(ω) = 0,
b, jei εt(ω) = 1,

su kiekvienut = 1, . . . , T ir ω ∈ Ω.
Sakykime, kad(Ω,F , P ) ir ξt, t = 1, . . . , T yra aukš̌ciau apibṙežti tikimybinė erdv̇e ir

atsitiktiniai dydžiai, o skaǐciamsa, b ∈ R galioja (2.15) sąlyga. Tada teisingas
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2.1 Teiginys. (2.6) lygybe apibrėžtam grąžos procesuiR galioja atsitiktinio klaidžiojimo hipo-
tezė tada ir tik tada, kaia < 0 < b, ξ1, . . . , ξT yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai tikimybinio
matoP atžvilgiu ir su kiekvienut = 1, . . . , T

P ({ω ∈ Ω: ξt(ω) = a}) = P ({εt = 0}) =
b

b− a
. (2.17)

Įrodymas. Tarkime, kad grąžos procesuiR galioja atsitiktinio klaidžiojimo hipoteże. Tada
tikimybinio matoP atžvilgiu ξ1, . . . , ξT yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. Pažymėkime
p := P ({ω ∈ Ω: ξt(ω) = a}). KadangiEξt = 0, ap + b(1 − p) = 0. Be to, remiantis (2.16),
p ∈ (0, 1). Iš čia išplaukia, kada < 0 < b ir galioja (2.17).

Atvirkščiai taip pat akivaizdu, jeia < 0 < b, o tikimybinė erdv̇e(Ω,F , P ) ir atsitiktiniai dy-
džiaiξ1, . . . , ξT išpildo nurodytas sąlygas, tai grąžos procesuiR galioja atsitiktinio klaidžiojimo
hipoteże.

Remdamiesi šiuo teiginiu, toliau sukonstruosime tikimybę. Tarkime, kad0 < q < 1. Be to,
su kiekvienuω ∈ Ω ir t = 1, . . . , T , tegul

Nt(ω) :=
t∑

s=1

εs(ω) ir Pq({ω}) := qT−NT (ω)
(
1− q

)NT (ω)
. (2.18)

Aibėje Ω funkcija NT įgyja reikšmes0, 1, . . . , T . Pavyzdžiui, tarp visų elementariųjų įvykių
ω ∈ Ω, reikšṁeNT (ω) = k ∈ {0, 1, . . . , T} įgyjama

(
k
T

)
kartų. Tada

∑
ω∈Ω

Pq({ω}) =
T∑

k=0

∑

ω : NT (ω)=k

qT−k(1− q)k =
T∑

k=0

(
k

T

)
qT−k(1− q)k = (q + 1− q)T = 1.

TegulF := 2Ω, t.y. visų Ω poaibių aiḃe. TadaPq yra tikimybė, o NT yra atsitiktinis dydis
tikimybinėje erdv̇eje(Ω,F , Pq). Be to, tikimyḃe

Pq({ω : NT (ω) = k}) =

(
k

T

)
qT−k(1− q)k

vadinamabinominiu skirstiniu. Tuo tarp atsitiktinis procesas{Nt : t = 1, . . . , T} vadinamas
Bernoulli’o procesu. Pagal savo apibrėžimą atsitiktiniai dydžiaiε1, . . . , εT tikimybinio matoPq

atžvilgiu yra nepriklausomi (patikrinti). Nesunku patikrinti, kad

Pq({ω ∈ Ω: ξt(ω) = a}) = q (2.19)

su kiekvienut = 1, . . . , T .
Atskiru atveju matasQ := Pq suq = b/(b−a) yra 2.1 Teiginiu charakterizuotas tikimybinis

matas, t. y.

Q({ω}) :=
( b

b− a

)T−NT (ω)( −a

b− a

)NT (ω)

, ω ∈ Ω.

Tikimybinėje erdv̇eje(Ω,F , Q) apibṙežtam grąžos procesuiR galioja atsitiktinio klaidžiojimo
hipoteże:

∆R(t) = µ + ξt = (µ + a)1−εt(µ + b)εt su kiekvienu t = 1, . . . , T.
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Remiantis (2.3) sąryšiu, šią grąžą atitinkantis kainos procesas yra

S(t) = S(0)
t∏

s=1

(1 + µ + a)1−εs(1 + µ + b)εs = S(0)(1 + µ + a)t−Nt(1 + µ + b)Nt . (2.20)

ČiaS(0) gali b ūti betkuris teigiamas skaičius. Paprastai tariama, kadS(0) = 1.
Binominiu modeliu1 vadinamas rinkos modelis, sudarytas iš banko sąskaitosS0 su pal ūkanų

normaµ ir (2.20) lygybe apibṙežto rizikingo VPS. Taigi, binominį modelį sudaro VP pora
(S0, S), priklausant nuo parametrųµ, a ir b. Kaip maṫeme, tai yra sąžiningojo lošimo rinkos
pavyzdys.

2.4 Tolydaus laiko modelis

Tolydaus laiko finansų rinkos teoriją sudaro tokie rinkos modeliai, kuriuose rinkos veikėjams
leidžiama pirkti-parduoti akcijas bet kuriuo laiko momentu, o kainos kitimas fiksuojamas taip
pat bet kuriuo laiko momentu. Todėl akcijos kainos ir grąžos procesai šiuose modeliuose yra
tolydaus laiko atsitiktiniai procesaiS = {S(t) : t ∈ [0, T ]} ir R = {R(t) : t ∈ [0, T ]}. Paskuti-
niais metais daugelio VP kainos kitimas fiksuojams kas kelias sekundes ir todėl gauti duomenys
gali gerai aproksimuoti tolydaus laiko funkcijas.

Kodėl verta pereiti nuo diskretaus laiko modelių prie tolydaus? Diskretaus laiko finansų
rinkos modelių nepakanka, kai reikia tiksliau modeliuoti greitai kintančias kainas. Mat, smul-
kėjant intervalams, diskrečiam modeliui pritaikytas matematinis aparatas tampa per daug gre-
mėzdiškas. Be to, tolydaus laiko modeliai priklauso nuo mažesnio skaičiaus parametrų ir tie
parametrai turi intuityviai suvokiamą interpretaciją. Dar vienas diskretaus laiko finansų rinkos
modelių tr ūkumas pastebimas finansų ekonometrijoje. B ūtent, tiriant finansinius duomenis pa-
steḃeta, kad kai kurios savybės priklauso nuo diskretaus modelio periodo. Tokias finansinių
duomenų savybes tektų aprašyti skirtingais diskretaus laiko modeliais.

Tačiau tolydaus laiko modeliai reikalauja didesnės matematiṅes erudicijos nes naudoja šiuo-
laikines matematikos teorijas. Tolydaus laiko atveju akcijos kainos ir grąžos procesai pasižymi
atsitiktinio klaidžiojimo ar sąžiningojo lošimo savybėmis bet kuriame intervalo[0, T ] skaidiny-
je 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T . Be to, pereinant nuo vieno skaidinio prie kito šios savybės yra
tam tikru b ūdu suderintos. Tokie savybių suderinamumo reikalavimai atsispindi tolydaus laiko
atsitiktinių procesų apibrėžimuose.

Wiener’io procesas. Wiener’io procesas naudojamas apibrėžiant tolydaus laiko grąžos ir kai-
nos procesus. Priminsime jo apibrėžimą.

2.2 Apibrėžimas. Sakoma, kad tikimybinėje erdvėje(Ω,F , P ) apibrėžtas atsitiktinis procesas
W = {W (t) : t ≥ 0} yra Wiener’ioprocesas2, jei

1Šis modelis pirmą kartą pasirodė straipsnyje J. Cox, S. Ross and M. Rubinstein. Option pricing: a simplified
approach. J. Financial Econom. 7(1979), 229-263 ir todėl dar vadinamas Cox-Ross-Rubisntein-o modeliu.

2Dažniau sutinkamas kitas, ekvivalentus, šio proceso apibrėžimas. B ūtent, Wiener’io procesas yra toks Gauss’o
procesasW , kurio vidurkių funkcijaEW (t) = 0, su visaist ≥ 0, kovariacijaEW (t)W (s) = t ∧ s, su visais
t, s ≥ 0, ir beveik visos trajektorijos yra tolydžios
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(i) W (0) = 0 ir visiems0 ≤ s < t < ∞, W (t) − W (s) yra standartinis normalusis
atsitiktinis dydis su vidurkiu 0 ir dispersijat− s;

(ii) pokyčiaiW (t1)−W (s1), . . . , W (tn)−W (sn) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai bet
kuriems0 ≤ s1 < t1 ≤ · · · ≤ sn < tn < ∞;

(iii) proceso trajektorijosW (·, ω) yra tolydžios funkcijos beveik visiemsω ∈ Ω.

Wiener’io proceso egzistavimo įrodymas pateiktas A priedo A.1 skyrelyje. Aukščiau iš-
vardintos Wiener’io proceso savybės yra esmiṅes – jos yra b ūtinos tam, kad atsitiktinį procesą
apibṙežti vieninteliu b ūdu. Iš šio apibrėžimo išplaukia ir kitos savyḃes. Pavyzdžiui, Wiener’io
proceso trajektorijos yra ne tik tolydžios, bet ir su kiekvienuα < 1/2 joms galioja vadinamoji
α-Hölder’io savyḃe, t. y. su kiekvienu0 < T < ∞ ir beveik su visaisω ∈ Ω egzistuoja tokia
baigtiṅe konstantaK = K(T, α, ω), kad

∣∣W (t, ω)−W (s, ω)
∣∣ ≤ K|t− s|α (2.21)

su visaist, s ∈ [0, T ]. Tǎciau α-Hölder’io savyḃe ṅera teisinga suα = 1/2. Abu pastarieji
teiginiai išplaukia iš A.1 teoremos įrodytos A priede. Be to, beveik visos Wiener’io proceso
trajektorijos turi begalinę variaciją: beveik su visaisω ∈ Ω,

sup

{ n∑
i=1

|W (ti, ω)−W (ti−1, ω)| : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T

}
= +∞.

Wiener’io proceso trajektorijos turi ne tik begalinę variaciją, bet begalinė yra ir2-variacija, t. y.
su kiekvienu0 < T < ∞ ir su beveik visaisω ∈ Ω

v2(W (·, ω); [0, T ]) = +∞.

Tačiau, remiantisα-Hölder’io savybe (2.21), su bet kuriuop > 2 ir su beveik visaisω ∈ Ω,
p-variacijavp(W (·, ω); [0, T ]) < +∞. Matome, kadp-variacijos poži ūriu, reikšṁe p = 2 yra
kritinė Wiener’io proceso trajektorijoms, taip pat kaipα-Hölder’io savyḃes poži ūriu, reikšṁe
α = 1/2 yra kritinė. Įdomu yra ir tai, kad Wiener’io proceso trajektorijoms egzistuoja netriviali
kvadratiṅeλ-variacija, kuri yra tik šiek tiek silpnesnė savyḃe už2-variaciją.

Nenulinę kvadratinęλ-variaciją intervale[0, T ] turi beveik visos Wiener’io proceso trajekto-
rijos. Tiksliau, egzistuoja tokia nulinio mato aibėN(λ) ∈ F , kad[W ]λ(t) := [W (·, ω)]λ(t) = t
su visaist ∈ [0, T ] ir ω ∈ Ω \N(λ), t. y.

lim
m→∞

n(m)∑
i=1

[
W (tmi ∧ t, ω)−W (tmi−1 ∧ t, ω)

]2
= t. (2.22)

Kadangi Wiener’io proceso trajektorijos yra tolydžios, jos kvadratinėsλ-variacijos[W ]λ tr ū-
kioji dalis lygi nuliui. Kvadratiṅes variacijos savyḃe Wiener’io procesui yra tiksli ta prasme,
kad∪λN(λ) = Ω. Šias ir daugelį kitų Wiener’io proceso savybių įrodė P. Lévy3 (1940) [7].

3Paul Lévy (1886 – 1971) – pranc ūzų matematikas
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Tegul W yra Wiener’io procesas,µ – realusis skaičius ir σ > 0. Apibrėžkime atsitiktinį
procesąR = {R(t) : 0 ≤ t ≤ T} lygybe

R(t) := µt + σW (t), 0 ≤ t ≤ T. (2.23)

Čia konstantaµ vadinama dreifu, o konstantaσ vadinama kintamumu (angl. volatility). Susiau-
rinus procesoR apibṙežimo sritį,{R(t) : t = 0, 1, . . . , T} yra diskretaus laiko grąžos procesas.
Tokiam grąžos procesui teisinga atsitiktinio klaidžiojimo hipotezė, nes (2.6) lygyḃeje dydžiai
ξt = σ[W (t)−W (t− 1)], t = 1, . . . , T , yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai su vidurkiu0 ir
dispersijaσ2.

Akcijos kaina ir grąža. Diskretaus laiko atveju kaina ir grąža yra susietos (2.3) sąryšiu. Ar
toks sąryšis gali b ūti apibendrintas tolydaus laiko procesams yra toli gražu netrivialus klausi-
mas. Atskiru atveju, jeiσ = 0, t. y. jei tolydaus laiko grąžos procesas yraR(t) = R0(t) = µt,
tai atitinkamas kainos procesas finansų teorijoje apibrėžiamas gerai žinomu b ūdu skaičiuojant
tolydžiąsias suḋetines pal ūkanas (angl. continuously compounded interest rate). B ūtent, kiek-
vienam intervalo[0, T ] skaidiniui{iT/m}m

i=0 suskaǐciuojamos atitinkamos sudėtinės pal ūkanos
ir po to, peṙejus prie ribos kaim →∞, gaunama

S0(T ) := S0(0) lim
m→∞

m∏
i=1

[
1 + R0

(
iT

m

)
−R0

(
(i− 1)T

m

)]

= S0(0) lim
m→∞

(
1 +

µT

m

)m

= S0(0)eµT = S0(0)eR0(T ). (2.24)

Tokiu b ūdu tolydaus laiko grąžos procesasR0 yrs susijęs su atitinkamu kainos procesuS0 sąry-
šiu

R0(T ) = ln
[
S0(T )/S0(0)

]
. (2.25)

B ūtų nat ūralu tą patį skaičiavimo metodą taikyti ir kitoms grąžoms. Deja, (2.24) riba gali ne-
egzistuoti arba gali b ūti begalinė, jei vietojeR0 yra laisvai pasirenkama funkcija. Parodysime,
kad tolydžiąsias suḋetines pal ūkanas galima „skaičiuoti" toms funkcijoms, kurios yra tam tikra
prasme nešiurkštesnės už Wiener’io proceso trajektorijas.

Tolydaus laiko finansų rinkos modelyje kaina paprastai apibrėžiama vienu ar kitu b ūdu pagal
grąžą. Parodysime, kad toks apibrėžimas yra galimas imituajant tolydžiųjų sudėtinių pal ūkanų
skaǐciavimą diskretaus laiko modelyje. Tarkime, kad funkcijaR ∈ D[0, T ] turi kvadratinęλ-
variaciją [R]λ intervale[0, T ]. Čia ir toliauλ = {λm}m≥1 yra tokia intervalo[0, T ] skaidinių
seka, kadλm ⊂ λm+1 su visaism, o sąjunga∪{λm : m ≥ 1} yra tiršta intervale[0, T ]. Tada
ribos

S(t) := lim
m→∞

n(m)∏
i=1

[
1 + R(tmi ∧ t)−R(tmi−1 ∧ t)

]

= exp{R(t)− (1/2)[R]cλ(t)}
∏

(0,t]

(1 + ∆R)e−∆R (2.26)
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egzistuoja kiekviename tašket ∈ (0, T ] ir apibṙežia funkcijąS intervale(0, T ]. Pratęsime šios
funkcijos apibṙežimą iki intervalo[0, T ] tarę, kadS(0) := 1.

(2.26) riba, lyginant ją su (2.24) riba, gali atrodyti keistokai. Patikrinsime, kad (2.26) teisin-
ga, kaiR papildomai yra tolydžioji funkcija, t. y.∆R ≡ 0. Tuo tikslu pasinaudosime Taylor’o
teorema su liekamuoju nariu logaritminei funkcijai: su visais|u| ≤ 1/2,

log(1 + u) = u− u2/2 + 3θu3;

čia |θ| = |θ(u)| ≤ 1. Pažyṁekime∆m
i R := R(tmi ∧ t)−R(tmi−1 ∧ t) su visaisi = 1, . . . , n(m)

ir m = 1, 2, . . . . KadangiR yra tolydi,maxi |∆m
i R| ≤ 1/2 su visais pakankamai dideliaism.

Su visais tokiaism yra teisingos lygyḃes

U(R; λm) :=

n(m)∏
i=1

[
1 + ∆m

i R
]

= exp

{ n(m)∑
i=1

log
[
1 + ∆m

i R
]}

= exp

{ n(m)∑
i=1

∆m
i R− 1

2

n(m)∑
i=1

[
∆m

i R
]2

+ 3

n(m)∑
i=1

θm
i

[
∆m

i R
]3

}
, (2.27)

kai θm
i := θ(∆m

i R). Dešiṅeje (2.27) lygyḃes puṡeje pirmoji suma lygiR(t) − R(0) = R(t),
antroji suma konverguoja į[R]λ(t) sum →∞, kadangiR turi kvadratinęλ-variaciją, o trěciaji
suma arṫeja į0 sum →∞, kadangi egzistuoja tokia baigtinė konstantaC, kad

∣∣∣∣
n(m)∑
i=1

θm
i

[
∆m

i R
]3

∣∣∣∣ ≤ max
i
|∆m

i R|
n(m)∑
i=1

[
∆m

i R
]2 ≤ C max

i
|∆m

i R|

su visais pakankamai dideliaism. Iš čia išplaukia, kad

lim
m→∞

U(R; λm) = exp
{
R(t)− (1/2)[R]λ(t)

}
,

o tai ir yra (2.26), kadangi[R]λ ≡ [R]cλ tolydžiosioms funkcijomsR.
(2.26) lygybe apibṙežtaS funkcija priklauso klaseiD[0, T ], turi kvadratinęλ-variaciją[S]λ,

apibṙežtą lygybe

[S]λ(t) =

∫ t

0

S2 d[R]λ, 0 ≤ t ≤ T, (2.28)

kurioje integralas egzistuoja sutankinto Riemann’o–Stieltjes’o integralo prasme. Be to, funkcija
S yra integraliṅes lygties

S(t) = 1 +

∫ t

0

S dλR, 0 ≤ t ≤ T, (2.29)

sprendinys. Pastarojoje lygtyje integralu vadinama intervalo[0, T ] skaidiniusλm, m ≥ 1, ati-
tinkaňcių Riemann’o–Stieltjes’o sumų riba kaim →∞, t. y.

∫ t

0

S dλR := lim
m→∞

n(m)∑
i=1

S(tmi−1 ∧ t)[R(tmi ∧ t)−R(tmi−1 ∧ t)].
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Šis integralo apibṙežimas rodo, jog (2.29) lygtis turi panašumą su akcijos kainos ir grąžos sąry-
šiu (2.4) diskretaus laiko finansų rinkos modelyje.

Tai, kadS funkcija tenkina (2.29) lygtį galima patikrinti naudojantis vadinamąja Itô formu-
le4, kuri apibendrina kompozicijos diferencijavimo taisyklę glodžiųjų funkcijų analizėje. Vie-
nas iš daugelio Itô formulės variantų yra toks: jeiφ yra glodiC2 klaṡes funkcija, of funkcija
priklauso klaseiD[0, T ] ir turi kvadratinęλ-variaciją, tai egzistuoja integralas∫(φ′◦f) dλf ir su
kiekvienut ∈ [0, T ] galioja lygyḃe

(φ◦f)(t)− (φ◦f)(0) =

∫ t

0

(φ′◦f) dλf +
1

2

∫ t

0

(φ′′◦f) d[f ]cλ +
∑

(0,t]

{
∆(φ◦f)− (φ′◦f)−∆f

}
.

Parodysime, kad (2.29) teisinga kaiR yra tolydžioji funkcija. Tarkime, kadφ(u) := eu, u ∈ R,
ir f(t) := R(t) − (1/2)[R]λ(t), 0 ≤ t ≤ T . Tada∆(φ◦f) = ∆f ≡ 0, [f ]cλ = [R]λ ir,
naudojantis Itô formule, gauname

S(t)− 1 = (φ◦f)(t)− (φ◦f)(0) =

∫ t

0

(φ′◦f) dλf +
1

2

∫ t

0

(φ′′◦f) d[f ]cλ

=

∫ t

0

S dλ(R− (1/2)[R]λ) +
1

2

∫ t

0

S d[R]λ =

∫ t

0

S dλR

su kiekvienu0 ≤ t ≤ T , t. y. galioja (2.29) integraliṅe lygtis.
Galiausiai, (2.26) lygybe apibrėžtai funkcijaiS, riba

R(t) = lim
m→∞

n(m)∑
i=1

S(tmi ∧ t)− S(tmi−1 ∧ t)

S(tmi−1 ∧ t)
=

∫ t

0

S−1 dλS (2.30)

egzistuoja ir lygyḃes galioja su kiekvienut ∈ [0, T ]. Palyginimui priminsime, kad diskretaus
laiko modelyje grąžaR išreiškiama akcijos kainaS formule

R(t) =
t∑

s=1

[
R(s)−R(s− 1)

]
=

t∑
s=1

S(s)− S(s− 1)

S(s− 1)
, t = 1, . . . , T.

Nesunku pasteḃeti, kad tolydžiai baigtiṅes variacijos funkcijaiR, dešinioji (2.26) lygyḃes pu-
sė yra tiesiog eksponentė exp{R(t)}, o dešinioji (2.30) lygyḃes puṡe yra logaritmasln{S(t)}
(plg. su (2.24) ir (2.25)). Tokiu b ūdu, (2.26) ir (2.30) lygybės apibendrina eksponentinės ir
logaritmiṅes transformacijų dualumą.

2.3 Apibrėžimas. (2.26) lygybe apibṙežta funkcijaS vadinamaakcijos kaina,o (2.30) lygybe
apibṙežta funkcijaR – šiosakcijos grąža.

Akcijos kainos ir grąžos funkcijos yra apibrėžtos tik tuo atveju, kai jos turi kvadratinęλ-
variaciją kuriam norsλ. FunkcijosR kvadratiṅesλ-variacijos egzistavimas b ūtinas tam, kad
egzistuotų (2.26) riba jei, papildomai,R yra tolydi ir vp(R; [0, T ]) < ∞ su kuriuo norsp < 3.
Jeivp(R; [0, T ]) < ∞ su kuriuo norsp < 2, tai (2.26) riba ir integralas (2.29) lygtyje egzistuoja
klasikinės analiżes prasme, t. y. ribos egzistuoja (visų) intervalo skirstinių smulkinimo prasme.

4Kiyosi Itô (gimė 1915) - japonų matematikas
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Geometrinis Wiener’io procesas. Tarkime, kad grąžaR yra (2.23) lygybe apibṙežtas atsitik-
tinis procesas. Remiantis tuo, kad Wiener’io proceso kvadratinėλ-variacija yra apibṙežta (2.22)
sąryšiu it tuo, kad beveik visos jo trajektorijos yra tolydžios funkcijos, gauname

[R]λ(T ) = lim
m→∞

n(m)∑
i=1

{
µ2(tmi − tmi−1)

2 + 2µσ(tmi − tmi−1)(W (tmi , ω)−W (tmi−1, ω))

}

+σ2 lim
m→∞

n(m)∑
i=1

[
W (tmi , ω)−W (tmi−1, ω)

]2
= σ2T

beveik visiemsω ∈ Ω. Toks pat sąryšis ganaumasT pakeitus į bet kurįt ∈ [0, T ]. Toḋel grąžos
R kvadratiṅeλ-variacija[R]λ ir jos tolydžioji dalis yra funkcija

[R]cλ(t) = [R]λ(t) = σ2[W ]λ(t) = σ2t

o šuoliai∆R(t) = 0 su kiekvienut ∈ [0, T ]. Tada, (2.26) lygybe apibrėžta kainaS yra atsitik-
tinis procesas

S(t) = exp{µt + σW (t)− (σ2/2)t}, 0 ≤ t ≤ T. (2.31)

Šis atsitiktinis procesas vadinamasgeometriniu Wiener’io procesu, o aukš̌ciau aptarta jo konst-
rukcija apibendrina tolydžiąsias sudėtines pal ūkanas (2.24).

Akcijų kainų kitimus modeliuoti Wiener’io procesu (tiksliau jo prototipu) pirmą kartą pra-
dėjo Louis Bachelier 1900 metais. Tačiau toks kainos modelis nėra geras nes, be kitų tr ūkumų,
Wiener’io procesas gali įgyti ir neigiamas reikšmes. Vėliau akcijų kainas imta modeliuoti atsi-
tiktiniu procesu

S(t) = exp{W (t)}, 0 ≤ t ≤ T.

Šis b ūdas siejamas su amerikiečių astrofiziko M. F. Maury Osborne vardu, kuris šį log-Gausinį
modelį pasi ūlė 1959 metais.

Geometrinis Wiener’io procesas (2.31) pradėtas naudoti kaip tiesinės Itô stochastiṅes lygties

S(t) = 1 + (I)

∫ t

0

S dR arba dS(t) = S(t)dR(t), S(0) = 1,

sprendinys;̌ciaR apibṙežtas (2.23) lygybe, o integralas yra Itô stochastinis integralas. Ši integ-
ralinė išraiška rodo, kad geometrinis Wiener’io procesas yra tolydaus laiko martingalas. Be to,
geometrinio Wiener’io proceso svarba ypatingai išaugo po to, kai jis tapo viena iš pagrindinių
teorinių prielaidų išvedant pasirenkamųjų sandorių (arba opcionų) sąžiningąją kainą. Ši prie-
laida buvo tiek svarbi, kad net pats kainos modelis įgyjo sąžiningosios kainos atradimo autorių
vardą: Black’o–Scholes’o modelis. Tačiau ekonometriṅeje finansų rinkos analizėje geometrinis
Wiener’io procesas ṅera laikomas pakankamai adekvačiu vertybinių popierių kainos modeliu.
Todėl iki šiol intensyviai ieškomi alternatyv ūs akcijų kainų modeliavimo b ūdai.
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Alternatyv ūs grąžos procesai. Daugelio finansų teoretikų nuomone, tarp kurių B. B. Man-
delbrot’as yra vienas iš pirmųjų ir aktyviausių jos reiškėjų, pagrindiṅes problemos yra susijusios
su Wiener’io proceso vienmačio marginalaus skirstinio uodegos lengvumu5, poky̌cių nepriklau-
somumu ir trajektorijų tolydumu (žr. [8]). Per pastaruosius kelis dešimtmečius kainų modelia-
vimui buvo išbandyti praktiškai visi žinomi atsitiktiniai procesai ir jų klasės. Čia pamiṅesime
tik keletą alternatyvių atsitiktinių procesų dažnai naudojamų vietoje Wiener’io proceso.

Istoriškai pirmoji ir pakankamai nat ūrali Wiener’io proceso alternatyva buvo simetrinisα-
stabilusis procesasXα = {Xα(t) : t ≥ 0}, α ∈ (0, 2). Šio proceso poky̌ciai yra nepriklausomi
α-stabil ūs atsitiktiniai dydžiai, vienmačiai marginalieji skirstiniai turi sunkias uodegas, o tra-
jektorijos yra tr ūkios. Tarkime, kad grąžos procesas yra

R(t) := µt + Xα(t), 0 ≤ t ≤ T.

Kadangi su kiekvienup ∈ (α, 2), vp(Xα(·, ω); [0, T ]) < ∞ beveik visiemsω ∈ Ω, tolydinė šio
proceso kvadratiṅesλ-variacijos dalis[Xα(·, ω)]cλ ≡ 0 tiems patiemsω ∈ Ω. Toḋel remiantis
(2.26), atitinkamas kainos procesas yra

S(t) = exp
{
µt + Xα(t)

} ∏

(0,t]

(1 + ∆Xα)e−∆Xα , 0 ≤ t ≤ T.

Buvę populiar ūs praėjusio amžiaus septintajame ir aštuntajame dešimtmečiuose, simetriniaiα-
stabilieji atsitiktiniai procesai šiais laikais yra gerokai rečiau naudojami akcijų grąžoms mo-
deliuoti. Paprastai argumentuojama tuo, kad jų uodegos per sunkios (neegzistuoja antras mo-
mentas). Be to, jie neturi analizinės tankio išraiškos. Gal b ūt yra ir kitos, mažiau racionalios,
sumaž̇ejusio šių procesų populiarumo priežastys.

Paskutinijį dešimtmetį finansų matematikoje ir ekonometrijoje išpopuliarėjo kelios kitos ho-
mogeniškų Lévy procesų klasės. Priminsime, kadLévy procesuvadinamas toks, nepriklauso-
mus poky̌cius turintis atsitiktinis procesasX = {X(t) : t ≥ 0}, kurio trajektorijos yra tolydžios
iš dešiṅes, gali tuṙeti tr ūkius iš kaiṙes irX(0) = 0. Lévy procesasX vadinamashomogeniš-
ku, jei poky̌cio X(t + s) − X(t), t, s ≥ 0, skirstinys nepriklauso nuot. Wiener’io procesas
yra vienintelis homogeniškas Lévy procesas, kurio trajektorijos yra tolydžios. Tarp minėtųjų
populiarių procesų šiuo metu yranormalusis atvirkštinis Gauss’oLévy procesas (žr. Barndorff-
Nielsen [2]). Kita potencialiai populiarių procesų klase, tinkama kainų dinamikai modeliuoti,
gali taptiapibendrintųjųz-skirstiniųLévy procesai, apibrėžti B. Grigelionio [5].

Kitokio tipo alternatyva Wiener’io procesui yra trupmeninis Brown’o judesys (angl. fractio-
nal Brownian motion)BH = {BH(t) : t ≥ 0}, kurio Hurst’o rodiklis1/2 < H < 1. BH taip
pat yra Gauss’o atsitiktinis procesas su tolydžiomis trajektorijomis, tačiau, skirtingai nuo Wie-
ner’io proceso, jo poky̌ciai yra priklausomi atsitiktiniai dydžiai. Tarkime, kad grąžos procesas
yra

R(t) := µt + BH(t), 0 ≤ t ≤ T.

5Atsitiktinio procesoX = {X(t) : t ≥ 0} vienmatis marginalusis skirstinys yra atsitiktinio dydžioX(t)
skirstinys bet kuriamt ≥ 0. Atsitiktinio dydžioξ skirstiniouodegavadinama funkcijaf(u) := P ({|ξ| ≥ u}), u ≥
0. Uodega yra lengva, pusiau sunki arba sunki, jei funkcijaf didel̇ems argumento reikšṁems elgiasi atitinkamai
kaip funkcijaexp{−u2}, u±b exp{−u} arbau−a, kuriems nors0 < a, b < ∞.
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Vėl gi, kadangi su kiekvienup ∈ (1/H, 2), vp(BH(·, ω); [0, T ]) < ∞ beveik visiemsω ∈
Ω, tolydinė šio proceso kvadratinėsλ-variacijos dalis yra nulis. Be to, kadangi šio proceso
trajektorijos yra tolydžios funkcijos, remiantis (2.26), atitinkamas kainos procesas yra

S(t) = exp
{
µt + BH(t)

}
, 0 ≤ t ≤ T.

Beje, jei procesoBH Hurst’o indeksasH ∈ (0, 1/2), tai jo kvadratiṅe λ-variacija yra begaliṅe
ir todėl tai yra pavyzdys proceso, kuriam tolydžių sudėtinių pal ūkanų skaičiavimo metodas yra
nepritaikomas.

Klausimai ir uždaviniai.

1. Kuo skiriasi finansų matematikos modelis nuo matematinės teorijos?

2. Kas yra sąžiningojo lošimo rinka? Jos pavyzdžiai?

3. Koks ryšys tarp efektyvios rinkos hipotezės ir sąžiningojo lošimo hipotezės?

4. Kuo skiriasi sąžiningojo lošimo hipotezė nuo atsitiktinio klaidžiojimo hipoteżes?

5. Patikrinti, kad Bernulio procesąN apibṙežiantys atsitiktiniai dydžiaiε1, . . . , εT yra nepri-
klausomi tikimyḃesPq atžvilgiu (žr. (2.18)).

6. Patikrinti (2.19) lygybę.

7. Pateikti tokį binominio modelio pavyzdį, kuriame su kiekvienut = 1, . . . , T ,

E
[ S(t)

S(t− 1)

]
= 1, 1 ir V ar

[ S(t)

S(t− 1)

]
= 0, 01.

8. Nagriṅekime tokį dviejų periodų binominį modelį(S0, S), kuriameP ({ξt = a}) = 0, 5,
S(0) = 100, µ = 0 ir a = −0, 01. Rasti visas galimas akcijos kainos procesoS reikšmes
po pirmo ir antro periodų. Kokia tikimyḃe, kad po antrojo periodoS(2) ≥ 102?

9. Tegul 0 < α ≤ 1. Funkcijaif : [a, b] → R galioja α-Hölder’io savyḃe, jei egzistuoja
tokia baigtiṅe konstantaK, kad|f(t)−f(s)| ≤ K|t−s|α su visiaiss, t ∈ [a, b]. Parodyti,
kad tokiai funkcijaif yra baigtiṅe (1/α)-variacija, t. y.v1/α(f ; [a, b]) < ∞.

10. Tegul 0 < p < ∞ ir 0 < α ≤ 1. Įrodyti: jei funkcija f : [a, b] → R turi baigtinę
p-variaciją ir funkcijaiφ : R → R galiojaα-Hölder’io savyḃe, tai kompozicijaφ◦f turi
baigtinę(p/α)-variaciją.

11. Remiantis priedo A.1 teorema, parodyti, kad beveik visoms Wiener’io proceso trajekto-
rijoms galiojaα-Hölder’io savyḃe jeiα < 1/2 ir ši savyḃe negalioja jeiα = 1/2.

12. Kodėl tolydaus laiko finansų rinkos modelyje akcijos kainaS ir grąžaR siejami sąryšiais
(2.26) ir (2.30)?
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Pastabos. Tikimybės interpretacija. Pirma, tikimyḃe gali b ūti interpretuojama kaip (rinkos veikėjo) individo
asmeninio tik̇ejimo skaitiṅe išraiška. Tokiu atveju tikimyḃe yra daugiau siejama su psichologiniu pasauliu, o ne su
fiziniu. Antra, fiziniuose moksluose dažnai naudojama tikimybės interpretacija yra dažnumas, apibrėžiamas herbo
pasirodymo santykiu, gaunamu neaprėžtai ilgai ṁetant tą pǎcią monetą. Šios interpretacijos naudojimas susiduria
su sunkumais patikrinant tokio santykio egzistavimo sąlygas. Trečią interpretaciją pasi ūlė K. Popper’is teikdamas,
kad tikimyḃe išreiškia savybę, kurią jis pavadino polinkiu (angl. propensity). Įsigilinus į šios interperetacijos esmę
iškyla abejoṅes ḋel jos egzistavimą realiame pasaulyje. Ketvirta, vadinamasis Borel’io kriterijus si ūlo atsisakyti
tikimybės interpretacijos paieškos, priskirdamas tikimybei tarpinį vaidmenį tarp įdėjų pasaulio ir realyḃes. Pagal
šį kriterijų, patvirtinti ar paneigti tikimybinę teoriją galima tikrinant tokių įvykių realumą, kurių tikimybės yra arba
nulis arba vienetas. Plačiau apie tai galima sužinoti Dawid (2004) straipsnyje.

Wiener’io procesas. Įdomu tai, kad Wiener’io proceso prototipas pirmą kartą pasirodė siekiant matematiškai

aprašyti akcijos kainos kurso kitimą. Iš esmės panašia matematine konstrukcija naudojosi Louis Bachelier (1900)

savo disertacijoje. Po penkių metų fizikai Albert’as Einstein’as ir Marian’as von Smoluchowski’s pasi ūlė nau-

dotis ta pǎcia matematine konstrukcija modeliuojant dalelės juḋejimą skystyje. Kadangi eksperimentinis tokios

dalel̇es juḋejimo tyrimas buvo praḋetas anglų botaniko Robert’o Brown’o 1826 metais, ir kadangi Einstein’o bei

Smoluchowski’o matematinis aprašymas pasitvirtino ekperimentuose, Bachelier, Einstein’o ir Smoluchowski’o

matematinis procesas buvo pradėtas vadintiBrown’o judesiu. Tǎciau matematiškai korektišką šio proceso egzis-

tavimo įrodymą pirmą kartą pateikė Norbert’as Wiener’is6 (1923). Ḋel to Brown’o judesys taip pat vadinamas

Wiener’io procesu.
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Skyrius 3

Arbitražo teorija: diskretaus laiko modelis

Svarbiausią šiuolaikiṅes finansų matematikos dalį sudaro teorija apie arbitražą, rizikai neutralų
įkainojimą ir finansinių išmokų atkartojimą. Jos svarbą lemia tai, kad šios trys sąvokos sieja
efektyviosios rinkos sampratą, vertybinių popierių įkainojimo mechanizmą ir hedžingu grin-
džiamą finansinių instrumentų įkainojimo metodą. (Apie tokius finansinius instrumentus, kaip
pasirenkamasis sandoris, ir jų įkainojimą kalbama kitame skyrelyje.) Paprastai ši teorija vadina-
maarbitražo teorija, o jos suk ūrimas yra siejamas su Harrison’o ir Kreps’o [?] bei Harrison’o
ir Pliska [?] darbais.

Minėti trys arbitražo teorijos dalykai yra nusakomi matematinėmis konstrukcijomis: bear-
bitraž̇e rinka, rizikai neutralus matas ir rinkos pilnumas. Jų konkretus apibrėžimas priklauso
nuo finansų rinkos modelio. Arbitražo teorija yra daugiau ar mažiau užbaigta tik diskretaus
laiko atveju. Šio modelio kontekste,rinka yra bearbitražė tada ir tik tada, kai egzistuoja rizikai
neutralus matas(ekvivalentus matuiP ). Be to, bearbitražė rinka yra pilna tada ir tik tada,
kai egzistuoja vienintelis rizikai neutralus matas. Šie du teiginiai sudaro tai, kas yra vadinama
pirmąja ir antrąja fundamentaliomis vertybių įkainojimo teoremomis. Tolydaus laiko finansų
rinkos modeliuose kol kas žinoma, kad šie teiginiai yra teisingi nepilnai ir šiek tiek modifikavus
visas tris miṅetas matematines konstrukcijas.

3.1 Diskretaus laiko finansų rinka

Finansų rinkos matematinis modelis vadinamas diskretaus laiko modeliu jei vertybinių popierių
kainos kinta tik diskrěciais laiko momentaist ∈ D = {0, 1, . . . , T}. Pagrindiniai šio modelio
elementai jau buvo aptarti 2.2 skyrelyje. Priminsime, kad laiko momentast = 0 vadinamas
pradiniu arba dabarties laiko momentu. Laiko momentait ≥ 1 priskiriami ateǐciai.

Ateities neapibṙežtis yra aprašoma tikimybine erdve(Ω,F , P ). Visa laiko momentut priei-
nama informacija yra nusakomaσ-algebraFt ⊂ F . Toḋel nat ūralu tarti, kadF = {Ft : t ∈ D}
yra nemaž̇ejaňcių σ-algebrųF0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ FT šeima, kaip ir ankšciau, vadinama informa-
ciniu srautu. Kadangi laiko momentast = 0 siejamas su dabartimi, taip pat nat ūralu tarti, kad
tikimybinis matasP aibėjeF0 yra trivialus, t. y.

P (A) ∈ {0, 1} su kiekviena aibe A ∈ F0. (3.1)
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Dėl šios prielaidos, visiF0-mat ūs atsitiktiniai dydžiai matoP atžvilgiu yra konstantos.

Kainų sistema. Tarsime, kad finansų rinką sudarod + 1 vertybiniai popieriai, toliau sutrum-
pintai vadinami VP. Kiekvienas VP tapatinamas su indeksui ∈ {0, 1, . . . , d}. i-tojo VP kaina
laiko momentut yra tikimybinėje erdv̇eje (Ω,Ft, P ) apibṙežtas neneigiamas atsitiktinis dydis
Si(t). Iš šių atsitiktinių dydžių sudarytas atsitiktinis procesasSi = {Si(t) : t ∈ D} vadinamas
suderintusu informaciniu srautuF arbaF-suderintu. Tokiu b ūdu m ūsų nagrinėjamos finansų
rinkos VP-ių kainų dinamika aprašomaF-suderintu vektoriniu atsitiktiniu procesu

S(t) := (S0(t), S1(t), . . . , Sd(t)) ∈ Rd+1
+ , t ∈ D,

toliau vadinamuD laikotarpio kainų sistema. Be to, diskretaus laiko (arbaD laikotarpio)finan-
sų rinkavadinsime porą(S, P ), kuriojeS yraD laikotarpio kainų sistema irP yra tikimybinis
matas.

Tarp visų(S, P ) finansų rinkos VP,0-inis VP yra išskirtinis nes laikomas nerizikingu tokia
prasme:

3.1 Apibrėžimas. Sakykime, kadrt, t = 1, . . . , T , yraFt−1-mat ūs, teigiami atsitiktiniai dy-
džiai. 0-inis VP vadinamasbanko sąskaita, jei jo kainos dinamika nusakoma taip:S0(0) = 1 ir
su visaist ∈ {1, . . . , T}

S0(t) =
t∏

s=1

(1 + rs).

Atsitiktinis dydisrt vadinamaspal ūkanų normair yra banko sąskaitosS0 grąžos norma∆R0(t).
Banko sąskaitos grąžaR0 yra apibṙežta lygyḃemis

R0(t) =
t∑

s=1

rs

su kiekvienut ∈ {1, . . . , T} (plg. su grąžos apibrėžimu (2.2)).

Tas pats pinigų kiekis šiandien ir bet kuriuo ateities momentu turi skirtingą vertę. Naudo-
jantis pal ūkanų norma, VP-iams šis skirtumas paprastai įvertinamas diskontuojant:i-tojo VP
momentot kaina šiandien yra vadinamasisdiskontuotas kainos procesas

S∗i (t) := Si(t)/S0(t), t ∈ D, i ∈ {0, . . . , d}.

Aišku, kadS∗0 ≡ 1. F-suderintas vektorinis atsitiktinis procesas

S∗(t) := (1, S∗1(t), . . . , S
∗
d(t)) ∈ Rd+1

+ , t ∈ D,

vadinamasD laikotarpio diskontuota kainų sistema.
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Strategija ir portfelis. Toliau apibṙežiamos rinkos veik̇ejo (investuotojo) strategijos ir port-
felio sampratos. Laikotarpyje nuot − 1 iki t rinkos dalyvis turi tam tikrą kiekįi-tosios r ūšies
VP. Tarsime, kad tas kiekis yraFt−1-matus atsitiktinis dydisψi(t), įgyjantis bet kurias realiasias
reikšmes. Iš šių atsitiktinių dydžių sudarytas atsitiktinis procesasψi = {ψi(t) : t = 1, . . . , T}
vadinamasnumatomuatžvilgiu informacinio srautoF arbaF-numatomu. Ḋel (3.1) prielaidos at-
sitiktinis dydisψi(1) yra pastovus matoP atžvilgiu. Atvejis, kaiψi(t) < 0 yra interpretuojamas
kaip i-tojo VP skolos dydis tuo pǎciu laikotarpiu.

3.2 Apibrėžimas. Sakykime, kad rinkinįψ := {ψ0, . . . , ψd} sudaro tokieF-numatomi atsitikti-
niai procesaiψi = {ψi(t) : t ∈ D}, i = 0, . . . , d, kuriemsψi(0) ≡ ψi(1) su visaisi. Toks rinki-
nysψ vadinamas investuotojoD laikotarpiostrategija, o vektoriusψ(t) := (ψ0(t), . . . , ψd(t)) ∈
Rd+1 vadinamas investuotojoportfeliu laiko momentut ∈ D.

Jei rinkos veik̇ejas laiko momentut ∈ D turi ψi(t) vienetųi-tosios r ūšies VP, tai jų vertė tuo
momentu yraψi(t)Si(t). Toḋel rinkos veik̇ejo portfelio vertelaiko momentut ∈ D vadinamas
atsitiktinis dydis

V ψ,S(t) := ψ(t)·S(t) =
d∑

i=0

ψi(t)Si(t) (3.2)

Čia ir toliau taškas· žymi skaliarinę sandaugą Euklidinėje erdv̇ejeRd+1. Atsitiktinis procesas
V ψ,S = {V ψ,S(t) : t ∈ D} vadinamasvertės procesu(angl. value process). Portfelio vertė
V ψ,S(t) laiko momentut = 0 matoP atžvilgiu yra pastovus dydis.

Laikotarpyje nuot−1 iki t i-tojo VP kainos pokytis yra∆Si(t) := Si(t)−Si(t−1). Kadangi
šio VP tuo laikotarpiu portfelyje yraψi(t), tai atitinkamos portfelio pelno dalies pokytis yra
ψi(t)∆Si(t). Apskritai, portfelio pelnulaiko momentut ∈ {1, . . . , T} vadinamas atsitiktinis
dydis

Gψ,S(t) :=
t∑

s=1

ψ(s)·∆S(s) =
d∑

i=0

t∑
s=1

ψi(s)[Si(s)− Si(s− 1)], (3.3)

Laiko momentut = 0 portfelio pelnasGψ,S neapibṙežtas, tǎciau toliau naudinga pažyṁeti
Gψ,S(0) := 0. Atsitiktinis procesasGψ,S = {Gψ,S(t) : t ∈ D} vadinamaspelno procesu(angl.
gain process).

Jei portfelio verṫes (3.2) apibṙežime kainos sistemąS pakeisime diskontuota kainos sistema
S∗, tai gautą verṫes procesąV ψ,S∗ = {V ψ,S∗(t) : t ∈ D} vadinsimediskontuotu vertės procesu.
Analogiškai apibṙežtą atsitiktinį procesąGψ,S∗ = {Gψ,S∗(t) : t ∈ D} vadinsimediskontuotu
pelno procesu.

Finansavimosi strategija. Tai tokia strategijaψ, kurią atitinkaňcio portfelio verṫeV ψ,S yra jo
pradiṅes verṫesV ψ,S(0) ir rinkoje gauto pelnoGψ,S suma, t. y. neskiriama lėšų vartojimui ir ṅera
portfelio papildymo iš šaltinių, esančių už rinkos ribų. Formaliai tokia strategija apibrėžiama
taip:
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3.3 Apibrėžimas. Sakykime, kadS yra kainų sistemaD laikotarpiu. D laikotarpio strategija
ψ vadinamaS-finansavimosi strategija(angl. self-financing), jei

V ψ,S(t) = V ψ,S(0) + Gψ,S(t) su kiekvienu t ∈ {1, . . . , T}. (3.4)

Atveju t = 1 (3.4) sąryšis ṅera strategijos suvaržymas nes galioja visada. Iš tikrųjų, kadangi
ψ(1) ≡ ψ(0), tai Gψ,S(1) = V ψ,S(1)− V ψ,S(0). Kitiems laiko momentams analogiška savybė
yra portfelio pasirinkimo suvaržymas. Bet kuriuo atveju, finansavimosi strategijaiψ galioja
lygybės

ψ(t)·S(t)− ψ(t− 1)·S(t− 1) = V ψ,S(t)− V ψ,S(t− 1) = Gψ,S(t)−Gψ,S(t− 1)

= ψ(t)·[S(t)− S(t− 1)]

su visaist ∈ {1, . . . , T}. Suprastinę abiejose lygybės puṡeseψ(t)·S(t) gauname, kad strategija
ψ yraS-finansavimosi strategija tada ir tik tada, kai

ψ(t)·S(t− 1) = ψ(t− 1)·S(t− 1) su visaist ∈ {1, . . . , T}. (3.5)

3.4 Lema. Sakykime, kadS yra kainų sistemaD laikotarpiu, o S∗ yra to paties laikotarpio
diskontuota kainų sistema.D laikotarpio strategijaψ yra S-finansavimosi strategija tada ir tik
tada, kaiψ yra S∗-finansavimosi strategija

Įrodymas. Pirmiausia tarkime, kadψ yraS-finansavimosi strategija. Su visaist ∈ {1, . . . , T},
padalinę abi (3.5) lygyḃes puses išS0(t− 1) gauname, kad

ψ(t)·S∗(t− 1) = ψ(t− 1)·S∗(t− 1) su visaist ∈ {1, . . . , T}.

Iš čia išplaukia, kad lygyḃe

ψ(t)·S∗(t)− ψ(t− 1)·S∗(t− 1) = ψ(t)·∆S∗(t) (3.6)

yra teisinga taip pat su visaist ∈ {1, . . . , T}. Pasinaudoję šiomis lygybėmis gauname, kad
diskontuotam verṫes procesuiV ∗ := V ψ,S∗ lygybės

V ∗(t)− V ∗(0) =
t∑

s=1

{V ∗(s)− V ∗(s− 1)}

=
t∑

s=1

{ψ(s)·S∗(s)− ψ(s− 1)·S∗(s− 1)}

pagal (3.6) =
t∑

s=1

ψ(s)·∆S∗(s) = Gψ,S∗(t),

galioja su visaist ∈ {1, . . . , T}. Tai reiškia, kadψ yraS∗-finansavimosi strategija. Šios impli-
kacijos įrodymas į priešingą pusę yra simetriškas ir todėl praleistas. Lemos įrodymas baigtas.
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3.5 Lema. Sakykime, kadS yra kainų sistema,{ψ1, . . . , ψn} yra numatomųjų procesų rinkinys
ir v ∈ R. Egzistuoja toks numatomasis procesasψ0, kad rinkinysψ := {ψ0, ψ1, . . . , ψn}
yra S-finansavimosi strategija ir šią strategiją atitinkanti pradinė diskontuoto portfelio vertė
V ψ,S∗(0) = v.

Įrodymas. KadangiS = {Si}d
i=0, diskontuota kainų sistema yraS∗ = (1, {S∗i }d

i=1). Kiekvie-
namt ∈ {1, . . . , T} apibṙežkime skaǐcių

ψ0(t) := v +
t∑

s=1

d∑
i=1

ψi(s)∆S∗i (s)−
d∑

i=1

ψi(t)S
∗
i (t),

ir ψ0(0) := ψ0(1). Šiomis reikšṁemis apibṙežtas procesasψ0 = {ψ0(t) : t ∈ D} yra numato-
mas kadangi

ψ0(t) =

{
v +

∑t−1
s=1

∑d
i=1 ψi(s)∆S∗i (s)−

∑d
i=1 ψi(t)S

∗
i (t− 1) jei t > 1,

v −∑d
i=1 ψi(t)S

∗
i (t− 1) jei t = 1,

o atsitiktiniai dydžiaiS∗i (0), . . . , S∗i (t − 1) ir ψi(1), . . . , ψi(t) yra Ft−1-mat ūs su visaisi ∈
{1, . . . , d}. Tokiu b ūduψ = {ψ0, ψ1, . . . , ψd} yra investuotojo strategija. Šios strategijos dis-
kontuoto portfelio verṫe laiko momentut ∈ {1, . . . , T} yra

V ψ,S∗(t) = ψ0(t) +
d∑

i=1

ψi(t)S
∗
i (t) = v +

t∑
s=1

d∑
i=1

ψi(s)∆S∗i (s) = v + G∗,ψ(t),

nes∆S∗0(t) = 1− 1 = 0. Kadangiψi(0) ≡ ψi(1) su visaisi, tai

V ψ,S∗(0) = ψ0(1) +
d∑

i=1

ψi(1)S∗i (0) = v.

Iš čia išplaukia, kadV ψ,S∗(t) = V ψ,S∗(0) + Gψ,S∗(t) su visaist ∈ {1, . . . , T}. Tai reiškia, kad
ψ yraS∗-finansavimosi strategija. Remiantis 3.4 Lema,ψ yraS-finansavimosi strategija.

3.2 Arbitražas ir rizikai neutralus matas

Arbitražas. Arbitražo galimybe vadinama tokia portfelio formavimo strategija, kuri be jokios
pralošimo rizikos su teigiama tikimybe garantuoja teigiamą pelną. Paprasčiausias arbitražo pa-
vyzdys yragalimybėtuo pǎciu metu nusipirkti pigiau ir parduoti brangiau. Atsiradus tokiai
galimybei, ji ilgai neegzistuoja, nes kas nors b ūtinai ją realizuoja ir tokiu b ūdu išlygina parda-
vimo ir pirkimo kainas.

Tikslus arbitražo apibṙežimas priklauso nuo modelio.

3.6 Apibrėžimas. Sakykime, kad(S, P ) yra D laikotarpio finansų rinka.Arbitražo galimybe
(angl. an arbitrage opportunity) arba tiesiogarbitražuvadinama tokiaS-finansavimosi strategi-
ja ψ, kad portfelio verṫes procesuiV ψ,S teisinga:

V ψ,S(0) ≤ 0, V ψ,S(T ) ≥ 0 P -b.v. ir P ({V ψ,S(T ) > 0}) > 0. (3.7)
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Priminsime, kad atsitiktiniais dydžiais tikimybių teorijoje vadinamos ekvivalentumo klasės,
t. y. klaṡes kurioms priklausoP -b.v. lygios mǎcios funkcijos. Tokių neneigiamų atsitiktinių
dydžių erdvę žyṁesimeL0

+(Ω,F , P ). Tada arbitražo galimyḃes (3.7) sąlygą galima išreikšti ir
taip:

−V ψ,S(0) ∈ L0
+(Ω,F , P ) ir V ψ,S(T ) ∈ L0

+(Ω,F , P ) \ {0}.
Tarkime, kad tikimybinę erdvę(Ω,F , P ) sudaro baigtiṅe ateities scenarijų aibė:

Ω = {ω1, . . . , ωK}, F = 2Ω ir P ({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω. (3.8)

Tokiu atveju arbitražo galimyḃes (3.7) sąlyga reiškia, egzistavimą tokiosS-finansavimosi stra-
tegijosψ, kad su visaisω ∈ Ω

V ψ,S(0, ω) ≤ 0 ir (V ψ,S(T, ω1), . . . , V
ψ,S(T, ωK)) ∈ RK

+ \ {0}, (3.9)

Pastaroji sąlyga reiškia, kad egzistuoja bent vienas ateities scenarijusω ∈ Ω, kuriam esant
V ψ,S(T, ω) > 0.

Arbitražo galimyḃes egzistavimas laikomas finansų rinkos neefektyvumo pasireiškimu, ku-
rio priežastys aiškinamos tuo, kad kai kurių VP kainos nėra „pagrįstos". Šiame skyrelyje cha-
rakterizuojamos tos finansų rinkos, kuriosenėraarbitražo galimybių. Tokia finansų rinka bus
vadinamabearbitraže(angl. arbitrage-free).

3.7 Lema. Sakykime, kad(S, P ) yra finansų rinka.S-finansavimosi strategijaiψ teiginiai (a),
(b) ir (c) ekvivalent ūs.̌Cia:

(a) ψ yra arbitražo galimybė;

(b) vertės procesuiV := V ψ,S yra teisinga:V (0) ≤ 0, V (T ) ≥ 0 ir EV (T ) > 0;

(c) diskontuotam vertės procesuiV ∗ := V ψ,S∗ yra teisinga: V ∗(0) ≤ 0, V ∗(T ) ≥ 0 ir
EV ∗(T ) > 0.

Įrodymas. Teiginiai (a) ⇔ (b) kadangi su bet kuriuo atsitiktiniu dydžiu (ekvivalentumo klase)
ξ ≥ 0, Eξ = 0 tada ir tik tada, kaiξ = 0 remiantis Lebesgue integralo savybe. (Atskiru atveju,
kai ateities neapibrėžtis nusakoma (3.8) tikimybine erdve, o arbitražo galimybės (3.7) sąlyga
reiškia (3.9), tai ši išvada išplaukia iš to, kad

EV (T ) =
∑
ω∈Ω

V (T, ω)P ({ω})

ir P ({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω.) Teiginiai (b) ⇔ (c) kadangiV ∗(t) = V (t)/S0(t) su visais
t ∈ D.

Parodysime, kad sąžiningojo lošimo rinka yra bearbitražė. Priminsime, kad dabartiniame
kontekste finansų rinka(S, P ) yra sąžiningojo lošimo rinka, jei egzistuoja toksµ ∈ R, kad
banko sąskaitosS0 pal ūkanų normosrt ≡ µ ir su kiekvienui ∈ {1, . . . , d}, i-tojo VP grąžos
pokytis

∆Ri(t) = µ + ξi,t t ∈ {1, . . . , T}
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ir ξi = {ξi,t : t ∈ D} F-atžvilgiu yra martingalinių skirtumų seka. Tada (2.11) teigia, kad
sąžiningojo lošimo rinkoje diskontuoti kainos procesaiS∗i yra F-martingalai, t. y. su kiekvienu
t ∈ {1, . . . , T} ir i ∈ {1, . . . , d}

E
[
∆S∗i (t)

∣∣Ft−1

]
= E

[
S∗i (t)

∣∣Ft−1

]− S∗i (t− 1) = 0. (3.10)

Sakykime, kadψ yra bet kuriS-finansavimosi strategija. Remiantis 3.4 Lema,ψ yra S∗-
finansavimosi strategija. Prisiminę, kad VP kainos procesai yraF-suderinti, bei pažyṁeję
V ∗ = V ψ,S∗ ir G∗ = Gψ,S∗ , su bet kuriuot ∈ {1, . . . , T}, gauname

E
[
V ∗(t)|Ft−1

]
= V ∗(0) + E[G∗|Ft−1]

= V ∗(0) +
d∑

i=0

{
t−1∑
s=1

ψi(s)∆S∗i (s) + ψi(t)E
[
∆S∗i (t)|Ft−1

]
}

pagal (3.10) = V ∗(0) + G∗(t− 1) = V ∗(t− 1),

t. y. diskontuotas vertės procesasV ∗ yra F-martingalas. KadangiV ∗(0) yraF0-matus, o matas
P yra trivialusσ-algebrojeF0, tai P -beveik visada galioja lygyḃes

V ∗(0) = E[V ∗(0)] = E
[
E[V ∗(T )|F0]

]
= EV ∗(T ).

Tai rodo, kad 3.7 Lemos(c) sąlyga negali b ūti išpildyta ir todėl sąžiningojo lošimo rinka(S, P )
yra bearbitraž̇e.

Rizikai neutralus matas. Toliau matysime, kad bearbitraže yra ne tik sąžiningojo lošimo
rinka. Yra keletas savybių, charakterizuojančių bearbitražes rinkas. Viena iš jų yra diskontuotos
kainos martingališkumo savybė, kurią taip pat ankšciau nustaṫeme sąžiningojo lošimo rinkoje
(žr. (2.11)). Šią savybę suformuluosime bendresnėje formoje.

3.8 Apibrėžimas. Sakykime, kad(S, P ) yra finansų rinka, t. y. kainų sistemaS apibṙežta ti-
kimybinėje erdv̇eje (Ω,F , P ) ir suderinta su informaciniu srautuF. Mačioje erdv̇eje (Ω,F)
apibṙežtas tikimybinis matasQ vadinamasrizikai neutraliu matu(angl. risk neutral measure),
jei

(1) σ-algebrojeF0 matasQ yra trivialus (plg. su (3.1)) ir

(2) su visaisi ∈ {1, . . . , d} diskontuotas kainos procesasS∗i yraF-martingalas atžvilgiu mato
Q, t. y. S∗i yraF-suderintas,EQ[|S∗i (t)|] < ∞ su visaist ∈ D ir

S∗i (s) = EQ[S∗i (t)
∣∣Fs] su visais0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Taigi sąžiningojo lošimo rinkos(S, P ) matasP yra rizikai neutralus. Mato pavadinimas
„rizikai neutralus" atspindi tą aplinkybę, kad finansų rinkos(S, P ) bet kurio VP laukiamosios
grąžos norma šio mato atžvilgiu yra lygi banko sąskaitos pal ūkanų normai (plg. su (2.10) savybe
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sąžiningojo lošimo rinkoje). Iš tikrųjų, remiantis grąžos normos apibrėžimu ir tuo, kad banko
sąskaitos kainaS0(t) yraFt−1-mati, su kiekvienut ∈ {1, . . . , T} ir i ∈ {1, . . . , d} teisinga

EQ[ri(t)|Ft−1] =
S0(t)

Si(t− 1)
EQ

[
Si(t)

S0(t)

∣∣∣Ft−1

]
− 1 =

S0(t)

S0(t− 1)
− 1 = rt.

Paskutiṅe lygyḃe išplaukia remiantis 3.1 Apibrėžimu. Ką tik maṫeme (žr. (3.10)), kad sąžinin-
gojo lošimo rinkoje(S, P ) diskontuotas kainos procesas yraF-martingalas atžvilgiu pradinio
matoP , t. y. šis matas yra rizikai neutralus.

Toliau matysime, kad finansų rinka(S, P ) yra bearbitraž̇e tada ir tik tada, kai egzistuoja
rizikai neutralus matasQ tam tikra prasme artimas matuiP . Tiksliau, sakykime, kad tikimybi-
niai mataiQ ir P apibṙežti mǎcioje erdv̇eje (Ω,F). MataiQ ir P vadinamiekvivalenčiais, jei
su kiekvienuA ∈ F , Q(A) = 0 tada ir tik tada, kaiP (A) = 0. Taip yra tada ir tik tada, kai
matasQ turi griežtai teigiamą tankį atžvilgiu matoP , paprastai žymimądQ/dP . Jei tikimybiṅe
erdv̇e (Ω,F , P ) apibṙežta sąryšiais (3.8), tai matasQ yra ekvivalentusP tada ir tik tada, kai
Q({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω.

3.9 Lema. Sakykime, kad(S, P ) yra finansų rinka. JeiQ yra rizikai neutralus matas, oψ yra
S-finansavimosi strategija, tai diskontuotas vertės procesasV ψ,S∗ yra F-martingalas atžvilgiu
Q.

Įrodymas. Tegul Q yra rizikai neutralus matas, oψ yra S-finansavimosi strategija. Taip pat
tegul V ∗ := V ψ,S∗, G∗ := Gψ,S∗ ir t ∈ {1, . . . , T}. Remiantis 3.8 Apibṙežimu, nesunku
pasteḃeti, kadV ∗(t) yraFt-matus irEQ|V ∗(t)| < ∞. Kadangiψ(t) yraFt−1-matus, tai

EQ

[
V ∗(t)|Ft−1

]
= V ∗(0) + EQ

[
G∗(t)|Ft−1

]

= V ∗(0) +
d∑

i=0

{
t−1∑
s=1

ψi(s)∆S∗i (s) + ψi(t)EQ

[
∆S∗i (t)|Ft−1

]
}

= V ∗(0) + G∗(t− 1) = V ∗(t− 1).

Čia pirmoji ir paskutiṅe lygyḃes išplaukia iš to, kadψ yraS∗-finansavimosi strategija remiantis
3.4 Lema. Toḋel diskontuotas vertės procesas yraF-martingalas, ką ir reik̇ejo įrodyti.

Dabar galima įrodyti pirmąją fundamentaliąją teoremą:

3.10 Teorema.Finansų rinka(S, P ) yra bearbitražė tada ir tik tada, kai mačioje erdvėje(Ω,F)
egzistuoja rizikai neutralus matas ekvivalentus matuiP .

Įrodymas. Tai, kad rinka yra bearbitražė jei egzistuoja rizikai neutralus matas ekvivalentus
matui P , įrodysime prieštaravimo b ūdu. Tarkime, kadQ yra rizikai neutralus matas mačioje
erdv̇eje (Ω,F) ekvivalentus matuiP , o S-finansavimosi strategijaψ yra arbitražo galimyḃe.
Pasteḃesime, kad arbitražo galimybė yra invariantiṅe klaṡeje visų matų, kurie yra ekvivalent ūs
matuiP . Toḋel arbitražo galimyḃes sąlyga (3.7) ekvivalenti tokiai sąlygai:

V ψ,S(0) ≤ 0, V ψ,S(T ) ≥ 0 Q-b.v. ir Q({V ψ,S(T ) > 0}) > 0.
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Remiantis 3.7 Lemos(a) ir (c) tvirtinimų ekvivalentumu matuiQ, ψ yra tokiaS-finansavimosi
strategija, kad diskontuotam vertės procesuiV ∗ := V ψ,S∗ yra teisinga

V ∗(0) ≤ 0, V ∗(T ) ≥ 0 Q-b.v. ir EQV ∗(T ) > 0.

KadangiV ∗(0) yra atsitiktinis dydis matus atžvilgiu trivialiosσ-algebrosF0 = {∅, Ω}, remian-
tis 3.9 Lema,V ∗ yraF-martingalas atžvilgiu matoQ ir todėl

0 ≥ V ∗(0) = EQV ∗(0) = EQ

[
EQ

[
V ∗(T )|F0

]]
= EQV ∗(T ) > 0.

Šis prieštaravimas rodo, kad rinkoje nėra arbitražo galimybių.
Teoremos tvirtinimą priešinga linkme įrodysime tuo atveju, kai tikimybinė erdv̇e (Ω,F , P )

yra (3.8) pavidalo1. Taigi tarkime, kad rinkoje ṅera arbitražo galimybių. Sukonstruosime rizikai
neutralų matą ekvivalentų matuiP . TegulΦd yra aiḃe visų rinkiniųφ = {φ1, . . . , φd} sudarytų
iš numatomų procesųφi = {φi(t) : t ∈ {1, . . . , T}} ir tegul

W := {(ξ(ω1), . . . , ξ(ωK)) : egzistuoja toksφ ∈ Φd, kadξ = G(φ, S∗)} ⊂ RK ;

čia G(φ, S∗) :=
∑T

s=1

∑d
i=1 φi(s)∆S∗i (s). Remdamiesi arbitražo negalimumu, parodysime,

kad
W ∩ RK

+ = {0}. (3.11)

Tegulφ = {φ1, . . . , φd} ∈ Φd. Remiantis 3.5 Lema, egzistuoja toks numatomas procesasψ0,
kad rinkinysψ := {ψ0, φ1, . . . , φd} yra S-finansavimosi strategija ir šią strategiją atitinkanti
pradiṅe diskontuoto portfelio vertė V ψ,S∗(0) = 0. Kadangi∆S∗0(t) = 1 − 1 = 0 su visais
t ∈ T , tai

G(φ, S∗) = Gψ,S∗(T ) = V ψ,S∗(T )− V ψ,S∗(0) = V ψ,S∗(T ). (3.12)

Čia antroji lygyḃe yra teisinga toḋel, kadψ taip pat yraS∗-finansavimosi strategija (žr. 3.4
Lemą). Kadangi rinkoje arbitražo galimybių nėra, tai remiantis 3.7 Lemos(a) ir (c) teiginių
ekvivalentumu,V ψ,S∗(T ) 6∈ RK

+ \ {0}. Dėl šios aplinkyḃes ir ḋel (3.12) lygybių,G(φ, S∗) 6∈
RK

+ \ {0}. Kadangiφ ∈ Φd yra laisvai pasirinktas ir rinkinys sudarytas iš nulių priklausoΦd, tai
(3.11) yra teisinga.

TegulSK žymi simpleksą{(xi) ∈ RK
+ :

∑
i xi = 1}. Trokštamam rizikai neutraliam matui

surasti pasinaudosime galimumu atskirti aibesW ir SK hiperplokštuma. Nesunku įsitikinti, kad
W yra tiesinisRK poerdvis, oSK yra iškilas kompaktas erdvėjeRK . Be to, remiantis (3.11),
W ∩ SK = ∅. Toḋel remiantis atskyrimo teorema, egzistuoja toks vektoriusq = (qk) ∈ RK ,
kad {

q·y = 0 su visais y ∈ W ,
q·x > 0 su visais x ∈ SK .

(3.13)

Kadangi standartiṅes bażes erdv̇ejeRK vektoriusek := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ SK , tai remian-
tis (3.13) sąryšiu, skaliariṅe sandauga šioje erdvėje qk = q·ek > 0 su visaisk. Toḋel visosq
vektoriaus koordinatėsqk yra teigiamos. Su visaisk = 1, . . . , K, tegul

Q({ωk}) := qk/(q1 + · · ·+ qK) > 0. (3.14)

1pilnas teoremos įrodymas yra H. Föllmer ir A. Schied knygoje [4, Theorem 5.17]
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Išlaikydami adityvumą pratęsiameQ apibṙežimą iki visos algebrosF ir tokiu b ūdu gauname
tikimybinį matą, apibṙežtą aiḃeje Ω. Liko parodyti, kad diskontuotas kainos procesasS∗i yra
F-martingalas atžvilgiuQ su visaisi = 1, . . . , d.

Su kiekvienu numatomų procesų rinkiniuφ = {φ1, . . . , φd} ∈ Φd, G(φ, S∗) ∈ W ir todėl

EQG(φ, S∗) =
∑
ω∈Ω

G(φ(·, ω), S∗(·, ω))Q({ω}) =
q·G(φ, S∗)

q1 + · · ·+ qK

= 0, (3.15)

remiantis (3.13) sąryšiu. Teguli ∈ {1, . . . , d}, t ∈ {1, . . . , T}, A ∈ F(t− 1) ir

ψi(s) :=

{
0 jei s ∈ {1, . . . , T} \ {t},
1A jei s = t.

Čia 1A(ω) = 1 jei ω ∈ A ir 1A(ω) = 0 jei ω 6∈ A. Tadaψi yra numatoma, o rinkinys
φ = {0, . . . , ψi, . . . , 0} ∈ Φd. Tada remiantis (3.15) lygybe nuliui gauname, kad

0 = EQG(φ, S∗) = EQ

[
T∑

s=1

ψi(s)∆S∗i (s)

]
= EQ

[(
S∗i (t)− S∗i (t− 1)

)
1A

]
.

Dėka šios lygyḃes ir naudojantis žinoma sąlyginio vidurkio savybe gauname, kad lygybė
∫

A

S∗i (t− 1) dQ =

∫

A

S∗i (t) dQ =

∫

A

EQ

[
S∗i (t)|Ft−1

]
dQ

yra teisinga bet kuriai aibeiA ∈ Ft−1. Iš čia išplaukia, kad

EQ[S∗i (t)|Ft−1] = S∗i (t− 1).

Kadangit ∈ {1, . . . , T} yra laisvai pasirinktas, tai reiškia, kad diskontuotas kainų procesasS∗i
yra F-martingalas atžvilgiuQ ir tai yra teisinga su visaisi ∈ {1, . . . , d}. Taigi Q yra rizikai
neutralus matas ir jis yra ekvivalentusP dėl (3.14) sąvyḃes, ką ir reik̇ejo įrodyti.

Binominis modelis. Žinome, kad atžvilgiu tam tikro matoP binominis modelis yra sąžinin-
gosios rinkos pavyzdys (žr. 2.1 Teiginį) ir todėl yra bearbitraž̇es rinkos pavyzdys. Parodysime,
kad binominio modelio rinka yra bearbitražė galiojant matoP atžvilgiu žymiai bendresṅems
sąlygoms.

Priminsime, kad binominiu modeliu vadiname finansų rinką(S, P ), sudarytą iš nerizikingo
VP S0, vadinamo banko sąskaita, ir rizikingo VPS1, kurių kainos dinamika nusakoma lygybė-
mis {

S0(t) = S0(0)(1 + µ)t

S1(t) = S1(0)(1 + µ + a)t−Nt(1 + µ + b)Nt
(3.16)

su visaist ∈ {1, . . . , T}. Čia µ, a, b yra tokie realieji skaǐciai, kuriems−1 < µ + a < µ + b,
Nt =

∑t
s=1 εs ir {εt : t = 1, . . . , T} yra tikimybinėje erdv̇eje (Ω,F , P ) apibṙežti atsitiktiniai

dydžiai. Priminsime, kad

Ω := {−1, +1}T =
{
ω = (r1, . . . , rT ) : rt ∈ {−1, +1}},
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F yra aiḃesΩ visų poaibių klaṡe, oP yra bet kuris tikimybinis matas mačioje erdv̇eje(Ω,F),
kuriam P ({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω. Be to, atsitiktiniai dydžiaiεt(ω) = 0, jei rt = −1 ir
εt(ω) = 1, jei rt = 1. Tarkime, kad informacinį srautąF = {Ft : t ∈ D} sudaroσ-algebros

Ft := σ(S1(0), . . . , S1(t)) = σ(S∗1(0), . . . , S∗1(t))

su kiekvienut ∈ D = {0, 1, . . . , T}, t.y. minimaliosσ-algebros atžvilgiu kurių yra mat ūs
išvardinti atsitiktiniai dydžiai. TadaF0 = {∅, Ω} ir su kiekvienut ∈ {1, . . . , T},

Ft = σ(ε1, . . . , εt).

3.11 Teiginys. Binominis modelis(S, P ) yra bearbitražė finansų rinka tada ir tik tada, kai
a < 0 < b. Matui P ekvivalentus rizikai neutralus matasQ yra nusakomas ta savybe, kad
ε1, . . . , εT yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai atžvilgiuQ ir turi tą patį skirstinį

Q({εt = 0}) =
b

b− a
.

Įrodymas. Remiantis pirmąja fundamentaliąja teorema, pakanka nustatyti sąlygas kada ma-
čioje erdv̇eje(Ω,F) egzistuoja rizikai neutralus matasQ ekvivalentus matuiP . Toks matasQ
charakterizuojamas savybėmis:Q({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω ir (Q-beveik visada)

EQ[S∗1(t)|Ft−1] = S∗1(t− 1)EQ

[
(1 + µ + a)1−εt(1 + µ + b)εt

1 + µ

∣∣∣Ft−1

]
= S∗1(t− 1)

su kiekvienut = 1, . . . , T . Pastaroji lygyḃe galioja tada ir tik tada, kai

(1 + µ + a)Q({εt = 0}|Ft−1) + (1 + µ + b)Q({εt = 1}|Ft−1) = 1 + µ,

t. y. Q-beveik visiemsω ∈ Ω,

Q({εt = 0}|Ft−1)(ω) =
b

b− a
=: q.

su kiekvienut = 1, . . . , T . Taigi Q yra rizikai neutralus matas tada ir tik tada, kaiε1, . . . , εT

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai atžvilgiu matoQ apibṙežto lygyḃemisQ(εt = 0) = q su
kiekvienut. Be to,Q({ω}) > 0 tada ir tik tada, kaia < 0 < b.

Pasteḃesime, kad gautasis binominio modelio rizikai neutralus matasQ nepriklauso nei nuo
galimų ateities b ūsenų, nei nuo jų tikimybių.

3.3 Išvestiniai vertybiniai popieriai

Finansų rinkos pirminiais vertybiniais popieriais vadinami akcijos, obligacijos, iždo vekseliai ir
panašiai. B ūtent pirminiai VP ir sudaro iki šiol nagrinėtus finansų rinkos VPi ∈ {0, 1, . . . , d}.
Be pirminių VP, realiose finansų rinkose prekiaujama ir tokiais VP, kurių ateities išmokos viena-
reikšmiškai priklauso (yra netiesinės funkcijos) nuo pirminių VP kainų sistemosS0, S1, . . . , Sd
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ir gal b ūt nuo kitų faktorių. Šie finansiniai instrumentai vadinamiišvestiniais VP(angl. deri-
vative securities) arbafinansinėmis išmokomis(angl. contingent claims). Pagrindinė problema
susijusi su išvestiniais VP yra jų įkainavimo mechanizmas, t. y. klausimas: kokia yra finansinio
instrumento kaina šiandien nežinant jo išmokos dydžio ateityje?

Tokia finansinio instrumento kaina, jei ji egzistuoja, turėtų patenkinti ir pirk̇eją ir parda-
vėją. Ḋel šios priežasties tokia kaina vadinamasąžiningąja. Sąžiningąja kaina bearbitražėje
VP rinkoje vadinama bearbitražė kaina, t. y. tokia kaina, kuri nesukuria arbitražo. TegulQ yra
rizikai neutralus matas, kuris egzistuoja (ir gal b ūt ne vienintelis) remiantis pimąja fundamenta-
liąja teorema. Parodysime, kad bearbitražėje vieno periodo rinkoje (europietiškosios) finansinės
išmokosC bearbitraž̇e kaina, yra sąlyginis vidurkis

π(C) := EQ

[
C

S0(T )

∣∣∣∣F0

]
= EQ

[
C

1 + r

]
. (3.17)

Pasteḃesime, kad ši kaina priklauso nuo rizikai neutralaus matoQ.

Europietiškoji finansinė išmoka. Toliau nagriṅejamą finansinę išmoką galima apibudinti
kaip kontraktą tarp dviejų rinkos veikėjų. Priklausomai nuo kontrakto tipo finansinės išmokos
gali b ūti kelių r ūšių. Jei kontraktas sudaromas laiko momentut = 0, o įpareigojama išmoka
atliekama (fiksuotu) ateities momentut = T , tai toks finansinis instrumentas vadinamas euro-
pietiškąja finansine išmoka. Amerikietiškąja finansine išmoka vadinamas toks kontraktas, kuris
sudaromas momentut = 0, o įpareigojama išmoka atliekama tuo momentut ∈ {1, . . . , T}, ku-
rį nusistato kontrakto pirk̇ejas ateityje. Pamiṅesime pagrindinius europietiškojo tipo finansinių
išmokų pavyzdžius.

Pasirenkamuoju sandoriu, arba PS, (angl. option) vadinamas kontraktas pagal kurį jo sa-
vininkas įgyja teisę, bet ne pareigą, ateityje pirkti arba parduoti VP iš kontrakto pardavėjo už
iš anksto sutartą kainą, toliau žymimąK. PS pardav̇ejas už šio kontrakto kainą, vadinamą
premija, įgyja pareigą išpildyti kontrakto įpareigojimą. Priklausomai nuo to ar VP perkamas
ar parduodamas, PS vadinamas pirkimo PS (angl. call option) arba pardavimo PS (angl. put
option). Pirkimo PS ateities išmoka yra

Ccall = (Si(T )−K)+ =

{
Si(T )−K jei Si(T ) > K,
0 jei Si(T ) ≤ K.

Jei momentut = T pasirodo, kadSi(T ) > K, tai pirkimo PS savininkui yra pelninga pasinau-
doti savo teise pirktii-tąjį VP už mažesnę kainąK. Priešingu atveju, jeiSi(T ) ≤ K, tai šia
teise jis gali ir nesinaudoti. Pardavimo PS ateities išmoka yra

Cput = (K − Si(T ))+ =

{
K − Si(T ) jei Si(T ) < K,
0 jei Si(T ) ≥ K.

Taigi, klausimas, kuriuo doṁesiṁes yra PS premijos dydis, t. y. PS sąžiningoji kaina momentu
t = 0.

Pasteḃesime, kad pirkimo ir pardavimo PS išmokos yra susijusios sąryšiu

Ccall − Cput = Si(T )−K.
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Jei rinka yra vieno periodo ir bearbitražė, tai šių PS bearbitražės kainos yraπ(Ccall) ir π(Cput)
apibṙežtos (3.17) lygybe. Ḋel pastarojo sąryšio, šios kainos yra susiję lygybe

π(Ccall)− π(Cput) = EQ

[
Si(T )−K

S0(T )

∣∣∣∣F0

]
= Si(0)−K/(1 + r).

Pastaroji lygyḃe yra teisinga toḋel, kad diskontuota VP kaina yra martingalas atžvilgiu rizikai
neutralaus matoQ, S0(0) = 1 ir S0(T ) = 1 + r. Formul̇e

π(Ccall) = π(Cput) + Si(0)−K/(1 + r)

vadinama pirkimo–pardavimo paritetu (angl. put–call parity). Naudojantis šia formule pakanka
nustatyti vieną iš dviejų kainų, pavyzdžiui pirkimo PS kainąπ(Ccall).

Kitas finansiṅes išmokos pavyzdys. Momentut = 0, du rinkos veik̇ejai nutaria, kad vienas
iš jų ateities momentut = T parduos kitam rinkos veik̇ejui i-tąjį VP už iš anksto suderėtą kainą
K. Tai yra kontraktas vadinamasišankstiniu sandoriu(angl. forward contract). Išankstinio san-
doriaus savininkas pirksi-tąjį VP už sutartą kainąK, nepriklausomai nuo tikrosios to momento
kainos. Šio kontrakto pasekoje išmoka yra

Cis = Si(T )−K.

Išankstinio sandorio išmoka gali b ūti tiek neigiama tiek ir teigiama. Pastebėsime, kad ši išmoka
yra lygi pirkimo ir pardavimo PS išmokų skirtumui.

Finansų rinkos modelyje toliau nagrinėjamos tokios finansiṅes išmokos, kurios yra nenei-
giami atsitiktiniai dydžiai. Europietiškoji finansinė išmoka matematiškai apibrėžiama tokiu
b ūdu:

3.12 Apibrėžimas. Europietiškąjafinansine išmoka(angl. contingent claim) vadinamas atsi-
tiktinis dydisC = C(ω) tikimybinėje erdv̇eje(Ω,F , P ), kuriam

0 ≤ C < ∞ P-beveik visada.

Finansiṅe išmokaC vadinamaišvestinenuo pirminių VPS = (S0, S1, . . . , Sd), jei ji yra ma-
ti atžvilgiu šių VP generuotosσ-algebrosσ(S). Tokiu atveju egzistuoja tokia mati funkcija
f : Rd+1 → [0,∞), kad

C = f(S0, S1, . . . , Sd).

Europietiška finansiṅe išmoka interpretuojama kaip VP, kuris momentut = T kainuojaC.
MomentasT vadinamas šios finansinės išmokos galiojimo pabaigos data (angl. maturity).

Įkainavimo mechanizmas. Toliau aptariamas finansinės išmokos įkainavimo mechanizmas
grindžiamas prielaida, kad finansų rinka yra bearbitražė. Šios prielaidos išvada yra „vienos kai-
nos" principas:jei egzistuoja dvi skirtingos strategijos, kurių portfelių kainos ateities momentu
t = T yra vienodos, tai tų strategijų portfeliai momentut = 0 privalo turėti tą pačią kainą.

Šiuo principu grindžiamas toks įkainavimo mechanizmas. Parodoma, kad finansinė išmoka
C yra pertekliṅe tarp visų rinkos VP ta prasme, kad egzistuoja tokia banko sąskaitosS0 ir
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rizikingo VP S1 pirkimo-pardavimo strategijaψ, kurios portfelis momentut = T kainuojaC,
t. y. V ψ,S(T ) = C kai S = (S0, S1). Pǎcią finansinę išmokąC galima panaudoti sudarant
antrąją strategiją, kurios portfelis sudarytas tik iš šio išvestinio VP, kurio vertė momentut = 0
yra nežinomoji kontrakto kainaπ(C), o atitinkamo portfelio verṫe momentut = T yra lygi
išmokaiC. Tada, remiantis miṅetuoju principu,π(C) turėtų b ūti lygiψ strategijos portfelio
vertei momentut = 0, t. y. V ψ,S(0). Tokią finansiṅes išmokos kainą vadinsime bearbitražine
kaina.

Šį įkainavimo mechanizmą iliustruosime vieno periodo(T = 1) binominio modelio pavyz-
džiu. Tikimybinės erdv̇es(Ω,F , P ) elementariųjų įvykių aiḃeΩ sudaryta tik iš dviejų elemen-
tariųjų ivykių {−1, +1}. Binominio modelio finansų rinka(S, P ) sudaryta iš vieno rizikingo
VP S1 ir banko sąskaitosS0, kurių kainos dinamika nusakoma lygybėmis (3.16). Remiantis
3.11 Teiginiu, tokia finansų rinka yra bearbitražė tada ir tik tada, kaia < 0 < b. Tarkime, kad
C yra finansiṅe išmoka. Rasime jos bearbitražinę kainąπ(C).

Tarkime, kad rizikingojo VP kaina momentut = 0 yra 1. Tada, momentut = 1, šio VP
kaina yra

S1(1, ω) =

{
s− := 1 + µ + a jei ω = −1,
s+ := 1 + µ + b jei ω = +1.

Tarkime, kad banko sąskaitojeS0 momentut = 0 yra 1, o pal ūkanų norma yraµ > 0 ir tai
reiškia, kad momentut = 1 sąskaitojeS0 yra 1 + µ. Tarkime, kad finansiṅe išmokaC =
C(ω) igyja reikšmesx− ir x+, priklausomai nuo dviejų galimų ateities b ūsenųω ∈ {−1, +1}.
Pagaliau tarkime, kad portfelį sudaroψ1 rizikingojo VP vienetų irψ0 banko sąskaitos vienetų.
Realiuosius skaičiusψ1 ir ψ0 rasime iš sąlygos:

ψ0

(
1 + µ

1 + µ

)
+ ψ1

(
s+

s−

)
=

(
x+

x−

)
. (3.18)

Ši sąlyga reiškia, kad portfelioψ(1) = {ψ0, ψ1} verṫeV ψ,S(1) lygi išmokaiC. Išsprendę (3.18)
sistemą, gauname, kad

ψ1 =
x+ − x−
s+ − s−

ir ψ0 =
s+x− − s−x+

(s+ − s−)(1 + µ)
.

KadangiS0(0) = S1(0) = 1, finansiṅes išmokos bearbitražinė kaina yra

π(C) = ψ1 + ψ0 =
x+

1 + µ
· 1 + µ− s−

s+ − s−
+

x−
1 + µ

· s+ − 1− µ

s+ − s−

=
x+

1 + µ
· (1− q) +

x−
1 + µ

· q, su q =
b

b− a
.

Priminsime, kadQ = {q, 1 − q} yra rizikai neutralus tikimybinis matas ekvivalentus matuiP .
Gautą finansiṅes išmokosC bearbitražę kainą galima užrašyti ir taip:

π(C) = EQ

[
C

1 + µ

]
.
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Atkartojama finansin ė išmoka. Minėtame pavyzdyje bearbitražė kaina buvo rasta iš (3.18)
sąlygos, reiškiaňcios, kad ieškomą strategiją atitinkančio portfelio verṫe V (1) = C. Ši sąlyga
yra esmiṅe bearbitraž̇es kainos sampratoje ir formalizuojama tokiu b ūdu:

3.13 Apibrėžimas. Sakykime, kad(S, P ) yra VP rinka. Finansiṅe išmokaC vadinamaatkarto-
jama(arba replikuojama), jei egzistuoja finansavimosi strategijaψ, kurią atitinkaňcio portfelio
verṫe momentut = T yraV ψ,S(T ) = C, t. y. P -beveik visada

C = ψ(T )·S(T )

(
= ψ(0)·S(0) +

T∑
s=1

ψ(s)·∆S(s)

)
.

Tokia strategijaψ vadinama išmokąC atkartojančia strategija.

Finansinę išmokąC atitinkantidiskontuota išmokayra

H := C/S0(T ).

Remiantis 3.4 lema,S-finansavimosi strategija yra irS∗-finansavimosi strategija. Todėl finan-
sinė išmokaC yra atkartojama tada ir tik tada, kai ją atitinkanti diskontuota išmokaH turi
pavidalą

H = ψ(T )·S∗(T ) = V ψ,S∗(T ) = V ψ,S∗(0) +
T∑

s=1

ψ(s)·∆S∗(s)

su kuria nors finansavimosi strategijaψ. Tokia diskontuota išmokaH vadinama atkartojama, o
ψ vadinamaH atkartojaňcia strategija.

3.14 Teorema.Sakykime, kad finansų rinkos(S, P ) kainų sistema yra suderinta su informaci-
niu srautuF = {Ft : t ∈ D} ir Q yra rizikai neutralus matas ekvivalentus matuiP . Bet kuri
atkartojama diskontuota išmokaH yra integruojama atžvilgiu matoQ, t. y. EQ[H] < ∞. Be
to, bet kurią,H atkartojančią strategijąψ, atitinkančiam vertės procesuiV = V ψ,S∗ P -beveik
visur teisinga

0 ≤ V (t) = EQ

[
H

∣∣Ft

]
(3.19)

su kiekvienut = 0, 1, . . . , T . Be kita ko,V yra F-martingalas atžvilgiuQ.

Įrodymas. Tarkime, kadψ yra diskontuotą išmokąH atkartojantiS-finansavimosi strategija ir
V = V ψ,S∗ yra ją atitinkaňcio diskontuoto portfelio vertės procesas. Pirmiausia parodysime,
kad

V (t) ≥ 0 P -beveik visada su visaist. (3.20)

Tai yra teisinga kait = T nesV (T ) = H ≥ 0. Kitiems t naudosiṁes maž̇ejaňcia indukcija.
Tarkime, kadt ∈ {1, . . . , T} ir V (t) ≥ 0 P -beveik visur. Parodysime, kadV (t − 1) ≥ 0
P -beveik visur. Kadangiψ yraS∗-finansavimosi strategija,

V (t− 1) = V (t)− ψ(t)·∆S∗(t) ≥ −ψ(t)·[S∗(t)− S∗(t− 1)].
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Su bet kuriuoc > 0 ir t ∈ D, pažyṁekimeψc(t) := ψ(t)1{|ψ(t)|≤c} (čia 1A yra aiḃesA ⊂ Ω
indikatoriṅe funkcija) ir tarkime, kadQ yra rizikai neutralus matas ekvivalentusP . Kadangi
ψc(t) yra apṙežtas, oV (t− 1)1{|ψ(t)|≤c} yraFt−1-matus, tai

V (t− 1)1{|ψ(t)|≤c} = EQ

[
V (t− 1)1{|ψ(t)|≤c}

∣∣Ft−1

]

≥ −EQ

[
ψc(t)·[S∗(t)− S∗(t− 1)]

∣∣Ft−1

]

= −ψc(t)·EQ

[
S∗(t)− S∗(t− 1)

∣∣Ft−1

]
= 0

P -beveik visada, nes diskontuotas kainos procesasS∗i yra F-martingalas atžvilgiuQ su kiek-
vienu i. Šioje nelygyḃeje leisdamic ↑ ∞ gaunameV (t − 1) ≥ 0 kadangi{|ψ(t)| ≤ c} ↑ Ω.
Indukcijos argumentas įrodo (3.20).

Toliau,P -beveik visur aiḃeje{|ψ(t)| ≤ c}, su kiekvienut, turime

EQ

[
V (t)|Ft−1

]− V (t− 1) = EQ

[
V (t)− V (t− 1)|Ft−1

]

= EQ

[
ψc(t)·[S∗(t)− S∗(t− 1)]

∣∣Ft−1

]

= ψc(t)·EQ

[
S∗(t)− S∗(t− 1)

∣∣Ft−1

]
= 0.

Leisdamic ↑ ∞, vėl gauname, kad{|ψ(t)| ≤ c} ↑ Ω. Toḋel P -beveik visada

EQ

[
V (t)|Ft−1

]
= V (t− 1)

ir tai teisinga su visaist. KadangiV (0) yra baigtiṅe konstanta ir naudojantis sąlyginio vidurkio
savybe, gauname

∞ > V (0) = EQ[V (0)] = EQ[EQ[V (1)|F0]] = EQ[V (1)]

Indukcija pagalt ir tai, kadV (t) ≥ 0, įrodoV (t) ∈ L1(Ω,F , Q) ir EQ[V (t)] = V (0) su visais
t. Teoremos teiginys išplaukia iš to, kadV (T ) = H.

Kadangi dešiṅe (3.19) lygyḃes puṡe nepriklauso nuoψ, tai visosH atkartojaňcios strategijos
privalo tuṙeti vieną ir tą patį verṫes procesąV = V ψ,S∗. Atveju t = 1 gauname, kad atkartojamai
diskontuotai išmokaiH galioja lygyḃe

V ψ,S∗(0) = EQ

[
H

∣∣F0

]

su bet kuriuo rizikai neutraliu matuQ ekvivaleňciu matuiP . Pritaikyta nediskontuotai finansi-
nei išmokaiC, gautoji teorema teigia, kadC atkartojaňcią strategiją atitinkaňcio nediskontuoto
portfelio verṫe

V ψ,S(t) = ψ(t)·S(t) = S0(t)V
ψ,S∗(t) = S0(t)EQ

[
C

S0(T )

∣∣∣Ft

]

su kiekvienut = 0, 1, . . . , T . Atskiru atveju, kaiS0(0) = 1, pradiṅe tokio portfelio verṫe yra

ψ(0)·S(0) = EQ

[
C

S0(T )

∣∣∣F0

]
.
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Bearbitražė kaina. Sakykime, kad diskontuotą išmokąH atkartojaňcios strategijos portfelis
yra V . Tada kainaπ(H) := V (0) yra bearbitraž̇e diskontuotos išmokosH kaina ta prasme,
kad bet kuri kita kaina sukuria arbitražo galimybę. Iš tikro, tarkime, kad laiko momentut = 0
diskontuotą išmokąH galima parduoti už kainą̃π > π(H). Tada momentut = 0, parduodantH
ir perkantH atkartojantį portfelįV , be jokios rizikos gaunamas pelnasπ̃−V (0) > 0. Momentu
t = T , portfelio verṫe V (T ) yra pakankama išpildyti kontraktu numatytą sąlygą, t. y. išmokėti
V (T ) = H.

Tiksliau bearbitraž̇es kainos iḋeją galima suformuluoti taip:

3.15 Apibrėžimas. Sakykime, kad(S, P ) yra VP rinka. Diskontuotos išmokosH bearbitra-
že kainavadinamas realusis skaičius π(H) ≥ 0, jei egzistuoja toksF-suderintas stochastinis
procesasXd+1, kad

Xd+1(0) = π(H), Xd+1(t) ≥ 0, kai t = 1, . . . , T − 1 ir Xd+1(T ) = H, (3.21)

ir papildyta finansų rinka(1, S∗1 , . . . , S
∗
d , Xd+1) yra bearbitraž̇e.

Tokiu b ūdu, diskontuotos išmokos bearbitražė kaina yra tokia kaina, kuria prekiaujant mo-
mentut = 0 VP rinkoje ṅera sukuriama arbitražo galimybė. Tai reiškia, kad nei pirk̇ejui nei
pardav̇ejui neegzistuoja finansavimosi strategija visiškai be rizikos sukurianti teigiamo pelno
galimybę.

Pasirodo, kad bearbitražės kainos pavidalas gali turėti tik jau ankšciau nustatytą formą.

3.16 Teorema.Sakykime, kad finansų rinkos(S, P ) matuiP ekvivalenčių ir rizikai neutralių
matų aibėP(P ) yra netuščia. Diskontuotos išmokosH bearbitražių kainų aibė

Π(H) =
{
EQ[H] : Q ∈ P(P ) ir EQ[H] < ∞}

. (3.22)

Įrodymas. Tarkime, kadπ(H) ∈ Π(H), t. y. π(H) yra bearbitraž̇e H kaina. Tada papildyta
rinka (1, S∗1 , . . . , S

∗
d , Xd+1) yra bearbitraž̇e. Remiantis 3.10 Teorema, egzistuoja toks matuiP

ekvivalentus matasQ, kad visid+1 diskontuoti VP yra martingalai atžvilgiuQ. Iš čia išplaukia,
kadXd+1 ir S∗i , i = 1, . . . , d, yra martingalai atžvilgiuQ, t. y. Q ∈ P(P ). Be to,

π(H) = Xd+1(0) = EQ[Xd+1(T )] = EQ[H] < ∞
remiantis 3.14 Teorema. Taigi (3.22) galioja su⊂ vietoje=.

Atvirkščiai, tarkime, kadπ(H) = EQ[H] su kuriuo norsQ ∈ P(P ). Apibrėžkime atsitiktinį
procesąXd+1 lygybėmisXd+1(T ) := H ir

Xd+1(t) := EQ[H|Ft]

su kiekvienut = 0, 1, . . . , T − 1. Taip apibṙežtam procesuiXd+1 galioja (3.21). Be to, matasQ
yra rizikai neutralus papildytai rinkai(1, S∗1 , . . . , S

∗
d , Xd+1). Toḋel π(H) ∈ Π(H), t. y. (3.22)

galioja su⊃ vietoje=.

Jei matuP ekvivaleňcių ir rizikai neutralių matų aiḃe P(P ) turi daugiau negu vieną ele-
mentą, tai gali atrodyti, kad diskontuota išmoga turi daugiau negu vieną bearbitražės kainos
reikšmę. Tǎciau taip ṅera:
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3.17 Išvada. Bearbitražėje finansų rinkoje atkartojamos diskontuotos išmokosH bearbitražių
kainų aibęΠ(H) sudaro vienintelis elementasV (0); čia V yra H atkartojančios strategijos
vertės procesas.

Įrodymas. Tarkime, kad diskontuota išmokaH yra atkartojama irV yra ją atkartojaňcios finan-
savimosi strategijos vertės procesas (nepriklausantis nuo strategijos). Remiantis 3.14 teorema,
V (0) = EQ[H] < ∞ su bet kuriuo rizikai neutraliu matuQ ekvivaleňciu matuiP . Tai reiškia,
kad bearbitražių kainų aibė (3.22) sudaryta iš vienintelio elemento.

3.4 Pilnoji finansų rinka

Šiame skyriuje charakterizuojama finansų rinka, kurioje visos finansinės išmokos yra atkartoja-
mos.

3.18 Apibrėžimas. Finansų rinka(S, P ) vadinamapilnąja, jei kiekviena finansiṅe išmoka yra
atkartojama.

Su bet kuriuo finansų rinkos modeliu(S, P ) ir matuQ ∈ P(P ), galioja sąryšiai

V := {φ(T )·S(T ) : φ numatomas} ⊂ L1(Ω, σ(S), Q) ⊂ L0(Ω,F , Q) = L0(Ω,F , P ).

Jei rinka yra pilna, tai visi šie sąryšiai virsta lygybėmis. Kadangi aiḃeV yra baigtinio matavimo
tai ir atsitiktinių dydžių erdv̇e privalo b ūti baigtinio matavimo. Bet tai reiškia, kad rinkos mo-
delis priklauso tik nuo baigtinio skaičiaus ateities scenarijų. Tiksliau šį teiginį galima išreikšti
naudojantis tikimybiṅes erdv̇es(Ω,F , P ) atomo sąvoka. B ūtent, aibėA ∈ F vadinama erdv̇es
(Ω,F , P ) atomu, jei P (A) > 0 ir su kiekvienuB ∈ F iš to, kadB ⊂ A išplaukia, kad arba
P (B) = 0 arbaP (B) = P (A).

3.19 Teiginys. Su bet kuriuop ∈ [0,∞], erdvėsLp(Ω,F , P ) dimensija

dimLp(Ω,F , P ) = sup{n ∈ N : ∃ toksΩ skaidinys{Ai}n
i=1, kad Ai ∈ F ir P (Ai) > 0}.

(3.23)
Be to,n := dim Lp(Ω,F , P ) < ∞ tada ir tik tada, kai egzistuojaΩ skaidinys sudarytas išn
erdvėsLp(Ω,F , P ) atomų.

Įrodymas. Tarkime, kad{Ai}n
i=1 yra toksΩ skaidinys, kadAi ∈ F ir P (Ai) > 0. Atitin-

kamos indikatoriṅes funkcijos1A1 , . . . , 1An yra erdv̇esLp = Lp(Ω,F , P ) tiesiškai nepriklau-
somų funkcijų rinkinys. Toḋel dimLp ≥ n. Priešingai nelygybei įrodyti pakanka tarti, kad
(3.23) lygyḃes dešinioji puṡe yra baigtiṅe ir lygi m. Jei{Ai}m

i=1 yra atitinkamasΩ skaidinys,
tai kiekviena aiḃe Ai yra (Ω,F , P ) atomas nes priešingu atvejum neb ūtų maksimalus. Todėl
kiekvienas atsitiktinis dydisX ∈ Lp yra P -beveik visur pastovus aibėjeAi, t. y. pažyṁejusX
reikšmę aiḃejeAi xi,

X =
m∑

i=1

xi1Ai
P -beveik visur.

Taigi 1A1 , . . . , 1Am sudaro erdv̇esLp bazę, t. y. dimLp = m, ką ir reik̇ejo įrodyti.
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Kita teorema charakterizuoja pilnas rinkas ir dažnai vadinama antrąja fundamentaliąja teo-
rema.

3.20 Teorema.Bearbitražė finansų rinka(S, P ) yra pilna tada ir tik tada, kai egzistuoja vie-
nintelis rizikai neutralus matas ekvivalentus matuiP .

Įrodymas. Tarkime, kad bearbitražė finansų rinka(S, P ) yra pilna irQ1, Q2 ∈ P(P ). Su bet
kuria aibeA ∈ F , diskontuota finansiṅe išmokaH = 1A yra atkartojama. Remiantis 3.17
išvada,Q1(A) = Q2(A). KadangiA yra bet kurisF elementas, taiQ1 = Q2. Taigi aibęP(P )
sudaro vienintelis elementas.

Teoremos tvirtinimą priešinga linkme įrodysime tuo atveju, kai tikimybinė erdv̇e (Ω,F , P )
yra (3.8) pavidalo2. Tarkime, kad bearbitražės finansų rinkos(S, P ) aibė P(P ) = {Q}, o
pati rinka ṅera pilna. Parodysime, kad tada aibęP(P ) privalo sudaryti daugiau negu vienas
elementas. Erdv̇ejeRK apibṙešime skaliarinę sandaugą: su visaisx, y ∈ RK

x·y :=
K∑

i=1

xiyiQ({ωi}).

Pana6iai kaip ir pirmosios fundamentaliosios teoremos (3.10 teorema) įrodyme, tarkime, kad
Φd+1 yra aiḃe visų rinkiniųφ = {φ1, . . . , φd} sudarytų iš numatomų procesųφi = {φi(t) : t ∈
{1, . . . , T}} ir tegul

W := {(ξ(ω1), . . . , ξ(ωK)) : ∃ tokieφ ∈ Φd ir v0 ∈ R, kadξ = v0 + G(φ, S∗)} ⊂ RK ;

čia G(φ, S∗) :=
∑T

s=1

∑d
i=0 φi(s)∆S∗i (s). Kadangi rinka ṅera pilna, egzistuoja neatkartoja-

mas finansinis ieškinysC, t. y. x := (C(ω1), . . . , C(ωK)) 6∈ W . KadangiW yra tiesinisRK

poerdvis, o{x} yra kompakti ir iškila aiḃe nesikertanti suW , remiantis atskyrimo teorema,
egzistuoja toks vektoriusu = {ui} ∈ RK , kadu·y = 0 su visais y ∈ W ir u·x > 0. Dėl
pastarosios nelygybėsu 6= 0. Tarkime, kad su kiekvienui ∈ {1, . . . , K},

Q̃({ωi}) :=
(
1 +

ui

2 maxj |uj|
)
Q({ωi})

Kadangiui > −2 maxj |uj|, taiQ({ωi}) > 0 su visaisi. Be to, kadangi1 = 1+G(0, S∗) ∈ W ,
tai

K∑
i=1

Q̃({ωi}) =
K∑

i=1

Q({ωi}) +
K∑

i=1

ui

2 maxj |uj|Q({ωi}) = 1 +
u·1

2 maxj |uj| = 1.

Todėl Q̃ yra tikimybinis matas ekvivalentus matuiP , nesutampantis su matuP . Be to, su
kiekvienuφ ∈ Φd

EQ̃

[ T∑
s=1

φ(s)·∆S∗(s)
]

= EQ

[ T∑
s=1

φ(s)·∆S∗(s)
]

+
u·G(φ, S∗)
2 maxj |uj| = 0,

nesQ yra rizikai neutralus matas ir{G(φ, S∗)(ωi)} ∈ W . Tai yra lygyḃe, analogiška (3.15),
leidžianti tokiu pat b ūdu parodyti, kad diskontuotas kainos procesasS∗ yra martingalas atžvilgiu
Q̃. Taigi Q̃, Q ∈ P(P ) – prieštaravimas, įrodantis rinkos pilnumą.

2pilnas teoremos įrodymas yra H. Föllmer ir A. Schied knygoje [4, Theorem 5.39]
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Klausimai ir pratimai.

1. Esant baigtinei tikimybinei erdvei (3.8), įrodyti, kad (3.9) arbitražo galimybė yra ek-
vivalenti tam, kad egzistuoja tokiaS-finansavimosi strategijaφ, kuriai V φ,S(0) < 0 ir
V φ,S(T ) = 0.

2. Esant baigtinei tikimybinei erdvei (3.8), tikimybinis matasQ ant(Ω,F) yra ekvivalentus
P tada ir tik tada, kaiQ({ω}) > 0 su visaisω ∈ Ω.
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Skyrius 4

Arbitražo teorija: tolydaus laiko modelis

4.1 Tolydaus laiko finansų rinka

Black’o-Scholes’o rinkos modelis. Sakykime, kad finansų rinka sudaryta iš dviejų VP, pažy-
mėtų indeksaisi ∈ {0, 1}. Pirmasis VP yra nerizikingas ir jo kainosS0 = {S0(t) : 0 ≤ t ≤ T}
dinamika

S0(t) = exp{rt}, r > 0. (4.1)

atitinka tolydžiąsias suḋetines pal ūkanas su grąžos normar (žr. (2.24)). Antrasis VP yra rizi-
kingas ir jo kainaS1 = {S1(t) : 0 ≤ t ≤ T} yra geometrinis Wiener’io procesas, t. y.

S1(t) = exp{µt + σW (t)− (σ2/2)t} µ ∈ R ir σ > 0; (4.2)

čia, Wiener’io procesasW = {W (t) : t ≥ 0} apibṙežtas tikimybiṅeje erdv̇eje(Ω,F , P ). Tarki-
me, kadS = (S0, S1). Taip apibṙežtą finansų rinką(S, P ) vadinsimeBlack’o–Scholes’o rinkos
modeliu, arba trumpiauBS rinkos modeliu.

Tolimesnis tikslas - pasirenkamojo sandorio sąžiningosios kainos nustatymas BS rinkos mo-
delyje. Panašiai kaip ir diskretaus laiko modelyje parodoma, kad ši rinka yra bearbitražė ir kad
pasirenkamasis sandoris yra atkartojamas. Tuo atveju sąžiningoji kaina yra sandorį atkartojan-
čio portfelio šiandieniṅe kaina.

Rizikai neutralus matas. Tai, kad BS rinkos modelyje nėra arbitražo bus parodyta naudojan-
tis rizikai neutraliu matu ekvivaleňciu matuiP . Tokį matą sukonstruosime toliau.

Kaip ir diskretaus laiko modelyje, matasQ apibṙežtas mǎcioje erdv̇eje (Ω,F) vadinamas
rizikai neutraliu, jei finansų rinkos visi diskontuoti kainos procesai, apibrėžti tikimybinėje erd-
vėje(Ω,F , Q), yra martingalai atžvilgiu informacinio srautoF (žr. A.3 apibṙežimą).

4.1 Teorema. BS rinkos modelyje(S, P ) egzistuoja rizikai neutralus matasQ ekvivalentus ma-
tui P .

Įrodymas. Su kiekviena aibeA ∈ FT , tegulQ(A) := EP

[
1AL(T )

]
; čia

L(t) := exp

{
−µ− r

σ
W (t)−

(µ− r

σ

)2

t/2

}
, t ∈ [0, T ].
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Naudojantis tuo, kadW (t) =
√

tW (1), t > 0, skirstinių prasme, galima parodyti, kadQ yra
tikimybinis matas aiḃeje(Ω,FT ). Kadangi funkcijaL(T, ·) ≥ c > 0, Q yra ekvivalentus matui
P .

Parodysime, kad diskontuotas kainos procesasS∗1(t) = e−rtS1(t), 0 ≤ t ≤ T , yra mar-
tingalas tikimybiṅeje erdv̇eje (Ω,FT , Q). Naudosiṁes Itô formule du kartus. Pirma, tegul
F (u) = eu, u ∈ R ir h yra glodi funkcija. Tada

∫ t

0

h(s) deσW (s) =

∫ t

0

h(s)F ′(σW (s)) dσW (s) +
σ2

2

∫ t

0

h(s)F ′′(σW (s))ds,

su kiekvienu0 ≤ t ≤ T , kadangi kvadratiṅe variacija[W ](s) = s. Antra, remiantis Itô formule
funkcijai φ(u, v) = uv ir pažyṁejęq := µ− r − σ2/2

S∗1(t) = φ(eqt, eσW (t)) = 1 +

∫ t

0

S∗1(s)q ds +

∫ t

0

eqs deσW (s) = 1 +

∫ t

0

S∗1(s)σ dW ∗(s),

su kiekvienut ∈ [0, T ], čia

W ∗(t) :=
µ− r

σ
t + W (t), t ∈ [0, T ].

Remiantis Girsanov’o teorema A.4, atsitiktinis procesasW ∗ = {W ∗(t) : 0 ≤ t ≤ T}, api-
brėžtas tikimybiṅeje erdv̇eje(Ω,FT , Q), yra Wiener’io procesas ir todėl martingalas. Kadangi
integralas atžvilgiu martingalo yra martingalas, gauname

EQ

[
S∗1(t)

∣∣Ft′
]

= 1 + EQ

[∫ t

0

S∗1(s)σ dW ∗(s)
∣∣∣Ft′

]
= S∗1(t

′)

su kiekvienu0 ≤ t′ < t ≤ T . Diskontuotas nerizikingas VP yra tapatingai lygus vienetui ir
todėl yra martingalas bet kurioje tikimybinėje erdv̇eje. Gavome, kadQ yra rizikai neutralus
matas BS rinkos modelyje.

Strategijos. Nagriṅekime BS rinkos modelį(S, P ), čia S = (S0, S1) yra kainos procesai
apibṙežti (4.1) ir (4.2) lygyḃemis. Kaip ir ankšciau diskontuoti kainos procesai sudaro porą
S∗ = (1, S∗1) ir S∗1(t) = e−rtS1(t), 0 ≤ t ≤ T .

Pora atsitiktinių procesųψ = {ψ0, ψ1}, ψi = {ψi(t) : 0 ≤ t ≤ T} vadinama strategija, jei
egzistuoja integralai:

∫ T

0

ψi(s) dSi(s) ≡
∫ T

0

ψi dSi, i = 1, 2,

o tikimybinėje erdv̇eje(Ω,FT , Q) apibṙežtas atsitiktinis procesas

{∫ t

0

ψ1dS∗1 : t ∈ [0, T ]

}
(4.3)
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yra martingalas atžvilgiu informacinio srautoF. Tradiciṅeje tolydaus laiko finansų matemati-
koje miṅetieji integralai paprastai suprantamiItô stochastinio integralo prasmeir todėl atsitik-
tiniams procesamsψi privalo galioti atitinkamošcia neminimos sąlygos. Šie integralai galėtų
b ūti apibṙežiami ir netradicine "dλ" prasme, kiekvienai proceso trajektorijai.

Kaip ir ankšciau, atsitiktinio procesoψi reikšṁe ψi(t), t ∈ [0, T ], išreiškiai-tojo VP kiekį
momentut laikomo portfelyjeψ = (ψ0, ψ1). Toḋel strategijosψ portfelio verṫe momentut yra

V ψ,S(t) := ψ0(t)S0(t) + ψ1(t)S1(t)

su kiekvienut ∈ [0, T ].
Strategijaψ vadinamaS-finansavimosi strategijajei su kiekvienut ∈ [0, T ]

V ψ,S(t) = V ψ,S(0) +

∫ t

0

ψ0 dS0 +

∫ t

0

ψ1 dS1.

Kaip ir diskretaus laiko modelyje galioja teiginys:

4.2 Teiginys. Sakykime, kad(S, P ) yra BS rinkos modelis. Strategijaψ yra S-finansavimosi
strategija tada ir tik tada, kai ji yraS∗-finansavimosi strategija, t. y.

V ψ,S∗(t) = V ψ,S∗(0) +

∫ t

0

ψ1 dS∗1 . (4.4)

su kiekvienut ∈ [0, T ].

Teiginio įrodymas remiasi Itô formulės taikymu ir yra praleidžiamas.

4.2 Finansiṅes išmokos įkainavimas

Arbitražas.

4.3 Apibrėžimas. Sakykime, kad(S, P ) yra BS rinkos modelis.Arbitražo galimybearba tie-
siog arbitražu vadinama tokiaS-finansavimosi strategijaψ, kad atitinkamam portfelio vertės
procesuiV ψ,S = {V ψ,S(t) : 0 ≤ t ≤ T} teisinga:

V ψ,S(0) ≤ 0, V ψ,S(T ) ≥ 0 P -b.v. ir P ({V ψ,S(T ) > 0}) > 0.

Kaip ir diskretaus laiko modelio atveju (žr. 3.7 lemą) arbitažo galimybė ekvivalenti tam, kad
diskontuotam verṫes procesuiV ∗ := V ψ,S∗ yra teisinga:

V ∗(0) ≤ 0, V ∗(T ) ≥ 0 ir EV ∗(T ) > 0. (4.5)

BS rinka(S, P ) yra bearbitraž̇e kadangi egzistuoja ekvivalentus rizikai neutralus matas. Iš
tikrųjų, tarkime, kadψ = {ψ0, ψ1} yraS-finansavimosi strategija. Remiantis 4.2 teiginiu,ψ yra
S∗-finansavimosi strategija. TegulQ yra 4.1 teoremoje sukonstruotas rizikai neutralus matas,
ekvivalentus matuiP . Tada remiantis (4.4) ir (4.3), turime

EQ

[
V ψ,S∗(T )

]
= V ψ,S∗(0) + EQ

[
EQ

[∫ T

0

ψ1 dS∗1
∣∣∣F0)

]]
= V ψ,S∗(0).

Kadangi tai prieštarauja (4.5), arbitražas nėra galimas.
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Bearbitražė kaina. Finansine išmokavadinsime bet kurį neneigiamą irFT -matų atsitiktinį
dydį C. Finansiṅe išmokaC yra atkartojama, jei egzistuoja tokia finansavimosi strategijaψ,
kad ją atitinkaňcio portfelio kaina momentut = T yraV ψ,S(T ) = C P -beveik visada.

4.4 Apibrėžimas. Sakykime, kadC yra atkartojama finansinė išmoka. JeiC atkartojaňcio
portfelio pradiṅe verṫeV ψ,S(0) nepriklauso nuo finansavimosi strategijosψ, tai tokios išmokos
kainąV ψ,S(0) vadinsimebearbitraže.

4.5 Teiginys. BS rinkoje kiekviena atkartojama finansinė išmoka turi bearbitražę kainą.

Įrodymas. Sakykime, kadC yra atkartojama finansinė išmoka, oψ ir φ yra dvi ją atkartojaňcios
finansavimosi strategijos, t. y.V ψ,S(T ) = V φ,S(T ) = C. Parodysime, kadV ψ,S(0) = V φ,S(0).
Tarkime priešingaiV ψ,S(0) > V φ,S(0). Arbitražą sukonstruosime neformaliai tokiu b ūdu: laiko
momentut = 0 pirksime portfelįφ, parduosime portfelįψ, o gautą skirtumą investuosime į
nerizikingą VPS0; po to, laiko momentut = T parduosime portfelįφ, pirksime portfelįψ ir
tokiu b ūdu gausime garantuotą pelnąV ψ,S(0)− V φ,S(0) > 0.

Formaliai arbitražą reik̇etų konstruoti r ūpinantis strategijos finansavimosi sąlyga. Tarkime,
kad su kiekvienut ∈ [0, T ] ir su kiekvienui = 0, 1,

θi(t) := φi(t)− ψi(t), ir θ := φ− ψ = {θ0, θ1}.

Tarkime, kadγ0 = {γ0(t) : 0 ≤ t ≤ T} yra tiesiṅes nehomogeniṅes integraliṅes lygties

γ0(t)S0(t) + θ1(t)S1(t) =

∫ t

0

γ0 dS0 +

∫ t

0

θ1 dS1, 0 ≤ t ≤ T,

vienintelis sprendinys. Šeimaγ := {γ0, θ1} yra tokiaS-finansavimosi strategija, kurios portfe-
lio pradiṅe verṫe yra

V γ(0) = γ0(0)S0(0) + θ1(0)S1(0) = 0.

Tadaγ − θ = {γ0 − θ0, 0} taip patS-finansavimosi strategija, ją atitinkančio portfelio pradiṅe
verṫe

V γ−θ(0) = −V θ(0) = V ψ(0)− V φ(0) > 0.

Rasime šio portfelio vertę momentut = T :

V γ−θ(T ) = (γ0 − θ0)(T )S0(T ) = V γ−θ(0) +

∫ T

0

(γ0 − θ0) dS0.

Išsprendę šią tiesinę integralinę lygtį gauname, kadV γ−θ(T ) = V γ−θ(0)erT > V γ−θ(0) > 0, t.
y. γ − θ yra arbitražo strategija - prieštaravimas, įrodantis teiginį.

4.3 Black’o–Scholes’o formul̇e

Nagriṅekime pirkimo pasirenkamąjį sandorį (angl. call option) BS rinkos modelyje. Kaip ir
diskretaus laiko atveju, šis sandoris suteikia teisę pirkti vertybinį popieriųS1 laiko mometu
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t = T už iš anksto sutartą įvykdymo kainąK. Tai reiškia, kad sandorio išmoka laiko momentu
t = T yra

C(ω) := [S1(T, ω)−K]+ := max{S1(T, ω)−K, 0}, ω ∈ Ω. (4.6)

Klausimas: kokia yra šio sandoriosąžiningoji kaina(angl. fair price) pradiniu momentut = 0,
kai jo išmokaC yra nežinoma? Pažyṁekime šią kainąπ(C).

Iki 1973 metų, kada pasirodė fundamental ūs Black ir Scholes [3] ir Merton [9] straipsniai,
visuotinai priimtino atsakymo į šį klausimą nebuvo. Klasikiniu aktuarijų poži ūriu, nat ūralus
atsakymas į šį klausimą, kuris galėjo b ūti žinomas dar Chr. Huygens’o (1657) ir J. Bernoulli
(1713) laikais, yra toks: sąžininga kaina yra atsitiktinio dydžioC vidurkis tikimybinio matoP
atžvilgiu, tai yra

π(C) = EP [C] =

∫

Ω

C dP.

Jei šis atsakymas patenkina, tai belieka viena „smulkmena" – pasirinkti rizikingojo VPS1 tiki-
mybinį skirstinį. Jau miṅejome, kad 1900 metais L. Bachelier pasi ūlė akcijos kainąS1 mode-
liuoti tuo, kas dabar vadinama Wiener’io procesu ir tokiu b ūdu žengė didelį žingsnį į priekį jau
ilgus amžius trunkaňcioje sąžiningosios sandorio kainos paieškoje. Po penkių metų, visiškai
nežinodamas apie L. Bachelier darbą, A. Einstein’as sugalvojo iš esmės tą pǎcią matematinę
konstrukciją, kurios pagalba jis sugebėjo įvertinti dalel̇es juḋejimo tam tikra trajektorija tiki-
mybę. Šis Einstein’o darbas buvo paminėtas kartu su jo sukurtomis reliatyvumo ir kvantine
teorijomis, suteikiant jam Nobelio fizikos premiją. Deja, Bachelier negavo aukščiausio įvertini-
mo netgi už savo disertaciją.

Moderniosios finansų rinkos teorijos poži ūriu, standartinis akcijos kainosS1 pasirinkimas
yra geometrinis Wiener’io procesas (2.31), t. y.

S1(t) = exp{σW (t) + (µ− 1

2
σ2)t}, 0 ≤ t ≤ T. (4.7)

Įstatę šiąS1(T ) išraišką įC ir suskaǐciavę vidurkįEP [C], gautume Huygens’o–Bernoulli kainą.
Tačiau Black ir Scholes 1973 metais pasi ūlė visiškai kitokį atsakymą į klausimą apie sąžiningąją
kainą. IšmokosC sąžiningoji kaina yra bearbitražė ir

π(C) = Φ(d)−Ke−rT Φ(d− σ
√

T ); (4.8)

čiaΦ yra standartinis normalus skirstinys, t. y. su kiekvienux ∈ R

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2 du, o d =

ln(1/K) + (r + σ2/2)T

σ
√

T
.

Vėliau buvo įrodyta, kad (4.8) kainą galima išreikšti ir kitaip. B ūtent sąžiningoji kaina yra
diskontuotos išmokos sąlyginis vidurkis atžvilgiu rizikai neutralaus matoQ, t.y.

π(C) = EQ[C/S0(T )] = EQ[C e−rT ],

kaip ir diskretaus laiko modelyje.
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Kodėl reikėtų tikėti, kad (4.8) kaina yra sąžiningesnė nei Huygens’o–Bernoulli kaina? Tam
yra dvi priežastys. Pirma, bet kuri kaina BS rinkoje, besiskirianti nuo Black’o–Scholes’o kai-
nos, sukuria arbitražo galimybę arba sandorio pirkėjui, arba pardav̇ejui. Be to, Black ir Scholes
sukonstruoja finansavimosi strategiją, leidžiančią sandorio pardavėjui bet kuriuo atveju sukaupti
b ūtiną sandorio išmokai pinigų sumą be papildomų tam išlaidų. Pastaroji aplinkybė taip pat ma-
žina riziką, susijusią su sandorio kaina. Apsauga nuo tokios rizikos vadinamahedžinguir yra
antroji priežastis ḋel ko Black’o–Scholes’o kaina yra sąžiningesnė, nei Huygens’o–Bernoulli
kaina.

Black’o–Scholes’o formul̇e. Sąžiningoji pirkimo pasirenkamojo sandorio kaina (4.8) vadina-
maBlack’o–Scholes’o formule. Kaip ir ankšciau tarkime, kad be rizikingo vertybinio popieriaus
S1 nusakyto geometriniu Wiener’io procesu (4.7), rinkoje yra ir nerizikingas vertybinis popie-
rius S0, kurio kaina nusakoma tolydžiųjų pal ūkanų normar > 0, t. y. S0(t) = ert, 0 ≤ t ≤ T .
Tokiu b ūduS = (S0, S1) ir tikimybinis matasP , atžvilgiu kurio W yra Wiener’io procesas,
sudaro BS rinkos modelį(S, P ). Galime tarti, jog pirkimo pasirenkamasis sandorius yra tre-
čias vertybinis popierius, kurio kainaiV galioja sąlygaV (T ) = C (sandorio išmoka (4.6)).
Įrodysime, kad egzistuoja tokiaS-finansavimosi strategijaφ = (α, β), kad

α(t)S0(t) + β(t)S1(t) = V (t), 0 ≤ t ≤ T. (4.9)

Tuometφ strategiją atitinkaňcio portfelio verṫe V φ,S = V , pirkimo pasirenkamojo sandorio
išmokaC yra atkartojama ir toḋel jos bearbitraž̇e kaina yraV φ,S(0) = V (0).

Pradedantφ = (α, β) strategijos egzistavimo įrodymą, tarkime, kad egzistuoja tokia to-
lydžioji funkcija h = h(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] × (0,∞), kuri yra glodi aiḃeje [0, T ) × (0,∞)
ir

V (t) = h(t, S1(t)) su visais 0 ≤ t ≤ T (4.10)

(toliau matysime, kad tokia funkcija iš tikrųjų egzistuoja). Jei funkcijaF = F (t, x), (t, x) ∈
[0, T ] × R yra glodi, o tolydžioji funkcijaf = f(t), t ∈ [0, T ] turi kvadratinęλ-variaciją[f ]λ,
apibṙežtą (A.7) sąlyga, tai teisinga Itô formulė

F (t, f(t)) = F (0, f(0)) +

∫ t

0

Ft(s, f(s)) ds +

∫ t

0

Fx(·, f) dλf +
1

2

∫ t

0

Fxx(·, f) d[f ]λ

su kiekvienut ∈ [0, T ], čia Ft, Fx, Fxx žymi dalines išvestines pagal nurodytus kintamuosius.
Kadangi iš (2.28) suS = S1 ir R(t) = µt+σW (t) išplaukia[S1]λ(t) = ∫ t

0 σ2S1(s)
2 ds ir S1 yra

(2.29) integraliṅes lygties sprendinys, tai pasinaudoję Itô formule ir sąryšiu∫ g1 d(∫ g2 dg3) =
∫ g1g2 dg3, gauname lygybę

V (t) = V (0) +

∫ t

0

A(s)ds +

∫ t

0

σhx(s, S1(s))S1(s) dλW (s) (4.11)

su kiekvienu0 ≤ t < T ; čia

A(t) := ht(t, S1(t)) + µhx(t, S1(t))S1(t) +
σ2

2
hxx(t, S1(t))S1(t)

2.
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Tam, kadφ = (α, β) strategija b ūtųS-finansavimosi, reikalinga šią savybę nusakanti sąlyga

V (t) = V (0) +

∫ t

0

α dS0 +

∫ t

0

β dλS1

= V (0) +

∫ t

0

[
rα(s)S0(s) + µβ(s)S1(s)

]
ds +

∫ t

0

σβS1 dλW, (4.12)

kadangiS1 yra (2.29) integraliṅes lygties sprendinys. Strategijąφ = (α, β) apibṙežkime tokiu
b ūdu:β(T ) := 0 ir

{
β(t) := hx(t, S1(t)), jei t ∈ [0, T ),
α(t) := [h(t, S1(t))− β(t)S1(t)]/S0(t), jei t ∈ [0, T ].

Tuomet, sulyginę gautasV (t) išraiškas (4.12) ir (4.11), kait ∈ [0, T ), matome, kad funkcijah
privalo tenkinti lygtį daliṅemis išvestiṅemis:





∂u
∂t

+ Lu = 0 ant [0, T )× (0, +∞),
u(T, x) = max{0, x−K} visiemsx ∈ (0, +∞),
u(t, 0) = 0 visiemst ∈ [0, T ],

čiaLu yra funkcija su reikšṁemis

Lu(t, x) :=
σ2

2
x2∂2u

∂x2
(t, x) + rx

∂u

∂x
(t, x)− ru(t, x).

Nesunku patikrinti, kad ši lygtis turi (vienintelį) sprendinį:

h(t, x) :=





xΦ(d1(t, x))−Ke−r(T−t)Φ(d2(t, x)), jei (t, x) ∈ [0, T )× (0, +∞),
max{0, x−K}, jei (t, x) ∈ {T} × (0, +∞),
0, jei (t, x) ∈ [0, T ]× {0},

kai

d1(t, x) :=
ln(x/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√

T − t
ir d2(t, x) = d1(t, x)− σ

√
T − t.

Tai reiškia, jog egzistuoja tokia funkcijah, kuriai galioja (4.10) ir tuo pǎciu Black’o–Scholes’o
(4.8) formul̇e įrodyta, kadangiπ(C) = V (0) = h(0, S1(0)).

Pateiktojo įrodymo esṁe yra (4.9) lygybę tenkinančios finansavimosi strategijos(α, β) eg-
zistavimo įrodymas. Tokia strategija vadinamadinamiškuoju sandorio atkartojimu. Šį įrodymo
metodą pasi ūlė R. C. Merton [?]. Jis skiriasi nuo originalaus Black’o ir Scholes’o įrodymo.
Jo autoriai konstravo tokią finansavimosi strategiją(1,−δ), kurią atitinkantis portfelisS1 − δC
b ūtų nerizikingas. Kitaip tariant, jie konstravo dinamiškąjįobligacijosatkartojimą.

Verta priminti, jog aukš̌ciau pateiktas Black’o–Scholes’o–Merton’o formulės įrodymas ga-
lioja esant išpildytoms šioms sąlygoms:

• rizikingos akcijos kainaS1 yra nusakoma specialaus pavidalo atsitiktiniu procesu (4.7),
be to, tariama, kad kintamumasσ yra žinomas ir pastovus visą laikotarpį[0, T ];
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• nerizikingo vertybinio popieriausS0 pal ūkanų normar yra žinoma ir pastovi visą laiko-
tarpį [0, T ];

• akcijaS1 nemoka dividendų, o transakcijos yra nemokamos;

• galima laisvai skolintis arba skolinti bet kurį akcijosS1 kiekį.

Kas atsitiks, jei bent viena iš šių sąlygų nėra išpildyta? Pavyzdžiui, jei kiekvienos transakcijos
kaina yra teigiama, tai, kadangi akcijos kainaS1 ir tuo pǎciu strategija(α, β) kinta be galo daž-
nai, atrodytų, kad tokio hedžingo reali kaina turėtų b ūti begaliṅe. Šis ir kiti panaš ūs klausimai
stimuliavo aktyvią veiklą, ieškant Black’o–Scholes’o formulės mažiau suvaržytų apibendrini-
mų.

Vienu tokios veiklos rezultatu tapo m ūsų nagrinėjama arbitražo teorija. Remiantis šia teorija
sandorio įkainojimas grindžiamas „realaus pasaulio" tikimybinio matoP keitimu jam ekviva-
lenčiu ir rizikai neutraliu tikimybiniu matuQ. Tada sąžiningoji kaina

π(C) = EQ

[
C

S0(T )

]
(4.13)

Ši išraiška sutampa su (4.8) Black’o–Scholes’o formulės dešiniąja puse. Iš tikrųjų, remiantis
4.2 teiginiu,φ yraS∗-finansavimosi strategija ir todėl

EQ

[ C

S0(T )

]
= EQ[V φ,S∗(T )] = EQ[EQ[V φ,S∗(T )|F0]] = V φ,S∗(0) = V (0).

Pastarąjį vidurkį galima suskaičiuoti ir tiesiogiai, kitu b ūdu. Apibrėžkime funkcijąf lygybe
f(x) := [x−K/S0(T )]+, kai x realusis skaǐcius. Tada finansiṅe išmoka (4.6) įgyja pavidalą:

C = S0(T )f(S∗(T ));

čia S∗ = S1/S0 yra diskontuotas kainos procesas. MatoQ atžvilgiu,S∗ yra difuzinis procesas
su atitinkamu generatoriumiL∗. Tarkime, kadh = h(x, t) yra Cauchy problemos

(
L∗ +

∂

∂t

)
h = 0, h(·, T ) = f,

sprendinys. Remdamiesi Itô formule, sprendiniuih gauname sąryšį

h(S∗(t), t) = h(S∗(0), 0) +

∫ t

0

∂h

∂x
(S∗(s), s) dS∗(s),

kai 0 ≤ t ≤ T . Naudodamiesi Feynman’o–Kac’o sprendinio išraiška, gauname

h(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f
(
xeσu

√
T−t−σ2(T−t)/2

)
e−u2/2 du

= xΦ
( ln(x/K) + rT + σ2(T − t)/2

σ
√

T − t

)
−Ke−rT Φ

( ln(x/K) + rT − σ2(T − t)/2

σ
√

T − t

)
.

Dabar jau nesunku matyti, kad (4.13)π(C) išraiška sutampa su (4.8) Black–Scholes formulės
dešiniąja puse, nesS∗(0) = S(0) = 1.
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Kitos finansų inžinerijos tyrimų kryptys. Pirmiausia reiktų pastebėti, kad (4.6) sandorio
išmoka yra tik viena iš daugelio galimų. Visiškai panašiai galima įkainoti pardavimo pasirenka-
mąjį sandorį su išmokaC = [K − S(T )]+. Šie pirkimo ir pardavimo pasirenkamieji sandoriai
dar vadinami europietiškaisiais pasirenkamaisiais sandoriais. Gerokai sudėtingesnis įkainoji-
mo metodas reikalingas tuo atveju kai rizikai mažinti naudojamas vadinamasis amerikietiškasis
pasirenkamasis sandoris. Šis sandoris skiriasi nuo europietiškojo tuo, kad jo savininkas įgy-
ja teisę pirkti (parduoti) vertybinį popieriųS už kainąK bet kuriuo momentu nuot = 0 iki
t = T . Europietiškasis ir amerikietiškasis sandoriai gali turėti skirtingą kainą. Kitokios r ūšies
komplikacijos iškyla tais atvejais kai išmoka yra sudėtingesṅe nei paprasta maksimumo funkci-
ja. Tokiu pavyzdžiu gali b ūti vadinamasis vidurkinis arba azijietiškasis sandoris, kurio išmoka
yra

C =
[ 1

T

∫ T

0

S(s) ds−K
]+

.

Svarbią finansų inžinerijos tyrimų kryptį sudaro darbai, kuriuose siekiama vertybinio po-
pieriaus kainosS dinamiką, nusakomą (4.7) geometriniu Wiener’io procesu, pakeisti kitu, kiek
galima bendresniu atsitiktiniu procesu. Pavyzdžiui, gerokai bendresnę kainos dinamiką aprašo
stochastiṅe integraliṅe lygtis

S(t) = S(0) +

∫ t

0

S(u)d
( ∫ u

0

µ(s) ds +

∫ u

0

σ dW
)
, 0 ≤ t ≤ T,

kai µ = {µ(t) : 0 ≤ t ≤ T} ir σ = {σ(t) : 0 ≤ t ≤ T} yra atsitiktiniai procesai, su kuriais
egzistuoja vienintelis šios lygties sprendinys

S(t) = S(0) exp
{ ∫ t

0

(
µ(s)− σ2(s)

2

)
ds +

∫ t

0

σ dW
}

. (4.14)

Papildomai yra reikalaujama, kad atsitiktinis procesasσ, vadinamaskintamumo funkcija, b ūtų
griežtai teigiamas. Toks šios funkcijos pavadinimas pateisinamas tolydaus laiko grąžos proceso,
apibṙežto (2.30) lygybe, išraiška:

R(t) :=

∫ t

0

dS

S
=

∫ t

0

µ(s) ds +

∫ t

0

σ dW, 0 ≤ t ≤ T. (4.15)

Tuo atveju, kaiµ(t) ≡ µ, o σ(t) ≡ σ, S yra tas pats geometrinis Wiener’io procesas. Europie-
tiškojo pasirenkamojo sandorio sąžiningosios kainos nustatymas tuo atveju, kai kainos procesas
S yra nusakomas (4.14) lygybe, yra galimas modifikuojant antrąjį aukščiau aprašytąjį metodą.
Tuo tikslu tenka apibendrinti ir arbitražo, pilnumo bei dinamiškojo sandorio atkartojimo sąvo-
kas (žr. pavyzdžiui [?, VII.4 skyrius]). Tai, kad (4.14) lygyḃeje kintamumo funkcijaσ gali b ūti
atsitiktinė, yra svarbu siekiant adekvačiau modeliuoti realius kainų pokyčius, apie ką smulkiau
kalbama kitame skyriuje.
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Priedas A

Matematika

A.1 Wiener’io procesas

2.2 apibṙežimas apibudina Wiener’io procesą. Pateiksime konstruktyvų šio atsitiktinio proceso
egzistavimo įrodymą.

Tegul {rn} yra teigiamų diadinių racionalių skaičių seka, t. y. seka skaičių k/2n, k =
1, 3, . . . , n = 1, 2, . . . . Tegul (Ω,F , P ) yra tokia tikimybiṅe erdv̇e, kurioje yra apibṙežta ne-
priklausomųN(0, 1) atsitiktinių dydžių seka{Xrn}. Šioje tikimybiṅeje erdv̇eje apibṙešime
Wiener’io procesą.

Su kiekvienu teigiamu sveikuoju skaičiumi k, tegul

W (k) := X1 + X2 + · · ·+ Xk ir

W (k + 1/2) :=
W (k) + W (k + 1)

2
+

Xk+1/2√
4

.

Toliau apibṙešime a. d.W (k/2n) su visaisk = 1, 3, . . . ir n = 1, 2, . . . . Tarkime, kad šiuos
a. d. apibṙež̇eme su visaisk = 1, 3, . . . ir n = 1, 2, . . . , n0. Tada su kiekvienuk = 1, 3, . . . ir
n = n0 + 1, tegul

W

(
2k + 1

2n

)
:=

1

2

[
W

(
2k

2n

)
+ W

(
2k + 2

2n

)]
+

X(2k+1)2−n√
2n+1

.

Remiantis matematine indukcija procesasW yra apibṙežtas visuose diadiniuose racionaliuose
taškuose{rn}. Su bet kuriuo0 < t =

∑∞
k=0 εk(t)2

−k (čia ε0(t) = 0, 1, 2, . . . , εk(t) = 0, 1 su
visaisk = 1, 2, . . . ir εk(t) nėra tapatingas1 pradedant kuriuo norsk), apibṙešime beveik visur

W (t) := lim
n→∞

W ([2nt]/2n) = lim
n→∞

W (tn) = W (ε0(t)) + lim
n→∞

n∑

k=1

[W (tk)−W (tk−1)],

kai tn :=
∑n

j=0 εj(t)2
−j. Šių ribų egzistavimas su kiekvienu fiksuotut išplaukia remiantis Kol-

mogorovo trijų eilǔcių teorema. Nulinio mato aibė, kurioje toks konvergavimas nėra teisingas
gali priklausyti nuot. Tǎciau taip ṅera, kadangi egzistuoja tokia nulinio mato aibėΩ0 ⊂ Ω, kad
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kiekvienamω ∈ Ω \ Ω0 eilutė
∑∞

k=1[W (tk, ω) −W (tk−1, ω)] konverguoja su visaist > 0. Iš
tikro įrodysime, kad toks konvergavimas yra netgi tolygust > 0, atžvilgiu, t. y. beveik visada

∞∑

k=1

sup
0≤t≤1

|W (tk)−W (tk−1)| < ∞.

Įrodymui pasinaudosime įverčiais (Feler (1968), p. 175)

1√
2π

(
1

x
− 1

x2

)
e−x2/2 ≤ 1− Φ(x) ≤ 1√

2π
e−x2/2, x > 0. (A.1)

Kadangi aibę{W (tk) − W (tk−1) : 0 ≤ t ≤ 1} sudaro2k+1 a. d. su normaliu skirstiniu
N(0, 1/

√
2k), tai

P
({

sup
0≤t≤1

|W (tk)−W (tk−1)| ≥ uk√
K

})
≤ 2K exp

{− u2
k/2

}
,

čiaK := 2k, uk := C
√

2 ln K ir C > 1 yra bet koks skaičius. Pritaikę šią nelygybę su konstanta
L :=

∑∞
k=1

√
(2 ln 2k)/2k, gauname sąryšius

P
({ ∞∑

k=1

sup
0≤t≤1

|W (tk)−W (tk−1)| ≥ CL
})

≤
∞∑

k=1

2

2k(C2−1)
=

2

2C2−1 − 1
→ 0

kai C →∞, iš kurių išplaukia trokštamas tolygus konvergavimas beveik visada.
Nesunku patikrinti, kad taip apibrėžtam atsitiktiniam procesuiW = {W (t) : t ≥ 0} galioja

pirmos dvi 2.2 apibṙežimo savyḃes. Trěcioji savyḃe ṅera tokia akivaizdi. Ji išplaukia iš toliau
įrodomos A.1 teoremos. Todėl atsitiktinis procesasW yra Wiener’io procesas.

A.1 Teorema. Atsitiktiniam procesuiW = {W (t) : t ≥ 0} beveik visada yra teisinga

lim
h↓0

sup0≤s≤1−h sup0<t≤h |W (s + t)−W (s)|√
2h log 1/h

= 1

ir lim
h↓0

sup0≤s≤1−h |W (s + h)−W (s)|√
2h log 1/h

= 1.

Šios teoremos įrodymui naudosimės tokia nelygybe:

A.2 Lema. Kiekvienamε > 0 egzistuoja tokia teigiama konstantaC = C(ε), kad nelygybė

P
({

sup
0≤s≤1−h

sup
0<t≤h

|W (s + t)−W (s)| ≥ v
√

h
})

≤ C√
h

exp
{
− v2

2 + ε

}
(A.2)

yra teisinga su visais teigiamaisv ir h < 1.
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A.1 teoremos įrodymas.Su kiekvienuh ∈ (0, 1) ir ω ∈ Ω, pažyṁekime:

Ah(ω) := sup
0≤s≤1−h

sup
0<t≤h

|W (s + t, ω)−W (s, ω)|.

Pirmiausia įrodysime, kad beveik visada

lim sup
h↓0

Ah√
2h ln 1/h

≤ 1. (A.3)

Naudodamiesi (A.2) nelygybe suv = (1 + ε)
√

2 ln 1/h ir bet kuriuoε > 0, gauname

P
({ Ah√

2h ln 1/h
≥ 1 + ε

})
≤ C

h
exp

{
− 2(1 + ε)2

2 + ε

(
ln

1

h

)}
≤ Chε.

TegulT > 1/ε ir h = hn = n−T . Tada

∞∑
n=1

P
({ Ahn√

2hn ln 1/hn

≥ 1 + ε
})

≤
∞∑

n=1

Cn−Tε < ∞,

ir, remiantis Borelio-Cantelli lema, beveik visada

lim sup
n→∞

Ahn√
2hn ln 1/hn

≤ 1 + ε.

Imanth ∈ (hn+1, hn] su kuriuo norsn, iš čia išplaukia, kad beveik visada

lim sup
h↓0

Ah√
2h ln 1/h

≤ lim sup
n→∞

Ahn√
2hn+1 ln 1/hn+1

≤ lim sup
n→∞

Ahn√
2hn ln 1/hn

√
2hn ln 1/hn√

2hn+1 ln 1/hn+1

. ≤ 1 + ε.

Kadangiε > 0 yra laisvai pasirinktas, (A.3) yra teisinga beveik visada.
Dabar įrodysime, kad su beveik visaisω ∈ Ω,

B(ω) := lim inf
h↓0

sup
0≤s≤1−h

|W (s + h, ω)−W (s, ω)|√
2h ln 1/h

≥ 1. (A.4)

Remiantis (A.1) nelygybe, turime įvertį

P
({∣∣∣W

(k + 1

n

)
−W

(k

n

)∣∣∣ < (1− ε)

√
2 ln n

n

})
≤ 1− 1

n1−ε

1√
8π ln n

.

Be to, ḋel atsitiktinio procesoW pokyčių nepriklausomumo, turime

∞∑
n=1

P
({

max
0≤k≤n−1

∣∣∣W
(k + 1

n

)
−W

(k

n

)∣∣∣ < (1− ε)

√
2 ln n

n

})
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≤
∞∑

n=1

(
1− 1

n1−ε

1√
8π ln n

)n

≤
∞∑

n=1

exp
{
− nε

√
8π ln n

}
< ∞.

Dar kartą remdamiesi Borelio-Cantelli lema, gauname

lim inf
n→∞

sup
0≤s≤1−1/n

|W (s + 1/n)−W (s)|√
(2/n) ln n

≥ lim inf
n→∞

max
0≤k≤n−1

∣∣∣W
(

k+1
n

)
−W

(
k
n

)∣∣∣
√

(2/n) ln n
≥ 1 (A.5)

beveik visada. Imdamihn := 1/n ir h ∈ (hn+1, hn] su kuriuo norsn, gauname

B ≥ lim inf
n→∞

sup
0<s<1−1/(n+1)

|W (s + 1/(n + 1))−W (s)|√
(2/(n + 1)) ln(n + 1)

√
(2/(n + 1)) ln(n + 1)√

(2/n) ln n

− lim sup
n→∞

sup
0<s<1−1/(n+1)

sup
0≤t≤1/(n+1)

|W (s + t)−W (s)|√
(2/n) ln n

.

Pastarasis a. d. yra0 beveik visada remiantis (A.3), o pirmasis a. d. yra≥ 1 beveik visada
remiantis (A.5). Iš̌cia išplaukia (A.4) ir A.1 teorema įrodyta.

A.2 Šiurkščiųjų funkcijų analiz ė

Funkcijaf , apibṙežta uždarame intervale[a, b] ir įgyjanti realiąsias reikšmes, vadinamaregu-
liaria intervale[a, b], jei kiekvienamt ∈ [a, b) egzistuoja baigtiṅe riba iš dešiṅesf(t+) :=
lims↓t f(s) ir jei kiekvienamt ∈ (a, b] egzistuoja baigtiṅe riba iš kaiṙesf(t−) := lims↑t f(s).
Kiekviena baigtiṅes variacijos funkcija yra reguliari. Taip pat reguliaria yra kiekviena tolydžioji
funkcija. Tǎciau mus domina reguliariosios funkcijos, kurių variacija yra begalinė. Kaip maṫe-
me tokių funkcijų pavyzdys yra beveik visos Wiener’io proceso trajektorijos. Toliau kiekviena
reguliarioji funkcija, kurios variacija yra begalinė, vadinamašiurkščiąja(angl. rough function).
Šiuo terminu apibudinama klasė funkcijų, kurios ṅera glodžios ir kurioms ṅera pritaikomas
įprastinis matematiṅes analiżes aparatas.

Šiurkš̌ciosioms funkcijoms tirti praverčia funkcijų savyḃe vadinamap-variacija, kai1 <
p < ∞. Bet kuriems0 < p < ∞ ir funkcijai f : [a, b] → R, dydis

vp(f ; [a, b]) := sup
{ n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, n = 1, 2, . . .
}

(A.6)
vadinamasf funkcijos p-variacija1 intervale [a, b]. Sakoma, kadf funkcija turi baigtinęp-
variaciją, jeivp(f ; [a, b]) < ∞. Baigtiṅes variacijos funkcija yra funkcija turinti baigtinę1-
variaciją. Jei funkcija turi baigtinę variaciją, tai josp-variacija yra baigtiṅe su kiekvienu1 <
p < ∞. Tai išplaukia iš nelygyḃesvq(f ; [a, b])1/q ≤ vp(f ; [a, b])1/p su bet kuriais0 < p < q <
∞, kuri savo ruožtu išplaukia iš nelygybės teigiamiems skaičiamsa1, . . . , an:

( n∑
i=1

aq
i

)1/q

≤
( n∑

i=1

ap
i

)1/p

.

1p-variacijos savybę pirmą kartą Fourier eilučių teorijoje panaudojo N. Wiener (1924) [?]
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Atvirkščiai nėra teisinga, kaip rodo minėtasis Wiener’io proceso trajektorijos pavyzdys.
Funkcijosf : [a, b] → R p-variacijos indeksuvadinamas dydis

υ(f) = υ(f ; [a, b]) :=

{
inf{p > 0: vp(f ; [a, b]) < ∞} jei aibė netuš̌cia,
+∞ priešingu atveju.

Šis indeksas charakterizuoja funkcijosf šiurkštumo laipsnį. Kaip matėme, beveik visų Wie-
ner’io proceso trajektorijųp-variacijos indeksas yra2, t. y. kiekvienam0 < T < ∞ ir beveik
visiemsω ∈ Ω,

υ(W (·, ω); [0, T ]) = 2.

Funkcijos2-variacijos apibṙežime ((A.6) kaip = 2) supremumas vertinamas visų[a, b]
intervalo skaidinių{ti}n

i=0 atžvilgiu, kurių yra nesuskaičiuojama aiḃe. Šiame apibṙežime visų
intervalo[a, b] skaidinių aibę pakeitę skaičia skaidinių seka, o supremumą pakeitę riba, gausime
kitą funkcijos savybę, vadinamą kvadratine variacija.

Tegul λm = {tmi }n(m)
i=0 , m = 1, 2, . . . , yra tokia intervalo[a, b] skaidinių seka, kadλm ⊂

λm+1 su visaism, o sąjunga∪{λm : m ≥ 1} tiršta intervale[a, b]. PažyṁekimeD[a, b] aibę
visų reguliariųjų funkcijųf : [a, b] → R, kurios yra tolydžios iš dešinės kiekviename taške
t ∈ [a, b) (joms egzistuoja ribos iš kairėsf(t−) kiekviename tašket ∈ (a, b] pagal reguliarumo
apibṙežimą). Toliau, tokios funkcijosf šuolį tašket ∈ (a, b] žymėsime∆f(t) := f(t)−f(t−).
Sakysime, kad funkcijaf ∈ D[a, b] turi kvadratinęλ-variaciją intervale[a, b], jei egzistuoja
tokia funkcijah ∈ D[a, b], kad:

(a) h(0) = 0,

(b) ∆h(t) = [∆f(t)]2 su visaist ∈ (a, b],

(c) riba

h(t) = lim
m→∞

n(m)∑
i=1

[
f(tmi ∧ t)− f(tmi−1 ∧ t)

]2
(A.7)

egzistuoja, bei lygyḃe yra teisinga su kiekvienut ∈ (a, b]. Funkcija[f ]λ := h yra nediḋejanti ir
todėl egzistuoja jos išskaidymas į tolydžiąją dalį[f ]cλ ir visur tr ūkiąją dalį

∑
(a,· ][∆f ]2. Nesun-

ku pasteḃeti, kad kvadratiṅe λ-variacija [f ]λ egzistuoja ir visur lygi nuliui jeif yra tolydžioji
baigtiṅes variacijos funkcija.

A.3 Stochastiṅe analiże

Sakykime, kad(Ω,F , P ) yra pilnoji tikimybinė erdv̇e ir F = {Ft : t ≥ 0} nemaž̇ejanti σ-
algebrų šeima. Finansų matematikos kontekste(Ω,F , P ) yra ateities neapibrėžtumo matemati-
nis modelis, oF vadinamasinformaciniu srautu.
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A.3 Apibr ėžimas. Sakykime, kadM = {M(t) : t ∈ [0, T ]} yra atsitiktinis procesas, api-
brėžtas tikimybiṅeje erdv̇eje(Ω,F , P ). M vadinamasmartingaluatžvilgiu F, jei su kiekvienu
t ∈ [0, T ], M(t) yraFt-matus, vidurkisEP |M(t)| < ∞ ir

EP

[
M(t)

∣∣Fs

]
= M(s)

su visais0 ≤ s < t ≤ T .

Girsanov’o teorema. Tarkime, kadW yra Wiener’io procesas apibrėžtas tikimybiṅeje erd-
vėje(Ω,F , P ). Finansų matematikoje naudojamas grąžos procesas

R(t) = µt + σW (t), t ∈ [0, T ], (A.8)

yra martingalas tik tada jeiµ = 0. Tǎciau, šį procesą galima paversti martingalu pakeitus matą
P jam ekvivaleňciu matu. Du tikimybiniai mataiP ir Q, apibṙežti mǎcioje erdv̇eje (Ω,F),
vadinamiekvivalenčiais, jei su kiekvienuA ∈ F , P (A) = 0 tada ir tik tada, kaiQ(A) = 0. Jei
P ir Q yra ekvivalent ūs, tai egzistuoja toks teigiamasF-matus atsitiktinis dydisf , kad

Q(A) = EP [1Af ], A ∈ F .

Dydisf vadinamasRadon’o–Nicodym’o tankiuir žymimasdQ
dP

:= f .
Tam, kad (A.8) procesas b ūtų martingalas, matąP reikia pakeisti ekvivaleňciu matu, api-

brėžtu naudojantis specialios formos Radon’o–Nicodym’o tankiu. Tarkime, kad su kiekvienu
t ∈ [0, T ],

L(t) := exp

{∫ t

0

h(s) dW (s)− 1

2

∫ t

0

h2(s) ds

}
,

kai h = {h(t) : t ∈ [0, T ]} yraF-suderintas aprėžtas atsitiktinis procesas. Atsitiktinis procesas
L = {L(t) : t ∈ [0, T ]} yra tiesiṅes integraliṅes lygties

L(t) = 1 +

∫ t

0

L(s)h(s) dW (s), 0 ≤ t ≤ T,

vienintelis sprendinys ir vidurkisEP [L(t)] = 1 su kiekvienut ∈ [0, T ].
Toliau formuluojamas teiginys vadinamasGirsanov’o teorema:

A.4 Teorema. Sakykime, kad tikimybinėje erdvėje(Ω,F , P ) yra apibrėžti Wiener’io procesas
W = {W (t) : t ∈ [0, T ]} ir F-suderintas aprėžtas atsitiktinis procesash = {h(t) : t ∈ [0, T ]}.
JeiQ yra mačioje erdvėje(Ω,FT ), apibrėžtas tikimybinis matas su Radon’o–Nicodym’o tankiu
dQ
dP

= L(T ), tai atsitiktinis procesasW ∗ = {W ∗(t) : t ∈ [0, T ]}, apibrėžtas lygybe

W ∗(t) := W (t)−
∫ t

0

h(s) ds,

yra Wiener’io procesas tikimybinėje erdvėje(Ω,F , Q).
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Remiantis Girsanovo teorema, kurioje Radon’o–Nicodym’o tankisdQ
dP

= L(T ) apibṙežtas
funkcijosh(t) ≡ −µ/σ pagalba, (A.8) grąža

R(t) = σ

{
W (t)−

∫ t

0

(
− µ

σ

)
ds

}
= σW ∗(t), 0 ≤ t ≤ T

yra martingalas tikimybiṅeje erdv̇eje (Ω,F , Q) kadangi Wiener’io procesasW ∗ yra martinga-
las.

A.4 Atskyrimo teoremos

A.5 Teorema. Tarkime, kad Euklidinės erdvės aibėG yra iškila ir neturi teigiamų elementų.
Tada egzistuoja tokia atskiriančioji hiperplokštuma{x : p·x = 0}, kad p ≥ 0, o aibėG
priklauso poerdviui{x : p·x ≤ 0}.
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Priedas B

Terminai

Naudojamų terminų paaiškinimas:

Lietuviškai Angliškai
akcija share
efektyvi rinka efficient market
finansiṅe vertyḃe financial security
grąža return
kapitalo vertyḃe capital asset
naudingumo funkcija utility function
neapibṙežtis uncertainty
obligacija bond
turtas wealth
turto kainojimas asset pricing
vertybiniai poperiai securities
vidurkinė nauda expected utility
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