9 paskaita

9.1 Erdves su skaliarine daugyba

Siame skyriuje nagrinésime abstrak¢ias tiesines erdves, kurioms apibrézta
skaliariné daugyba. Jos sudaro labai svarby normuotyjy erdviy Seimos po-
Seimj. Pilnosios erdvés su skaliarine daugyba vadinamos Hilberto erdvémis,
vokie¢iy matematiko D. Hilberto garbei, kuris daug prisidéjo vystant funkci-
ne analize. Erdvéms su skaliarine daugyba apibrésime elementy statmenumo
savoka, nagrinésime Hilberto erdviy ortoganaligsias bazes ir apibendrinsime
klasikine Furjé analize.

9.1.1 FEuklidinés ir unitariosios erdveés
Siame skyrelyje E — tiesiné erdvé vir§ skaliary kuno K.

9.1 apibrézimas. Atvaizdis (-,-) : EXE — K vadinamas erdvés E skaliarine
daugyba, jei teisingos Sios aksiomos:

(SD1)  (x+y,2) = (x,2) + (y,2) suvisais z,y,z € E;

(SD2) (ax,z) = alx,z) suvisais z,z€E ir ack;

(SD3) (x,y) = (y,x) su visais z,y € E;

(SD4)  (x,z) > 0 su visais x € E ir (z,x) = 0 tada ir tik tada, kai x = 0.

Jei (-,-) — erdves E skaliariné daugyba, tai (x,y) vadiname elementy z ir y
skaliarine sandauga.

9.2 apibrézimas. Realioji tiesiné erdvé, kurioje apibrézta skaliariné dau-
gyba, vadinama euklidine erdve, o kompleksiné — unitariaja erdve.

Pastebésime, kad trecioji skaliarinés daugybos aksioma euklidinéms erdvéms
reigkia simetriSkuma: (x,y) = (y, ) su visais x,y € E.



9.1 pavyzdys. Formule
d
<$, y> = Z TrYk,
k=1

kai € = (21,...,24), Y = (¥1,...,yq) € C?, apibréziama erdvés C? skaliariné
daugyba. Tikrai, pirmoji ir antroji skaliarinés daugybos aksiomos teisingos,
nes

d d d
> (amk+ By )z = o> mF+ B .

k=1 k=1 k=1

Prisimine paprasciausias kompleksiniy skaiciy savybes, iSvedame

(@,y) =0 g = S0, Tk
- =
=>4y YkTk = (y, ).

Taigi (SD3) aksioma taip pat teisinga. Pagaliau (SD4) aksioma iSvedame i3
lygybeés

d d
(x,z) = Zxkﬁ = Z ETAR
k=1 k=1
Erdvés R? skaliarine daugyba apibréziama taip:
d
(m,y) = Z:Ekyk? T = (l’l,...,l’d), Y= (yla"'7yd) € Rd‘
k=1

Taigi R? — euklidiné, o C* — unitarioji erdveés.
9.2 pavyzdys. Formule

b
(f.9) = / f(Hg(t)dt,

kai f, g € Cla, b], apibréziama realiosios tiesinés erdvés Cla, b] skaliariné dau-
gyba. Kompleksinés erdvés C|a, b] skaliarine daugyba galime apibrézti taip:

b
(fig9) = / f(t)g(t)dt.



Pirmosios dvi skaliarinés daugybos aksiomos jrodomos remiantis paprasciau-
siomis integraly savybémis. Nagrinédami atskirai realia bei menama kom-
pleksinés funkcijos dalis i8vedame treciagja aksioma. Galiausiai bet kuriai
kompleksinei tolydziajai funkcijai f : [0,1] — C,

b b
. f) = / F(t)F @yt = / )Pt > 0.

Be to, f; |f(#)]2dt = 0 tada ir tik tada, kai f(¢) = 0 su kiekvienu ¢ € [a, b].
Taip gauta tiesine erdve su skaliarine daugyba Zymésime Co[a, b].

9.3 pavyzdys. Formule
oo
(@,y) =D weyr, @ = (21),y = (k) € Lo,
k=1

apibréziama erdvés £y skaliariné daugyba. Cia reikia pastebéti, kad eiluté
>k TkYk konverguoja su visais & = (x) ir y = (yx) i8 aibés £s.

9.4 pavyzdys. Interpretuodami Lo(a,b) kaip faktor-erdve Lo(a,b)/Ly (Zr.
?? pavyzdj), ekvivalentumo klasiy [f],[g] € La(a,b) skaliaring sandauga
apibréziame formule

b
(W) Lol = / f(Hg(t)dt,

¢ia f € [f],g € [g] bet kurie atitinkamy klasiy elementai. Ateityje, vieto]
([f], [g]) rasysime (f,g), jei tai nekels painiavos.

Nagrinékime kiek sudétingesnj pavyzdj.

9.5 pavyzdys. Imkime realiasias funkcijas f, apibréztas intervale [a,b] ir
lygias nuliui visur iSskyrus baigtinj ar skaity skaiciy tasky bei tenkinancias

salyga
> A1) < oo
t

Cia sumuojama pagal visus tuos taskus ¢ € [a,b], kuriuose funkcija f ne-
lygi nuliui. Todél Y, f2(t) reiskia arba baigting suma arba atitinkamos
eilutés suma. Visy tokiy funkcijy aibe pazymékime Lo 4(a,b) (raidelé s
pridéta norint pabrézti, kad nagrinéjamos funkcijos pagal savybes artimesnés
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sekoms). Nesunku jsitikinti, kad ji yra tiesiné erdvé naturaliyjy sumos ir
daugybos is skaliaro operaciju atzvilgiu. Gautosios tiesinés erdvés skaliarine
daugyba apibézkime taip:

(f.9)=>_ f(t)g(t),

¢ia sumuojama pagal tas argumento t € [a,b] reikdmes, kurioms sandauga
f(t)g(t) # 0 (tokiy argumento reiksmiy bus ne daugiau nei skaiti aibé¢). Nau-
dodami Hiolderio nelygybe sekoms jrodome, jog visiems elementams f,g €
Ly s(a,b) skaliariné sandauga (f,g) apibrézta korektiskai. Taip Lo (a,b)
tampa euklidine erdve. Analogiskai galime apibrézti unitariaja erdve Lo (a, b).

Idomu pastebéti, kad nagrinéjant erdve La(a,b) (arba bet kurig Ly(a, b))
kaip faktor-erdve Lo(a,b)/Lo (zr. 7?7 pavyzdj), aibé Lo s(a,b) C [0], ¢ia [0]
yra erdvés Lg(a,b) nulinis elementas. Mat kiekviena funkcija i85 Lo s(a, b)
beveik visur (Lebego mato prasme) lygi nuliui.

Keletas paprasciausiy skaliarinés daugybos savybiy surinkta Siame teigi-
nyje.
9.1 teiginys. Tiesinés erdvés E skaliarinei daugybai teisingos Sios savybés:
(a) (z,y+ z) = (z,y) + (x, 2) su visais z,y, z € E;
(b) (x,ay) = a(x,y) su visais x,y € E ir a € K;
(c) jei (z,z) = (y,z) su kiekvienu z € E, tai z = y.
(d) (0,z) = (x,0) = 0 su visais x € E;

Irodymas. I8 skaliarinés daugybos (SD1) ir (SD3) aksiomy isvedame

) ir
(T, y+2) =y +2z2)=(y,2) + ()
=(y,x) + (z,2) = (z,y) + (x, 2). (9.1)
Pritaike (SD2) ir (SD3) aksiomas, gauname

(z, ay) = {ay, x) = aly, )
— &y, a) = ale, ). (9.2
Jei (z,z) = (y, 2), taikydami (SD2) ir (SD3) aksiomas matome, kad
= (2, 2) = (y,2) = (2, 2) + (=1)(y, 2) = (2, 2) + (~y,2) = {x —y, 2).
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Kadangi tai teisinga su visais z € E, paéme z = x—y, gauname (z—y, x—y) =
0. Remiantis (SD4) aksioma, x —y =0, t.y. x = y.
Paskutinioji (d) savybé yra akivaizdi. =

Sudéje kartu skaliarinés daugybos (SD1) ir (SD2) aksiomas bei ka tik
irodytas (a) ir (b) savybes, isvedame Sias skaliarinés daugybos taisykles: su
visais o, 8 € K, z,y,2z € E,

(ax + Py, 2) = alz,y) + By, 2), (9:3)

(x,ay + Bz) = a(x,y) + B{x, 2).

9.1.2 Erdviy su skaliarine daugyba norma
Skyrelj pradésime svarbia Svarco nelygybe.

9.1 teorema. (Svarco nelygybeé.) Jei (-,-) — tiesinés erdvés E skaliariné
daugyba, tai su bet kuriais x,y € E teisinga nelygybé

[, 9)? < (,2)(y, ). (9.5)
Irodymas.  Sakykime, z,y € E, t € Rir a € K, |a] = 1. Remiantis
skaliarinés daugybos (SD4) aksioma,
(tax +y, tax +y) > 0.
I3 ¢ia, pasinaudoje skaliarinés daugybos (9.3) bei (9.4) taisyklémis, isvedame
t2(x, ) + 2R (alz, y)) + (y,y) > 0. (9.6)

Kadangi kvadratine (9.6) nelygybé teisinga su bet kuriuo t € R, tai kvadra-
tinio trinario diskriminantas butinai neteigiamas, t. y.

(R(az, y)))* = (z,2)(y,y) < 0.

Parinke tokj a, su kuriuo a(z,y) = |(z, y)|, gauname (9.5). =

9.2 teiginys. Jei (-, -) —erdvés E skaliariné daugyba, tai su bet kuriais x,y €
E teisinga nelygybé

(x+y,z+ )Y < (z,2)Y? + (y,y) V2. (9.7)



Irodymas. Pritaike skaliarinés daugybos (SD1) aksioma, (a) savybe i§ 9.1
teiginio bei Svarco nelygybe, gauname

(+y,z+y) = (z,z) +2R(x,y) + (y,9)
< (=, >+2\<x |+ (v, v)
< (@, x) + 2/ (z,2)(y, y) + (¥, 9)
:(x,:n)l/? (y, )" /%)

Gautasis rezultatas ekvivalentus (9.7). =
I8 9.2 teiginio ir skaliarinés daugybos aksiomu iSvedame §j teiginj.
9.3 teiginys. Sakykime, (-,-) — tiesinés erdvés E skaliariné daugyba. Tuomet
atvaizdis || - || : E — R,
||l = V{z,z), z€E, (9.8)
yra erdvés E norma.

Taip apibrézta norma daznai vadinama Hilberto (hilbertiska).

Irodymas. Pirmoji normos aksioma sutampa su skaliarinés daugybos (SD4)
aksioma. Pritaike (SD2) ir (b) savybe i§ 9.1 teiginio, i§vedame

||az|| =/ (ox, ax) = \/oaa(z, z)

| (, x) = |af - [|]].

Trikampio nelygybé (9.8) formule apibréztai funkcijai yra uzrasyta 9.2 teigi-
nyje. =

Kalbédami apie tiesine erdve su skaliarine daugyba kaip apie normuota
ar metrine erdve, norma, jei nepasakyta kitaip, apibréziame (9.8) formule, o
atstumo funkcija — atitinkamai (??) formule.

Jei normuotoje erdvéje taip apibréziame skaliarine daugyba, kad yra
teisingas (9.8) sarysis, tai sakome, kad norma suderinta su skaliarine dau-
gyba. Pavyzdziui, erdviy f2, La(a, b),Ca[a, b] skaliariné daugyba ir norma yra
suderintos, t.y. teisingas (9.8) sary8is. Taciau erdvés C|0, 1] tolygioji norma
ir skaliariné daugyba apibrézta 9.2 pavyzdyje, nesuderintos. Taigi pagristas
toks klausimas: ar galime tiesinei normuotai erdvei apibrézti suderinta su
norma skaliarine daugyba? I klausima atsako $i teorema (be jrodymo).
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9.2 teorema. Tiesinei normuotai erdvei |E apibrézti suderintg su norma
skaliarine daugyba galima tada ir tik tada, kai galioja vadinamoji lygia-
gretainio taisyklé : su visais z,y € E,

[l +ylI* + [l =yl = 2(||=]* + [y (9.9)

Jei 8i taisyklé teisinga, tai suderinta su norma skaliariné daugyba yra

1
<w7y>:Z(‘|x+yH2_Hm_yH2)7 fanGEa (910)

kai & — realioji erdvé, ir

1 T, .
() = J(le + 9l = lle = yl") = 7 (liz + y|* = lliz = yI[*), 2.y €E,
kai E — kompleksiné erdveé.
Pastebésime, kad (9.9) tapatybé vadinama lygiagretainio taisykle todél,
kad plokstumoje (kai E = R?) ji reiskia gerai zinoma geometrijos fakta:

lygiagretainio jstrizainiy ilgiy kvadraty suma lygi kraStiniy ilgiy kvadraty
sumai.

9.6 pavyzdys. Nagrinkime erdve C[0, 1] su tolygiaja norma
LfI] = sup [f(£)].
0<t<1
Tegu funkcijos f,g € C[0,1] ir f(t) =1, 0 g(t) =t, t € [0,1]. Tuomet

A =119l = LALf +gll = 2,[1f —gll = 1.

Akivaizdu, kad lygegretainio taisyklé siems erdves C[0, 1] elementams f ir g
neteisinga.

9.7 pavyzdys. Nagrinékime erdves £,,p > 1. Tegu
x=(0,1,0,0,0,...), y=1(1,0,0,0,...).
Tuomet
z+y=(1,10,0,..), z=—-y=(-1,10,0,..),
ir
]| =1, [[yll =1, ||z + yl| =277, ||z —y|| = 2"/7.

Taigi lygegretainio taisyklé elementams x ir y negalioja, jei 4 #£ 2 - 22/P t.y.
p # 2. Kita vertus, erdvéje £5 lygegretainio taisyklé yra teisinga, nes jos
norma ir skaliariné daugyba yra suderinti.
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Jei E — tiesiné erdve su skaliarine daugyba (-, -) ir F C E — tiesinis poaibis,
tai atvaizdzio (z,y) — (z,y) siaurinys aibéje F x F yra tiesinés erdvés F
skaliariné daugyba, kuri vadinama indukuotaja. Kaip ir tiesiniy normuoty
erdviy atveju, isskirtinis vaidmuo ¢ia suteikiamas uzdariesiems (normuotos
erdvés ) tiesiniams poaibiams.

9.3 apibrézimas. Erdvés E su skaliarine daugyba poerdviu vadinamas uz-
daras tiesinis poaibis su indukuotaja skaliarine daugyba.

Bet kuris baigtinés dimensijos tiesinés erdvés su skaliarine daugyba tiesi-
nis poaibis yra uzdara aibé, taigi yra poerdvis. Begalinio matavimo #o erdveés
poerdvi gausime paéme, pavyzdziui, aibe L = {& = (x,) € {3 : 1 = 0}.

9.1.3 Hilberto erdvés

9.4 apibrézimas. Tiesiné begalinio matavimo erdvé su skaliarine daugyba
vadinama Hilberto erdve, jei ji yra pilna normuota erdvé normos, suderintos
su skaliarine daugyba, atzvilgiu.

Hilberto erdvéms Zymeéti rezervuota raidé H. Paprasciausias, bet kartu
ir svarbiausias Hilberto erdvés pavyzdys — f2. Jau esame jrode, kad ¢ yra
Banacho erdvé. Be to, kaip jau ne karta pastebéjome, jos norma ||z||? =
S22 |zk]? yra suderinta su skaliarine daugyba (z,y) = Y50, xxyk. Taigi
ly — Hilberto erdvé. Kita isskirtiné erdvés ¢o savybé — ji yra separabili.
Véliau jrodysime, kad visos separabiliosios Hilberto erdvés yra izometriskai
izomorfinés erdvei £s.

Erdvés Ca(a, b) norma taip pat suderinta su skaliarine daugyba, taciau ji
néra pilna (zr. 7?7 pavyzdj), vadinasi, néra Hilberto.

9.8 pavyzdys. Erdvés La(a,b), La(R) yra Hilberto.

9.9 pavyzdys. Neseparabilios Hilberto erdvés pavyzdys yra 9.5 pavyzdyje
apradytoji erdveé Lg (a, b). Jos pilnuma paliekame skaitytojui jrodyti paciam,
patardami pasinaudoti erdvés ¢ pilnumo jrodymu. Tai, kad Ly 4(a,b) néra
separabili, jsitikiname pastebéje, jog kontinumo galios funkcijy Seima fy,t €
[a, ], apibrézta lygybe fi(u) = 6y, u € (a,b), pasizymi savybe ||fi — fo||*> =
S (61 (u) = 6y(w)2 =2, kai t#w.



I§ erdvés su skaliarine daugyba poerdvio apibrézimo (zr. 9.3 apibrézima) ir
77 teiginio iSvedame §j rezultata.

9.4 teiginys. Hilberto erdvés poerdvis yra Hilberto erdvé.

9.2 Statmenumas

Siame skyrelyje E — tiesiné erdve su skaliarine daugyba (-, -) ir elementy
norma ||z|| = \/(z,z), x € E. Naudodami §ia norma, Svarco nelygybe galime
perrasyti taip:

[z, 9)| < lzl| - [ly]]-

Realiosios erdvés atveju gauname, kad (z,y)/(||z]| - ||y||) € [-1,+1]. Todeél
galime jvesti kampo tarp dviejy erdvés elementy savoka, apibrézdami to
kampo kosinusa: cos ¢ = (z,y)/(||z|| - ||y]|). Taigi galime kalbéti apie daugelj
euklidinés geometrijos savoky bendresniy erdviy kontekste. Siame skyre-
lyje apibrésime erdvés [E elementy statmenuma ir jrodysime kelis paprastus
teiginius suristus su Sia savoka.

9.5 apibrézimas. Erdvés E elementus x ir y vadinsime statmenais ir Zy-
mésime z Ly, jei (x,y) = 0.

Sios statmenumo savybés nesunkiai iSvedamos, pasinaudojus skaliarinés
daugybos savybémis.

(1) Nulinis elementas yra statmenas kiekvienam x € E;

(2) x L z tada ir tik tada, kai x = 0.

3) jeix Ly, ys,...,yn taix LD 7 1 A\pys su visais A\, ..., \, € K;
k=1

Irodysime dar keleta statmenumo savybiy.

9.5 teiginys. Jei x | y tai teisinga Pitagoro teorema:

[l +ylI? = [l + [lyl]*.



Irodymas. Tai matyti i$ Siu lygybiy

o +ylI* = (@ +y, 2 +y) =zl + (z,9) + {y, 2) + [ly]]>

9.6 teiginys. (Apibendrinta Pitagoro teorema.) Jei Hilberto erdvés H
elementy sekos (x,,) nariai yra poromis ortogonalus, t.y. x L x; su visais
k#jirY, ||za|* < oo, tada eiluté Y, x,, konverguoja ir

o0 9 o0
[ o] = 3 il
n=1 n=1

Irodymas. Naudodamiesi Pitagoro teorema ir kg tik suformuluota stat-
menumo (3) savybe, isvedame

me+1+xm+2+'”+xnu2 = me-l-lHQ‘i‘ ||xm+2+"‘+xn”2 =

n

= >

k=m+1

su visais n > m > 1. Lieka pritaikyti Banacho erdvés elementy eilutés Kosi
konvergavimo kriterijy (zr. ?? teiginj). m

9.7 teiginys. Jei x | y, su kiekvienun € Niry, — y, taiz L y.

Irodymas. Pritaike statmenumo apibrézimg ir Svarco nelygybe, iSvedame

(@ 9)| = (2, y = ya)| < 2] - ly = vl

Kadangi limy,, 0 ||y — yn|| = 0, tai (z,y) =0. =

9.6 apibrézimas. Sakykime, A C E, A # (). Elementas x € E vadinamas
statmenu aibei A (Zymésime x 1 A), jei x statmenas kiekvienam y € A.
Aibe elementy, statmeny aibei A C E, Zymimésime A’ ir vadinsime aibés A
ortogonaliuoju papildymu.
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Keletas statmenumo savybiy surinkta Siuose teiginiuose.

9.8 teiginys. Jei x | A, tai

i) x L [A];

ii) x L tap(A);

iii) = L [tap(A)].

iv) Jei A visur tirsta, tai x = 0.
Irodymas. (i) iSvedame i3 9.7 teiginio. Tikrai, jeiy € [A], tai egzistuoja tokia
seka (yn) C A, kad y = lim,, y,,. Kadangi = L y,, su kiekvienu n > 1, i§ 9.7
teiginio gauname, kad x L y. (ii) iSvedame i§ anksé¢iau jrodytos statmenumo

(3) savybeés. (iii) yra (i) ir (ii) iSvada. (iv) irodomas remiantis (i), nes x 1 A
reiskia Siuo atveju, kad = 1 H. Bet tuomet z L x. Taigi z = 0. =

9.9 teiginys. Jei A C E, A # 0, tai aibé AL yra tiesiné ir uZdara.

Jrodymas. Su bet kuriais z,y € A+ ir o, 8 € K,

(ax + By, 2) = oz, z) + B{y, z) = 0,

kai z € A. Taigi ax + By € A+, todél aibé AL yra tiesine. Dabar tarkime,
(z,) € AL ir lim,, o0 2, = 2. Remiantis 9.7 teiginiu, zo9 L A. Taigi aibé A
uzdara. m

9.2.1 Hilberto erdvés ortogonalusis iSskaidymas

Nagrinékime bet kuria tiesine normuota erdeve F. Atstumas o(x, L) nuo
tasko x € F iki aibés L C F ( p(x, L) = infyer ||z — y||) charakterizuoja geri-
ausig elemento x aproksimacija aibés L elementais. Daznai jis realizuojamas
vienu ar keliais aibés L elementais. Pavyzdziui, jei L — baigtiniamatis erdvés
F poerdvis, tai kiekviena x € F atitinka toks yo € L, kad p(x, L) = ||z — yol|-
Ar toks elementas vienintelis, priklauso nuo erdvés geometriniy savybiy.
Pavyzdziui, paimkime erdve (R2,||-||), kai ||z|| = |z1| + 22|, & = (21, 22) ir
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aibe L = {ae : a € R}. Cia vektorius e = (1,1). Imkime taska xo = (=1, 1).
Tada atstumas

L) = inf — — inf (|1 — 1 — 9
p(xo, L) ;relRllwo ael| ;Iel]R(l al +[1+af)

realizuojamas kiekvienu elementu * = ae, « € [—1,1]. Geometriskai vien-
intele geriausia ® aproksimacija elementu i$ L jsivaizduojame kaip elemento
x ,ortogonalig’ projekcija i aibe L. Sis vaizdinys tinka erdveése su skaliarine
daugyba.

Sakykime, H — Hilberto erdvé, x € H, o M C H.

9.10 teiginys. Jei M — iskila uzdaroji Hilberto erdvés H aibé ir x ¢ M, tai
egzistuoja vienintelis toks elementas y € M, kad

p(x, M) = ||z —yl|.

Irodymas.  Pirmiausia pastebékime, kad d = p(x, M) > 0, nes aibé M
uzdara. Remiantis tiksliojo apatinio rézio apibrézimu, kiekvieng n € N
atitinka toks vy, € M, kad

dSHm—ynHSd—i—%. (9.11)
Isitikinkime, kad (y,) — Kosi seka. Pritaike lygiagretainio taisykle, gauname
2|z =yl + 2l = Yl * = llyn — yml[* + 1122 =y — yml >
Remiantis aibés M iskilumu, (ym + yn)/2 € M. Todél

> 4d2.

Yn +y
122 = g — 2 = 4 — 22T 2

I3 (9.11) nelygybés isvedame
2= gmll® < @A+ =), i [z —gal® < (d+ )
m m ) n n .
Vadinasi,

1 1 8d + 4
_ 2 32 N2 492
Hyn ym” <2(d+m) +2(d+n) 4d” < N

kai n,m > N. Taigi (y,) yra Kosi seka. Remiantis erdvés H pilnumu, egzis-
tuoja toks y € H, kad y = lim,_ .. yn. Kadangi aibé M uZdara ir y yra
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jos ribinis elementas, tai y € M. I§ (9.11) nelygybeés, peréje prie ribos kai
n — oo gauname d = ||z —y||. Liko jsitikinti, kad elementas y yra vienintelis.
Siam tikslui tarkime, kad egzistuoja dar vienas elementas z € M, su kuriuo
||z — z|| = d. Pritaike lygiagretainio taisykle elementams z — z ir x — y,
gauname

Z+y
4d® = 2|z —yl* +2lle — 2|* = |ly — 2I* + 4|l — ==

> ||y — 2| + 4d*.
Taciau taip gali buti vieninteliu atveju, kai ||y — z|| = 0. Taigiy = z. =

Sakykime, L C H — Hilberto erdvés H poerdvis. Akivaizdu, kad aibé
L iskila. Pritaike 9.10 teorema gauname, kad kiekvieng =z € H\L atitinka
vienintelis y € L, su kuriuo p(z,L) = ||z — y||. Panaudoje¢ §i rezultata,
jrodome dvi labai svarbias iSvadas.

9.11 teiginys. Jei L C H — poerdvis, x =€ H\L ir elementas y € L yra
toks, kad ||x — y|| = p(z, L), taix —y L L.

Irodymas.  Tarkime, A — bet kuris kompleksinis skai¢ius (realusis, jei H
realioji erdve), h € L. Kadangi aibé L tiesiné, tai y — Ah € L ir ||z —y +
AR|| > p(z, L) = ||z —y||. Pakéle Sios nelygybés abi puses kvadratu, i§vedame
(x—y+Ah,x—y+Ah) > (x —y,z—y) ir

Mh,z —y) + Mz —y, h) + M| |h||2 > 0.

Paéme A = —(z —y, h)/||h]|?, gauname —|(z —y, k) |*/||h||* > 0. Si nelygybe
teisinga tik tada, kai (x —y, h) = 0. Vadinasi, z —y L h su kiekvienu h € L.

Kita labai svarbi i§vada — teorema apie Hilberto erdveés ortogonalyji
déstinj. Priminsime, kad L' yra ortogonalusis aibés L pildinys.

9.3 teorema. (Hilberto erdvés ortogonalus déstinys.) Jei L Hilberto
erdvés H poerdvis, tai H = L & L+, t.y. kiekviena = € H vieninteliu budu
galime isreiksti

rT=y+z,
ye L, zeL*
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Irodymas. Imkime ta elementa y € L, su kuriuo ||z — y|| = p(z, L), ir
pazymeékime z = x —y. Pagal 9.11 teiginj z € L'. Lieka jrodyti, kad déstinys
r =y + z yra vienintelis. Jei egzistuoty kitas toks déstinys x = 21 + y1, tai
turétume z — 2 = y; —y. Bet z — 2, € L+, yy —y € L, o LN L+ = {0}.
Taigi 2z — 21 =0iry; —y=0arbaz=2z, y=y;. =

9.10 pavyzdys. Su kiekvienu fiksuotu n, erdvé R™ gali buti sutapatinama
su Hilberto erdveés #o poerdviu L, susidedanciu i ty elementy, kuriy visos
koordinatés, pradedant n + 1-gja yra lygios nuliui. Todél kiekvieng x =
(x1,x9,...) € lo galime uzrasyti

T=y+z,
kaiy = (z1,...,2,,0,...) €L,02=(0,...,0,%p41,...) € L+,

I8 teoremos apie ortogonalyjj déstinj gauname tokia iSvada.
9.1 isvada. Tiesiné aibé L C H visur tirsta tada ir tik tada, kai L+ = {0}.

Irodymas. Pakankamumas. Tarkime, L+ = {0}, bet L néra visur tirsta.
Vadinasi, egzistuoja toks z¢p € H, kad zo ¢ [L]. Pritaike teorema apie
ortogonalyjj déstinj gauname xzog = yo + 20, ¥o € [L], 20 € [L]*. Bet
[L]* = L*. Tikrai, kadangi L C [L], tai [L]* C L*. Priegingas jjungimas
nesunkiai iSvedamas i$ skaliarinés daugybos tolydumo. Taigi zg = 0. Bet
tada zg = yo € [L], o tai jau priestara.

Butinumas. Dabar tarkime, kad aibé L visur tirSta. Be to, tarkime, kad
egzistuoja toks zyp € H, zg # 0, kad zp | L. Remiantis skaliarinés daugybos
tolydumu zo L [L] = H. Sitaip gali buti tik tuo atveju, kai 2o = 0. =
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