7 paskaita

7.1 Normuotosios erdvés

Erdvés, kurios yra kartu ir tiesinés ir metrinés sudaro labai svarbig Seima.
Joje issiskiria normuotosios — tos, kuriy metrika aprasoma normos pagalba,
savotisku skai¢iaus modulio apibendrinimu.

Pilnos normuotosios erdvés vadinamos Banacho erdvémis. Tokj pava-
dinimg S. Banacho garbei, daug prisidéjusiam kuriant Siuolaikine abstrakéiy
normuotyjy erdviy teorija, pasiulé M. R. Fresé. Namazai Sios teorijos rezul-
taty atrado F. Rysas.

éioje paskaitoje, be apibrézimo ir paraséiausiy normuotyjy erdviy savybiy
bei pavyzdziy, susipazinsime su Sauderio bazémis. Jos, tam tikra prasme,
vaidina erdvés ,koordinaciy sistemos” vaidmenj. Jei ji egzistuoja (deja, tai
yra ne visada), tai erdvés elemetus galime pakeisti atitinkamomis jy ,.koor-
dinatémis”. Haaro sistema bei Sauderio kepuraiciy sistema yra labai svarbus
atitinkamai Lebego bei tolydiniy funkciy erdviy Sauderio baziy pavyzdziai.

7.1.1 Apibrézimas, pavyzdziai
Tarkime, E — tiesiné erdvé virs§ skaliary kuno K.
7.1 apibrézimas. Atvaizdis ||- || : E — [0, 00) vadinamas erdvés E norma,
jei iSpildytos Sios aksiomos:
(N1)  ||z|| = 0 tada ir tik tada, kai x = 0 (vienaties);
(N2)  ||az|| = |a| - ||z|| su visais x € E ir o € K (homogeniskumo);

(N3) ||z +yl|| < |lz|]| +|ly|| su visais x,y € E (trikampio nelygybés).

7.2 apibrézimas. Pora (E,|| - ||), kai E — tiesiné erdvé virs skaliary kuno
K, o || - || — erdvés E norma, vadinama tiesine erdve virs skaliary kuno K.



Skaicius ||z|| vadinamas elemento x € E norma.

Tais atvejais, kai norma fiksuota arba iS konteksto suprantama, vietoj
poros (E, || - |]) raSysime tik E. O norédami pazyméti erdvés norma, kartais
prirasysime indeksa — ||z||g, ||z||F ir t.t.

Kiekviena normuotoji erdvé kartu yra ir metriné su atstumo funkcija

d(z,y) = llz —yll, =,y€k. (7.1)

Nesunku jsitikinti, kad taip apibréztai funkcijai d : E x E — R teisingos visos
metrikos aksiomos. Tikrai, d(x,y) = 0 reigkia, kad ||z — y|| = 0, o taip gali
buti tada ir tik tada, kai x = y. SimetriSskumo aksioma teisinga, nes x —y =
(—1)(y—), todél d(z,y) = [[(~1)(y—=)|| = |~1|-/[y—al| = d(y, ). Pagaliau
trikampio nelygybés aksioma isplaukia i§ trikampio nelygybés normai:

d(z,y) =[lz —yll = [l(z = 2) + (z = y)ll <
|z = 2[| + Iz = yl| = d(z, 2) + d(z, y).

Pastebésime, jog i8 atstumo funkcijos apibrézimo (7.1) formule gauname, kad
||zl = d(z,0).

Tai yra, elemento x norma reiSkia jo atstumag iki nulinio elemento. Ta
prasme, norma apibendrina skaiciaus modulj.

Tokiu budu, normuotosios erdvés yra metriniy erdviy Seimos poSeimé ir
visos savokos, teoremos bei teiginiai i§ metriniy erdviy konteksto persikelia
normuotoms erdvéms. Kai kurias i$ jy performuluosime normos terminais.

1) Seka (xy,) C E konverguoja j elementa = € E tada ir tik tada, kai

||zn, — z|| — 0, kai n — oo. (7.2)
2) Su visais z,y € E,
|l =1yl | < [le = yll- (7.3)

Si nelygybé lengvai iSvedama iS trikampio nelygybés aksiomos. Tikrai, uzrase
x = (z —y) + y ir, pritaike trikampio nelygybés aksioma, turime

2l = 1tz =) + yll < [lz =yl + lyll-

Taigi ||x||—||y|| < ||x—y||. Sukeite vaidmenimis x ir y, i§vedame ||y|| —||z|] <
lly — || = ||z — yl| ir taip jrodome (7.3).
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3) Norma yra tolydi funkcija, t.y., jei z, — x, tai ||xy|| — ||z||. [rodymui
reikia pritaikyti (7.3) nelygybe.

4) Aibé A C E yra aprézta tada ir tik tada, kai egzistuoja toks baigtinis
skai¢ius M, su kuriuo ||z|| < M, kai z € A.

5) Tiesinés normuotosios erdvés algebrinés operacijos yra tolydzios. Tai
yra,

o jel xp — T, Yn — Y, tal Tn +Yp — T+ y;
e jeix, — T, \y — A, tai \pz,, — A2,

gig savybiy irodyma paliekame skaitytojui vietoj pratimo.

Pries pateikdami normuotyjy erdviy pavyzdzius, pastebésime, kad dau-
guma ty erdviy kaip aibés yra apibréztos metriniy ir tiesiniy erdviy skyre-
liuose, todél naudosime tuos pacius zZymenis ir nekartosime aibiy aprasymo.
Pavyzdziui, pirmame skyriuje apibrézta tolydziyjy funkcijy metriné erdve
Cla, b], tre¢iame — toje erdvéje jvestos tiesinés operacijos, o Siame — erdvéje
Cla, b] apibrésime norma, kuri yra suderinta su metrika, t.y. teisingas (7.1)
sarysis. Taip gaunamus pavyzdzius surasysime j lentele.

1 lentelé. Normuotosios erdvés

Tiesiné erdve Norma

R ||z]] = ||
C ||| = ||
€o ||| = supp>q |kl

e p>1 lall = (S5 el
lo ]| = supp,>1 |k

Cla, 0] Il = supa<i<p | £ (1))
C®la, b 11l = 25— suPasi<s [FD (D))




Ly(a.b).p> 1 1= (S 1rapar)”
Loo(a,b) Il = inf{M >0:mft: [f(t)] > M} = 0}
Ly(, F,P),p>1 el = (BlefP)*”
Loo(92, F, P) €]l = inf{M : P{w: |&(w)] > M} =0
Hyla,b), 0<a <1 1£1l = 1£(@)] +wal£,1)
Hla,b), 0<a <1 1£1l = 1£(@)] + wal£,1)
BV,(a,b), p > 1 [1£1] = $upacpcs [F (D] + V5/"(f)

18 pateiktyjy pavyzdziy matyti, kad ne visos anks¢iau apibréztos metrinés
erdvés surado vieta lenteléje. Tai néra atsitiktinumas ar klaida. ISties, ne
kiekvienoje metrinéje erdvéje galime apibrézti norma, net ir tuo atveju, kai
nereikalaujame (7.1) sarysio, o tik siekiame islaikyti konvergavima. Kaip
pavyzdj panagrinékime erdve RY. Priminsime, kad tos erdvés elementy sekos
konvergavimas reiskia pakoordinatj konvergavimg. Tarkime, kad egzistuoja
tokia erdvés RN norma ||-||, kad sekos konvergavimas tos normos prasme taip
pat reiskia pakoordinatj konvergavima. Nagrinékime standartines vienetines
sekas e, = (0n),n € N. Kadangi e,, # 0, tai ||e,|| > 0. Apibrézkime

1
mn: en, nGN
leall

Sekos (x,,) nariy k-tyjy koordinaciy seka yra (z,k):

0, kai k # n;
nk —

lea]]”", kai k=n.

Akivaizdu, kad su kiekvienu k, lim, .o 2, = 0. Tokiu budu, seka (x,)
konverguoja j nulj pakoordinaciui (t.y. erdvés RN metrikos prasme). Kita
vertus, ||z,|| = 1 # 0. Gauta priestara jrodo, kad erdvés RY normuoti taip,
kad i8laikytume pakoordinatj konvergavima, negalime.

4



7.1.2 Normy ekvivalentumas. Izomorfinés erdveés

Vienoje ir toje pacioje tiesinéje erdvéje gali buti apibréztos kelios normos.
Labai svarbus uzdavinys — normy palyginimas.

7.3 apibrézimas. Tarkime, || - ||; ir || - ||2 — dvi skirtingos erdvés E nor-
mos. Sakoma, kad jos yra ekvivalencios, jei egzistuoja tokios dvi baigtinés
konstantos ¢ > 0,C > 0, kad

cllzli < ||zll2 < C||z||1  su visais x € E.

7.1 pavyzdys. Tiesinés erdves C[0, 1] normos ||z||; = fol |z(t)|dt ir ||z]|2 =
fol(l + t)|x(t)|dt — ekvivalencios, nes ||z|[1 < ||z|l2 < 2||z||;. Tuo tarpu
normos ||z([1 ir [|z||3 = maxe[o 1) |2(t)| néra ekvivalencios. Paéme funkcijy
Seima
ralt) = {a —a’t, kait€l0,1/a),
¢ 0, kai t € (1/a, 1],

priklausancia nuo parametro a > 1, matome, kad ||z4|[1 = 1/2, o [|z4]|3 = a.

7.1 teorema. Baigtiniamatés tiesinés erdvés visos normos ekvivalencios.

Irodymas. Tarkime, E — baigtinés dimensijos tiesiné erdve, dim(E) = m.
Pakanka jrodyti, kad visos erdvés K™ normos yra ekvivalenc¢ios. Mat bet

kuri erdvés E norma || - || apibrézia erdvés K™ norma || - ||o :
(@1, zm)llo = [lzrer + - -+ zmeml],
kai (e1,...,en) — erdvés E bazé. Ir atvirkséiai. Bet kuri erdves K norma

|| - ||o apibrézia erdvés E norma || - || :
lzl] = l[(z1, .. zm)lfo,

kai z = > " | zxex.
Fiksuokime erdvés K" norma

m
2l =3 fawl.
k=1
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kai z = (x1,...,2my) € K™. Paliekame paciam skaitytojui jsitikinti, kad taip
apibrézta funkcija yra erdvés K" norma. Irodysime, kad bet kuri kita erdvés
K™ norma ekvivalenti Siai.

Tegu er, k =1,...,m, zymi erdcvés K" standartiniy vienetiniy vektoriy
baze. Tarkime, ||-|| — erdvés K™ norma. Pagal trikampio nelygybés aksioma,
m m
lal| = || > wvex]| < 3 lol - llexl] < Cllailn, (7.4)
k=1 k=1
kai € = max{leall, ., lemI}

Priesingos nelygybés jrodymui pazymékime S; = {x € K™ : ||z||; = 1}
ir nagrinékime funkcija f : S; — R, f(x) = ||z||, kai © € S;. Nesunku
isitikinti, kad funkcija f yra tolydi erdvés K™ normos || - ||; atzvilgiu. I3
tikryju, pasinaudoje (7.3) ir (7.4) nelygybémis, turime

[f(x) = f)l =zl =yl | < [lz—yll <
Clle -yl

Taigi funkcija f yra tolygiai tolydi. Tegu a = infzeg, f(). Isitikinkime,
kad o > 0. Tikrai, aibé 57, kaip uzdara ir aprézta erdvés K" aibeé, yra
kompaktiska. Todél tolydzioji funkcija f aibéje Si igyja maziausia reikSme
(zr. 77 teorema), t.y. a = f(xo) kazkuriam xo € S;. Pastebéje, kad ||z|| =0
tada ir tik tada, kai @ = 0 ir, savo ruoztu,  # 0, kai & € 51, matome, kad
a > 0. Kadangi f(x) > a > 0, kai € Sy ir bet kuriam nenuliniam x € K™
turime, kad x/||x||; € 51, tai

lell = ||| el = Fe/llelillally 2 allalh. - (7:9)

Akivaizdu, kad $i nelygybé teisinga ir nuliniam elementui. Taigi (7.4) ir (7.5)
nelygybés jrodo normy || - || ir || - [|1 ekvivalentumg. m

Neziurint j ka tik jrodyta teiginj, erdvéje R™ daznai reikia nagrinéti ki-
tokias nei euklidiné normas. Tiesiné erdvé R™ su norma

= 1/p
Ha:H:(Z\xk\p) , p>1, kai @ =(x1...,25) € R™,
k=1

.. m 1 e o .o
zymima £;'. AnalogiSkai (7} yra erdvé R™ su norma

l|lx|| = 1I<r}€a<xm\:vk\, kai © = (z1,...,2) € R™.
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Priminsime, kad izomorfiniu atvaizdZiu tarp tiesiniy erdviy vadiname bet
kuria tiesine bijekcija (Zr. 77 apibrézima). Normuotoms erdvéms papildomai
reikalaujama, kad 8i bijekcija buty abipus tolydi, t. y., tiek tiesioginis, tiek
atvirkstinis atvaizdziai buty tolydus.

7.4 apibrézimas. Normuotosios erdvés (E, ||-||g) ir (F,||-||r) vadinamos izo-
morfinémis, jei egzistuoja tiesiné abipus tolydi bijekcija J : E — F. Atvaizdis
J vadinamas izomorfiniu atvaizdZiu.

Is 7.1 teoremos, kaip iSvada, gauname §j teiginj.

7.2 teorema. Visos n-matés tiesinés normuotosios erdvés virs skaliary kuno
K izomorfinés erdvei K", tuo paciu, jos izomorfinés viena kitai.

Irodymas. Tarkime, dim(E) = n ir ey,...,e, — erdvés E bazé. Kiekvieng
x € E vienareiksmiskai galime isreiksti

n
ng Tper, Ti,...,Tn €K
k=1

Apibrézkime atvaizdj J : E — K :
Jr = (x1,...,2y).

Nesunku jsitikinti, kad atvaizdis J yra izomorfinis.
]

7.5 apibréZimas. Normuotosios erdvés (E, || - ||g) ir (F,|| - ||r) vadinamos
izometriskai izomorfinémis, jei egzistuoja toks izomorfinis atvaizdis J : E —
F, kad

||Jz||Fr = ||z||lg  su visais x € E.

Siuo atveju atvaizdis J vadinamas izometriniu izomorfizmu.

Paprastai izometriskai izomorfinés normuotosios erdvés sutapatinamos,
nes jy tiek tiesinés, tiek metrinés savybés identiskos. PavyzdZziui, normuo-

tosios erdvés R?" ir C" izometrigkai izomorfinés, o J(x) = y, kai © =
2 . . .

(T1y ey Ty Tt 1y« -+, Top) € R iry = (21 +iTp41, ..., Ty +ixe,) € C™ yra

izometrija.



7.1.3 Ryso lema apie beveik statmenj

Irodysime gana svarby teiginj, daznai vadinama Ryso lema ,apie beveik
statmenj“.

7.1 lema. Tegu E — tiesiné normuotoji erdve, Fy C E — uZdaras tiesinis
poaibis, nesutampantis su E. Kiekvienam € > 0 erdvéje E egzistuoja toks
elementas y. € E, kad ||y:|| = 1 ir ||z — ye|| > 1 — & su visais x € Ey.

Irodymas. Paimkime bet kurj elementa yg € E \ Ey ir pazymékime
d = inf — x|
inf o — ]

Jei buty d = 0, tai yg buty ribinis Ey taskas, todél priklausyty FEy. Taigi
d > 0. Remiantis d apibrézimu, kiekvienam ¢ > 0 rasime tokj elementa
xg € Eyp, kad

d < |lyo — wo|| < d(1 +¢). (7.6)
Pazymeékime
Ye = Yo — o
= lyo — ol

Irodysime, kad y. ir yra ieSkomasis elementas. Akivaizdu, kad y. ¢ Ej ir
llye|| = 1. Imkime bet kurj z € Ey. Pazymeékime z = o+ ||yo — xo||z. Aisku,
kad z € Ey. Pasinaudodami dydziui ||yg — xo|| aukséiau uzrasytomis (7.6)
nelygybémis, gauname

Yo — Zo _
lye = al) =|| 2= = | = llyo = ol lyo — 211 >
[lyo — @ol|
(d+4de) Yyo — 2|| > d(d + de) ™t =
1- 5 >1--
1+4+¢

Lemos pavadinimas kiles i3 tokio pastebéjimo. Jei erdvéje R? paimsime
bet kuria tiese, einancig per koordinaciy pradzia, tai visuomet vienetini-
ame apskritime {z = (r1,72) € R? : 2? + 22 = 1} galésime nurodyti
du taskus (juos gautuméme iSvede per koordinac¢iy pradzia tiese, statmena
nagrinéjamai tiesei), kurie bus nutole nuo plokstumos lygiai per 1 (zr. 9
brézinj).

Iliustruodami Ryso lemos apie beveik statmenj pritaikyma, jrodysime Sia
teoremsy.



9 brézinys: lemos apie beveik statmenj iliustracija

7.3 teorema. Tiesinés normuotosios erdvés kiekviena aprézta aibé yra re-
liatyviai kompaktiska tada ir tik tada, kai erdvé yra baigtiniamaté.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, kad kiekviena aprézta ir uzdara erdvés E
aibé yra kompaktiska. Laisvai parinkime erdvés elementa 1, kuriam ||z1|| =
1, ir tegu Ly — tiesinis poerdvis, kurj generuoja x1, t.y., L1 = {z = tx1, t €
K}. Nesunku matyti, kad aibé L yra ir uzdara. Jei E = L;, tai butinumas
irodytas. Jei L nesutampa su E, tai, pasinaudoje 7.1 lema, rasime tokj
elementa xg, kad ||x2|| = 1ir ||zo—=1|| > 1/2. Tiesinj poerdvi, kurj generuoja
x1 ir xo pazymékime Lo. Aibé Lo yra taip pat ir uzdara. Jei E = Lo, tai
butinumas jrodytas. Jei Lo nesutampa su [E, tai vél, pasinaudoje ta pacia
Ryso lema, rasime tokj 3, kad ||z3|| = 1, ||xs—z1|| > 1/2, ||xs—x2|| > 1/2.
Tesdami tg procesa, turésime dvi galimybes: arba po n-tojo zingsnio tiesinis
poerdvis L,, sutampa su E ir butinumas jrodytas, arba galésime sukonstruoti
tokia begaline seka {z,}, kad ||z, || = 1, ir ||z, — 24 || > 1/2 su visais n # m.
Kaip aibé, seka (x,) yra aprézta (nes (zi) C B1(0)). Kita vertus, aibé (x,)
néra reliatyviai kompaktiska, nes ||z, — Tn|| > 1/2 su visais n #m > 1, o
tai priestarauja teoremos prielaidai. Butinumas jrodytas.

Pakankamumas. Tegu E — n-maté normuotoji erdvé. IS 7.2 teoremos
zinome, kad E izomorfiska erdvei K". Tegu I : E — K" — atitinkamas
izomorfizmas. Jei A C E aprézta aibe, tai aprézta ir aibée I(A) C K"
Kadangi I(A) kompaktiska erdvés K™ aibé, o atvaizdis I~ : K* — E tolydus,
tai A = I"1(I(A)) — kompaktiska erdvés E aibé (7r. 77 teorema). Teorema
irodyta. =



7.1.4 Banacho erdvés

Siame skyrelyje E — tiesiné normuotoji erdvé, ||z|| — elemento z € E
norma.

7.6 apibrézimas. Erdvés E elementy seka (x,) vadinama Kosi seka, jei
kiekvieng € > 0 atitinka toks N, € N, kad

||z — zm|| < e suvisais n,m > Ne.

7.7 apibrézimas. Normuotoji erdvé E vadinama pilnaja, jei kiekviena erd-
vés E Kosi seka konverguoja. Pilnoji tiesiné normuota erdvé vadinama Ba-
nacho erdve.

Apie 1922 metus nepriklausomai vienas nuo kito pilnosios normuotosios
erdvés sgvoka apibrézé S. Banachas ir N. Vyneris.

Akivaizdu, kad normuotoji erdvé [E yra pilna tada ir tik tada, kai E kaip
metriné erdvé yra pilna. Taigi teisingas §is teiginys.

7.1 teiginys. Tiesinés normuotosios erdvés (,, 1 < p < oo, ¢, Cla,b],
Ly(a,b),1 <p<oo, L,(Q,F,P),1<p< oo yra Banacho.

Kaip ir metrines, tiesines normuotas erdves galime papildyti iki Banacho
erdviy. Tai yra, kiekvienai tiesinei normuotai erdvei E egzistuoja tokia Ba-
nacho erdve F ir toks visur tirstas ([Fo] = F) jos tiesinis poaibis Fy, kuris
su indukuota norma (erdvés F normos siaurinys aibéje Fp) yra izometriskai
izomorfiskas erdvei E. éi teiginj jrodysime véliau.
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