6 paskaita

6.1 Tiesinés erdveés

Siuolaikiné abstrakéiosios tiesinés erdves samprata formavosi gana ilgai.
Vektoriaus savoka galime aptikti jau B. P. J. N. Bolcano 1804 mety dar-
buose. Tagkus, tieses ir plokStumas jis nagrinéjo kaip abstrakéius objek-
tus ir apibrézé operacijas su jais. Tai buvo labai svarbus zingsnis tiek ak-
siomatizuojant geometrija, tiek formuojant abstrakcios tiesinés erdvés sam-
prata. Taciau ryskiausia postumj kuriant abstrakcig tiesiniy erdviy teorija
suteike Dziuzepé PeanoSavo 1888 metais pasirodziusioje knygoje, skirtoje ge-
ometriniams skaiiavimams, jis suformulavo aksiomas, kuriy pagalba apibreé-
7é tiesines sistemas, jvedé tiesinio priklausomumo savoksg ir apibrézé erdvés
dimensija. Idomu tai, kad G. Peano apibrézé ir pagrindinius modernios aibiy
teorijos zymenis U, N, €, kurie buvo nugramzdinti uZmarstin daugeliui mety,
bet kuriais dabar sékmingai naudojameés.

Dirbdamas su baigtinés dimensijos erdvémis, D. Peano apibrézé tiesinius
operatorius veikiancius tose erdvése, parodé, kaip koordinaciy sistemos pa-
galba gaunamos matricos, apibrézé tiesiniy operatoriy sumg ir sandauga.
Apie 1904 metus O. L. Hilbertas su savo mokiniais nagrinéjo begalinés di-
mensijos funkciju erdves, taciau D. Peano abstrakcijos lygio nepasiekeé. Si-
uolaikine tiesinés erdvés aksiomy sistemg iSvysté S. Banachas.

Siame skyriuje aksiomy pagalba apibrésime tiesines erdves, jvesime di-
mensijos sgvoka. Tradiciskai baigtinés dimensijos tiesinés erdvés priskiriamos
tiesinei algebrai, funkcinei analizei paliekant begalinés dimensijos erdves. Ne-
paisant to, siekdami kuo aisSkiau pateikti abstrakcias savokas, kai kuriems
pavyzdziams pasitelksime baigtinés dimensijos erdves.

Treciajame skyrelyje apraSysime tiesiniy erdviy aibes ir funkcijas, kuriy
apibrézimui pakanka vien tiesinés erdveés strukturos. Be to, jrodysime labai
svarbig Hano—-Banacho teoremg apie tiesinio funkcionalo tesinj. Taip pat
aptarsime veiksmus su tiesinémis erdvémis ir aprasysime sarySius tarp reliyjy
ir kompleksiniy tiesiniy erdviy.



6.1.1 Tiesinés erdveés apibrézimas, pavyzdziai
Tegu K — skaliary kunas. Tiesiné erdvé apibréziama aksiomy pagalba.

6.1 apibrézimas. Aibé E vadinama tiesine arba vektorine erdve virs ska-
liary kuno K, jei bet kuriems dviems elementams x,y € E taip apibrézta jy
suma x +y € E ir bet kuriems x € E ir a € K taip apibrézta sandauga
a-x € K, kad teisingos Sios aksiomos:

(T1) su visais z,y € E, x + y = y + = (sumos komutatyvumo);
(T2) su visais z,y,z € E, v + (y + z) = (x + 2) + y (sumos asociatyvumo);

(T3) egzistuoja nulinis elementas, t.y. toks elementas 0 € E, kad x + 0 = x
su kiekvienu x € E;

(T4) kiekviena x € E atitinka priesingasis elementas, t.y. toks elementas
—x € E, kad x + (—x) = 0;

(T5) suvisaisz € Eira,f €K, (a+ ) - z=a -2+ (- x;
(T6) suvisaisz,y cEiraecK, a(z+y)=a-z+a-y;

(T7) su visais + € E ir o, € K, (8 - z) = (af) - ¢ (sandaugos asoci-
atyvumo);

(T8) su kiekvienux € E, 1-x = x; ¢ia 1 yra kuno K vienetinis elementas.

(T5) ir (T6) aksiomos vadinamos sandaugos distributyvumu sumos atzvilgiu.

Priminsime, kad aibé, kurios elementams taip apibrézta sumos operacija,
kad teisingos (T1)- (T4) aksiomos, vadinama adicine abelio grupe.

Visada reikia turéti omeny, kad tiesinés erdves operacijos {+,-} skiri-
asi nuo skaliary kuno operacijy {+,-} nors ir naudojami tie patys zenklai.
Sandaugos operacijos Zenkla - dazniausiai praleisime ir vietoj « - x raSysime
tiesiog aux.

Sioje knygoje naudosime tik du skaliary kunus — realiyjy skai¢iy R ir
kompleksiniy skaic¢iy C. Tiesine erdve virs realiyju skaic¢iu kuno R vadinsime
realigja tiesine erdve, o vir§ kompleksiniy skaic¢iy kuno C — kompleksine.

Isvardinsime keleta svarbiy iSvady, kurias galime padaryti remdamiesi
(T1) — (T8) aksiomomis.

1) Nulinis elementas yra vienintelis.



Tikrai, jei 01 ir 02 buty du erdvés E nuliniai elementai, tai, pritaike (T1)
ir (T3) aksiomas, turétume

01 =014+ 02 =09 + 07 = 09.

2) Kiekvienam elementui egzistuoja vienintelis priesingasis elementas.
Jei tarsime, kad 2’ ir 2” yra du priesingieji elementui x, tai, panaudoje
(T1), (T2), (T3) ir (T4) aksiomas, turétume

=2 4+0=2"+@+2")=0@ +2)+2" =(x+2")+2" =
0+$1/:x//+02x”.
3) Jeiz+y==x, taiy =0.

Tikrai, remdamiesi nulinio ir prieSingojo elementy apibrézimais ir komu-
tatyvumo bei asociatyvumo aksiomomis, iSvedame

y=y+0=y+@+(-2)=W+a)+(-2) =
(x+y)+ (—x) =2+ (—x) = 0.

4) 0z = 0 su kiekvienu x.
Tai iSplaukia i3 ka tik jrodytos (3) savybes ir (T5), (T8) aksiomu:

z+0z=1r+0r=(14+0)z =1z =z.

5) Elemento x priesingasis elementas —x tenkina sarysj —x = (—1)x.
Tikrai, (—1)x yra prieSingasis elementui z, nes

4+ (-lz=1r+ (-1)z=(1—-1)z =0x = 0.
Lieka pasiremti (2) savybe — prie§ingojo elemento vienatimi.
6) —(ax) = (—a)r = a(—2x).
Pagal (5) savybe ir (T7) aksioma,
—(az) = (~1)(az) = a((-1)2)z = a(~2).

7) Bet kuriuos z,y € E atitinka toks elementas z € E, kad z + y = «.
Tas elementas vadinamas x ir y skirtumu ir Zymimas x — y.
Pakanka apibrézti z = x + (—1)y. Tikrai,

zty=(x+ -y +y=a2+@w+(-1)y) =2+0=u.

8) x =y ekvivalentu x — y = 0.



Jeiz=ytalx—y=z+(—y) =y+(—y) =0. Jeix —y = 0, tai
y=y+@-y=y+(-yl+tr=z+0=u

9) a(z —y) = axr — ay; (o — Bz = ax — Px.

Pritaike distributyvumo aksioma ir jau jrodytas savybes, turime

alz —y) =alz+ (—y)] = ax + a(—y) = ax + (—ay) = ax — ay.

Antroji savybé patikrinama analogiskai.
10) a0 = 0.
Isvedame pasinaudoje (T7) aksioma ir (4) savybe:

a0 = a(0z) = (a0)z = 0z = 0.

11) Jei ax =0 ir a # 0 tai x = 0.
Tikrai,
x=1lzr= (la>x = l(oza:) = l0 =0.
@ o !

12) Jeiax = ay ira # 0 tai x = y.

Tai yra (11) ir (7) savybiy i§vada.

13) Jei ax =0 ir z # 0 tai o = 0.

Jei ae # 0, tai pagal (11) savybe igeity, kad = = 0.

14) Jei ax = Br ir x # 0 tai o = .

Akivaizdu.

Sumos asociatyvumas leidZia bet kurio baigtinio skai¢iaus nariy sumg uz-
rasyti nekreipiant démesio j sumavimo tvarka. Pavyzdziui, vietoj x4 (y+(z+
v)) galime rasyti x +y+ 2z 4+ v. Todél sumuodami tiesinés erdvés E elementus
galime naudotis analizéje jprastais sumavimo simboliais. PavyzdZziui,

n
k=1

6.1 pavyzdys. Skaliary kunas K yra tiesiné erdveé virs skaliary kuno K,
kai tiesinés operacijos {+, -} sutampa su skaliary kuno operacijomis {+,-}.
Taip realiyjy skaiciy aibé R yra realioji, o kompleksiniy skaiciy aibé C —
kompleksiné tiesinés erdvés.

Jei nepasakyta kitaip, R ir C, kaip tiesinés erdvés nagrinéjamos butent su
naturaliosiomis sumos ir sandaugos operacijomis. Bet tiek realiyjy skaiciy
aibéje, tiek kompleksiniy skaic¢iy aibéje sumos ir sandaugos i$ skaliaro op-
eracijas galime apibrézti ir kitaip. Pavyzdziui, nagrinékime realiyjy skaiciy
aibe R ir kokig nors bijekcija f : R — R bei jos atvirkstine funkcija g : R — R
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(pvz. f(x) = 2% ir g(z) = 2'/3). Dabar tegu © = o - y + 3 - 2 reiskia, kad
x = g(af(y) + Bf(2)). Nesunku patikrinti, kad taip apibrézdami sumos ir
sandaugos i§ skaliaro operacijas gauname realig tiesine erdve, kuri skiriasi
nuo R su naturaliosiomis operacijomis.

6.2 pavyzdys. Plokstumos vektoriy aibé sudaro realiaja tiesing erdve. Dvie-
ju vektoriy suma apibréziama naudojant lygiagretainio taisykle. Vektoriaus
x ir skai¢iaus A sandauga Az yra vektorius, kurio ilgis lygus skai¢iaus |A| ir
vektoriaus x ilgio sandaugai, o kryptis sutampa su x kryptimi, kai A > 0, ir
yra prieSinga x krypdiai, kai A < 0.

6.3 pavyzdys. Tarkime, P — polinomy su realiaisiais koeficientais, o P},
— polinomy su kompleksiniais koeficientais, kuriy laipsnis nevirsija k, aibés.
Du polinomus sudésime sudédami atitinkamus koeficientus. Polinoma daug-
insime i8S skaliaro daugindami i8 jo kiekviena to polinomo keficienta. Nesunku
jsitikinti, kad P} — realioji, o Pj— kompleksiné tiesinés erdves.

6.4 pavyzdys. Aibés R™ elementams apibrézkime

T+y= ($1+yl7-~-,$n+yn)7
Ax = (A\xq1, ... Axy),
kai = (z1,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) € R", A € R. Akivaizdu, kad Si-
taip apibrézty sudéties ir daugybos i§ skaliaro operacijy atzvilgiu R™ yra
realioji tiesiné erdvé. Jos elementai vadinami n-maciais vektoriais. Jeigu
x = (x1,...,Ty), tai skai¢iai z, k = 1,...,n, vadinami vektoriaus & koor-
dinatémis. Analogigkai apibréziama tiesiné erdvé C".

6.5 pavyzdys. Jeigu D ir T — bet kurios aibés, tai visy funkcijy f : T — D
aibe zymésime DT, Jei D — tiesiné erdvé virs kuno K, tai dviejy funkcijy
f,g € DT sumg f + g apibrézkime formule

(f+9)t) = f(t)+9(t), teT,
o skaliaro A € K ir funkcijos f € DT sandauga Af — formule
(AN(E) = Af(t), teT.

Sitaip apibreztas operacijas vadinsime naturaliosiomis funkcijy sumos ir
sandaugos i3 skaliaro operacijomis. Nesunku jsitikinti, kad jy atzvilgiu DT



— tiesiné erdvé vir§ skaliary kuno K. Jos nulinis elementas yra funkcija 0O :
T — D, jgyjanti vienintele reikSme — erdvés D nulinj elementa: 0(¢) = 0 su
kiekvienu ¢t € T. Atskiru atveju RT — realioji, o C* — kompleksiné tiesinés
erdvés. Akivaizdu, kad RY — anks¢iau apibréztoji visy skaitiniy seky erdve,
kurios elementus susitaréme zyméti @x,y,.... Naturaliosios seky sumos ir
sandaugos i§ skaliaro operacijos atlickamos pakoordinaciui: jei @ = (zx, k €
N),y = (yx,k € N) ir A € R, tai

x+y=(xr+yrkeN), Ix=(\rkeN).

Toliau, jei nepasakyta kitaip, funkcijy bei seky aibése nagrinésime tik
naturaliasias sumos ir sandaugos i skaliaro operacijas.

Skaitytojui rekomenduojame visuose pateiktuose pavyzdziuose jsitikinti,
kad jvestos sudéties ir daugybos i8 skaliaro operacijos tenkina 6.1 apibrézime
suformuluotus reikalavimus.

6.2 apibrézimas. Tarkime, E — tiesiné erdvé. Aibé F C E vadinama erdvés
E poerdviu( kartais daugdara), jei ax + By € F su visais o, f € K ir visais
z,y € F.

Jei poerdvis F nesutampa nei su visa erdve E, nei su aibe {0}, jis vadi-
namas tikriniu.

6.3 apibrézimas. Jei F yra tikrinis tiesinés erdvés E poerdvis ir x € E\F,
tai aibé x + F = {x +y : y € F} vadinama erdvés E afininiu poerdviu.

Sio teiginio jrodymas elementarus ir paliekamas skaitytojui vietoj pra-
timo.

6.1 teiginys. Poaibis F C E yra tiesinés erdvés [E poerdvis tada ir tik tada,
kai F — tiesiné erdvé ty paciy, kaip ir E, sudéties ir daugybos i§ skaliaro
operacijy atzvilgiu.

Siuo ekvivalentumu patogu pasinaudoti tikrinant ar duota erdvé yra
T — R aibé [ yra tiesiné naturaliyjy sumos ir sandaugos i3 realiojo skaiciaus
operacijy atzvilgiu, turime patikrinti, kad f+g € Fir A\f € F, kai f,g € F, o
A € R. Tikrai, §ios dvi savybés reiksty, kad F yra tiesinés erdvés R” poerd-
vis, taigi yra tiesiné erdvé naturaliyjy funkcijy sumos ir daugybos i$ skaliaro
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operacijy atzvilgiu.

6.6 pavyzdys. Tolydziyjuy funkcijy, apibrézty intervale [a,b], aibé Cla, b]
yra realioji tiesiné erdvé. Kadangi Cla,b] C RI*! pakanka jsitikinti, kad
f+g € Cla,b] ir A\f € Cla,b], kai A € Rir f,g € Cla,b]. Bet tai gerai
zinomi analizés faktai: dviejy tolydziyjy funkcijy suma — tolydzioji funkcija;
tolydziosios funkcijos ir skaiCiaus sandauga — tolydzioji funkcija.

6.7 pavyzdys. C¥[a,b] yra realioji tiesiné erdvé.
Akivaizdu, kad C¥[a,b] C C[a,b]. Be to, jei f,g € CFla,b],\ € R, tai
f+4g € CFa,b] ir \f € C¥[a,b], t.y. C¥la,b] — tiesinés erdvés C[a, b] poerdvis.

6.8 pavyzdys. Visos anks¢iau apibréztos seky aibés, £,,0 < p < oo, cp, RN
yra tiesinés erdvés naturaliyjy operacijy atzvilgiu.

6.9 pavyzdys. Aibe Ly(a,b) sudaro visos madiosios funkcijos f : (a,b) —
R. Gerai zinoma, kad maciyjy funkcijy suma yra mati funkcija. Be to,
padaugine maciaja funkcijg is skai¢iaus vél gauname macia funkcijg. Taigi
Lo(a,b) — tiesine erdvé, kaip tiesinés erdves R(®?) poerdvis.

6.10 pavyzdys. Erdvés L,(a,b),0 < p < .

Priminsime, kad aibe £,(a,b), kai 0 < p < oo, sudaro tokios maciosios
funkcijos f : (a,b) — R, kurioms yra baigtinis Lebego integralas fab |f(t)|Pdt.
Norédami jsitikinti, kad £, (a,b) yra tiesiné erdve, pakanka patikrinti, kad ji
yra tiesinés erdves Lo(a,b) poerdvis. Tegu f,g € L,(a,b) ir o, B € R. Pasin-
audoje elementaria nelygybe |a+b[P < ¢,(|a|P +|b|P), ¢ia ¢, = maz{1,2P~ 1},
iSvedame

b b
/ laf(t) + Bg(t)[Pdt < cp/ [alP[f () + [BIPlg(t)P]dt =

o[l | P+ 15 / .

Taigi af + Bg € Ly(a,b).

Aibe L (a, b) sudaro beveik visur apréztos maciosios funkcijos f : (a,b) —
R. Tarkime, f,g € Loo(a,b). Tuomet egzistuoja tokios konstantos cy,cy € R,
kad

mit € (a,b) : |[f(t)] >cs} =0 ir m{t e (a,b):|g(t)] >cg}=0.
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Tuomet su bet kuriais «a, 5 € R,

mit € (a,b) : |af(t) + Bg(t)] > lale +|Bleg} = 0.

Taigi aof + Bg € Loo(a,b).

turime patikrinti, kad f + g € Dla,b] ir Af € Dla,b], jei f ir g € Dla,b], o
A € R. Palieckame tai padaryti skaitytojui vietoj pratimo.

6.1.2 Hamelio bazé

6.4 apibrézimas. Tarkime, E — tiesiné erdvé virs skaliary kuno K.

e Elementai x1,...,x, € E vadinami tiesiSkai priklausomais, jei egzis-
tuoja tokie skaliarai oy, ..., a, € K, kad
n n
Z lag| #0, bet Zakmk =0.
k=1 k=1
o Jeilygybe > _, ajzy = 0 galima tik tuo atveju, kaia; = - -+ = a, = 0,
tai elementai x1,...,x, vadinami tiesiSkai nepriklausomais.

e Aibé A C E vadinama tiesiSkai nepriklausoma, jei bet kuris jos elemen-
ty baigtinis rinkinys yra tiesiSkai nepriklausomas.

6.5 apibrézimas. Aibés A C E generuotas poerdvis, kurj Zymeésime tap(A)
ir vadinsime aibés A tiesiniu apvalku, yra toks maZiausias tiesinés erdvés E
poerdvis, kad A C tap(A).

Aibés A elementy tiesine kombinacija vadiname bet kurig baigtine suma
S opoq arxg, kai o, ... o € K, 21, ..., 2, € A. Nesunku jsitikinti, kad aibés

A tiesinj apvalka sudaro visos galimos tos aibés elementy tiesinés kombinaci-
jos, tal yra

n
tap(A) = {Zakxk:xl,...,xn cAay,...,an EK,nEN}.
k=1
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Pavyzdziui, vieno elemento, sakykime, g € [E generuotas poerdvis yra
tap(zo) = {A\xo: A€ K}

Sj poerdvj galime interpretuoti tiese, einancia per nulinj elementg ir taska
xg. Analogiskai, dviejy elemety xg,x1 € E generuota poerdvi

tap(xg,xl) = {Oé.i[,'(] + /81'1 : 0475 € K}

galime interpretuoti plokStuma, einancia per nulinj elementa ir taskus xg, x1.

6.6 apibrézimas. Tarkime, E — tiesiné erdvé ir E # {0}. Aibée H C E
vadinama erdvés [E Hamelio baze, jei

1)  aibé H tiesiskai nepriklausoma;

2)  aibé H generuoja visa erdve E: tap(H) = E.
6.1 teorema. Kiekvienoje tiesinéje erdvéje egzistuoja Hamelio bazé.

Irodymas. Tarkime, P yra tiesiSskai nepriklausomuy erdvés E poaibiy klasé.
Aibés P dalinj sutvarkyma apibrézkime taip: elementams M, N € P sarysis
M < N teisingas tada ir tik tada, kai M C N. Klasé P tenkina Corno lemos
salygas. Tikrai, jei z1 # 0, tai {1} € P. Vadinasi, P # (). Tarkime, Q — bet
kuri tiesiskai sutvarkyta P dalis. Sudarykime E poaibj

F=|]J M.

MeQ

Pirmiausia turime jsitikinti, kad F' € P. Tegu z1,...,x, € F. Pagal aibés F’
apibrézima, x; € M; € Q, i =1,...,n. Kadangi aibé Q tiesiskai sutvarkyta,
tai jos elementus M;,i = 1,...,n galime iSdéstyti didéjimo tvarka. Tarkime,

M;, < M;, <--- < M;,.

Pagal sutvarkymo apibrézima, tai reiSkia, kad M; C M;, su visais i =
1,...,n. Todél x1,...,z, € M, . Kadangi aibé M;  tiesiskai nepriklau-
soma, tai ir elementai xq,...,x, tiesi8kai nepriklausomi. Vadinasi, tikrai
F € P. Be to, pagal konstrukcija, M < F' su kiekvienu M € Q. Vadinasi
F yra Q virSutinis rézis. Taigi Corno lemos salygos iSpildytos, todél aibei
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P egzistuoja maksimalus elementas. Jj pazymékime H. Nesunku jsitikinti,
kad tap(H) = E. Tikrai, jei egzistuotu toks x € E, kad = ¢ tap(H), tai =
ir H buty tiesiskai nepriklausomi. Kadangi H < {z} U H, tai H nebuty
maksimalus elementas. =

6.2 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentus:
1)  H yra erdvés E Hamelio bazé;

2)  H yra maksimali tiesiSkai nepriklausoma aibé, t.y., jei aibé H; C E
tiesiSkai nepriklausoma ir Hy D H, tai Hy = H,;

3)  kiekviena x € E vieninteliu budu galime isreiksti

rT=ciy1+- -+ c¥n; Y- Yn € H; c1,...,cp €K

Irodymas. 2) = 3) Jeix € H tai x = ly;, y1 = = € H. Jeix ¢ H
tai H U {x} negali buti tiesiskai nepriklausoma aibé, nes H yra maksimali
tiesiskai nepriklausoma aibé. Vadinasi,  turi buti tiesiné elementy is H
kombinacija. Jei x = c1y1 + -+ 4+ cpyn it * = d1y1 + -+ + dpyp, tai 0 =
x—x = (c1—dy)y1+- - -+ (cn—dn)yn. I8 éiaisplaukia, kad ¢; = dy, ..., ¢, = dy,.

3) = 1) Jei paimsime bet kurj baigtinj rinkinj yi,...,y, € H ir tarsime,
jog ciy1 + - - - cnyn = 0, tai uzrase 0 = Oyy + - - - Oy, gausime, kad ¢ = -+ - =
¢n = 0, nes i85 (3) savybes, pritaikytos nuliniam erdvés elementui. Vadinasi,
aibé H yra tiesiskai nepriklausoma ir tap(H) = E..

1) = 2) Tarkime, H; D H, H; tiesiskai nepriklausoma aibé. Tarkime,
x ¢ H. 15 1) isplaukia, kad jei x € Hy, tai x = c1y1 + + - nYn, Yi # T,Y; €
H C H;. Vadinasi, Hi néra tiesiSkai nepriklausoma aibé. Gauta prieStara
jrodo, kad Hi = H. =

6.7 apibrézimas. Tiesiné erdvé E vadinama baigtiniamate arba baigtinés
dimensijos (atitinkamai begaliniamate arba begalinés dimensijos), jei joje
egzistuoja tik baigtinis (atitinkamai begalinis) tiesiSkai nepriklausomy ele-
menty skaicius.

Jei erdvéje egzistuoja tik baigtinis tiesiskai nepriklausomy elementy skai-
Cius, tai tos erdvés Hamelio bazé taip pat yra baigtiné. Nors bet kuri tokia
erdvé gali turéti ne vieng Hamelio baze, visos jos turi tg patj elementy skaiciy.
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Tikrai, tarkime, H ir I — baigtinés tiesinés erdvés E Hamelio bazés.
Sakykime, H = {x1,...,z,}. Jei aibéje I buty n+1 elementas y1, . . ., Yn, Yn+1,

tai turétume
n

Y = Zaikwk, su visais 1 =1,...,n.
k=1
Kadangi elementai yi, ..., y, tiesiSkai nepriklausomi, tai matricos (a;;) ran-
gas yra n. Bet

n
Yn+1 = § n4+1,kTk,

k=1
ir vektorius (@n+41,1,...,0n41,n) yra matricos (a;j) eiluciy tiesiné kombi-
nacija. Bet tuomet elementai yi, ..., yn, ynt+1 neéra tiesiskai nepriklausomi.

Taigi I turi elementy m < n. Tais paciais samprotavimais jrodome, kad
n<m.

Baigtiniamatés tiesinés erdvés Hamelio bazés elementy skaic¢ius vadina-
mas tos erdvés dimensija ir Zymimas dim(E). Begaliniamatés erdvés dimen-
sija yra begaliné (norédami tai pazyméti, rasysime dim(E) = co.)

Akivaizdu, kad dim(R"™) = n, o dim(C") = 2n. Taip pat nesunku jsitikinti,
kad dim(Py) =k + 1.

6.2 teiginys. Tiesinés erdvés Cla,b], £,,p > 0, — begaliniamatés.

Irodymas. Erdvés Cla,b] elementy sistema {fi,i > 0}, kai fi(t) = ti,t €
[a,b];i > 0, yra tiesikai nepriklausoma. Tikrai, tiesiné kombinacija
pn=aofo+aifi+ -+ anfn

yra n-tos eilés polinomas. Jis tapatus nuliui netuséiame intervale tik jei visi
jo koeficientai yra nuliai, t.y. p,(t) = 0 su visais t € [a, b] tada ir tik tada,
kaiag=a1=---=a, =0.

Kiekvienos i§ erdviy £, vienetiniy seky Seima {ey,k € N} yra tiesiskai
nepriklausoma. (Patikrinkite). m

6.1.3 Faktor-erdvés

Jei aibéje A apibréztas ekvivalentumo sarysis ~ (refleksyvus tranzytivus
simetriskas binarinis sarysis), tai jos elementus galime suskaidyti j ekviva-
lentumo klases. Klasei [z] priskiriami visi elementai ekvivalentus z, t.y.,
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y € [z] tada ir tik tada, kai  ~ y. Nesunku jsitikinti, kad dvi ekvivalen-
tumo klasés arba neturi bendry elementy arba sutampa. Tikrai, jei [2'], [z”]
— dvi ekvivalentumo klasés ir y € [2/] N [2"], tai y ~ ¢/ ir y ~ ¢ su vi-
sais y' € [2/],y” € [2"]. Remdamiesi ekvivalentumo sarysio simetriskumo ir
tranzityvumo savybémis gauname, kad y' ~ y”. Taigi [2/] = [2].

Tarkime, E yra tiesiné erdvé, By C E — poerdvis. Aibés E elementams
apibrézkime sarysj ~ taip:

x ~ 1y tada ir tik tada, kai = —y € Ey.

Lengva jsitikinti, kad ~ yra ekvivalentumo sarysis. Tikrai, x ~ z, nesz—x =
0 € Ep;jeiac~ytaly—oz = —(x—y) € By, taigi y ~ x; jel © ~ v,
y~ztaiz—yeEpy—zeEirex—z=(x—y)+ (y—2) € Ey, taigi
x ~ z. Ekvivalentumo sarysio ~ pagalba gauty ekvivalentumo klasiy aibe
pazymékime

E/Eog = {[z] : x € E}.

Sioje aibéje apibrésime sumos ir sandaugos is skaliaro operacijas. Jei [z], [y] €
E/Eg, o a € K, tai

[z] + [yl =[x +yl, afz] = [az].

Nesunku jsitikinti, kad su taip apibréztomis sumos ir sandaugos i$ skaliaro

operacijomis E/Eq yra tiesiné erdvé. Ji vadinama erdvés E faktor-erdve
poerdvio Eq atzvilgiu. Pastebésime, kad tiesinés faktor-erdves E/Eq nulinis
elementas yra aibé Eg, nes x ~ 0 tada ir tik tada, kai x — 0 = = € Ey. Taigi
[0] = Eo.

6.12 pavyzdys. Nagrinékime erdves Lp,(a,b),0 < p < oco. Tegu aibé L
yra sudaryta i§ beveik visur lygiy nuliui maciy funkcijy f : (a,b) — R, t.y.
mati funkcija f € £ tada ir tik tada, kai m{t € (a,b) : f(t) # 0} = 0.
Akivaizdu, kad £ yra kiekvienos erdvés Ly(a,b),0 < p < oo poerdvis. Su
kiekvienu 0 < p < oo, faktor erdvé £, (a,b)/L ir yra ta Lebego erdvés Ly(a, b)
interpretacija, apie kurig kalbéjome 7?7 pastaboje.

Taigi Lebego erdvés Ly(a,b),0 < p < oo, yra tiesinés.
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6.2 Tiesiniy erdviy aibés ir funkcijos

Siame skyrelyje susipazinsime su tomis tiesiniy erdviy aibémis ir tomis
funkcijomis, kuriy apibrézimui pakanka tik elementy sumos ir sandaugos i8
skaliaro operacijy.

6.2.1 Iskilosios aibés

Tarkime, E - tiesiné erdvé. Aibiy A C E ir B C E Minkovskio suma yra
aibé
A+B={z+y:x€ A ye€ B},
o aibés A C E homotetija A, kai a € K, —
aA = {ax:x € A}

Vietoj {z} + A rasysime x + A.

6.8 apibrézimas. Aibé A C E vadinama:
e subalansuota, jei «A C A su visais |a] < 1;

e absorbuojancia, jei kiekviena x € & atitinka toks o > 0, kad x € SA
su kiekvienu || > «;

e iskila, jei A+ (1 — o)A C A su visais a € [0, 1];
e absoliuciai iskila, jei ji yra iskila ir subalansuota.

Bene pacios papras¢iausios tiesinés erdvés aibés yra atkarpos. Atkarpa,
jungiancia taskus z,y € E, vadinama aibé

[z, y] ={(1—t)x+ty:te0,1]}.

Akivaizdu, kad bet kuri atkarpa yra iskila aibé. Be to, aibé A C E yra igkila
tada ir tik tada, kai jai priklauso atkarpa jungianti bet kuriuos du tos aibés
taskus, t.y.

[z,y] C A suvisais z,y € A.
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Atkarpa [—a,a], kai a € E yra subalansuota. Baigtinio skai¢iaus tiesinés
erdveés atkarpy, kuriy pradzia yra nulyje, Minkovskio suma vadinama zono-
topu. Pavyzdziui, Z = Zle[(),az-], kai a1,...,aq € E, yra zonotopas (7r. 7
brézinj). Bet kuris zonotopas yra iskila aibé, bet nebutinai subalansuota ar
absorbuojanti.

[0, a] + [0, ] c [0, a] + [0, 5] + [0, ]

7 brézinys: zonotopai

6.9 apibrézimas. Aibés A C E branduoliu I(A) vadiname aibe ty tasky
x € A, kurie pasiZzymi savybe: kiekviena y € [E atitinka toks skaicius ¢ =
e(y) > 0, kad z + ty € A, su visais |t| < €. Ikila aibé A, kurios branduolys
netuscias (I(A) # 0), vadinama iskilu kunu.

Skaitytojas gali nesunkiai jrodyti, kad iskilos aibés branduolys taip pat
iskila aibé. Akivaizdu, kad ne visos iSkilos aibés yra igkili kunai. Paprasci-
ausias i8kilos aibés su tus¢iu branduoliu pavyzdys — bet kuri plokstumos
atkarpa. Kiek sudétingesnis — taip vadinama ,Hilberto plyta“: aibé Il C #3,

M={xcly: |z <27 i=12..%L
6.3 teiginys. Aibé Il yra iskila, bet néra iskilas kunas.

Irodymas. Akivaizdu, kad II igkila aibé. Isitikinkime, kad I(II) = (). Imkime

yo = (1,1/2,1/3,...) € {y. Tarkime, x € Il ir & + tyo € II. Tai reiskia, kad

|z, < 27" ir |z, + tn ™| < 271 Bet §iuo atveju, su kiekvienu n € N,
[t/ = |z + (t/n) = 24| < |2n] +[an + (t/n)] < 27772,

o taip gali buti tik tuo atveju, kait =0. =
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Nesunku jsitikinti, kad aibé A yra absoliuciai iSkila tada ir tik tada, kai
AA 4+ A C A su visais tokiais A, p € K, kad [A| 4+ |p| < 1. Tikrai, tarkime,
A yra absoliudiai iskila, z,y € A ir |A| + || < 1. Jei arba A = 0, arba p = 0,
tai Ax + puy € A, nes aibé A subalansuota. Tarkime, A # 0 ir u # 0. Tuomet

Z Al |l

A
—x €A —yeAir + =1
Al |l AL+ [p] AL+ g

Todél

Al Az | py ) A
AL [l AL AT+ [l e '
Atvirkséiai, jei AA + pA C A su visais tokiais A\, u € K, kad || + |u| < 1,
tai akivaizdu, kad aibé A yra absoliudiai iskila.

Absorbuojanti aibé geometriskai reiskia, kad kiekviename prasidedanci-
ame nulyje spindulyje (tiesinés erdvés spindulys, prasidedantis nulyje ir einan-
tis per taska x yra aibé {tz : t > 0}) atsiras aibei priklausantis intervalas,
kurio vienas galas yra nulyje.

Ao+ py = (1N + [l

6.4 teiginys. Teisingos Sios aibiy savybeés.

e Absoliuciai iSkila aibé A yra absorbuojanti tada ir tik tada, kai
o0
E = U nA.
n=1

e Jei aibés A1, Ay C E iskilos ir A\, i € K, tai ir aibé AA; + pAs iskila.
e Bet kurio skaiciaus iskily aibiy sankirta yra iskila aibé.

Irodyma paliekame skaitytojui vietoje pratimo.

6.2.2 Tiesineés funkcijos

6.10 apibrézimas. Tarkime, E,F — tiesinés erdvés vir§ skaliary kuno K.
Atvaizdis T : E — F vadinamas

e adityviu, jei

T(x+y)=Tz+ Ty su visais x,y € E.
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e homogenisku, jei

T(ax) = aT(x) su visais x € E,a € K.
e tiesiniu, jei jis yra adityvus ir homogeniskas.

Tiesinius atvaizdZius priimta taip pat vadinti tiesiniais operatoriais, o tiesi-
nius atvaizdzius su reikSmeémis skaliary kune — tiesiniais funkcionalais.

Kai E yra kompleksiné tiesiné erdvé, tai atvaizdis f : E — C vadinamas
jungtiniai homogenisku, jei

flaz) =af(x) suvisais a € C ir x €E.
Smulkiau tiesinius funkcionalus ir tiesinius operatorius nagrinésime ati-
tinkamai septintajame ir astuntajame skyriuose.
6.11 apibrézimas. Tiesinés erdvés E ir F vadinamos izomorfinémis, jei

egzistuoja tiesiné bijekcija J : E — TF.

Tiesine bijekcija vadiname izomorfiniu atvaizdziu, arba izomorfizmu. Pa-
prastai izomorfinés tiesinés erdveés sutapatinamos, nes jy tiesinés strukturos
vienodos, o skiriasi tik elementy prigimtis. Pavyzdziui, erdvés R**1 ir P,
izomorfinés, o formule

n
J(x) = Zaktk, x = (ag,...,a,) € R",
k=0

apibréztas atvaizdis J : R"™! — P, yra atitinkamas izomorfizmas.

6.2.3 Iskilos funkcijos
6.12 apibrézimas. Funkcija p : E — R vadinama iskila Zemyn, jei su bet
kuriais z,y € E ir t € [0, 1], teisinga nelygybé

p(tz + (1 —t)y) < tp(z) + (1 —t)p(y).

Funkcija p : E — R vadinama iskila aukStyn, jei su bet kuriais z,y € E ir
t € [0, 1], teisinga nelygybé

p(tz + (1 —t)y) > tp(z) + (1 — t)p(y).

Iskila vadinama funkcijg, kuri yra arba iskila aukstyn arba iskila Zemyn.
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8 brézinys: iskila aukstyn funkcija

Iskilosios funkcijos pagalba galime konstruoti iskilasias aibes. Tarkime,
funkcija p : E — R igkila Zzemyn, q : E — R — iskila aukstyn, zo € R.
Nesunku jsitikinti, kad aibés

Q1 ={x €E:plx—mx9) <r},
Qr={x€E:qlx—x9) >r1}

yra iSkilos. Tam tikra prasme egzistuoja ir atvirkscias sarysis. Norédami jj
nustatyti, apibrésime aibés Minkovskio funkcionala.
6.13 apibrézZimas. Absorbuojancios aibés K C E Minkovskio funkcionalas
pi : E — R apibréziamas lygybe

pr(x) =inf{e >0:x €K}, z€E.
6.13 pavyzdys. Nagrinékime erdvés R? aibe K = {z = (z1,22) : |21|P +
|z2|P < 1}, kai p > 0. Akivaizdu, kad = € ¢K tada ir tik tada, kai ¢ >

(|1 [P + |2z2[?)V/P. Todeél

pic(x) = (|T1[? + |22P) P, & = (w1, 22) € R,

17



6.14 apibrézimas. Subtiesiniu funkcionalu, apibréztu tiesinéje erdvéje E,
vadinamas toks atvaizdis p : E — R, kuriam teisingos Sios savybeés:

a)  plx+y) <pl)+ply), kai v,y € E;

b)  plax)=ap(x), kaiz e E,oa € Rira>0.

6.14 pavyzdys. Tegu 0 < 6 < 1. Funkcija pp : R — R, pp(x) = Oxx{z >
0} — (1 — O)xx{xr < 0} yra subtiesiné. Tai patikrinti palickame skaitytojui
vieto] pratimo.

Jei funkcionalas p : E — R yra subtiesinis, tai abi aibés K1 = {z € E :
p(x) < 1} ir Ko = {z € E : p(z) < 1} yra iskilos ir absorbuojancios, o
ju Minkovskio funkcionalai yra lygus ir sutampa su p. Irodysime tam tikra
prasme atvirksc¢ig sarysj tarp iskily aibiy ir Minkovskio funkcionaly.

6.5 teiginys. Jei K C E — netuscia iskila ir absorbuojanti aibé, tai jos Min-
kovskio funkcionalas pg pasizymi Siomis savybémis:

1) Hz:pr(x) <1} C K C{x:pk(z) <1};

2)  funkcionalas pg yra subtiesinis.
Irodymas. Kadangi aibé K absorbuojanti, tai kiekvieng x € E atitinka toks
a >0, kad z € K, kai |5] > a. Vadinasi, px(z) < oo su kiekvienu z € E.
Akivaizdu, kad px(0) = 0.

Irodysime, kad px(az) = apk (), jei a > 0. Kadangi ax € K tada ir
tik tada, kai z € (6/a)K, tai

pr(ax) =inf{u >0:ar € uK} =
ainf{(p/a):p >0,z € (u/a)K} = apg(x).

Toliau jrodysime, kad px (z+y) < pr(x)+pk (y). Tarkime, z,y € E, & >
0. Egzistuoja tokie o, 5 > 0, kad z/a € K, y/3 € K ir

pr(z) < a<pr(r)+e, pr(y) <B<pk(y) +e

Kadangi aibé K iskila, tai

Q&8
Q
+ |
K
ESRS

rT+y o«
a+B a+p




Todél
rr(r+y) <a+ B <pr(x)+pr(y) + 2.

Lieka pasinaudoti laisvu € > 0 pasirinkimu. =
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