5 paskaita

5.1 Kompaktiskosios aibés

5.1.1 Savokos

IS matematinés analizés kurso zinome dvi svarbias aprézty realiyjy skaiciy
aibiy savybes. Pirmoji — Bolcano-Vejerstraso teorema: bet kuri begaliné
aprézta realiyjy skaiciy aibé turi bent vieng sankaupos taska. Antroji savybé
— Borelio-Heinéslema apie dangas. Ja galime suformuluoti taip. Jei A C R
aprézta ir uzdara aibé, o {Gqa,a € I} — jos atviroji danga (tai reiskia, kad
visos aibés G, yra atviros ir A C UnerGa), tai i8 jos galima isrinkti baigtinj
podangj (egzistuoja tokie Gq,,...,Ga,, kad A C U}_,Gq,).

Nuo realiyjy skaiciy aibés peréjus prie abstraktesniy metriniy erdviy tos
savybes bendru atveju nebegalioja — aibés apréZtumas ir uzdarumas negaran-
tuoja nei vienos is jy. Stai paprastas pavyzdys. Imkime metrinés erdveés £
aibe (e, n € N), sudaryta i$ vadinamyjy vienetiniy seky: e, = (0ni,7 € N),

1, kai i=mn;
Oni = .
0, kai i#n.

Seka (ey) yra aprézta, bet

d(emem) = (i(am - 5mi)2)1/2 =1, kai n#m,

=1

todeél neturi jokio sankaupos tasko. Kita vertus, klausimas, kada i$ apréztos
kokios nors erdves elementy sekos (tarkim, apréztos funkeijy sekos) galime
iSrinkti konverguojant] posekj, svarbus daugelyje matematikos discipliny.
Pavyzdziui, diferencialiniy lyg¢iy teorijoje jrodinéjant sprendiniy egzista-
vima, tikimybiy teorijoje ir matematinéje statistikoje tiriant skirstiniy se-
kos konvergavima. Apibendrinant Bolcano—Vejerstraso ir Heinés—Borelio
savybes metrinéms erdvéms, gimé kompaktiskos aibés savoka.

5.1 apibrézimas. Tarkime, (X,d) - metriné erdvé.



o Aibé K C X vadinama reliatyviai kompaktiska, jei i§ kiekvienos tos
aibés elementy sekos galima isrinkti (erdvéje X) konverguojantj posekj.

e Jei aibé K yra reliatyviai kompaktiska ir uzdara, tai ji vadinama kom-
paktiska arba kompaktu.

e Metriné erdvé (X, d) vadinama kompaktiska, jei aibé X yra kompaktas.

Bolcano-Vejerstraso teorema reiskia, kad bet kuri aprézta realiyjy skaiciy
erdvés R aibé yra reliatyviai kompaktiska. Beje, apréztumas yra butina
salyga realiatyviam kompaktiskumui ir bendruoju atveju.

5.1 teiginys. Reliatyviai kompaktiSka aibé yra aprézta.

Irodymas.  Jei aibé K C X néra aprézta (jos diametras diam(K) = o0),
tai kokius xg € X ir n € N bepaimtume, atsiras toks z, € K, kad n+ 1 >
d(xo,xn) > n. Seka (x,) C K neturi jokio konverguojancio posekio, nes su
visais m € N,

d(Zmi2, Tm) > d(20, Tmy2) — d(20, ) > 1.

Taigi aibé K negali buti kompaktiska. m

5.2 teiginys. Kompaktiska metriné erdvé yra pilna.

Irodymas. Tarkime, (X, d) — kompaktiska metriné erdvé ir (x,) — jos Kosi
seka. Kadangi Kosi seka yra aprézta, pagal kompaktiskumo apibrézima, seka
(xy) turi konverguojantj posekj. Bet tada ir pati seka konverguoja (zr. 77
teiginj). =

Labai svarbus uzdavinys — nustatyti, kokios metrinés erdvés aibés yra
reliatyviai kompaktigkos.

5.1.2 Hausdorfo teorema

5.2 apibrézimas. Tarkime, (X, d) — metriné erdvé, M C X. Tarkime, ¢ > 0.
Aibé M. C X vadinama aibés M e-tinklu, jei kiekvieng x € M atitinka toks



x. € M., kad
d(z,z:) < e.

Sakysime, kad e-tinklas yra baigtinis, jei jis sudarytas i baigtinio skaiciaus

elementy.

5.1 teorema. (Hausdorfo.) Tarkime X — pilna metriné erdvé. Aibé M C
X reliatyviai kompaktiska tada ir tik tada, kai su kiekvienu € > 0 aibé M
turi baigtinj e-tinkla.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, tvirtinimas klaidingas: M — reliatyviai
kompaktiska aibé, taciau egzistuoja toks € > 0, kad aibé M baigtinio e-
tinklo neturi. Imkime bet kurj elementa x; € M. Egzistuoja toks elementas
zg € M, kad d(x1,22) > € (jei tokio elemento nebuty, tai M, = {x;} buty
aibés M e-tinklas). Kitu Zingsniu rasime tokj x3 € M, kad d(z;, x3) > €,
kai ¢« = 1,2. PrieSingu atveju aibé M. = {x1,x2} buty aibés M baigtinis
e-tinklas. Tesdami §j procesa, gauname seka (x,,) C M, kuriai

d(zy,xzj) > e, kai k#j.

Akivaizdu, kad tokia seka neturi né vieno konverguojancio posekio. Taigi aibé
M negali buti reliatyviai kompaktiska. Gauta priestara jrodo butinuma,

Pakankamumas. Tarkime, kad su kiekvienu € > 0 aibé M turi baigtinj
e-tinkla. Reikia parodyti, kad bet kuri seka (z,) C M turi sankaupos taska
(konverguojantj posekj). Imkime seka e, = 2=k+l L =1,2, ... Sukiekvienu
k randame aibés M baigtinj ex-tinkla, sakykime,

Akivaizdu, kad
ni
M c S ()
=1
Kadangi seka (x,) begaliné, o rutuliy padengianc¢iy aibe M, tik baigtinis

skaiius, tai bent j viena i3 ju pateka be galo daug sekos (z,,) elementy. Ta
rutulj pazymékime S;. Toliau, paéme €9, turime

n2
SinMcMc| S,
=1



Samprotaudami kaip ir anksc¢iau, gausime, kad  viena is rutuliy B;, (yf) =59
pateka be galo daug sekos (x,) nariy. Taigi ir sankirtoje S; N Sy yra be
galo daug sekos () nariy. Tesdami §] process, gausime tokia rutuliy seka
S1,59, ..., kad su kiekvienu k > 1 sankirtoje ﬂ;?:lSj yra be galo daug sekos
() nariy. Parinkime z,, € S1, xp, € S1 N S2,n2 > ny ir

T, € ﬂ;?:lsj N > Np—1 > -+ >MNq.

Taip gauname sekos (,,) poseki (2, ). Kai k < j, tai abu elementai @, , vp,; €
Sk. Jei zp — rutulio S centras, tai

d(.%'nk,$nj) < d(xnk; zk:) + d(Zk,iUnj) <2 = 2_k+2-

Taigi posekis (zp,) yra Kosi seka. Kadangi metriné erdvé X pilna, (xy,)
konverguoja (zr. 7?7 lema). =

5.1 pastaba. Jei aibé K C X kompaktiska, tai su kiekvienu € > 0 aibei K
egzistuoja baigtinis e-tinklas, sudarytas i$ aibés K elementy.

Tikrai, tegu K. C X yra aibés K minimalus baigtinis €/2-tinklas sudary-
tas i§ m elementy. Tarkime, K. = {x1,..., 2y }. Tuomet

K C UL S(zj:6/2) ir KN S(xj;e/2) #0

su visais 7 = 1,...,m. Tegu x; € KNS(zj;¢/2), 5 =1,...,m. Tuomet aibé
{z,...,2),} C K yra aibés K e-tinklas. Tikrai, jei x € K, egzistuoja toks
zj, kad d(z, ;) < /2. Taigi d(z,2}) < d(z,2;) +d(zj,7}) <e/2+e/2 =¢.

5.1 isvada. Tam, kad pilnos metrinés erdvés X aibé K C X buty reliatyviai
kompaktiska pakanka, kad su kiekvienu € > 0 egzistuoty aibés K reliatyviai
kompaktiskas e-tinklas.

Irodymas. Tarkime, N, yra aibés K reliatyviai kompaktiskas e/2-tinklas.
Aibei N, pritaike Hausdorfo teorema, gauname baigtinj jos €/2 tinkla K.
Aibé K. kartu yra ir aibés K e-tinklas. Tikrai, jei x € K, tai egzistuoja toks
y € N; su kuriuo d(z,y) < £/2. Savo ruoztu, taska y atitinka toks z. € K,
kad d(y,zc) < £/2. Tokiu budu, kiekviena z € K atitinka toks z. € K., kad

d(z,ze) < d(z,y) +d(y,z:) <e/2+¢/2 =¢.

Vadinasi, aibé K. yra aibés K e-tinklas. Kadangi erdvé X pilna, i§ Hausdorfo
teoremos iSplaukia, kad aibé K reliatyviai kompaktiska. m



5.2 isvada. KompaktiSka metriné erdveé yra separabili.

Irodymas.  Tarkime, (X,d) — kompaktiska metriné erdvé. Su kiekvienu
n € N nagrinékime baigtinj aibés X 1/n-tinkla K, = {y{", ..., 5\ }. Aibe

K = U K,
neN

yra skaiti ir visur tirsta. Tikrai, laisvai parinkime € > 0 ir z € X. Paimkime
toki n € N, kad 1/n < e. Kadangi aibé K,, yra aibés X 1/n-tinklas, atsiras
toks y](-n) € K, C K, su kuriuo d(x,y](-n)) < 1/n < e. Taigi aibé K yra visur
tirsta. Kadangi K yra skaiti sajunga baigtiniy aibiy, tai ji yra skaiti. m

5.1.3 Arcelo-Askoli teorema

Siame skyrelyje jrodysime Arcelo-Askolio teorema apie erdvés C [a, b] kom-
paktiskasias aibes.

5.3 apibrézimas. Aibé A C Cla,b| vadinama lygialaipsniskai tolydZiaja, jei
kiekvieng € > 0 atitinka toks 6 = d(g) > 0, kad bet kuriai funkcijai f € A
yra teisinga nelygybé

lf(t)— f(s)| <e, kai |s—t| <.
Priminsime, kad funkcijos f tolydumo modulis yra argumento § > 0 funkcija

w(f;0) = sup  |f(t) = f(s)l. (5.1)

t,s€[a,bl:|t—s|<d

Bet kurios tolygiai tolydzios funkcijos tolydumo modulis artéja j nulj, kai §
artéja i nulj. Aibés A C Cla,b] lygialaipsnis tolydumas reiskia, kad

lim supw(f,d) = 0. (5.2)
6—0 feA

Aibé A C Cla, b] yra aprézta tada ir tik tada, kai egzistuoja toks M > 0,
kad kiekvienai funkcijai f € A

|f(t)| < M, suvisais t € [a,b].



5.2 teorema. (Arcelo-Askolio.) Aibé M C Cla,b] yra reliatyviai kom-
paktiska tada ir tik tada, kai ji aprézta ir lygialaipsniskai tolydi.

Irodymas. Butinumas. Sakykime, aibé M C C|a, b] reliatyviai kompaktiska.
Aibés M apréztumas jrodytas 5.1 teiginiu. Jrodysime, kad aibé M yra ly-
gialaipsniskai tolydi. Fiksuokime £ > 0. Remiantis Hausdorfo teorema, aibé
M turi baigtinj e-tinkla, sakykime, M. = { f1, fo, ..., fn} C Cla, b]. Kiekviena
funkcija fx,k = 1,...,n yra tolygiai tolydi (tolydzioji funkcija uzdarame in-
tervale yra tolygiai tolydi (Zr. [?])), todél kiekviena k = 1, ..., n atitinka toks
O = 5]@(5) > 0, kad

Ife(t) — fr(s)] <e, kai |s—t] < d. (5.3)

Apibrézkime § = minj <<y, 0x. Jei [s—t| < 6, tai (5.3) tenkina visos funkcijos
fe,k=1,..n.

Kadangi M, yra aibés M e-tinklas, tai kiekviena f € M atitinka toks
jeA{l,...,n}, kad

d(f, f;) = sup [f(t) = fi(t)] <e.
a<t<b

Jei imsime tokius s,t € [a, b], kad |s—t| < 0, tai kiekvienam elementui f € M
turésime

[F(&) = f) <) = @]+ [fr(®) = fu(s)| + | fe(s) = f(5)]
< 2d(f, fie) + k() = fr(s)] < 3e.

Tai jrodo, kad aibé M yra lygialaipsniskai tolydi.

Pakankamumas. Tarkime, kad aibé M aprézta ir lygialaipsniskai tolydi.
Kadangi erdveé C[a, b] yra pilna, remiantis Hausdorfo teorema, pakanka jrodyti,
kad su kiekvienu € > 0 aibei M egzistuoja baigtinis e-tinklas. Tarkime,
|f(t)] < K, kai t € [0,1], f € M. Toliau tegu § > 0 parinktas taip, kad
kiekvienam elementui f € M,

lf(t)— f(s)] <e/b, kai |t—s| <.

Tarkime, intervalo [a,b] taskai a = tg < t; < -+ < t,, = b yra parinkti taip,
kad [tj—t;—1] < d suvisais j = 1,...,n. Intervaly [— K, K] taip suskaidykime
taskais —K =y <1 < -+ < Ym-1 < ym = K, kad |y; —y;j—1] < €/5 su

visais j = 1,..., m. Nagrinékime aibe M., sudaryta i§ lauz¢iy su virSunémis
taskuose (tj,yx),j = 0,1,...,n;k = 0,1,...,m. Kitaip sakant, funkcija ¢
priklauso aibei M, jei su kiekvienu j =1,...,n, g(t;) = ym, su kuriuo nors
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0 < mj < mir g yra tiesiné funkcija kiekviename intervale [t;_1,t;], j =
1,...,m. Akivaizdu, kad aibé M. baigtiné. [rodysime, kad ji yra aibés M
e-tinklas. Tegu f € M. Imkime lauzte f. einancia per taskus (t;,ym,),j =
0,1,...,n su taip parinktu mj, kad |f(t;) — ym,| < €/5. Pagal konstrukcija

|£(t5) — fe(t)] = [f(t5) — ym;)| < /5,
|f(tj+1) = fe(tirn)] < e/5,1f(t;) — f(tj41)] <e/5.
Taigi
|fs(tj) - fs(thrl)’ < 35/5.

Kadangi intervale [t;,t;41] funkcija f. tiesiné, tai

|fo(tj) — fo(t)] < 3e/5, kai t€ [tjtj1].

Bet kuriam ¢ € [a, b] paimkime tg j, su kuriuo t; < ¢t < t;11. Tuomet

1f(&) = fOI < [F@) = F@E)+ [ f(E5) — f () |+
|fo(t;) — f-(t)| < e/5+¢/5+3¢/5 =e.

Taigi
d(f, fe) = SUPb|f(t) —f()] <e

a<t<

ir tai jrodo, kad baigtiné aibé M. yra aibés M e-tinklas.

5.1.4 Kompaktiskosios L,(a,b) erdviy aibés

Siame skyrelyje jrodysime Rysoteorema, kuri apraso erdviy L,(a, b) kom-
paktiskasias aibes. Siekdami supaprastinti technines detales, funkcijos f €
Ly(a,b) apibrézimo sritj pratesime j visa realiyjy skai¢iy tiese, laikydami
f(t) =0, jei t & (a,b). Be to, jei nepasakyta kitaip, p > 1.

5.4 apibréZimas. Aibé A C Ly(a,b) vadinama lygialaipsniskai p-integruo-
jama, jei kiekviena € > 0 atitinka toks 6 = §(g) > 0, kad bet kuriai funkcijai
feA,

b
/|f(t+h)f(t)|pdt<6, kai 0 < h <é.



Funkcijos f € Ly(a,b) integralinis tolydumo modulis yra argumento 6 >
0 funkcija

wp(f;0) = sup / |f(t+ h) — f(t)Pdt.

0<h<d

5.3 teiginys. Jei funkcija f € Ly(a,b), tai
li d)=0.
51—I>% wp(f» ) 0

Jrodymas. Remiantis 77 iSvada, kiekviena f € L,(a,b) ir bet kurj ¢ > 0
atitinka toks polinomas p € P, su kuriuo

/ If(£) — p(t)|Pdt < &P

Dabar nesunku uzbaigti jrodyma. Taikydami Minkovskio nelygybe, turime
! 1/p
([ s n - repa) / 7+ 0 =l + Pat) ¢
0
! /p 1/p
([ e m =srrar) + ([ 160 - yrar)” <

e/4+ /|pt+h ()\pdt) +e/4<

5/2+21/p sup |p(t + h) — p(t)].
t€[0,1]

Kadangi limy, .o supg<;<y [p(t + h) — p(t)| = 0, tai

lim sup (/01 f(t+R) — f(t)|pdt)1/p <e/2.

h—0
Tai jrodo teorema, nes € > 0 laisvai pasirinktas skai¢ius. =
Aibés A C Ly(a,b) vienodas tolydumas reiskia, kad (palyginkite su (5.2))

hm supwp(f, 9) = 0. (5.4)
6—0 feA

Aibé A C Ly(a,b) yra aprézta, jei egzistuoja toks M > 0, kad visoms
funkcijoms f € A teisinga

/ﬂmWﬁgM



5.3 teorema. Aibé K C Lp(a,b) (a,b € R,b > a, p > 1) yra reli-
atyviai kompaktiSka tada ir tik tada, kai ji yra aprézta ir lygialaipsniskai
p-integruojama.

Irodymas. Pakankamumas. Pasinaudosime tuo, kad erdvé Cla, b] idedama
i erdve Ly(a,b). Tai yra, jei f € Cla,b], tai f € Ly(a,b). Be to, teisinga
nelygybé

b
[ 1t < s 7P - o). (55

Pasinaudodami ja, nesunkiai gauname, kad bet kuri erdvés C[a, b] kompak-
tiska aibé yra kompaktiska ir erdvéje Ly (a, b). Pirmiausia su bet kuriuo 7 > 0,
duotai aibei K C L,(a, b) sukonstruosime kompaktiska aib¢ K. C Cla, b]. Po
to jrodysime, kad kiekvieng € > 0 atitinka toks 7 kad K, yra aibés K e-
tinklas. Kadangi K, kompaktiska ir erdvéje Ly,(a,b), galésime pasinaudoti
Hausdorfo teoremos 5.1 isvada.
Imdami 7 > 0, funkcijai f € Ly(a,b) apibrézkime
1 t+1
f-(t) = 2/ f(s)ds, t€ la,b.
T Jt—7

Akivaizdu, kad kiekviena funkcija fr yra tolydi. Nagrinékime erdves C|a, b]
aibe K, = {f, : f € K}. Isitikinsime, kad ta aibé yra aprézta ir vienodai
tolydi. Tikrai, pritaike Minkovskio nelygybe, su kiekvienu ¢ € [a, b] turime

g < ([T ([T st <

T T

ery el [/ If(S)\”dS) v (5.0

t+1

|+ (8) 27" t

ir

t+u+7’ t+71
|fr(t+u) — 27—’/+u ) s)ds — - f(s)ds‘ =
t+7 t+7
27‘/1& f(s+u)ds — - f(s)ds‘g

t+7

oo [ 1w - fs)lds <

(M‘””(/jﬂ 1f(s+u) — f(s)|pds)1/p <

bT P
) o[ 154w~ fs)Pas) . (57)



Taigi aibés K, C Cla,b] apréztumas ir vienodas tolydumas iSplaukia is
teoremos salygy ir (5.6), (5.7) jver¢iy. Remiantis Arcelo-Askolio teorema,
su kiekvienu 7 aibé K yra reliatyviai kompaktiska erdvéje Cla, b], ir, kaip
pastebéjome auksciau, taip pat reliatyviai kompaktiska erdvéje L,(a, b).

Irodysime, kad kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks 7 = 7(&) su kuriuo aibé
K. yra aibés K e-tinklas. Fiksuokime € > 0. Remiantis aibés K vienodu
p-integruojamumu, egzistuoja toks 7 = 7(¢), kad

/\f f(s+u)Pds <eP, kai |u] <T.

Pasiremdami $ia savybe ir jverciu

t+1
0= 1:01< 5 [ 170 = fe)lds -
o [ 170 = e+ 5)lds <

2t ),

(2r) V0 ( /

—T

T

70— e+ s)pds)

gauname

f» fr / |f f’T ’pdt < / /_T f(t—l-S)‘pds}dt _
- / |f(t) — f(t+ s)|pdt}ds < 2151"/ ds — £P.

—T

Taigi aibé K, yra aibés K e-tinklas. Lieka pasinaudoti Hausdorfo teoremos
5.1 isvada.

Butinumas. Jau zinome, kad aibés apréztumas visados yra butina kom-
paktiskumo salyga. Todél lieka jrodyti aibés K vienoda p-integruojamuma.
Tegu ¢ > 0 ir fy,..., fn yra aibés K e-tinklas. Remiantis 5.3 teiginiu,
kiekvieng ¢ atitinka toks d; > 0, su kuriuo

/b Filt+ ) — fi(t)Pdt < (e/3)7,
kai 0 < h < 9;. Tegu 6 = minj<;<p 6;. Tuomet su visais i =1,...,n
/blfi(tJrh) — fi())|Pdt < (/3)", (5-8)
kai 0 < h < é.
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Laisvai pasirinkime funkcija f € K. Pagal e-tinklo apibrézims, rasime
funkcija f;, su kuria

[ 150 s < sy 5:9)

Jei 0 < h < 0, pasinaudoje Minkovskio nelygybe ir (5.8), (5.9) savybémis,
jvertiname

b b

([ 1+ m - s ””s ([ e+ -+ mpa)” +
([ 150 - sora)” + ([ 150 - ropa)” <

/ 70— it + fpar) 4 % (5.10)

Prisimine, kad funkcijos f ir f; lygios nuliui uz intervalo (a,b) ir, pritaike
(5.9), turime

b

b
/ Ft+h) — filt + B)[Pdt = / ) = fO)Pdt <
a+h
/ |f(t) (t)|Pdt < (e/3)P. (5.11)
I5 (5.10), (5.11) nelygybiy isvedame

b
/ FE+h) — P < &b,

kai 0 < h < 4. Kadangi funkcija f buvo pasirinkta laisvai, antrosios salygos
butinumas jrodytas. m
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