3 paskaita

3.1 Pilnosios metrinés erdveés

Metrinés erdvés pilnumo savoka yra viena pamatiniy metriniy erdviy
teorijai. Dar G. F. L. F. Kantoras savo 1872 mety darbe apie trigonomet-
rines eilutes, apibrézdamas iracionaliuosius skaicius, panaudojo racionaliyjy
skaiciy seky ribas. Taip jis ,papildé realiyju skaiciy aibe. PanaSiai sampro-
taudami galime ,papildyti“ ir abstrakéias metrines erdves. Siame skyrelyje
apibrésime pilnasias metrines erdves, pateiksime pavyzdzius bei svarbias ju
savybes. Irodysime metrinés erdvés ,,uzpildymo* teoremas.

3.1.1 Apibrézimas, pavyzdziai
Nagrinékime metrine erdve (X, d).

3.1 apibrézimas. Erdvés X elementy seka (x,) vadinama Kosi seka, jei
kiekvieng € > 0 atitinka toks N, € N, kad

d(xp, xm) < € su visais n,m > Ng.

Pritaike trikampio nelygybés aksioma ir konverguojancios sekos apibre-
Zima, nesunkiai jrodome, kad kiekviena konverguojanti metrinés erdveés seka
yra Kogi seka. Gerai Zinoma, kad realiyjy skai¢iy seka (a,) konverguoja tada
ir tik tada, kai kiekviena e > 0 atitinka toks N. € N, kad |a,, — a,| < € su
visais n, m > N.. Kitaip tariant, seka (a,,) konverguoja metrinéje erdvéje R
tada ir tik tada, kai ji yra Kosi seka. Kita vertus, 8is kriterijus teisingas ne
kiekvienai metrinei erdvei. I3 tikryjy, nagrinékime metrine erdve (X, d), kai
X = (0,1) ir atstumo funkcija yra d(z,y) = |z —y|, =,y € X. Sios erdves
seka (r, = 1/n, n € N) yra Kosi. Tikrai, jei ¢ > 0 ir N. — maZziausias
sveikasis skai¢ius, didesnis uz ', tai
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kai n,m > N.. Taciau seka (z,) nekonverguoja. Mat jei t € X ir NV} yra
maziausias sveikasis skai¢ius didesnis uz 2¢~! tai, imdami n > N;, gauname

1 1 1 ¢t
Az, t :’t——‘>t——>t——>t—f:f>0.
(. t) nl = TR, 272

Taigi su jokiu ¢t € X seka (d(zp,t),n € N) neartéja prie nulio.

3.2 apibrézimas. Metriné erdvé X vadinama pilnaja, jei kiekviena jos Kosi
seka konverguoja.

Taigi pilnos metrinés erdvés yra tos, kurioms galioja seky Kosi konvergavimo
kriterijus:

pilnos metrinés erdvés X seka (z,) C X konverguoja tada ir tik
tada, kai kiekviena € > 0 atitinka toks N, € N, kad d(zy,, zp) < €
su visais n,m > Nq.

Norint jrodyti, kad Kosi seka konverguoja, pakanka jsitikinti, kad kuris nors
jos posekis konverguoja. Tai labai daznai palengvina metrinés erdvés pil-
numo jrodymsa.

3.1 teiginys. Jei Kosi seka turi konverguojantj poseki, tai ji ir pati konver-
guoja.

Irodymas.  Jei (x,) — metrinés erdves X Kosi seka, tai kiekvieng ¢ > 0
atitinka toks N € N, kad d(zn,zn) < €, kai n,m > N. Jei (x5, ) — konver-
guojantis sekos (xz,) posekis, imdami n; > N., gauname

d(zp,xn,) <e, kai n > N.. (3.1)

Jei limyg_oo zn, = , (3.1) nelygybéje peréje prie ribos, kai k — oo, ir,
pasinaudoje atstumo funkcijos tolydumu, gauname

d(zn,z) <e, kai n> N..

Taigi limy,, oo T, = . =

3.2 teiginys. Jei Y — uzdara pilnos metrinés erdvés (X, d) aibé, tai poerdvis
(Y,d) — pilna metriné erdve.



Irodymas.  Tikrai, jei (z,) C Y — Kosi seka, tai ji yra ir edvés X Kosi
seka. Vadinasi, egzituoja riba lim, .o Zy, kuri yra aibés Y ribinis taskas.
Kadangi aibé Y uzdara, jai priklauso visi jos ribiniai taskai. Taigi seka (xy,)
konverguoja ir erdvéje Y. m

Kaip rodo auks¢iau nagrinétas nepilnos metrinés erdvés ((0, 1), d) pavyz-
dys, poaibio Y uzdarumas yra butina salyga tam, kad Y buty pilna metriné
erdve.

Kadangi euklidinés RP erdveés ir CP erdvés konvergavimas yra ekvivalen-
tus koordinaciy seky konvergavimui, akivaizdu, kad abi §ios metrinés erdves
pilnos.

3.3 teiginys. Seky erdvés {,, 0 < p < 00, co, RN yra pilnos metrinés erdvés.

Irodymas. Irodysime tik erdviy ¢p, kai 1 < p < oo, pilnuma, kitus atvejus
palikdami skaitytojui vietoj pratimo.

Tarkime, (x,) — erdvés ¢, Kosi seka ir @, = (xn5), n € N. Kiekvieng
e > 0 atitinka toks N, € N, kad d(x,,x;,) < €, kai n,m > N.. Remiantis
¢, erdvés atstumo funkcijos d apibrézimu (zr. ?? pavyzdj), i§ pastarosios
salygos iSplaukia

o0

Z |Zpt — TP < €P, (3.2)
k=1

kai m,n > N.. I8 §io jverc¢io gauname
’xnk - xmk| <eg,

kai m,n > N, ir k € N. Vadinasi, su bet kuriuo k € N, realiyjy skai¢iy
seka (x5, n € N) tenkina Kosi konvergavimo kriterijy. Taigi egzistuoja riba
x = limy, o0 Tpk. Pazymeékime @ = (xy). Pirmiausia jrodysime, kad x € £,,.
Tuo tikslu fiksuokime ng > N. Pritaike Minkovskio nelygybe, turime

(ZJ: ,xk,p>1/p < <i sk — xk]”)l/p n (ZJ: ’xm)k’p) 1/p <

[e.e]

<e+ (Z !xn0k|p) v

k=1

su kiekvienu J > 1. Kadangi daliniy sumy seka (Ei:l |zk|P, JJ > 1) aprézta,
eiluté ), |z [P konverguoja. Vadinasi, ¢ € ¢,,. Lieka jrodyti, kad lim,, .o @, =
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x erdvéje (. Imdami J > 1 ir n,m > N, i§ (3.2) gauname

J
Z ‘:L'mk - :Enk‘|p <eP
k=1
ir
J J
Z |z — zpi|P = lim Z | Tk — Tnk|P < €P.
m—00
k=1 k=1

Kadangi pastaroji nelygybé teisinga su visais J > 1, peréje prie ribos kai
J — 00, gauname

o
dP(xp, x) = Z |z — zpi|P <P, kai n > N.. (3.3)
k=1

Vadinasi, &, — = erdvéje £,. m

3.4 teiginys. Metrinés funkcijy erdvés Cla,b],C(R), Bla, b],C*[a,b] yra pil-
nos.

Irodymas. Tarkime, (f,) — erdvés Cla, b] elementy Kosi seka. Jei € > 0, tai
atsiras toks N; € N, kad

A(fm, fr) = sup |fu(t) — fm(t)| < e suvisais m,n > N
te(a,b]

Vadinasi, su kiekvienu ¢ € [a, b],
’fn(t) - fm(t)’ <e, kai n,m> N,. (34)

Fiksave t € [a, b], matome, kad skai¢iy sekai (f,(t)) tenisingas Kosi konver-
gavimo kriterijus. Taigi egzistuoja riba lim,_,« f,(t). Ja pazymékime fy(t).
Dabar (3.4) nelygybéje peréje prie ribos kai m — oo, gauname

|fo(t) — fu(t)] < e suvisais t €10,1], kai n > N.. (3.5)

Pirmiausia jsitikinkime, kad funkcija fo yra tolydi. Tegu n > 0. Remdamiesi
(3.5), parinkime tokj N € N, kad |fo(t) — fn(t)] < n/3 su visais t € [a,]].
Kadangi kiekviena tolydi funkcija uzdarame intervale yra tolygiai tolydi,
funkcija fy — tolygiai tolydi. Todél egzistuoja toks § > 0, kad |fn(t) —
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In(s)| <n/3, kai |t — s| < 6. Taigi imdami tokius ¢, s € [a, b], kad |t — s| < 6,
turime

[fo(s) = fo®)] < [fo(s) = ()] + [fn(s) = In(B)] + [fn () = fo(B)] <.

Vadinasi, funkcija fj tolygiai tolydi. O i3 (3.5) iSplaukia, kad f, — fo erdvéje
Cla,b].
Panagiai jrodome ir likusiy metriniy erdviy C(R), Bla, b], C¥[a, b] pilnuma.

3.5 teiginys. Metrinés erdvés Ly(a,b), 1 <p < oo, yra pilnos.

Irodymas. Be jrodymo. =

3.1 pavyzdys. Erdvés C,(a,b),p > 0, néra pilnos. Nekonverguojancios
Kosi sekos erdvéje Cp(—1,1) pavyzdys —

fn(®)
1 -1, kaite[-1,—1/n],
~1/n 1/n fn(t) =< nt, kaite (—1/n,1/n),
J 1, kaite[l/n,1].
1

5 brézinys: funkcija fi,.

<y

Isitikinkime, kad seka (f,) nekonverguoja erdvéje Ci(—1,1) (bendraji
atvejj paliekame skaitytojui vietoj pratimo). Nesunku matyti, kad

1
ahwm—[ﬁmw<mmWSi+g

Taigi (f,) — Kosi seka. Jei f € C1(—1,1), tai
1

[ fa(t) = f<t>\dt+/ 11— f(t)|dt.

1/n

1/n

—1/n
WMﬁ=[1HJ@W+/

—1/n

Tarkime limy, o d(fn, f) = 0. I§

—1/n
0 g/ 1+ f(8)]dt < d(fu, f)

-1



gauname, kad ffl |14+ f(t)|dt =0, t.y. f(t) = —1,kait € [-1,0). Analogiskai
isvedame, kad [ |1 — f(t)|dt = 0, t.y. f(t) = 1, kai ¢ € (0,1]. Tadiau taip
negali buti jokiai tolydziai funkcijai f. Vadinasi, seka (f,,) nekonverguoja.

3.1.2 ]Jdéty rutuliy teorema

Pilnoje metrinéje erdvéje teisinga labai svarbi jdétyjy rutuliy teorema,
analogiska analizés kurse Zinomai jdéty intervaly lemai.

3.1 teorema. Tarkime, X — pilna metriné erdvé, (B, (x,)) — uzdary jdéty-
ju rutuliy seka, t.y By, (zny1) C By, (2y,) su visais n € N. Be to, sakykime,
rn, — 0, kai n — oo. Tada egzistuoja vienintelis taskas x € X, kuris priklauso
visiems rutuliams By, (x,), n € N.

Irodymas. Kadangi {x,,znt1,...} C By, (2n), tal d(@pqp, zn) < 1 — 0,
kai n — oo. Vadinasi, (z,) yra Kosi seka ir, remiantis erdvés X pilnumu,
konverguoja j elementa, sakykime, z € X. Be to,

{l’k_H, Thy2y--- } C Brk (a;k)

Taigi su kiekvienu & > 1 elementas z yra aibés By, (xj) ribinis taskas.
Kadangi uzdarasis rutulys yra uzdara aibé, tai z € B, () su visais k =
1,2,.... Jei y — kitas taskas priklausantis visiems rutuliams By, (zf), tai

d(z,y) < d(z,z,) + d(zn,y) < 2r, — 0, kai n — oc.
Vadinasi, d(z,y) = 0. Taigiz =y. =

Uzdary jdétyjy rutuliy teorema charakterizuoja pilnas metrines erdves:
jei metrinéje erdvéje (X, d) bet kuri jdétyjy uzdary rutuliy seka, kuriy spin-
duliai konverguoja j nulj, turi vienintelj bendra taska, tai erdvé X yra pilna.
Tikrai, paimkime bet kuria erdvés X Kosi seka (). Tegu (Ni, k € N) yra
tokia didéjanti sveikyjy skaiciy seka, kad

d(ﬁmem) S 2_k_1, kal m Z Nk

Nagrinékime uzdaryjy rutuliy seka By = B(zy,,27%),k > 1. Isitikinkime,
kad tai jdétyjy rutuliy seka. Tikrai, jei ¢ € By, tai

d(zn,,r) <d(z,zN,, ) Fdrn, TN, ) < 9= (k+1) 4 o—k—1 _ ok
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Vadinasi, z € By. Taigi Bxy1 C By su kiekvienu k € N ir seka (By) turi
bendra taska z, t.y. d(zn,,x) < 27F su visais k > 1. Tai, savo ruoztu reiskia,
kad seka (zpy,) konverguoja. Kadangi Kosi seka (z,) turi konverguojantj
posekj, todél ir pati konverguoja (zr. 3.1 teiginj).

3.2 Metriniy erdviy atvaizdziai

3.2.1 Tolydieji atvaizdziai

Tarkime, turime dvi metrines erdves (X, d), (Y, p) ir aibe Xy C X. Na-
grinékime atvaizdj f : Xg — Y.

3.3 apibrézimas. Atvaizdis f : Xo — Y vadinamas tolydZiuoju taske xg €
Xo, jei kiekviena € > 0 atitinka toks 6 = 0(e,xg) > 0, kad

p(f(x), f(xo)) < e suvisais = € Ss(xg) N Xo.
Atvaizdis f : Xo — Y vadinamas tolydziuoju, jei jis yra tolydus kiekviename
aibés X taske.
3.4 apibrézimas. Atvaizdis f : Xo — Y vadinamas tolygiai tolydziu, jei
kiekviena € > 0 atitinka toks § = d(e) > 0, kad

p(f(z), f(y)) < e su visais tokiais x,y € Xo, kuriems d(x,y) <.

Kiekviena tolygiai tolydi funkcija yra tolydi, bet ne atvirksciai. Pavyz-
dziui, funkcija f : (0,1) — R, f(z) = 1/z, metrinéje erdvéje R yra tolydi,
bet ne tolygiai tolydi. (Isitikinkite.)

3.2 pavyzdys. Fiksuokime metrinés erdvés (X, d) taska a € X ir nagrine-
kime funkcija f : X — R, f(z) = d(x,a) su visais z € X. Funkcija f yra
tolygiai tolydi. Tai matome, pritaike nelygybe

[f(x) = f(Y)| = d(z,a) = d(y, a)| < d(z,y),

kuri lengvai isvedama i$ trikampio nelygybés aksiomos.



3.3 pavyzdys. Bet kuri funkcija, apibrézta diskreciojoje metrinéje erdvéje,
yra tolydi. (Irodykite.)

3.2 teorema. Atvaizdis f : Xo — Y yra tolydus taske xog € Xq tada ir
tik tada, kai lim, .~ f(x,) = f(x0) su bet kuria konverguojancia j xo seka
($n) C Xp.

Irodymas. Tarkime, atvaizdis f tolydus taske ¢ ir seka (z,,) konverguoja
i zo. Remiantis tolydumo apibrézimu, kiekviena & > 0 atitinka toks é > 0,
kad nelygybé p(f(z), f(z0)) < € teisinga, kai x € Xy ir d(z,x9) < J. Pagal
ribos apibréZzima, egzistuoja toks N5 € N, kad d(z,,xo) < 0, kai n > Ns.
Imdami n > Ns, gauname p(f(zy), f(x0)) < €. Vadinasi, f(x,) — f(z0), kai
n — oo.

Dabar tarkime, lim, . f(zn) = f(z0), kai lim,,—,o0 ,, = xo. Jei f néra
tolydi taske zq, tai egzistuoja toks € > 0 su kuriuo teisinga 3i savybé: bet
kurj § > 0 atitinka toks = € Xy, kad d(x,z0) < J, bet p(f(x), f(xo)) > €.
Imdami § = 1/n, gauname seka (x,) C Xo, su kuria p(f(x,), f(zo)) > €,
nors d(x,, o) < 1/n. Akivaizdu, kad lim, ..o x, = o, bet seka (f(zy))
nekonverguoja i f(xg). Si priestara jrodo, kad prielaida buvo klaidinga. =

Atvaizdziy tolyduma galime charakterizuoti atviryjy aibiy terminais.

3.3 teorema. Atvaizdis f : X — Y tolydus tada ir tik tada, kai su kiekviena
atviraja aibe A C Y, pirmvaizdis f~(A) — atviroji aibé.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, atvaizdis f tolydus ir A C Y — atviroji
aibe. Jei x € f71(A), tai f(z) € A. Kadangi aibé A atvira, egzistuoja
toks € > 0 su kuriuo S-(f(z)) C A. I8 funkcijos f tolydumo isplaukia, kad
spindulj ¢ atitinka toks & > 0, su kuriuo p(f(z), f(y)) < €, kai d(z,y) < J.
O tai reigkia, kad su kiekvienu y € S5(z), f(y) € A arba Ss(z) C f~1(A).
Taigi aibé f~1(A) atvira.

Pakankamumas. Fiksuokime z € X. Kokj bepaimtume atvirajj rutulj
S.(f(z)), jo pirmvaizdis f~1(S.(f(x)) yra atvira aib¢ ir jai priklauso z. Todél
egzistuoja toks § > 0, su kuriuo Ss(x) C f1(S:(f(z)). O tai, savo ruoztu
reiskia, kad jei d(z,y) < 0, tai p(f(y), f(x)) < e. Vadinasi, funkcija f tolydi
taske x. =

Labai svarbi yra sudétinés funkcijos tolydumo savybé. Jos irodyma pa-
liekame skaitytojui vietoj pratimo.



3.4 teorema. Tarkime, (X,d), (Y,p) ir (Z,q) — metrinés erdvés. Be to,
tarkime, funkcija f : X — Y yra tolydi taske x € X, o funkcija g : Y — Z —
tolydi taske y = f(x) € Y . Tuomet kompozicija g o f : X — Z yra tolydi
taske x.

Priminsime, kad bet kuriai bijekcijai f : X — Y atvirkstinis atvaizdis
f71:Y — X yra apibréztas pagal taisykle f~1(y) = z, jei f(x) = y.

3.5 apibrézimas. Tarkime, f : X — Y — bijekcija. Jei abu atvaizdziai f ir
f~1 yra tolydus, tai atvaizdis f vadinamas homeomorfiniu. Jei toks atvaizdis
egzistuoja, tai metrinés erdvés X ir Y vadinamos homeomorfinémis.

3.6 apibrézimas. Bijekcija f : X — Y vadinama izometrija, jei

p(f(x), f(y)) = d(z,y),

su visais x,y € X. Jei egzistuoja erdviy X ir Y izometrija, tai sakome kad
tos erdvés yra izometriskos.

Akivaizdu, kad izometrija yra taip pat ir homeomorfizmas, bet ne at-
virks¢iai. Pavyzdziui, erdvés X = (—1,1) ir Y = R su euklidiniu atstumu
tarp realiy skai¢iy yra homeomorfinés, bet ne izometriskos. Funkcija f(z) =
tg(mx/2) yra erdviy X ir Y homeomorfizmas.

Homeomorfizmas iSsaugo visas pagrindines topologines metriniy erdviy
savybes: atvirosios aibés atvaizduojamos j atviragsias, ribiniai taskai j rib-
inius. Izometrinis atvaizdis iSsaugo dar ir metrines savybes.

3.2.2 Sutraukiantieji atvaizdziai

Siame skyriuje jrodysime svarbia Banacho teorema apie pilnos metri-
nés erdvés atvaizdzio nejudamaji taska. Si@ teorema taikysime kai kurioms
lygtims spresti.

Tarkime, (X, d) — metriné erdve.

3.7 apibrézimas. Atvaizdis f : X — X vadinamas sutraukianc¢iuoju, jei
egzistuoja toks teigiamas skaicius o < 1, kad

d(f(z), fly)) < ad(x,y) suvisais x,y € X.



Taskas x, su kuriuo f(z) = =z, vadinamas atvaizdzio f nejudamuoju
tasku. Sutraukianciojo atvaizdzio nejudamojo tasko egzistavima 1939 metais
jrodé S. Banachas.

3.5 teorema. Tarkime, X — pilna metriné erdvé. Jei atvaizdis f : X — X
sutraukiantysis, tai egzistuoja vienintelis x € X, su kuriuo f(z) = x.

Irodymas. Kadangi atvaizdis f yra sutraukiantis, egzistuoja toks skaiCius
a € (0,1), su kuriuo

d(f(x), fy) < ad(z,y), kai z,yeX (3.6)

Fiksuokime bet kurj elementa zo € X ir apibrézkime paprastyjuy iteraciju
seka
Tp = f(xp-1), neN.
Irodysime, kad (z,) — Kosi seka. Remiantis jos nariy apibrézimu ir (3.6)
savybe,
d(@pt1, 2) = d(f(z1), f(2K-1)) < od(@p, TR-1),

kai k € N. Pakartoje sia nelygybe k karty, gauname
d(xpi1, z) < oFd(xy, xo). (3.7)

Tarkime, n,m € N, m > n. Naudodami trikampio nelygybe ir (3.7) jvertj,
iSvedame

d(xm, p) < d(@m, 1) + d(Tp—1, Tm—2) + - + d(Tps1, 2n) <
(@™ 4 ™2 4 4 aM)d(z, 20) <

anad(xl, z0). (3.9)

1—

Kadangi 0 < o < 1, tai o™ — 0, kai n — oo ir i§ (3.8) i8plaukia d(zp, Tm) —
0, kai n,m — oo. Vadinasi, (z,) — Kosi seka. Kadangi erdvé X pilna, seka
() konverguoja. Pazymékime x = lim,,_,o, z,,. Kadangi funkcija f tolydi,
tai limy, oo f(zn) = f(x). Kita vertus, f(x,) = xn4+1, todél

f(z) = lim f(z,)= lim zp41 = lim z, = z.
n—oo n—oo n—oo

Vadinasi, f(z) = =.
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Lieka jrodyti, kad nejudamasis taskas yra vienintelis. Jei egzistuoja dar
vienas taskas y € X, su kuriuo f(y) = v, tai

d(y, ) = d(f(y), f(z)) < ad(y, z).

Si nelygybé teisinga vieninteliu atveju, kai d(z,y) = 0. Vadinasi, z = y. =

Is teoremos jrodymo matome, kad funkcijos f nejudamajj taska galime
rasti naudodami paprastyjy iteracijy seka (x,), pradinj iteracijos narj
pasirinkdami laisvai. Naudodami i§ (3.8) formulés gaunama ivertj

n

d(f(z0), z0),

d(xp,x) = lim d(zy, ) < a
m—00 11—«
galime apskaic¢iuoti nejudamojo tasko x m-ojo artinio x, tiksluma. IS Sios
formulés matome, kad iteracijy sekos (x,) konvergavimo j nejudama taska
greitis priklauso nuo zg parinkimo.
Sutraukianciojo atvaizdzio principa galime apibendrinti. Tarkime, f :
X — X. Su bet kuriuvo n € N funkcijos f n-asis laipsnis f" apibréziamas

taip: f! = f,
f(x) = " Hf(z), kai z€X it n> 1.
Pagal §j indukcinj apibrézima, f™(f(x)) = f(f™(x)) su visais z € X.
3.6 teorema. Tarkime, X— pilna metriné erdvé. Jei egzistuoja toks n €

N, kad atvaizdis f™ : X — X yra sutraukiantis, tai egzistuoja vienintelis
atvaizdzio f nejudomas taSkas.

Irodymas. Jei teoremos salygos iSpildytos kai n = 1, tai tvirtinimas iSplaukia
i§ 3.5 teoremos. Tarkime, n > 1. Nagrinékime sutraukiantjjj atvaizdj g =
f™. Remiantis 3.5 teorema, egzistuoja vienintelis Sio atvaizdZzio nejudamasis
taskas, sakykime, xg : g(xg) = zp. Tada

g(f(x0)) = f*(f(x0)) = " (xo) = F(f™(w0)) =
f(g(x0)) = f(xo).

Gauname, kad elementas f(x) taip pat yra atvaizdzio g nejudamasis taskas.
Kadangi toks taskas gali buti tik vienas, tai xg = f(zp). =
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3.2.3 Banacho teoremos pritaikymo pavyzdys

3.4 pavyzdys. Tarkime, f : [a,b] — [a,b] — duota tolydi funkcija ir reikia
surasti tokj intervalo [a,b] taska x su kuriuo f(z) = x (zr. 5 brézinj).
Norédami 8io uzdavinio sprendimui pritaikyti teorema apie nejudama taska,
intervala [a, b] nagrinékime kaip metrine erdve su jprastine metrika d(z,y) =
|x — y|. Taip gauta metriné erdve, pazymeékime ja X, yra pilna ir funkcija
f atvaizduoja ja i save: f : X — X. I8spresti lygti f(x) = x reiskia surasti
atvaizdzio f nejudama taska. Jeigu

max |f'(z)] = a < 1,
z€la,b]

tai atvaizdis f — sutraukiantis, nes pagal Lagranzo formule, su visais z,y €

[a,b]

[f(@) = fWl=1f' )z -y < alz—y| (da 0 € [z,y).
Taigi remiantis Banacho teorema, egzistuoja vienintelis atvaizdzio f neju-

damas taskas x € [a, b], kuris yra ieSkomasis sprendinys ir gali buti surastas
paprastyju iteracijuy metodu (zr. 5 brézinj.)

fle) b

fanl
fao) L- /-

6 brézinys: Lygties f(x) = = sprendimas paprastosiomis iteracijomis

Pirmasis iteracijy metoda nagrinétos lygties sprendimui pritaikeé C.E. Pi-
karas. Tai pasitarnavo S. Banachui bendresnés teoremos apie sutraukianciy
atvaizdziy nejudamus taskus jrodymui.
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3.5 pavyzdys. Tirsime integraline lygti

b
—)\/ K(t,s,g(s))ds = f(t), t€ [a,b]: (3.9)

Cia g — ieSkomoji argumento ¢ funkcija; f — duotoji argumento t funkcija; K
— duotoji trijy kintamuyjy funkcija; A — konstanta.

Skaiciy A galime prijungti prie funkcijos K, bet, kaip matysime véliau,
(3.9) forma yra patogesné.

3.7 teorema. Tarkime, patenkintos Sios salygos:
a) f € LQ(av b):
b)  egzistuoja tokia dviejy argumenty funkcija N : (a,b)?> — R, kad

|K(t,s,u) — K(t,s,v)] < N(t,s)|lu—v| suvisais s,t,u,v € [a,b];

b b
/ / N2(t, s)dsdt = P* < oo;

¢)  funkcija K(t,s,0) yra tolydi abiejy argumenty t ir s atzvilgiu;

be to,

d) |\ <1/P.

Tuomet (3.9) Iygtis turi vienintelj sprendinj g € La(a,b).
Irodymas. Funkcija F': La(a,b) — La(a,b) apibrézkime taip:

b
Fo)(1) :)\/ K(t5,9(s))ds + f(£), t¢€ [ab.

Nesunku jsitikinti, kad (3.9) lygties sprendinys yra funkcijos F' nejudamasis
taskas. Jei jrodysime, kad atvaizdis F' yra sutraukiantis, tai jrodysime, kad
F' turi vienintelj nejudamajj taska. IS teoremos salygy iSvedame

£ F ) = [ ([ 006 - K s 16)as)

<>\2/ /Nts\g F(s)\ds) di

< NP2d(g, f).
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Paskutiniaja nelygybe gavome pritaike Hiolderio (??) nelygybe kai p = ¢ =
2. Taigi d(F(g),F(f)) < |A|Pd(g,f). Kadangi |\ < 1/P, atvaizdis F

sutraukiantis. =
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