2 paskaita

2.1 Metriniy erdviy aibes, sekos ir atvaizdziai

Kai aibéje apibréztas atstumas tarp tasky, galime klasifikuoti tiek jos
poaibius, tiek taskus poaibiy atzvilgiu. Siame skyrelyje apibrésime atviras
ir uzdaras aibes, vidinius, iSorinius, izoliuotus, ribinius bei krasto tagskus.
Be to, susipazinsime su metrinés erdvés elementy sekos riba ir tolydziais
metriniy erdviy atvaizdziais.

2.1.1 Aibiy ir tasky klasifikavimas

Metrinés erdvés (X, d) aibé
Sr(y) ={z e X:d(z,y) <7}
vadinama atviruoju, o
B(y) ={zr e X:d(z,y) <7}

— uzdaruoju rutuliu su spinduliu r ir centru taske y € X (kai rutulio spin-
dulio israiska sudétingesné, naudosime taip pat zZymenis S(y;7) ir B(y;r)).
Rutuliai yra bene svarbiausios metriniy erdviy aibés. Panagrinékime keleta
pavyzdZziy.

2.1 pavyzdys. Plokstumoje R? skirtingas metrikas atitiks skirtingi rutuliai.
Iprastas euklidinis rutulys gaunamas su euklidine atstumo funkcija

do(@,y) = (21— 11)* + (@2 — y2)2)/*,

kai € = (z1,22), y = (y1,92). O Stai atstumo funkcijas di(z,y) = |x1 —
yi| + |z2 — yo| ir doo(,y) = max{|z1 — y1|, |r2 — y2|} atitinkantys rutuliai
turi visai kitokj vaizda (Zr. 1 brézinj).



1 brézinys: erdvés R? rutuliai, atitinkantys atstumo funkcijas deo, da ir d;

2.2 pavyzdys. Nesunku interpretuoti erdves C[0, 1] rutulius. Nagrinékime
funkcija g € C[0,1]. Jei f € By(g), tai supejo 1) lg(t) — f()] < 7. Tai yra,
g(t) —r < f(t) < g(t) + r su visais t € [0,1]. Vadinasi rutulj B,(g) sudaro
visos tokios tolydZiosios funkcijos f € C|0, 1], kuriy grafikai telpa juostoje
[g(t) —r,g(t) + r],t € [0,1] (uzbruksniuota juosta 2 brézinyje).

;g-l-e
g

2 brézinys: erdves C0, 1] rutulys B.(g)

2.3 pavyzdys. Nagrinékime metrine erdve RY. Su bet kuriais x,y € RY

o0
— |xz yz
d(z,y) = it I < 271 =1
=3 I <

Taigi bet kuris erdves RY rutulys, kurio spindulys yra didesnis nei vienas,



sutampa su aibe RY.

2.1 apibrézimas. Aibé A vadinama tasko x aplinka, jei egzistuoja toks
r > 0, kad S,(x) C A. Aibé A C X vadinama atviraja, jei ji yra kiekvieno
savo tasko aplinka.

Pagal susitarimg, tus¢ioji aibé laikoma atvira. O 8iy savybiy jrodymui tereikia
pritaikyti atvirosios aibés apibrézima.

2.1 teiginys. Bet kurios metrinés erdveés
e baigtiné atviryjy aibiy sankirta — atviroji aibé;

e bet kurio skaiciaus atviryjy aibiy sajunga — atviroji aibé.

2.4 pavyzdys. Metrinés erdvés R aibé I, = (—1/n,1/n) yra atvira su

kiekvienu n > 1. Taciau jy sankirta (-, I, = {0} néra atvira.

Remiantis antraja 2.1 teiginyje pateikta atviryjy aibiy savybe, apibréziamas
aibés vidus.

2.2 apibrézimas. Aibé
o
A= ] B,
BCA
kai sajunga imama pagal visas atvirasias aibes B C A, vadinama aibés A
vidumi.

Skaitytojui siulome jsitikinti, kad aibés A vidus A yra didziausia atviroji
aibé, telpanti aibéje A.

2.3 apibrézimas. Aibé A C X vadinama uZdaraja, jei jos papildinys A¢ =
X\A — atviroji aibé.

Pastebékime, kad atvirasis rutulys yra atviroji aibé, o uzdarasis rutulys —

uzdaroji. Be to, tuscioji aibé () pagal susitarima laikoma kartu ir atviraja ir
uzdaraja. Aibé X taip pat yra kartu ir atvira ir uzdara.

2.2 teiginys. Bet kurios metrinés erdvés
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e baigtiné uzdaryjy aibiy sajunga — uzdaroji aibé;

e bet kuri uzdaryjy aibiy sankirta — uzdaroji aibé.
Irodymas. Reikia pasinaudoti 2.1 teiginiu bei Siomis, gerai Zinomomis, De
Morgano tapatybémis:

M(X\A) =X\U; Ai, - Ui(X\A:) = X\ As.

Cia (A;) — bet kuri aibés X poaibiy Seima.

2.5 pavyzdys. Metrinés erdvés R aibé J, = [0,1 — 1/n] yra uzdara su
kiekvienu n > 1, bet sajunga (J,—; J,, = [0, 1) néra uzdara.

Remiantis antraja 2.2 teiginyje pateikta uzdaryjuy aibiuy savybe, apibréziamas
aibés uzdarinys.

2.4 apibrézimas. Aibé

1A= () B,

BDA
kai sankirta imama pagal visas uzdarasias aibes B, apimancias aibe A, vad-
inama aibés A uzdariniu.

Vél siulome skaitytojui paciam jsitikinti, kad uzdarinys [A] — maZiausia uz-
daroji aibé, kurioje telpa A. Sarys§j tarp aibés uzdarinio ir jos vidaus apraso
Sis teiginys.

2.3 teiginys. Tarkime, A C X. Teisingi Sie sarysiai:
o A=X\[47);
o [A] =X\ A°.
Irodymas. Kadangi A¢ C [A€], tai X\[A°] C X\ A°® = A. Bet aibé X\[A°] yra

atvira, todeél X\[A¢] CA . Kita vertus, aibé X\ A yra uzdara ir A° C X\ A .

Todél [A°] € X\ A . Vadinasi, AC X\[A€]. Tai jrodo pirmaja lygybe. Antroji
gaunama pritaikius pirmaja lygybe aibés A papildiniui A¢. =



2.5 apibrézimas. Aibé [A]\ A vadinama aibés A krastu ir Zymima 0A.
I5 2.3 teiginio gauname, kad
0A =[A]N[A°] =X\(A4 U A°).

Vadinasi, aibés krastas yra uzdara aibé ir sutampa su savo papildinio krastu:
0A = 0A°. Be to, akivaizdu, kad

[A] =A U 04
ir

X =AU A° U 9A.

2.6 pavyzdys. Metrinés erdvés R aibei A = (0, 1],

° /iz (0,1),
e A=10,1],
e 0A ={0;1}.

Euklidinés erdvés R™ atvirojo rutulio krastas yra sfera. (Isitikinkite.) Tai
atitinka jprastine geometrine aibés krasto interpretacija. Taciau interpretuo-
jant reikia buti atsargiems.

Visi metrinés erdvés (X, d) taskai aibés A C X atzvilgiu skirstomi j vi-

[e]
dinius (priklausanc¢ius aibés vidui A), iSorinius, kraStinius (priklausancius
krastui 0A), ribinius ir izoliuotus. Taskas x € X vadinamas aibés A

e iSoriniu tasku, jei egzistuoja z aplinka (arba rutulys S,(z)), nesiker-
tanti (nesikertantis) su aibe A;

e ribiniu tasku, jei kiekvienoje jo aplinkoje (arba kiekviename rutulyje
Sy(x)) yra bent vienas aibés A taskas, nesutampantis su z;

e izoliuotuoju tasku, jei © € A ir egzistuoja tokia x aplinka (arba egzis-
tuoja toks rutulys S.(z)), kurioje (kuriame) daugiau aibés A tasky
neéra.

Pastebésime, kad x € JA tada ir tik tada, kai kiekviename netusciame
atvirame rutulyje su centru taske x yra bent vienas aibés A ir bent vienas
aibés A€ taskas. Taigi aibés izoliuotieji taskai priklauso jos krastui.



2.4 teiginys. Aibés A uzdarinj sudaro jos ribiniai ir izoliuotieji taskai.

Irodymas. Jei x ¢ [A] = NacpB, tai egzistuoja tokia uzdaroji aibée B D A,
kad z ¢ B. Vadinasi, x € B¢ Aibé B¢ atvira, todél egzistuoja toks r > 0,
kad S, (z) C B€. Is ¢ia isplaukia, kad S, (x) N A = (). Vadinasi, z néra aibés A
ribinis taskas. Taigi jrodéme, kad kiekvienas aibés A ribinis taskas priklauso
jos uzdariniui [A]. Akivaizdu, kad izoliuotieji aibés A taskai taip pat priklauso
jos uzdariniui.

Dabar tarkime, x € [A] ir z néra izoliuotasis aibés A taskas. Jei x € A, tai
akivaizdu, kad x — ribinis taskas. Tarkime, x ¢ A. Remiantis aibés uzdarinio
apibrézimu, x priklauso kiekvienai uzdarai aibei B D A. Jei tarsime, kad
egzistuoja toks r > 0, su kuriuo S, () N A = (), gausime priestara, nes taskas
x nepriklausys uzdarajai aibei S¢(xz) D A. =

Izoliuotieji ir ribiniai aibés taskai dar vadinami jos salycio taskais. Ka
tik jrodyta teiginj galime performuluoti taip: aibés uzdarinys sutampa su jos
salycio tasky aibe.

2.5 teiginys. Aibé A yra atvira tada ir tik tada, kai A = A, o uzdara — tada
ir tik tada, kai A = [A].

Irodymas.  Akivaizdu, kad A C [A]. Irodysime, kad A D [A], jei aibe A
uzdara. Tarkime, z ¢ A. Kadangi aibé A® atvira ir x € A°, tai egzistuoja
toks € > 0, su kuriuo Sc(x) N A = ). Tai reiskia, kad S¢(z) O A. Kadangi
aibé S¢(z) uzdara, remiantis aibés uzdarinio apibrézimu, = ¢ [A]. Vadinasi,
A D IA].

Analogiskai jrodome, kad atvirai aibei A teisingas sarysis AD A. Kita
[¢]

vertus AC A pagal aibés vidaus apibrézimg. =

2.6 apibrézimas. Metrinés erdvés (X, d) aibés A diametru vadinamas skaicius

diam(A) = sup d(z,y).
z,y€A

Aibé A vadinama apréZta, jei jos diametras yra baigtinis.

Akivaizdus yra Sie teiginiai:



e jei A C B, tai diam(A) < diam(B);
e diam(A) = 0 tada ir tik tada, kai aibéje A yra tik vienas elementas;
o diam(S,(x)) = diam(B,(z)) < 2r.

Beje, lygybés paskutiniojoje nelygybéje gali ir nebuti. Pavyzdziui, tegu
B,(x) yra erdvées RN rutulys. Kaip matéme 2.3 pavyzdyje, d(z,y) < 1
su bet kuriais @,y € RY. Taigi, diam(B,(x)) < 1 su visais r > 1.

2.1.2 Sekos riba ir sankaupos taskai
Tegu (X, d) — metriné erdve.

2.7 apibrézimas. Elementas xo € X vadinamas sekos (x,) C X riba, jei
kiekvieng € > 0 atitinka toks N, € N, kad

d(xp,x0) < e suvisais n > Ne.

Jei xg yra sekos (x,) riba, raSysime lim,_. z, = z¢ arba =, — xo, kai
n — oo, ar dar trumpiau x,, — xo ir sakysime, kad seka (x,) konverguoja
i elementa x. Seka (z,) vadinama konverguojancia, jei egzistuoja toks ele-
mentas xg, kad lim,_, z,, = x¢. Prisimine skaitinés sekos ribos apibrézima,
matome, kad lim,, .. T, = xg tada ir tik tada, kai
lim d(xy,zo) = 0.
n—oo
Sekos riba, jei ji egzistuoja, yra vienintelé. Tikrai, jei z¢ ir x(, — sekos (z,)
ribos, tai atstumo funkcijai d pritaike trikampio nelygybe ir simetriskumo
aksioma, iSvedame

d(z0, () < d(xn, z0) + (20, 7).

Peréje prie ribos, kai n — oo, gauname d(xo,z;) = 0. Pagal vienaties
aksioma, zo = z(. Kaip matome, butent (M2) aksioma garantuoja konver-
guojancios sekos ribos vienatj.

Aibés ribinio tasko prasme paaiskina Sis teiginys.

2.6 teiginys. Elementas x € X yra aibés A C X ribinis taSkas tada ir tik
tada, kai egzistuoja tokia seka (x,,) C A, x,, # x, n € N, kad lim;, o0 x,, = .
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Irodymas. Tarkime, x — aibés A ribinis taskas. Remiantis ribinio tasko
apibrézimu, su kiekvienu n € N rutulyje S;/,(z) egzistuoja toks z,, kad
Ty € Air x, # x. Kadangi d(z,,z) < 1/n su kiekvienu n € N, seka (x,,)
konverguoja j elementa x.

Atvirksciai, jei egzistuoja tokia seka (z,) C A,z, # z, n € N, kad
T, — x, kal n — oo, tai, imdami bet kurj » > 0, rasime tokj N, kad
d(xn,z) < r. Vadinasi, zy € S,(x). Taigi kiekviename rutulyje su centru
taske x randame aibés A elementg, nesutampant] su x. Vadinasi, x — aibés
A ribinis tagkas. =

2.1 iSvada. Netudcia aibé A C X yra uZdara tada ir tik tada, kai kiekvienos
konverguojancios aibés A elementy sekos riba priklauso aibei A.

Svarbi yra ir sankaupos tasko savoka.

2.8 apibrézimas. Taskas x € X vadinamas sekos (z,) C X sankaupos
tasku, jei su bet kuriuo r > 0 aibé {n € N: x,, € S,(x)} yra begaliné.

Sankaupos tasko prasme paaiskina Sis teiginys.

2.7 teiginys. Taskas x € X yra sekos (x,,) C X sankaupos taskas tada ir tik
tada, kai egzistuoja konverguojantis j = posekis (zy, ).

Irodymas. Pakankamumas akivaizdus. Irodysime butinumg. Sakykime,
x — sekos (z,,) sankaupos taskas. Naudodami indukcija, grieztai didéjancia
sveikyju skai¢iy seka (ng) nusakykime taip. Tarkime, n; — maziausias sveika-
sis skai¢ius, su kuriuo z,, € Si(x). Akivaizdu, kad toks skai¢ius egzistuoja.
Tarkime, jau radome n; < ng < --- < ni_1. Remiantis sankaupos tasko
apibrézimu, aibé {n : n > ng_1 ir x, € S (x)} netuscia. Sakykime,
ng — maziausias jos elementas. Taigi pagal matematine indukcija suradome
seka (ng). Dabar imkime posekj (z, ), kurj apibrézia sukonstruota seka (ny).
Nesunku matyti, kad z,, € Sy/i(z) su visais k € N, t.y. limg oo 7y, = . =

2.8 teiginys. Sakykime, (z,) C X, M, = {&y, : m = n,n+1,..},n =
1,2,.... Sekos () sankaupos tasky aibei M teisinga lygybé

M = ﬂ?zozl[Mn]‘



Irodymas. Jei x € M, tai su kiekvienu r > 0, aibé {n : =, € S,(x)} yra
begaliné. Todél M, NS, (z) # 0, kai n = 1,2, .... Pagal 2.7 teiginj x € [M,,],
kai n = 1,2,... Vadinasi, M C ;2 [M,].

Dabar tarkime, z € (), [M,] ir r > 0. Remiantis 2.4 teiginiu, S,(z) N
M, # 0, kai n = 1,2,... I§ ¢la gauname, kad aibé¢ {n : z, € S.(z)}
butinai begaliné. Vadinasi, € M. Kadangi x buvo pasirinktas laisvai,
tai (1, [M,] € M. =

Norédami geriau suprasti metriniy erdviy seky konvergavima, panagri-
nékime keleta pavyzdziy.
2.7 pavyzdys. Konvergavimas euklidinéje erdvéje RP reiskia kiekvienos koor-

dinaciy sekos konvergavima:

Tp = (Tni,...,Tnp) = & = (21,...,2p) tada ir tik tada, kai

Tnl — L1y« Tpp — Tp-

Tikrai, tarkime a,, — x. Pagal ribos apibrézima, kiekviena € > 0 atitinka
toks N, € N, su kuriuo

p
d%(:l)n,ilf) = Z(JUnk - $k)2 < 527

k=1
kai n > N.. I8 ¢ia iSplaukia, kad
|Tnk — x| < e suvisals n > N, ir visais k=1,...,p.

Tai yra, xpr — T su visais k = 1,...,p. Atvirksciai, jei

lim z,, = x; suvisais k=1,...,p,

n—oo
tai

P P
lim d3(x,, ) = lim E (Tpp — z1)* = g lim (z,;, — zx)% = 0.

Taigi «, — «.

2.8 pavyzdys. Erdvés Cla,b] elementy sekos konvergavimas sutampa su
tolygiuoju funkcijy konvergavimu. Tikrai, nagrinékime seka (f,,) C Cla,b] ir
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tarkime, kad f, — f € Cla,b]. Pagal apibrézima kiekviena € > 0 atitinka
toks N; € N, kad

sup |fn(t) — f(t)| < e su visais n > N..
a<t<b

Tai yra,

|fn(t) — f(t)] < e suvisais n> N, ir visais t € [a,b].
O tai sutampa su tolygiuoju funkecijy sekos (fy,) konvergavimu j funkcija f.
2.9 pavyzdys. Erdvés C(R) elementy sekos konvergavimas reiskia tolygu

konvergavima kiekviename uzdarame intervale, t.y. f, — f erdvéje C(R)
tada ir tik tada, kai su bet kuriuo a > 0

lim sup |fu(t) = F(2)] = 0. (2.1)

N0 ¢el—a,a

Norédami tuom jsitikinti, pazymeékime

di(f, f) = sup |fn(t) = f@)|, E=1,2,...

te[—k,k|

ir tarkime,

> k dk: fn)f)
4fn: 1) 212 Lt dp(for ) O

kai n > N, € N. I8 ¢ia gauname, kad su kiekvienu k£ > 1

Z_k dk’(fnvf)

Taigi su kiekvienu k£ > 1

<e, kai n>N..

i di(fn, f) = 0.

Tai ekvivalentu (2.1). Kita vertus, tarkime, (2.1) yra iSpildyta. Fiksuokime
€ > 0 ir parinkime tokj K > 1, kad

i 27k < ¢/2. (2.2)

k=K+1
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Be to, parinkime tokj IV, i € N,

K

— dk‘(fnv f) .
o~k MMM ¢/2 kai n> N.g. 2.3
; 1+ di(fn, f) / " (23)
I8 (2.2) ir (2.3) iSplaukia, kad d(fy, f) < €, kai n > N, k. Vadinasi,
lim f, = f.

2.10 pavyzdys. Isitikinkime, kad erdves RN sekos konvergavimas ekviva-
lentus koordinatiniy seky konvergavimui.

Nagrinékime seka (z, = (w,)) C RN ir elementag & = (x5) € RN
Tarkime, d(x,,x) < €, kai n > N. € N. Kadangi

[e.e]

_ |xnk_$k‘
d(x g~k Tt TR <e

kai n > Ng, tai su kiekvienu k£ > 1

—k |xnk - xk‘

— < g,kai n > N..
1+‘Ink—xk’ ’ ©

I8 ¢ia i8plaukia, kad lim,, .. ,r = T su kiekvienu k € N.

Kita vertus, jrodykime, kad seka (x,) konverguoja i x, jei su kiekvienu
k, lim, o0 Tpi = x. Tam tikslui paimkime £ > 0 ir parinkime tokj m, kad
>0 i1 27F < /2. Tuomet

o

m
d(xp, x) = ZTk_mnk — + Z 2‘k—|x”k — k|

1+ |zpp — o] 1+ |zpp — o]

k=1 k=m+1
S | Tk — @k
<Y ok Ik O oo 2.4
IR v e 24
Kadangi m yra fiksuotas ir lim, oo Tnr = Tk, kai k = 1,...,m, galime taip
parinkti N¢ ,,, kad
m
Tk — T
2k e =l <e/2, 2.5
2 ] < 25

kai n > Ng,,. Taigi 1§ (2.4) ir (2.5) isplaukia, kad d(x,,x) < €, kai tik
n > N¢ . Vadinasi, lim, .o x, = .
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