16 paskaita

16.1 Tiesineés lygtys

Siame skyriuje spresime lygti * — Tx = a, kal z ir a yra atitinkamai
ieskomas (nezinomas) ir duotas (zinomas) Banacho erdvés E elementai, o T
— kompaktiskasis operatorius, veikiantis toje erdvéje. Daugelis matematikoje
ir jos taikymuose nagrinéjamy lygéiy gali buti uzrasomos Siuo pavidalu, tin-
kamai parinkus erdve E ir operatoriy 7. Zinomos tiesiniy algebriniy lygéiy
sistemos gaunamos kai E = R” ir T' — tiesinis operatorius, nusakomas n X n
matrica. Jei E — funkcijy erdveé (pvz., Cla,b], Ly[a,b]) o T' — diferencialinis
operatorius, gauname diferencialine lygti, o jei T' — integralinis operatorius,
turime integraline lygtj. Atskiros integralinés lygtys buvo nagrinéjamos jau
19 Simtmetyje, tac¢iau bendraja teorija sukuré 7. Volteras, 7. Fredholmas ir
?. Hilbertas tik 19 ir 20 amziy sanduroje. Visos 8ios lygtys svarbios matem-
atikos taikymams, pvz., matematinei fizikai, mechanikai.

Pirmame skyrelyje pateiksime bendra Banacho erdviy tiesiniy lygciy
teorijg ir suformuluosime Fredholmo alternatyva. Antrame skyrelyje na-
grinésime Fredholmo lygtis, apibréztas Hilberto erdvéje Lo[a, b] ir atskira ju
atveji — Voltero lygtis. Paskutiniame skyrelyje trumpai paaigkinsime kaip
sprendziamos integralinés Fredholmo lygtys.

16.2 Fredholmo-Ryso-Sauderio teorija

Tarkime T — Banacho erdvés E kompaktiskasis operatorius (t.y. T €
L.(E)). Tirsime lygtj
x—Tx = a, (16.1)

kai a € E — Zinomas elementas, o x € E — ieSkomasis.
Kartu tirsime (16.1) lygtj atitinkanc¢ia homogenine lygti

z2—Tz=0 (16.2)



bei atitinkamas jungtines lygtis
= T2" =a* (16.3)

ir

2F =Tz = 0; (16.4)
¢ia T™ — operatoriaus T jungtinis operatorius, a* € E* - duotasis elementas,
¥, z* € E* —ieSskomieji elementai. Priminsime, kad operatoriaus T reik8miy
sritj Zymime R(T), R(T) = {Tz,z € E}. Toliau zymeésime U = [ — T ir
U* = I* — T*. Pirmiausia jrodysime tokj pagalbinj teiginj.

16.1 teorema. Jei T — kompaktiskasis operatorius, tai R(I —T') ir R(I* —
T*) — uzdarosios tiesinés aibés.

Irodymas. Tarkime, (y,) C R(U) ir y, — yo, kai n — oo. Irodysime, kad
Yo € R(U). Sakykime, (z,) C E — tokia seka, kad =, — Tz, = y, su visais
n € N. Tirsime kelis atvejus.

Pirmiausia tarkime, kad seka (z,) — aprézta. Kadangi operatorius T
kompaktiskas, tai seka (Tx,) turi konverguojantj posekj. Bet $iuo atveju
ir seka (z,,) turi konverguojantj poseki, nes =, = y, + Tx,. Tarkime, kad
posekis (z,) konverguoja j elementa xy. Kadangi operatorius T yra tolydus,
tai Tz, — Tz, kai n — oco. Vadinasi, xg = Txg + yo, t.y. yo € R(U).

Dabar tarkime, kad seka (z,,) néra aprézta. Kad buty trumpiau, pazymékime
N =N(U) ir dy, = d(xy, N). Pagal atstumo nuo tasko iki aibés apibrézima
egzistuoja toks elementas z, € N, kad

1
dn < ||lzn — 20| < (1 + E)d”' (16.5)

Be to, U(zp — zn) = yn. Jei seka (d,) aprézta, tai, samprotaudami kaip
pirmuoju atveju, tik pakeite x, i x, — z,, irodome, kad yy € R(U). Lieka
istirti atveji, kai seka (d,,) neaprézta. Bet, pasirodo, 8ito negali buti. Tikrai,
tarkime, (dy) — neapréztoji seka. Imdami, jei reikia, posekij, galime laikyti,
kad d,, — oo, kai n — oo. Pazymékime

In — Zn

Uy = —————.

Kadangi y,, — yo, todél ||y,|| — aprézta seka, taigi,

yn/[l2n — 2ull[| < sup [[ynll/dn — O,
n
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kai n — oo. Todél U(u,) — 0, kai n — oo, o i§ jau jrodytos dalies (uy,
— aprézta seka , o y, = U(u,) — yo = 0) isplaukia, kad egzistuoja sekos
(un) konverguojantis posekis. Kad buty papras¢iau, sakykime, kad pati
seka konverguoja: w, — ug, kai n — oo. Akivaizdu, kad uy € N. Bet
Tn, — zn — ||Xn — 2nl|uo = (un — wo)||2n — 20| Be to, zn + [|xn — zn||uo € N,
todél

[lun — uol[(1 +1/n)dn = [[(un — uo)l[zn — 2n|l] =

|20 — (2n + [|Tn — 2nluo)|| > dn.

I3 ¢ia isplaukia, kad ||lup, — up|l| > n/(n + 1), o tai prieStarauja sarysiui
u, — ug, kai n — oo. Vadinasi, seka (d,) yra aprézta, o tuo paciu aibé
R(U) yra uzdara. Kad aibé R(U*) yra uzdara, iSplaukia i$ ka tik jrodytojo
teiginio, nes, remiantis Sauderio teorema i3 9 skyriaus , T* — kompaktiskasis
operatorius. m

Dabar jrodysime pagrindinj Fredholmo—Ryso—éauderio teorijos teiginj.
16.2 teorema. Tarkime, T' — Banacho erdvés E kompaktiSkasis operatorius.
Sie teiginiai ekvivalentus:

a)  (16.1) lygtis turi sprendinj su kiekvienu y € E;
b)  (16.2) lygtis turi tik nulinj sprendinj;

c)  (16.3) lygtis turi sprendinj su kiekvienu y* € E*;
d)  (16.4) lygtis turi tik nulinj sprendinj.

Be to, jei ispildyta bent viena i§ a) —d) salyguy, tai operatoriai [ —T ir I —T*
yra reguliarus.

Pastaba. Teoremos tvirtinima galima performuluoti taip: keturi tvirtini-
mai R(U) =E,R(U*) =E*, N(U) = {0}, N(U*) = {0} yra ekvivalentus.

Irodymas. a) = b). Duota, kad R(U) = E. Tarkime, b) tvirtinimas neteisin-
gas, t.y.
Ni={x€E:Uz =0} # {0}.

Tarkime, z; € Ny ir 1 # 0. Tirkime lygti Uz = x1. Remiantis duotaja
salyga, $i lygtis turi sprendinj. Tarkime, x5 — tos lygties sprendinys. Tuomet

Uz =Uz1 =0, t.y. JJQENQZ{.'L'EEZUQQZ':O}.
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Akivaizdu, kad N3 C Ny ir, be to, §i jdétis yra grieZta (prieSingu atveju
1 = 0). Tesdami 8iuos samprotavimus, gauname poerdviy seka

NiCNyC---CN,C---.

Be to, visos jdétys grieztos. Remiantis Ryso lema apie "beveik" statmenj,
kiekvienoje aibéje N, egzistuoja toks elementas z,, kad ||z,|| = 1 ir ||z —
zn|| > 1/2 suvisais x € N,,_1. Tirkime seka (T'z,). Si seka turi konverguojantjjj
poseki, nes operatorius T kompaktiskas, o seka (z,) aprézta. Kita vertus, jei
m > n, tai

U (2 — Uzn + Uzy) = U™z, —
Uz, +Umz, =0,

nes UFz = 0, kai k > [. Vadinasi,
Zn — Uz +Uzpy € N1

ir

|Tzm — Tzn|| = ||(zm — Uzp + Uzm) — 2m|| > 1/2.
I$ ¢ia iSplaukia, kad seka (T'z,) neturi né vieno konverguojancio posekio.
Gautoji priestara jrodo, kad prielaida buvo klaidinga.

b) = ¢). Duota, kad N(U) = {0}. Reikia jrodyti, kad R(U*) = E*.
Tarkime, z* € E*. Funkcionala y* : R(U) — K apibrézkime taip: y*(u) =
x*(z), kai w = Uz. Akivaizdu, kad kiekviena v € R(U) atitinka vienintelis
z € E, su kuriuo v = Uxz. Tikrai, jei 2’ yra kitas toks elementas, tai x —
2’ € N(U). Bet i3 prielaidos b) isplaukia N(U) = {0}. Vadinasi, x = 2.
Taip pat nesunku jsitikinti, kad funkcionalas y* - tiesinis. Norédami jrodyti,
kad jis apréztas, jsitikinsime, kad skaiciy aibé {||z||/||Uz||,z € E} aprézta.
Tarkime, kad yra priesingai, t. y. egzistuoja tokia seka (x,), kad

f el
w5 [Tl

Kad buty papras¢iau, galime tarti, jog ||zn|| = 1 ir lim,—o ||[Uzy|| = 0.
Kadangi T kompaktigkasis operatorius, tai seka (Tx;,) turi konverguojantiji
posekj. Sakykime, (T'z,, ) ir yra tas posekis bei

lim Tz, = xo.
k—oo

I$ ¢ia ir i§ nelygybés

[|2ny, = ol| < [#ny, = Twn, || + [[T2n,, — xol| = [|Uzn, || + [[T2n,, — o]
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gauname, kad limy_.o xn, = 2. Bet Siuo atveju zg — Tz = limp 00 Tpn, —
Txy,, = 0, todél g = 0. Tai priestarauja salygai ||z, || = 1. Si priestara
irodo, kad egzistuoja konstanta «, kad ||z|| < «||(U)x|| su visais x € E. I§
Sio jvercio iSplaukia, kad funkcionalas y* apréztas. Remiantis Hano-Banacho
teorema, egzistuoja funkcionalo y* tesinys §* € E*  visg erdve E. Be to,
ll7*|] = ||ly*||- Kadangi §*(u) = y*(u), kai v € R(U), tai g*(x — Tz) = x*(x)
su kiekvienu x € E. I8 ¢ia 2*(x) = (U*)y*(x) su visais x € E. Vadinasi,
x* = (U*"g* € R(U").

¢) = d). Irodome kaip ir implikacija a) = b), tereikia operatoriy T
pakeisti operatoriumi 7.

d) = a). Duota, kad N((U)*) = {0}. Reikia jrodyti, kad R(U) = E.
Tarkime, R(U) # E. Remiantis 1.1 teorema, R(U) — uzdaroji tiesiné aibé.
Tarkime, yo € E, bet yo ¢ R(U). Remiantis 7.3.2 (7?) iSvada, egzistuoja
toks funkcionalas z* € E*, kad z*(yp) = 1 ir *(y) = 0 su visais y € R(U).
Bet §iuo atveju z*(Ux) = 0 su visais z € E, todél ir U*z*(z) = 0 su visais
x € E. I8 ¢ia isplaukia, kad U*z* = 0, t.y. z* € N(U*) ir * # 0. Gavome
priestarg. =

16.3 teorema. Jei T — Banacho erdvés E kompaktiskasis operatorius, tai
(16.1) ir (16.3) Iygtys turi vienoda baigtinj tiesiskai nepriklausomy sprendiniy
skaiciy.

Irodymas. Remiantis 16.2 teorema, homogeninés (16.2) ir (16.4) lygtys abi
kartu turi arba tik trivialiuosius sprendinius, arba egzistuoja abiejy lygciy
netrivialieji sprendiniai. Antruoju atveju 1 yra operatoriy 1" ir T* tikriné
reiksme, todél remiantis 10.1.5 (?7) teorema, $iy operatoriy tikriniai po-
erdviai N(U) ir N(U*), atitinkantys tikrine reikSme 1, yra baigtiniamadiai.
Sakykime, {z1,...,2,} ir {¢F,...,¢¥" } yra atitinkamai poerdviy N(U) ir
N(U*) bazés. Irodysime, kad n = m.

Tarkime, n < m. Remiantis 7.3.4 (7?7) isvada, egzistuoja jungtinés erdvés
E* elementy sistema {z7, ..., 2"}, kuri yra biortogonali bazei {z1,...,2z,}, ir
erdvés E elementy sistema {t1,. .., 1, } — biortogonali bazei {¢7,... V% }.
Kadangi atitiktis

r— 32 (@)
i=1
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apibreézia kompaktiskajj baigtiniamatj operatoriy, tai operatorius V : E — E,

Ve="Tx+ Z 2 (),

i=1

yra kompaktiskas, nes jis lygus dviejy kompaktiskyjy operatoriy sumai.
Irodysime, kad lygtis Vz — 2z = 0 turi tik trivialyji sprendinj. Jei zg —
bet kuris Sios lygties sprendinys, tai ¢} (Uzo — 20) = 9;(0) = 0 su visais
k=1,...,n. Vadinasi,

0= ’Lﬁ;:(VZO — ZO) = ¢Z <TZ(] — 20 + Z Z:(Zo)’gbi)
=1

n
= ((T* = ")) (20) + D 2 (20)05k (v) = 2i(20),
i=1
su visais k = 1,...,n, nes ¥} (1;) = 0y; ir (T* —I*)} = 0. Kadangi z;(20) =
0 su visais k = 1,...,n, tai Vzg = Tz. IS ¢ia iSplaukia, kad z9 € E yra
lygties Tz — x = 0 sprendinys: Tzp — zp = 0, t.y. 29 € N(U). Vadinasi,
20 = > iy oz Tada

n
0= z(20) = ZaizZ(zi) = ay
i=1

su visais kK = 1,...,n. Tokiu budu, jrodéme, kad lygti Vz — z = 0 tenkina
tik trivialusis sprendinys zg = 0. Remiantis 16.2 teorema, su kiekvienu y € E
lygtis Vo —x = y turi vienintelj sprendinj. Sakykime, ' yra lygties Vo —x =
Yns1 sprendinys, t.y. Va' — 2’ = ,41. Siuo atveju

Vi1 (Ynt1) = Py q (V' — ')
=y (T2' —a') + Z 2 (@)1 (W)
i1
= (T — D)ty 4 (2") = 0,

nes (I — Iy = 0 ir ¥5 1 (¢5) = dns1y = 0, jei i = 1,...,n. Kita
vertus, turi buti ¢y ;(¢ny1) = 1. Gavome priestara. Taigi prielaida n < m
klaidinga.

Panagiai samprotaudami, tik pakeite operatoriy 7" operatoriumi 7, gau-
name priestarag nelygybei m < n. Vadinasi, n =m. =



16.4 teorema. Tarkime, T' — kompaktiskasis operatorius, veikiantis Bana-
cho erdvéje E. Tam, kad (16.1) lygtis turéty bent viena sprendinj, butina ir
pakankama, kad su kiekvienu (16.4) lygties sprendiniu z* buty z*(a) = 0.

Irodymas.  Butinumas. Jei (16.1) lygtis turi sprendinj x, tai, imdami
z* e N(U"), t.y., (16.4) lygties bet kurj sprendinj, gauname

z*(a) = 2" (Uxg) = (U*z%)(x0) = 0.

Pakankamumas. Tegu z*(a) = 0 su kiekvienu z* € N(U*), bet tarkime, kad
(1.1) lygtis su 8iuo a sprendiniy neturi, t.y. a ¢ R(U). Remiantis 16.1 teo-
rema, aibé R(U) uzdara. Vadinasi, galime pritaikyti Hano-Banacho teore-
mos 7.3.2 (7?7) isvada: egzistuoja toks z* € E*, kad z*(a) = 1 ir 2*(Uz) =0
su visais « € E. Tada (U*z* = 0, t.y. * € N(U*). Bet pagal musuy teoremos
salyga =*(a) = 0. Gavome priestara, ir pakankamumas jrodytas. =

16.5 teorema. Tarkime, T' — Banacho erdvés [E kompaktiskasis operatorius.
Tam, kad (16.3) lygtis turéty bent viena sprendinj, butina ir pakankama, kad
su kiekvienu (16.2) lygties sprendiniu x buty a*(z) = 0.

Irodymas. Butinumas jrodomas lygiai taip pat kaip ir 16.4 teoremoje, todél
jrodysime tik pakankamuma. Tegu a*(z) = 0 su kiekvienu z € N(U), reikia
parodyti, kad a* € R(U*). I§ 16.1 teoremos isplaukia, kad L = R(U) yra
poerdvis. Siame poerdvyje apibrésime funkcionala gg : L — R lygybe
go(y) = a*(z), ¢a x yra kuris nors elemento y pirmvaizdis atvaizdZio U
atzvilgiu, t.y., Uz = y. Toks funkcionalo gy apibrézimas korektiskas. Tikrai,
jei v yra kitas elementas, tenkinantis Uv = y, tai U(z — v) = 0. Todél
y*(z —v) = 0 ir y*(x) = y*(v). Akivaizdu, kad go — tiesinis funkcionalas.
Isitikinsime, kad jis ir apréztas. Kadangi apréztas operatorius U atvaizduoja
Banacho erdve E j Banacho erdve L, taikydami Banacho atvirojo atvaizdzio
teorema (zr. 77 teorema), galime tvirtinti, kad operatorius U vienetinj erdvés
E rutulj S atvaizduoja j aibe erdvéje L, apimancig rutulj su centru 0, t.y.,
egzistuoja toks > 0 kad

{y:yeLlyll <o} CUBS).

Tegu y € L, tada dy/2||y|| € U(S1), o tai reiskia, kad Uz = dy/2||y|| su
kuriuo nors z € E, ||z|| < 1. Paéme x = 2||y||z/d, turime Uz = y ir ||z|| <
(2/8)||y||. Dabar jau lengvai i§vedame gy apréztuma:

90w = ly™ (@) < [y ([l < [ly™[[(2/0)llyl]-
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Pasinaudoje Hano-Banacho teorema apie funkcionalo pratesima normuotose
erdvése ir pratese go | visg erdve E, gauname funkcionalg g € E*, su visais
z € E tenkinantj lygybes

g(Uz) = g(y) = go(y) = y*(z), arba U'g(x) =y*(x).

Bet tai ir reigkia, kad g yra lygties U*g = y* sprendinys. =

Irodyty teoremy rezultatus galime suformuluoti kaip teorema, Zinoma
Fredholmo alternatyvos vardu.

16.6 teorema. (Fredholmo alternatyva.) Teisinga tokia alternatyva:
arba

1) (16.2) ir (16.4) Iygtys turi tik nulinius sprendinius; Siuo atveju (16.1)
ir (16.3) lygtys turi vienintelius sprendinius su bet kuriais a € E ir
atitinkamai a* € E*;

arba

2) egzistuoja nenuliniai (16.2) ir (16.4) lygciy sprendiniai; Siuo atveju
(16.1) lygtis turi sprendinj tada ir tik tada, kai z*(a) = 0 su kiekvienu
(16.4) lygties sprendiniu z*; savo ruoztu (16.3) lygtis turi sprendinj
tada ir tik tada, kai a*(z) = 0 su kiekvienu (16.2) lygties sprendiniu z;
be to, homogeniniy lygciy sprendiniy generuoti poerdviai turi tg pacia
baigtine dimensija.

16.3 Integralinés Fredholmo lygtys

Siame skyrelyje nagrinésime Hilberto erdvés Lo[a, b] Fredholmo integra-
lines lygtis. Aisku, Hilberto erdvé yra atskiras Banacho erdvés atvejis, ir
visi pirmojo skyrelio teiginiai galioja. Taciau Hilberto erdveéje skaliarinés
daugybos ir ortogonalumo sgvoky déka atsiranda naujy efekty bei fakty.

Nagrinésime lygtj

b
g(s) = f(s) +/ k(s,t)g(t)dt, a<s<b, (16.6)



kai g yra ieskoma, o f ir k — duotos funkcijos. Si lygtis yra jau nagrinéta
(16.1) lygtis su Fredholmo integraliniu operatoriumi 7", nusakomu branduo-
lio funkcija k. (16.6) lygtis vadinama antros rusies Fredholmo integraline
lygtimi. Pirmos rusies Fredholmo integraline lygtimi vadinama lygtis

f(s) = /bk(s,t)g(t)dt, 0<s<bh. (16.7)

Skyrelio gale trumpai aptarsime jos savybes.

Fredholmo integraliniai operatoriai ir jy savybés gana detaliai nagrinétos
9 skyriuje. Trumpai priminsime pagrindinius faktus apie Siuos operatorius.
Tarkime, kad operatoriaus T' branduolys k tenkina salyga

b rb
//k2(t,s)dtds<oo. (16.8)

Tuomet T' € L(La(a,b)). Erdve La(a,b) nagrinésime kaip Hilberto. Tuomet
operatoriaus 7' jungtinis operatorius T* taip pat yra branduolinis ir nusako-
mas branduoliu k*, k*(s,t) = k(t,s), s,t € (a,b) (kompleksinéje Hilberto
erdvéje k*(s,t) = k(t, s)), t.y.,

b b
T*g(t):/ k*(t,s)g(s)ds:/ k(s,t)g(s)ds.

Jei tenkinama (16.8) salyga, tai abu operatoriai T ir 7% — kompaktiski. Jei,
be to, k(s,t) = k(t,s), s,t € (a,b), tai operatorius T — savijungis. Bendru
kompaktisko operatoriaus T Hilberto erdvéje H atveju ..... skyrelio rezulta-
tus lengva performuluoti, be to, formuluotés tampa paprastesnémis, pasin-
audojus ortogonalaus pildinio savoka. Pavyzdziui, Fredholmo alternatyva
galime uzraSyti tokiomis lygybémis:

R(I-T)=N({I-T** R(I-T*)=NI-T)",

Banacho erdvése néra savijungio operatoriaus savokos, todeél paziurékime,
kaip atrodo Fredholmo alternatyva Hilberto erdvés H ir kompaktisko savi-
jungio operatoriaus 7" atveju. Nagrinésime (16.6) lygti su simetriniu bran-
duoliu, uzrasydami jg abstrakéia forma

g=Tg+f. (16.9)

Remiantis (77) teorema, erdvéje H egzistuoja ortonormuota operatoriaus
T tikriniy vektoriy sistema (e,). Sakykime, ()\,) yra atitinkamos tikrinés
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reikSmeés. Jei

fzzbkek+f/> Tf =0
k=1

o0
9= ger+g, Tg =0,
k=1

tai, jstate Sias iSraiskas j (16.9) lygti, gauname

oo o0 oo
D gkek+9 =) brer+ [+ Y Argrer. (16.10)
k=1 k=1 k=1
Si lygybé galios tada ir tik tada, kai
g=1r
bk i A 41
=—— kai
I =T a0 k7 1,

bk = 0, kai )\k = 1.
I5 ¢ia jau nesunkiai gauname Fredholmo alternatyva nagrinéjamu atveju.
16.7 teorema. Jei 1 néra kompaktisko savijungio operatoriaus T tikriné
reikSmé, tai (16.9) lygtis turi viena ir tik viena sprendinj su kiekviena funkcija
f. Jei 1 yra operatoriaus T tikriné reiksmé, tai (16.9) lygtis iSsprendZiama
tik toms funkcijoms f, kurios ortogonalios visoms operatoriaus T' tikrinéms

funkcijoms, atitinkanc¢ioms tikrine reikSme 1. Pastaruoju atveju (16.9) lygtis
turi be galo daug sprendiniy.

16.3.1 Voltero lygtis

Jei Fredholmo integralinéje lygtyje (16.6) paimsime branduolj, kuris tenk-
ina salyga k(s,t) = 0, kai s > ¢, tai gausime lygtj

2(s) = f(s) + / k(s Oa(t)dt, a<s<b, (16.11)

kuri vadinama integraline Voltero lygtimi, o integralinis operatorius, veikiantis
kokioje nors funkcijy erdvéje ir apibréziamas lygybe

(Tx)(s) = /S k(s,t)x(t)dt
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vadinamas Voltero operatoriumi. Nors Voltero lygtis yra atskiras Fredholmo
lygties atvejis ir jai tinka bendra anksCiau iSdéstyta teorija, §j atvejj verta
isskirti. Dél specifinio lygties pavidalo galima jrodyti, kad tolydziyjy funkcijy
klaséje Voltero lygtis turi vienintelj sprendinj su kiekviena tolydzia funkcija
f. Tai yra, nagrinédami erdves Cla, b] integraline Voltero lygti, jrodome tokj
tvirtinima.

16.8 teorema. Tegu (16.11) lygtyje branduolys k(s, t) — tolydi dviejuy kintamuyjy
funkcija. Tada §i lygtis turi vienintelj sprendinj su kiekviena f € Cla,b].

Irodymas.  Pasinaudodami Fredholmo alternatyva matome, kad uZtenka
parodyti, jog homogeniné lygtis

x(s) = /s k(s,t)x(t)dt, a<s<b,

turi vienintelj nulinj sprendinj. Tam tikslui pasinaudojame teorema apie
sutraukiant] atvaizdj (7r. teorema ??, o taip pat pavyzdZius, kuriuose neju-
damo tasko teorema buvo taikoma integralinéms lygtims). Butent, paro-
dysime, kad tam tikras atvaizdzio T' : Cla,b] — Cla,b], apibréZiamo pere-
inamybe

Tz(s) = /8 k(s,t)z(t)dt, a<s<b,

laipsnis yra sutraukiantis atvaizdis. Tada iS 77 teoremos gausime, kad na-
grinéjama lygtis turi vienintelj sprendinj. Kadangi nuliné funkcija akivaizdziai
tenkina homogenine lygtj, gauname kad 8i lygtis turi tik nulinj sprendinj.
Pazymekime M = max, ye(q,4) k(2,y) it tegu 21, 22 € Cla, b], d = max; |z1(t)—
xa(t)|. Tada

T21(s) — Taa(s)| = \/ (5, 8) (21 () — wa(1))dt]
< Md(s—a)
T221(s) — T2wa(s)] = | / (5,6) (T2 () — T (1))t
< d(s —a)?/2.

Tesdami Sias nelygybes, gausime

M"™d(s —a)” - M"d(b— a)™

|T"x1(s) — T"xa(s)| <

n! n!
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M™d(b— a)™
sup [T7a1(s) = Tag(s)] < 20— )",
s€la,b n.
I§ pastarosios nelygybés matome, kad pakankamai dideliems n (tokiems, su
kuriais M"d(b — a)™(n!)~! < 1) atvaizdis T™ yra sutraukiantis su bet kuri-
omis fiksuotomis M, a, b reikSmémis. Teorema jrodyta.

16.3.2 Pirmos rusies Fredholmo lygtys

Baigdami §j skyrelj paminésime taip vadinamas pirmos rusies Fredholmo
lygtis, kuriose ieskomas elementas x tiesiogiai j lygti nejeina:

Tz =a. (16.12)

éia, kaip ir anks¢iau T : H — H — kompaktiskas operatorius, a € H — fik-
suotas elementas. Jau nagrinétos (16.9) lygtys vadinamos antros rusies Fred-
holmo lygtimis. Ir nors i§ pirmo Zvilgsnio (16.12) lygtis atrodo paprastesné
negu (16.9) lygtis, taciau i$ tikryjy pirmos rusies Fredholmo lygé¢iy teorija
yra sudétingesné. Net paéme paprasta Hilberto erdves Lo[a, b] lygti

£(s) = / T a()dt, (16.13)

matome, kad ne su visomis funkcijomis f i8 Lo[a, b] 8 lygtis isprendziama.
Lygties sprendinys z(s) = f/(s) egzistuoja tik tada, kai f' € Lo[a,b] ir
f(a) =0.

Panasi situacija yra ir bendru atveju. Jei T' — kompaktiskas Hilberto
erdvés operatorius, tai (16.12) lygtis negali buti iSsprendziama su visais
a € H. I8 tikryjy, jei tai buty galima, tai T atvaizduoty visa H | visa
H, ty,TH = H. Bet H =U22,5,, ¢la S, ={z € H : ||z|| <n}ir TS,
— kompaktiska aibé. Tada T'H = U2, T'S,,. Tac¢iau kompaktiska Hilberto
erdvés aibé yra niekur netirsta. IS tikryjy, aibé yra niekur netirSta, jei jos
uzdarinio vidus yra tus¢ias, tai yra, uzdarinys neturi jokios netuscios atvi-
ros aibés. Jei begalinio matavimo erdveés kompaktiskoje aibéje buty atvira
netuscia aibé, tai joje visuomet surastuméme seka, neturinéia jokio konver-
guojancio posekio. Todél gavome prieStaravimag, nes pilna metriné erdve
uzraSoma kaip skaiti sgjunga niekur netirsty aibiy. Todél TH # H. =

Dar viena pirmos rusies Fredholmo lygéiy ypatybé yra taip vadinamas
sprendiniy nestabilumas. Zinome, kad begalinio matavimo normuotos erdvés
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kompaktisko operatoriaus atvirkStinis operatorius yra neapréztas (Zr. 9
skyriy). Todél net jei elementai fi, fo € H yra tokie, kad lygtys Tx =
fi, i =1,2 yra iSsprendziamos ir sprendiniai uzrasomi z; = T f;, i = 1,2,
tai fi ir fo gali buti artimi, t.y., elementy skirtumo norma maza, taciau
to negalime pasakyti apie x; ir x9. Tai reigkia, kad nedaug pakeite lygties
(16.12) desing puse, galime gauti smarkiai pakitusj sprendinj. Ka tik na-
grinétas lygties (16.13) pavyzdys lengvai demonstruoja §j efekta: nesunku
sukonstruoti dvi artimas (Lz[a, b] prasme) funkcijas, kuriy iSvestinés Ls|a, b]
metrikoje skirtysi smarkiai.

16.4 Fredholmo lygc¢iy sprendimas

Siame skyrelyje trumpai panagrinésime kaip sprendziamos Hilberto erdvés
Fredholmo lygtys. Verta pastebéti, kad dauguma teiginiy galioja ir bendroms
Banacho erdvéms.

Pradésime nuo paprasé¢iausio atvejo: erdvés Lo[a, b] ir i8sigimusiy branduoliy.
Nagrinékime lygt]

b
z(s) = f(s) +/ k(s,t)x(t)dt, a<s<b, (16.14)

su branduoliu k, tenkinanc¢iu salyga

n

k(s,t) = Pis)Qu(t), (16.15)

=1

¢ia P ir Q;, @ = 1,...,n ir (16.14) lygtyje esanti f— fiksuotos funkcijos,
priklausancios erdvei Ls[a,b]. Sprendinio ieskom taip pat erdvéje La|a, b].
Nesiaurindami bendrumo galime laikyti, kad funkcijos P;, ¢ = 1,...,n yra
tiesiskai nepriklausomos (jei taip nebuty, isreikstume kiekviena P; kaip tiesine
kombinacija i§ nepriklausomy funkcijy ir tokiu budu gautuméme branduo-
lio k israiska k(s,t) = Z?:l P;Q; su v < n ir tiesiskai nepriklausomomis
funkcijomis 15]) Istate (16.15) i (16.14) lygti ir pazyméje

b
/ Qi(t)z(t)dt = q;,
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gauname lygti
n
)+ Y aPi(s). (16.16)
i=1

Sig funkcijos z iSraiska jstate j (16.14) lygtj ir pazyméje

/Ql (t)dt = a ;. /Qz (t)dt = b,

gausime lygybe

Z qui(S) = Z Pl(s) ( Z a; 95 + bl), S € [a, b]
i=1 i=1 j=1

Prisimine, kad funkcijos Py, ... P, yra tiesiskai nepriklausomos, sulyginame
koeficientus prie funkciju P; ir gauname lygciy sistema

n
qz:Zai,jqj—l—bi, 1=1,....n
j=1

kurioje nezinomaisiais ura qi,...,q,. Tai yra tiesiniy algebriniy lygCiy sis-
tema, ISsprende Sig sistemg rasime koeficientus ¢; , o juos turédami, gausime
(16.14) lygties sprendinj, uzrasyta (16.16) formule.

Matome, kad integraliniy lygéiy su iSsigimusiais branduoliais sprendimas
susivedeé ] algebriniy tiesiniy lyg¢iy sistemos, kuria matriciniu pavidalu gal-
ima uzraSyti

Agq=b,

sprendimg (¢ia A = {6;; — a;j}, b = (b1,...,bn), ¢ = (q1,--.,qn) ir &
— Kronekerio simbolis ). I algebros kurso gerai Zinomi teiginiai apie tokiy
lygciy sistemos sprendima yra ne kas kita, kaip Fredholmo alternatyvos teig-
iniai, formuluojami jvedant ir homogenine lygéiy sistemg A*q = 0 bei naudo-
jant matricos A determinanto ir rango savokas. Jy ¢ia nekartosime, tikédami
kad skaitytojas nepamirso garsiyjy Kronekerio- Kapeli teoremy is algebros
kurso (zr. ...).

Dabar grjsSime prie bendry abstrakéios Hilberto erdvés H Fredholmo
lygciy ir nagrinésime lygtj

r =Nz +a,

¢ia T : H — H — kompaktigkas operatorius, a € H, o A — skaitinis parame-
tras. Parametro A\ jvedimas svarbus nagrinéjant spektrine teorija tolimes-
neme vadovélio skyriuje. Sia lygti galima perraSyti tokiu pavidalu

(I -1z =a. (16.17)
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Jei parametras \ tenkina salyga |\ < ||T]|7!, tai (I — AT)~! egzistuoja ir
yra apréztas, taigi gauname (16.17) lygties sprendinj

z=(I-\T)"a.
Panaudoje ... skyriuje turéta israiska
(I=MT) ' =T+ AT+ NT2 4 N"T™
(sios eilutés konvergavima garantuoja salyga ||[AT|| < 1) sprendinj galime

uzrasyti
r=a+ A NTa+NT?a+ -+ \"T"a+....

Jei H = Lg[a,b] ir T' — integralinis operatorius, nusakomas branduoliu
k(s,t), tenkinanciu salyga

b rb
ykw_/ / ks, 1)?dsdt < oo, (16.18)

tai turime lygtj (16.14). Matematinés indukcijos metodu nesunku jsitikinti,
kad ir T™ bus integralinis operatorius, nusakomas branduoliu k,, , apibréziamu
rekurentine formule

b
kn(s,t) = / En—1(s,u)k(u, t)du, n=2,3,..., ki(s,t) = k(s,t).

Lengvai galima patikrinti, kad galioja nelygybeé ||k, || < ||k||™, todél jei || <
|[k]|71, tai eilute

Ne(s,t) + Nha(s,t) + -+ + Nkn(s,t) + ...
konverguoja erdvéje La[a, b]. Jos suma pazyméje I'(s, t, A) matome, kad
(I —XT)"' =T+T,.
Cia T’ A yra integralinis operatorius, apibréZziamas formule

b
F)\SC(S):/ [(s,t, \)x(t)dt.

Taigi, jei [A| < ||k||7, tai (16.14) lygties sprendinys uzrasomas formule

b
x(s) = f(s) +/ (s, t,\)f(t)dt.

Tadiau klausimas apie lygties sprendima kai |A| > ||k||~! lieka atviras.
Fredholmo alternatyva tvirtina, kad su kiekvienu A galimi tik du atvejai
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1) arba (16.17) lygtis turi vienintelj sprendinj su kiekvienu a € H;
2)  arba homogeniné lygtis (I — AT)x = 0 turi nenulinj sprendinj .

Antruoju atveju gauname, kad egzistuoja toks elementas x # 0, kad z =
ATz, arba Tx = %w Kitame skyriuje ... bus apibréztos operatoriaus spek-
tro ir tikrinés reik8meés savokos. Pastaroji lygybé reiskia, kad % yra tikriné
operatoriaus 7' reikdmé. Lengva matyti, kad pirmuoju atveju operatorius
(I = AT)™L = A"} (A" — T) 7! egzistuoja ir yra apréztas, t. y., A~! neprik-
lauso spektrui. Jau minétame skyriuje bus parodyta, kad kompaktisko op-
eratoriaus spektras susideda tik i$ tikriniy reikSmiy, jy gali buti baigtinis
skai¢ius arba skaiti seka su vieninteliu ribiniu tasku nulyje. Todél turime
kad (16.17) lygtis turi sprendinj su visomis A reikSmémis, iSskyrus skaicia
aibe reikSmiy, kai % priklauso spektrui.

Fredholmas, pareikalaves kad branduolys k(s,t) buty tolydi funkcija,
parode, kad jei % néra tikriné operatoriaus 7' reiksme, tai (16.14) lygties
sprendinys uZraSomas

b S
x(t)Zf(t)—i-/ D(D’(i’)A)ds, (16.19)

¢ia D(s,t, \) ir D(A) — funkcijos, uzrasomos begaliniy eiluciy pagalba. Eiluciy
nariai yra didéjancio kartotinumo integralai, pointegrinés funkcijos yra didéjancios
eilés determinantai, iSreiksti per branduolio funkcija k(s, t). Dél §iy funkcijy
sudétingumo nepateikiame jy iSraisky. Pastebésime, kad Karlemanas 1921

m parodé, kad Fredholmo formulé (16.19) galioja ir bendru atveju, kai bran-
duolys tenkina tik (16.18). Skaitytojui, norin¢iam susipazinti su §iy teiginiy
irodymais, galime rekomenduoti monografijas [|, [|, skirtas integraliniy lygciy
teorijai.
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