14 paskaita

14.1 Atvirkstiniai operatoriai

14.1.1 Apibrézimas. Pavyzdziai

Tegu E, F — tiesinés erdvés. Priminsime, kad Ig Zymi erdves [E tapatinga
operatoriy: Igx =z, = € E.

14.1 apibrézimas. Sakysime, kad tiesinis operatorius T : E — F turi
atvirkstinj (yra apverciamas), jei egzistuoja toks operatorius S : F — E,
kad

TS = Iy, ST =Ig. (14.1)

Cia Iy ir Iy tapatingieji operatoriai. Operatorius S vadinamas operatoriaus
T atvirkstiniu.

Operatorius gali turéti ne daugiau kaip viena atvirkstinj. Tikrai, jei
Sl, SQ F—Eir TSl = TSQ = I]F, SQT = SlT = IIE7 tai

Sy = IgSy = (S2T)S1 = S5(T'Sy) = Sylf = Ss.

Be to, atvirkstinis operatorius visada tiesinis. Tikrai, jei y1,y2 € F ir
x = Sy tal yp, = Ipyr = TSy = T(Syk) = T(xk) todeél

S(y1 +y2) = S(Tx1 + Txz) = S(T (w1 + x2)) = 71 + 22 = Sy1 + SYa.

Analogiskai patikriname atvirkstinio operatoriaus homogeniskumsa.

14.1 lema. Tarkime, F,[E — tiesinés erdvés, T : E — F — tiesinis atvaizdis.
a) Jei egzistuoja toks atvaizdis S : F — E, kad TS = Ip, tai T(E) =TF;

b) Jei egzistuoja toks tiesinis atvaizdis U : F — E, kad UT = Ig, tai T —
abipus vienareikSmis;



Irodymas. a) Jeiy € F, tai y = Ipy = (T'S)y = T(Sy).

b) Jeiz € E, tai x = Igx = (UT)z = U(Tx). Kadangi U tiesinis, tai x =
0, kai Tx = 0. I8 ¢ia iSplaukia, kad operatorius T' yra abipus vienareik$mis.
n

Tarkime, tiesinis operatorius 7' : E — T yra bijekcija. Vadinasi, egzis-
tuoja atvirkstinis atvaizdis 7—! : F — E, apibréztas lygybe Ty = x, jei
Tz = y. Nesunku matyti, kad toks atvirkstinio operatoriaus apibrézimas yra
ekvivalentus 14.1 apibrézimui. Tikrai, jei operatorius T yra apverCiamas, tai
T — bijekcija ir 7! tenkina (14.1) sarysius. Taigi, T-! = S. I3 kitos pusés,
jei T yra bijekcija, tai atvirkstinis 77! tenkina (14.1) sarysius, todél T' yra
apverciamas.

Nuo Sio momento operatoriaus 7' : [E — T atvirkstinj operatoriy Zymeésime
tik simboliu 771.

Sioje lemoje surinktos paprasc¢iausios apverc¢iamy operatoriy savybeés. Juy
jrodymas elementarus, todél palieckamas vietoj pratimo.

14.2 lema. Sakykime, T, S :E — F ir a € K.

a) jei T apver¢iamas tai T~! taip pat apverciamas; be to, (T~1)~1 = T;

b) jei o # 0, tai T apver¢iamas tada ir tik tada, kai T' apverc¢iamas; be
to, jei T apverciamas ir a # 0, tai (aT)™1 = a7 1T71;

c)jeiT:E —F,S:F — G apverciami operatoriai, tai ir jy sandauga
ST : E — G apveréiama ir, be to, (ST)™ ' =T-1571;

14.1.2 Banacho teoremos apie atvirkStinj operatoriy

Jei operatorius T : E — I yra apverciamas, tai lygtis
Tz =y, (14.2)

kai y — duotas erdvés F elementas, o x € E — ieSkomasis, turi vienintelj
sprendinj y = T~ 'z. Ta¢iau praktiniuose taikymuose, elementas y dazniau-
siai yra zinomas tik su tam tikra paklaida. Todél labai svarbu Zinoti, kaip
kei¢iasi (14.2) lygties sprendinys = kintant y. Tiksliau, kokius sprendinio
svyravimus sukelia nedideli y svyravimai. Tai ne kas kita, kaip atvirkstinio
operatoriaus tolydumo klausimas.



14.1 teorema. Tarkime, T € L(E,F). Operatorius T yra bijekcija ir T~ €
L(F,E) tada ir tik tada, kai egzistuoja toks teigiamas skaic¢ius m, kad nely-
gybé ||Tz|| > m teisinga su kiekvienu x € E, kurio norma lygi vienam.

Jrodymas. Butinumas. Tarkime, operatorius T' € L(E, F) — bijekcija ir 71
€ L(F,E). Vadinasi, ||T7}!|| < oc. Jei z € E, ||z|| = 1, tai

L= lz|l = |77 (T2)|| < |77 - (1T,

ty. |[Taf| > [T~
Pakankamumas. Tarkime, egzistuoja m > 0, su kurivo ||Tz|| > m, kai
||| = 1. Siuo atveju ||Tz|| > m||z|| su visais 2 € E. Tai reiskia, kad T yra
bijekcija. Tikrai, jei Tx = 0 , tai butinai x = 0. Be to, jeiy € F ir Tx = y,
tal
1T~ Il = [l < ||Tl/m = |lyl|/m.

Tai jrodo, kad T—! — tolydusis operatorius. =

Dabar jrodysime teorema, kuri daznai vadinama atvirojo atvaizdzio Ba-
nacho teorema.

14.2 teorema. Tarkime, E,F — Banacho erdvés ir operatorius T' € L(E,F)
yra bijekcija. Tada atvirkstinis operatorius T~ tolydus.

Jrodymas. Tarkime, T € L(E,F) yra bijekcija. Tada T~! egzistuoja ir yra
uzdaras operatorius. Tikrai, T-! : F — E. Jei seka (z,) C F konverguoja
prie x € F ir Tz, — vy, tai, remiantis operatoriaus 7" tolydumu, z, =
T(T~'x,) — Ty. Todél Ty = = arba y = T~ 'x. Taigi T~! - uzdaras, todél,
remiantis uzdarojo grafiko teorema, 7= € L(F,E). =

I8 jrodymo matome, kad atvirkstinio atvaizdZzio teorema galime sustiprinti,
mat jrodyme esminé savybé yra operatoriaus 1" uzdarumas. Jei T' yra uz-
daras operatorius ir 1" yra bijekcija, tai uzdaras ir atvirkstinis operatorius.
Taigi, teisinga §i teorema.

14.3 teorema. Tarkime, E,F — Banacho erdvés ir operatorius T : E — F
yra bijekcija. Tada, jei T uzdaras operatorius, tai atvirkStinis operatorius
T tolydus.



Atvirojo atvaizdZio teorema jrodéme naudodamiesi jau jrodyta teorema
apie uzdarg grafika. Taciau ja galima jrodyti ir nesiremiant uzdarojo grafiko
teorema, o tada jrodyti ir pastaraja. Tuo tikslu tarkime, 7' : E — F —
uzdaras operatorius. Vadinasi, jo grafikas G(T') C E x F — uzdara aibé ir ja
galime nagrinéti kaip Banacho erdve. Apibrézkime operatoriy A : G(T') — E
imdami

A(z,Tx) = x.

Nesunku matyti, kad A € L(G(T),E) ir jo reiksmiy aibé R(A) = E. Be to,
operatorius A yra abipus vienareikSmis, taigi bijekcija. Pritaike teorema apie
atvirkstinj operatoriy, gauname A~ € L(E, G(T)). Tai yra

||| + | T[] < cffa]].
Is ¢ia, T € L(F,E).

Ekvivalenti 14.2 teoremos formuluoté yra Si.

14.4 teorema. Sakykime, E,F — Banacho erdvés, T € L(E,F). Jei T(E) =
IF, tai su bet kuria atviraja aibe A C E aibé T(A) C F atvira.

14.1.3 Reguliarieji operatoriai

Siame skyrelyje nagrinésime tiesinius atvaizdzius, veikiancius vienoje nor-
muotoje erdvéje E. Vietoj L(E,E) susitarkime rasyti L(E). Be to, tapatyji
atvaizdj erdvéje E zymésime Ig arba I, jei aiSku, kokioje erdvéje jis veikia.

14.2 apibrézimas. Operatorius T € L(E) vadinamas reguliariuoju, jei jis
turi tolydy atvirkstinj.

Aibe visy reguliariyjy operatoriy 7' € L(E) Zymeésime L"(E).
Sioje lemoje surinktos paprascéiausios reguliariyjy operatoriy savybeés. Juy
jrodymas elementarus, todél palieckamas vietoj pratimo.

14.3 lema. Sakykime, T, S € L(E) ir « € K.
a) jei T € L"(E), tai T~! € L"(E); be to, (T™Y)~! =1Tj;

b) jei a # 0, tai a1 € L"(E) tada ir tik tada, kai T € L"(E); be to, jei
TeL"(E)ira#0, tai (oT)™ ! =a 77
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c) jeiT,S € L"(E), tai ST € L"(E) ir (ST)"! =T-1571;

d) jei S,T € L"(E) ir ST =TS, tai S~'T-1 =T-1571;

e) jei ST € L"(E) ir ST = TS, tai T,S € L"(E) ir S™1 = T(ST)™!
T-1=5(sT)"L.

Akivaizdu, kad tapatusis operatorius I € L"(E). Netrukus jsitikinsime,
kad kiekvienas operatorius, kuris yra ,pakankamai artimas“ tapaciajam —
taip pat reguliarus. Sio fakto jrodymo idéja pakuzdéjo elementari tapatybé

(1—x)" Z$

kai |z| < 1.

Operatoriaus 7' € L(E) sveikasis laipsnis 7" apibréziamas induktyviai:
T'=Tir T" = T(T" 1), kai n = 2,3, ... Susitarkime, kad 7° = I. Nesunku
patikrinti, kad

TT™ = T su visais m,n € N.

Be to,
[|T"|| < ||T|I"* su visais n € N.

14.4 lema. Jei T € L(E), tai seka (||T"||'/™) konverguoja, ir
lim ||77Y" = inf{||T"||*" :n=1,2,...}.
n—oo

Irodymas. Tikslyji apatinj rézj pazymékime v. Kiekvieng € > 0 atitinka
toks sveikasis skai¢ius m, kad ||T™|| < (v + ¢)™. Kiekviena sveikajj skai¢iy
n galime iSdéstyti n = p,m + qn; Cia py, ¢, — sveikieji neneigiami skaiciai, be
to, 1 < ¢, < m. Remiantis (4.2) jver¢iu,

T = ([T )P || < [T Pr{IT] | < (v + &)™ || T
Taigi
v < [IT°|[V™ < (v 4 )™M |T] |17 = (v + ) (1T (v + €)™/
Kadangi lim,,—.~ ¢,/n = 0, tai egzistuoja toks N € N, kad

v+ 2¢
vte’

kai n > N. I3 &a isplaukia, kad v < ||[T"||Y/" < v+ 2¢, kain > N. =

(IT)1/ (v + )/ <




14.5 teorema. Tarkime, E — Banacho erdvé ir T € L(E). Jei
lim [|77||Y" < 1,
n—oo

tai eiluté Y, T™ konverguoja erdvéje L(E). Be to, I —T € L"(E) ir

(I-T) ' =1+) 1"
k=1

Jrodymas. Fiksuokime tokj o, kad lim,_ ||T"||'/" < a < 1. Egzistuoja
toks N € N, kad ||T"|| < ", kai n > N. I8 ¢ia iSplaukia, kad eiluté ) ||T"|
konverguoja. Remiantis 4.4.1 teorema, eiluté ) T™ konverguoja erdvéje
L(E). Pazymékime S = I+ > >°T™. Remiantis eilutés sumos apibrézimu,

n
§ = lim S, kai sn:1+;Tk.

Nesunku patikrinti, kad
(I—-T)S,=8,(I-T)=1-1"""
Kadangi ||T"|| < o™, kain > N ir a < 1, tai lim,, o ||T"|] = 0, todél
(I-T)S = lim (I -T)S, = lim (I - T"") =1T.
n—00 n—00

Visiskai taip pat jrodome, kad S(I — T') = I. Vadinasi, I — T — reguliarusis
operatorius ir (I —T)™ ' = 5. =

14.1 iSvada. Tarkime, E — Banacho erdvé, ir T € L(E). Jei ||T|| < 1, tai
[-TelL(E) i

(o ¢]
(I-T)t=1+) 1"
k=1
14.2 isvada. Jei E — Banacho erdveé, tai
{TeLE): [I-T|| <1} c L'(E).

14.6 teorema. Jei E — Banacho erdvé, tai aibé L"(E) C L(E) — atvira.
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Irodymas. Sakykime, S € L"(E), T € L(E). Kadangi
1L = 57T = [[S~HS =D < IS - [IS = T,

tai, remiantis 6.2 isvada, S~'T € L"(E), kai ||S — T|| < ||S~!||7!. Be to,
T =S(57'T), todél T € L"(E), kai ST € L"(E). Vadinasi,

{T e LE): IS =TI <|ISTHI™'} € L"(B).
Tarkime, T € L(E). Jei A € K tenkina salyga [A\|~F > lim,, oo ||T"]]"/",
tai lim, oo ||(AT)"||Y™ < 1, todél operatorius I — AT — reguliarus ir
oo
(I=AT) =T+ (A"
n=1

Eilute Y, (AT)™ vadinama operatoriaus 7" Noimano! eilute.

14.1.4 Integraliniy lygciy sprendimo pavyzdys

éioje teoremoje Noimano eilute taikysime Voltero integralinei lygciai
spresti.

14.7 teorema. Jei k — realioji tolydi funkcija, apibrézta aibéje {(s,t) : a <
t <b,a < s < b}, tai su bet kuriuo A € R ir bet kuria funkcija y € C|a, b
Voltero integraliné lygtis

z(s) = y(s) + )\/ k(s,t)x(t)dt, s € [a,b] (14.3)
turi vienintelj sprendinj x € Cla, b].

Irodymas. Lygti (14.3) galime uzrasyti

(I = AK)x =y. (14.4)

LC. Neumann (1907-1987) garbei, kuris sistemingai tyré tokias eilutes.

7



Cia K - integralinis Voltero operatorius su branduoliu k. Esame jrode,
kad K € L(Cla,b]). Norint i8spresti (14.4) lygti, pakanka jsitikinti, kad su
kiekvienu A
lim [|K"[|"" < 1. (14.5)
n—oo
Tada (14.4) sprendinys bus uZraSomas

=(I-AK)ly=0U+ i (AK)™

m=1

Pazymékime M = sup{|k(s,t)| : s,t € [a,b]} ir tarkime, x € Cla, b]. Pritaike
geral zinomas integralo savybes, gauname

Ka(s)] = |/ s, D2(®)dt]| < (s — a) sup [k(s,8)| - |2(t)] <
a<t<s
Ml|z[|(s — a)
kai @ < s < b. Naudodami indukcijos metodg jrodysime, kad

|[K"x(s)| < M"||z||(s — a)"/n!, (14.6)

kaia < s <birn =1,2,... Kain = 1, (14.6) nelygybe jau jrodéme. Jei
(6.5) nelygybé teisinga, kai n =1, ..., k, tai

KEa(s)] = K (KRa)(0)| = | [ s 0K (o)
SMk+1‘|x’|/ (t_a)kdt/k]:MkJrlH:L‘H(S—a)kJrl/(k—f—l)!.

Remiantis matematine indukcija, (14.6) nelygybé teisinga su bet kuriuo n €
N. IS jos isplaukia, kad

[|K"z|| = max{|K"z(s)| : a < s < b} < M"||z||(b—a)"/n!.
Todeél
(K| = sup{||K™z[| - 2 € Cla, b], [|2]| <1} < M"™(b—a)"/nl.

Kadangi lim,, .o (n!) ™'/ = 0, gauname lim,, ., ||K™||*/" = 0, o i ¢ia kiek-
vienam A € R seka (14.5). =



14.2 Jungtiniai operatoriai

14.2.1 Banacho erdviy jungtiniai operatoriai

Tarkime, E,F — Banacho erdvés, E*, F* — atitinkamos jungtinés erdves,
T : E — F — tiesinis tolydusis operatorius. Jei f € F*, tai kompozicija
foT :E — K yra tiesinis tolydusis funkcionalas, t.y., erdvés E* elementas.
Gauname taisykle, kaip elementui f priskiriamas elementas g = foT € E*.

14.3 apibrézimas. Atvaizdis T™ : F* — E*, apibréztas lygybe
T f=foT, feF*
vadinamas operatoriaus I’ jungtiniu operatoriumi.
Funkcionalo f reiksme taske x zZymédami simboliu (f, z), jungtinio oper-

atoriaus apibrézima galime performuluoti taip.
Atvaizdis T* : F* — E*, apibréziamas lygybe

(T*f,xy = (f,Tx) suvisais fe€F* x€F

vadinamas operatoriaus 7' jungtiniu operatoriumi.
Pateiksime pora pavyzdziy.

14.1 pavyzdys. tarkime, E, ' — baigtiniamatés erdves, m = dimE, n =
dimF. Tiesinj operatoriy T : E — F atitinka matrica

tin tiz - tim

tor tog -+ tom
T =

tnl tn2 e tnm

irjeiz = (z1,...,2m) €EE, 0y = (y1,...,yn) €F, tai

m
Y :thkl’k, j=1...,n.
k=1

Tarkime, g = (g1, ..., gn) erdvés F funkcionalas:
n
9(v) =Y givi-
i=1
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Tada funkcionalas f = T*¢g veikia taip:

f@)=g(T@) =g Y tixwx = (thkgj)l‘k,
=1 k=1 k=1 =1

tai yra f = (fl?"'afm) ir
n n
fe = tikgi = Y 195
j=1 j=1

Cia t;;j = tjyg,J = 1,...,m;k = 1,...,m. Taigi, jungtinj operatoriy 7™

L,
atitinka matricos (t;;) transponuota matrica:

t s tin ti ta oot
— o ty cc ty, || tiz ez oo tag
;knl ;{nQ T t;{nn tim lom -+ tam

14.2 pavyzdys. Nagrinékime integralinj operatoriy K su branduoliu k:

b
Kf(s) = / k(s,t)f(t)dt, s € [a,b].

Laikysime, kad operatorius K veikia erdvéje Ly(a,b),1 < p < oco. Imdami
funkcionala g* € L;(a,b), Zinome, kad su kiekvienu f € Ly(a,b)

b
5= [ s050d, g€ Lofat), Yp+1fa=1
Taigi
g (Tf) = /abg(S) [/abk'(s,t)f(t)dt} ds =
= / b [ / bk(s,t)g(s)ds} F(t)dt = / b(T*g)(t) F(t)dt.

Taigi, jungtinis operatorius 7™ — taip pat integralinis ir jo branduolys k*(s,t) =
k(t,s)
b b
K9(s)= [ W (sitigtide = [ it s)g(o.
a a
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14.8 teorema. Jei T € L(E,F), tai T* € L(F*,E*). Be to, ||T*|| = ||T]-
Atskiru atveju, jei T € L(E), tai T* € L(E*).

Irodymas. Kadangi ||/ oT(@)|| < |IT|- If1]-|lzl| Vo € E, tai |T*]| < ||T]I
Kita vertus, pagal 77 iSvadg, kiekvieng zg € E, su kuriuo Tzy # 0, atitinka
toks funkcionalas fy € F*, kad ||fo|| = 1 ir fo(Tzo) = ||Txo||. Vadinasi,
1 Tzol| = | fo(Txo)| = |T* folzo)| < T[] - [ foll - [[zoll, t-y- [[Tol| < [IT™| -
l|zo||. Kadangi 8is jvertis teisingas, kai T'zo = 0, tai jis teisingas su visais
xo € E. Vadinasi, ||T|| < ||T*||]. Remdamiesi anks¢iau jrodyta nelygybe
17| < [T, gauname [|7*]| = |[T}]. =

14.5 lema. Jei S,T € L(E,F) ir a € K, tai (aT)* = oT* ir (S+T)* =
S*+ T

Irodymas. Elementarus. =

Sakykime, G — normuota tiesiné erdvé vir§ kuno K.
14.6 lema. Jei T € L(E,F), S € L(F,G), tai (SoT)* =T% o S*.

Irodymas. I8plaukia is lygybiy

((SoT)"2")(x) = 2((S o T)x) = 2"(S(Tx)) = (5727)(Tx)
= (T7(5727)) (@) = ((T" 0 57)2") (),

kurios teisingos su visais z* € G* ir x € E. u

14.1 teiginys. Tarkime, T € L(E,F). Jei T yra tiesinis homeomorfizmas,
tai ir jungtinis operatorius T* — tiesinis homeomorfizmas. Be to, (T*)™! =
Ty

Irodymas. Tarkime, T — tiesinis homeomorfizmas. Remiantis 14.3 lema,
ToT '=1Ipir T~!'oT = I. Remiantis 14.2 lema,

Ipe =i = (ToT Y = (T Y oT*
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ir

Ig- = I = (T o T) =T% o (T7Y)*.
Vél pritaike 14.3 lema, gauname, kad T* — bijekcija ir (T*)~! = (T71)*. I3
T~ apréztumo igplaukia (T~!)* apréztumas. Vadinasi, T — tiesinis home-
omorfizmas. =

14.2.2 Hilberto erdviy jungtiniai operatoriai

Tarkime, H — Hilberto erdve, T' € L(H), y € H. Apibrézkime funkcionalg
f lygybe f(x) = (Tx,y). Sitaip apibréztas funkcionalas yra tiesinis. Kad
jis tolydus, isplaukia i nelygybés | (T, )| < [Tzl |[gll < 71| - llzl| - 1yl
Remiantis Ryso teorema apie bendrajg tiesinio tolydziojo funkcionalo iSraiska
Hilberto erdvéje, egzistuoja vienintelis z € H, kad lygybe

f(z) = (Tx,y) = (x,2)

teisinga su visais € H. Turime taisykle, pagal kuria kiekviena y € H
atitinka elementas z € H.

14.4 apibrézimas. Atvaizdis T* : H — H, tenkinantis salyga
(Tx,y) = (x,T*y) su visais x,y € H, (14.7)
vadinamas operatoriaus I’ jungtiniu operatoriumi Hilberto erdvéje.
Pastebékime, kad kiekviena operatoriy T' € L(H) atitinka jungtinis oper-
atorius Banacho erdveés apibrézimo prasme. Jei ji pazymétume 7" (primin-
sime, kad 7" : H* — H*), tai nesunkiai jrodytume, kad T* = JoT"o.J~!. Cia

J :H* — H — erdviy H ir H* izomorfizmas. Toliau Hilberto erdveés jungtinj
operatoriy vadinsime tiesiog jungtiniu operatoriumi.

14.2 teiginys. Kiekviena T € L(H) atitinka vienintelis jungtinis operato-
rius T* : H — H. Be to, T* € L(H) ir ||T|| = ||T*||.

Irodymas. Kad jungtinis operatorius yra tiesinis, iSplaukia i$ lygybiy

(z,T*(ay + B2)) = (Tx,ay + Bz) = ATz, y) + (T, 2)
= oz, T*y) + Bz, T*2) = (x,aT*y + BT*2),
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kurios yra teisingos imant bet kuriuos z,y,z € H, «,0 € K. IS lygybés
(x,u) = (z,v) suvisais x € H iSplaukia v = v. Vadinasi,

T*(ay + fBz) = aT*y + BT 2.

Tarkime, kad operatoriy 7' € L(H) atitinka du jungtiniai 75" ir 75 . Remi-
antis (14.7), (z, (17 — T3 )y) = 0 su visais =,y € H, todél (T} — T5)y =
0 su visais y € H. Tai reiskia, kad 77 = T5.

Irodysime, kad operatorius T* yra apréZtas, ir rasime jo normg. Jei
y € H, tai

IT*y|[? = (T*y, T*y) = (TT"y,y)
< [Tyl - [lyll < [IT]]- 1Tyl - llyll-

Jei ||T*y|| # 0, i§ pastarojo jver¢io gauname
Tyl < 11T[| - [[yl]-
Kadangi §i nelygybé akivaizdziai teisinga ir, kai ||T*y|| = 0, todél
|| < (1T

Is ¢ia iSplaukia, kad operatorius T™ yra tolydus. Pakartoje tuos pacius
veiksmus ir sukeite T ir T vietomis, jrodome prieSinga nelygybe ||T|| <
||T*||. Vadinasi, ||T*|| = ||T]|. =

éioje lemoje surinktos kai kurios jungtinio operatoriaus savybeés. Jas
reikty jrodyti kaip pratima.
14.7 lema. Jei S,T € L(H) ir o € K, tai:
a) (T+S) =T+ 5%
b) (a
c) (ToS) =58"oT;
d) (T*)" =

) =aT*;

14.3 pavyzdys. Tarkime, T : R" — R"™ yra tiesinis operatorius ir (¢;;) —
ji atitinkanti n x n matrica. Tarkime, (¢7;) — matrica, atitinkanti jungtinj
operatoriy 7. Imdami vienetinius vektorius x = ey, y = e;, i3 (8.1) lygties
matome, kad ¢;; = tﬂ, 1,7 = 1,...,n. Vadinasi, jungtinj operatoriy T* atitinka
transponuotoji operatoriy 71" atitinkanti matrica.
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14.4 pavyzdys. Tarkime, K : [a,b] X [a,b] — R — tolydZioji funkcija. Api-
brézkime operatoriy T : Lo(a,b) — Lo(a,b),

b
Tx(s) :/ K(s,t)x(t)dt, te€ [a,b], =€ Laa,b).

Jungtinj operatoriy 7™ apibrézianti (14.7) lygtis uzrasoma

/ab(T*x)(t)y(t)dt = /aba:(t){ /abK(t, s)y(s)ds}dt

_ / ' { / "k, )a(s)ds by(r)d.

Cia panaudojome integravimo eiliSkumo sukeitimo taisykle. Pastaraja lygti
tenkina operatorius T, apibréztas

b
(T*2)(t) = / K (s, t)a(s)ds.

Kadangi jungtinis operatorius yra vienintelis, tai 7™ — operatoriaus 1" jung-
tinis. Matome, kad jungtinis operatorius taip pat yra integralinis, tik jo
branduolys gaunamas sukeitus operatoriy 1" apibrézianc¢io branduolio kinta-
muosius vietomis. Atskiru atveju, kai

K(s,t) = K(t,s),

t.y., kai branduolys yra simetriné funkcija, gauname T = T*. Operatoriai,
pasizymintys Sia savybe, sudaro labai svarbia klase.

14.2.3 Hilberto erdviy savijungiai operatoriai

14.5 apibrézimas. Tiesinis tolydusis operatorius T : H — H vadinamas
savijungiu, jei T = T*. Visy savijungiy operatoriy T' € L(H) aibe Zymésime
S(H).

I3 jungtinio operatoriaus apibrézimo isplaukia, kad 7' € L(H) yra savi-
jungis tada ir tik tada, kai

(Tz,y) = (x,Ty) suvisais z,y € H.
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14.9 teorema. Aibé S(H) yra tiesiné erdvés L(H) daugdara. Be to, jei
S, T € S(H), tai T oS € S(H) tada ir tik tada, kai T o S = SoT.

Irodymas. Pirmasis tvirtinimas yra 14.7 lemos i§vada. Remiantis tos pacios
lemos ¢) punktu,
(ToS)*=5"0T*=8o0T.

Todél (T'o S)* =T o S tada ir tik tada, kai To S =SoT. u

14.10 teorema. Sakykime, H — kompleksiné Hilberto erdvé. Operatorius
T € L(H) yra savijungis tada ir tik tada, kai su bet kuriuo z € H (T'z,z) —
realusis skaicius.

Irodymas. Jei T' — savijungis operatorius, tai
(Te,x) = (x,Tz) = Tz, x).
I8 ¢ia i8plaukia, kad (T'z,z) — realusis skaicius.
Dabar tarkime, kad su kiekvienu x € H skai¢ius (T'z, z) — realus. Rekomen-

duojame skaitytojui patikrinti, kad tada galioja Sios lygybés:

UTw,x) =(T(x+y),z+y) — (T(r—y),z—y)+
(T (z + 1),z +y) — uT(r — ),z —1y)

ir

Uz, Tz) =(z+y,T(x+y) —(z —y,T(x—y)+
Wx+wy, T(x+w) — (e —wy, T(z—wy)).
Kadangi (T'z, x) — realus, todél pastaryjy lygybiy desinés pusés sutampa,

taigi (Tx,y) = (x,Ty)  suvisais x,y € H. O tai reiskia, kad operatorius
T — savijungis. =

14.11 teorema. Jei T € S(H), tai

Tl = sup{|(Tz, )| : ||| < 1}.
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Irodymas. Sakykime, T' € S(H). Pazymékime
a = sup{|(Tz,z)| : [[z]| <1}.
Pritaike Svarco nelygybe, gauname
Tz, z)| < ||Tz|| - ||z|| < ||T||- ||z]|> su visais = € H, (14.8)
todél a < ||T||. Pastebékime, kad
(Tz,z)| < al|lz|]|> suvisais z € H (14.9)
ir
(T(x+y), z+y)—(T(x—y),x—y) = 4R(Tx,y) su visais z,y € H. (14.10)
I5 (14.8)—(14.10) formuliy ir lygiagretainio taisyklés gauname

ATz, y)| < (T(z +y),z +y)| + (T(z —y),z —y)|
<a(|lz+yll* + ||z — ylI*)
= 2a(|z|]* + | lyI[*). (14.11)

Tarkime, x € H, ||z|| = 1,Tz # 0, ir pazymékime y = ||Tx||~'Tz. Istate i
(14.11) formule, gauname

17|l = R(Ta, || T2||7' Tz) < a(llz]]* +1)/2 < a.

Kadangi 8i nelygybé teisinga ir kai Tx = 0, i§ jos iSplaukia ||T|| < a. =
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