12 paskaita

12.1 Hilberto erdves tiesiniai tolydieji funkcionalai

Siame skyrelyje rasime Hilberto erdvés H tiesinio tolydziojo funkcionalo
bendraja israiska. Ja pritaikysime Radono-Nikodymo teoremos apie tankio
funkcija jrodymui.

12.1 teorema. Su kiekvienu y € H funkcionalas F', apibréztas formule
F(z) = (z,y), z€H
yra tiesinis tolydus ir jo norma

][ = Tyl

Irodymas.  Funkcionalo F tiesiSkumas iSplaukia i8 skaliarinés sandaugos
apibrézimo. Pagal Svarco nelygybe |F'(x)| < ||y|| - ||=||, taigi F tolydus ir
[|1F|| < [lyl||- I8 kitos pusés

ylI1? = (y,y) = [FW)| < |IF]] - [yl
todel [[y|| < [|F||. Vadinasi, ||F|| = |[y|.

12.2 teorema. Jei ' — tiesinis tolydusis funkcionalas, apibréztas erdvéje
H, tai egzistuoja toks vienintelis elementas y € H, kad

F(x) = (z,y) su visais x € H.

Irodymas. Jei F = 0, tai galime paimti y = 0. Toliau tarsime, kad F' # 0.
Pazymékime N = {x € H : F(z) = 0}. Nesunku jrodyti, kad N — erdvés H
poerdvis. Remiantis 7?7 teorema apie Hilberto erdveés ortogonaluyjj déstinj,
H = N @ N*. Kadangi N # H (priesingu atveju F' = 0), tai N+ # {0}.
Tarkime, z € N+, z # 0. Pazymékime A = F(z). Sakykime, € H ir
¢ =2a'+2" Ciaaz' € N, 2 € Nt. Kadangi 2/ — A\"'F(2")z € Nt ir

F(z" —\'F(")z) =0,



tai 2" — A\"1F(2")z = 0, nes N N N+ = {0}. Pastebékime taip pat, kad
(x,2) = \F(2") (2, 2).

Vadinasi,
F(z) = F(a') + F(«") = All2||7(z, 2).
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[§ ¢ia igplaukia, kad F(x) = (x,y) suy = A |z||22. Akivaizdu, kad elementas

y vienintelis. =

Tarkime, H — realioji Hilberto erdvé. Remiantis ka tik jrodyta teorema,
galime apibrézti atvaizdj J : H* — H, funkcionalui F' € H* priskirdami
pagal 12.2 teorema jj atitinkantj elementa y € H, t.y.

F(z) = (z,JF) suvisais F € H",z € H.
Nesunku jrodyti, kad J(F + G) = J(F) + J(G) ir J(aF) = aJ(G) su visais

F,G € H*,a € R, t. y. J - tiesinis atvaizdis. Be to, J yra bijekcija ir
||JF|| = ||F||. Taigi irodéme §j teiginj.

12.3 teorema. Realiosios Hilberto erdvés H jungtiné erdvé H* izomorfiSkai
izometriné paciai erdvei H.

Toks pat teiginys teisingas ir kompleksinéms Hilberto erdvéms. Tik sjkart
atvaizdis J — kompleksinis izomorfizmas — J(af) = a@J(f) su visais f €
H* a € C.

Remiantis Siais teiginiais, erdvés H ir H* sutapatinamos.

12.2 Erdvés Cla,b] tiesiniai tolydieji funkcionalai

Sakykime, a,b € R, a < b. Siame skyrelyje jirodysime teorema apie ben-
draja erdvés Cla, b] tiesinio tolydziojo funkcionalo israiska, kuria 1909 metais
surado F. Rysas.

12.1 apibrézimas. Baigtiné aibé P C [a,b], kuriai priklauso a ir b, vad-
inama intervalo [a,b] skaidiniu. Jei P yra intervalo [a,b] skaidinys, tai
rasysime P = {sq, s1, ..., $p }, suprasdami, kad

a=81<81 < < 8p_1<8,=>0b.



12.2 apibrézimas. Sakykime, f,a — realiosios funkcijos, apibréztos inter-
vale |a,b]. Sakoma, kad f yra a-integruojama, jei egzistuoja toks realusis
skaicius I, su kuriuo iSpildyta salyga: kiekvieng € > 0 atitinka toks § > 0,
kad

‘I =3 ftr)(alsk) - alsi-1))| <e. (12.1)
k=1

imant bet kurj tokj intervalo [a, b] skaidinj P = {so, 1, ..., Sn }, kuriam max; <<y [sk—
Sk—1] < 0 ir bet kuriuos skaicius ty, € [sg—1,sk], k=1,...,n.

Akivaizdu, kad a-integruojama funkcija f atitinka vienintelis skaicius I,
tenkinantis (12.1) salyga. Sis skai¢ius toliau Zymimas f: fda arba fab f(t)da(t)
ir vadinamas Rymano-Stiltjeso integralu.

12.1 teiginys. Jei o — apréZtosios variacijos funkcija intervale [a,b], tai
kiekviena funkcija f € Cla,b] yra a-integruojama ir teisinga Si nelygybé:

‘/abf(t)da(ﬂ’ < sup |f(1)|V(a). (12.2)

a<t<b

Irodymas. Imdami bet kurj intervalo [a,b] skaidinj P = {so, s1, ..., S} ir
bet kuriuos t € [sk—1, sx], k = 1, ..., n, pazZymeékime

S(fr a5 {si}, {te}) = D f(te)(alsk) — a(s6-1)).
k=1

Tegu ¢ > 0. Kadangi F' — tolygiai tolydi intervale [a,b], tai egzistuoja toks
6 >0, kad
lf(t) — f(s)| <e, kai |[t—s| <.
Toliau jvertiname

n

> rtalsr) — alsi))| < 30 1£)] - lalsi) — alska)| <
k=1

k=1

masx 70 la(sy) — alsi)| < mas [7()[V2(0).
k=1 -

a<t<b

Peréje sioje nelygybéje prie ribos, kai n — oo ir maxj<g<pn(Sx — Sx—1) — 0



12.4 teorema. (Ryso.) Jei f* — erdvés Cla,b] tiesinis tolydusis funkcio-
nalas, tai egzistuoja tokia apréztosios variacijos intervale [a,b] funkcija a,

kad
b
f*(9) :/ g(t)da(t) su visais g € Cla, b

ir, be to,

1711 = Vo (a).

Irodymas. Fiksuokime f* € C*[a,b]. Erdvé Cla,b] yra erdvés Bla, b] poerd-
vis. Todél, remiantis Hano-Banacho teorema, egzistuoja toks erdvés Bla, b]
tiesinis tolydusis funkcionalas F, kad F'(g) = f*(g) su visais g € Cla,b] ir
L= 1111

Sakykime, funkcija x, = 0 ir, imdami a < s < b, apibrézkime

1, kaia <t <s;
Xs(t) = {O, kai s <t <b.
Akivaizdu, kad x5 € Bla, b, kai a < s < b. Apibrézkime
a(s) = F(xs), s€la,b]. (12.3)
Irodysime, kad taip apibrézta funkcija « : [a,b] — R tenkina teoremos saly-
gas.

Sakykime, {so, s1, ..., S} — intervalo [a, b] skaidinys ir A1, Aa, ..., A,y — TE-
alieji skaiciai. Akivaizdu, kad

Z Ak(XSk (t) — Xsp_1 (t>) = /\j7
k=1

kai s;_1 <t <sj, j=1,2,...,n. Vadinasi,

[ RYIC——— ) — max{[A1], Ao, ooy [An]). (12.4)
k=1



Atskiru atveju, imdami A\, = sign(a(sg)—a(sg—1)), 15 (12.3) ir (12.4) formuliy
gauname

Z la(sk) — alsg-1)| = Z M (a(sg) — a(sk-1)) =
k=1

k=1

> A (F) = Flxs)) = F(D0 Mo = xorr) ) <
k=1 k=1

I [ A G = Xou)
k=1

I8 8iy nelygybiy iSeina, kad a yra apréztosios variacijos ir

V() < II£7].

=111

Imkime g € Cla,b] ir ¢ > 0. Kadangi funkcija g yra tolygiai tolydi, tai
egzistuoja toks d > 0, kad nelygybé
l9(s) —g(t)] <e (12.5)

teisinga, kai s,t € [a, b] ir |s—t| < d. Sakykime, {sq, $1, ..., Sp } — toks intervalo
[a, b] skaidinys, kad s —sk_1 < d su visais k = 1,...,n. Imkime t; € [sg_1, Sk,
k=1,...,n, ir apibrézkime funkcija

F = 9(tk) (Xs, = Xsx_)- (12.6)
k=1

Akivaizdu, kad f € Bla,b]. Tarkime, t € (a,b]. Tuomet s;_1 < t < s su
kuriuo nors k = 1,...,n. I (12.5) ir (12.6) formuliy iSplaukia, kad

1f(t) = g@)] = lg(tr) — g(t)] <e.
Pastebéje, kad f(a) = g(t1), gauname
[f(a) = g(a)| = lg(t1) — g(a)| <e. (12.7)
Vadinasi, ||g — f]| < e. I8 ¢ia iSplaukia
[E(g) = F(OI<IFIl - llg — fIl < ellf*]]- (12.8)

Remiantis funkcijos o apibrézimu,

F(f) = F(Z g<tk)(Xsk - XSk—l)) = Zg(tk) (F(XSk) - F(XSk—l))
k=1

n

=Y g(tr)(a(sk) — a(sp-1)).
k=1



Kadangi F(g) = f*(g), i85 (12.8) gauname, kad
n
> gt (alsk) = alsi) = £(9)| < el
k=1
Remdamiesi pastaraja nelygybe ir 12.2 apibrézimu matome, kad

b
ﬁ@z/g@mm

Lieka jrodyti, kad V?(a) = || £*||. Remiantis Rymano-Styltjeso integralo api-
brézimu (zr. 12.2 apibrézima), kiekviena € > 0 atitinka toks intervalo [a, b]
skaidinys {sg, $1,...,sn}, kad

> gt (o) — alsi ) — 1(9)| < e
k=1

Todél

A
™
+
[
=}
=

(te)] - la(sk) — a(sk—1)]

<e+lgll Y lalsk) — alsi-1)|
k=1
<e+lgllV(a).

I§ pastarojo jverc¢io gauname, kad | f*(g)| < ||g||V (). Todél ir || f*|| < V(«).
Prieginga nelygybé irodyta anksciau. =

Ka tik jirodytoje Ryso teoremoje nieko nesakoma apie funkcijos o vienat;.
Norédami tai iSsiaiskinti, tarkime, egzistuoja dvi tokios apréztosios variacijos
funkcijos o : [a,b] — R ir as : [a,b] — R, kad

b
mﬁ:/ﬂwmmi:w,

su visais f € Cla, b]. Pazyméje v = a; — avg turime,
b
/ f(t)da(t) =0, suvisais f € Cla,b]. (12.9)
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Kada taip yra? Kad atsakytume j §j klausima, prisiminkime keletg fakty apie
baigtinés variacijos funkcijas. Pirmiausia teisinga, kad kiekviena baigtinés
variacijos funkcija turi ne daugiau kaip skaity skaiciy trukio tasky. Antra —
kiekviename trukio taske t egzistuoja ribos is deSinés ir i$ kairés, tai yra, visi
trukio tagkai yra pirmosios rusies. Tegu ty € (a, b) yra funkcijos a tolydumo
taskas. Imdami § > 0 pakankamai maza, apibrézkime tolydziajg funkcija h
taip: h(t) = 1, kai t € [a,to], h(t) = 0, kai ¢ € [tg + 0,b] ir h yra tiesiné
intervale [to, tp + ¢]. Tuomet
to+0

b
/ h(t)da(t) = alty) — ala) + /t h(t)da(t).
I5 (12.9) isplaukia
la(to) — a(a)| < V().

Kadangi ‘/t'f)°+6(g) — 0, kai § — 0 ir g tolydi funkcija, gauname «a(tp) = a(a)
kiekviename funkcijos a tolydumo taske ¢y. Taigi jei teisinga lygybe (12.9),
tai

a(a) = ac) = a(b) kiekviename tolydumo taske c.

Be to, ta salyga yra ir pakankama.
Su kiekviena baigtinés variacijos funkcija o apibrézkime funkcija

ala), t=a
a(t) =a(t) — ¢ ala) + a(t) —alt+), a<t<b
ala), t="o.
Funkcija @ yra baigtinés variacijos ir tenkina salygas
a(a) = 0; (12.10)
at) = a(t+). (12.11)

Funkcija, kuriai teisingos (12.10) ir (12.11) salygos vadinsime normalizuota.
Dabar Ryso teorema galime pagerinti taip.

12.5 teorema. Jei f* — erdvés Cla,b] tiesinis tolydusis funkcionalas, tai
egzistuoja tokia vienintelé normalizuota apréztosios variacijos intervale funkcija
a:la,b] — R, kad

b
F(g) = / g(t)da(t) su visais g € Cla,b]

ir, be to,
1]l = V2 (@).



12.3 L, erdviy tiesiniai tolydieji funkcionalai

Tegu (S, S, ) — erdvé su matu, skaicius 1 < p < 0o, 0 jo jungtinis skaicius
q tenkina sarysj 1/p+1/q¢ =1 (¢ = oo, kai p = 1). Siame skyrelyje rasime
bendraja erdvés L,(p) = Ly(S,S, ) tiesinio tolydaus funkcionalo israiska
ir jrodysime, kad jungtiné erdvé L;;(,u) yra izometriskai izomorfiné erdvei
Lq(p).

12.6 teorema. Tegul < q < oo. Su kiekviena funkcija g € Lqy(1), funkcionalas

£ = [ 1oaoutd) (12.12)
apibréztas erdvéje Ly(u) yra tiesinis tolydus ir jo norma

1= 119111 () (12.13)

Irodymas.  Teorema jrodysime tik baigtinio mato p atveju. Bendrasis,
o-baigtinio mato atvejis, nagrinéjamas analogiSskai. Pirmiausia jrodykime,
kad (12.12) formule aprasomas funkcionalas yra tiesinis tolydus ir jo norma
tenkina (12.13). Tiesiskumas akivaizdus, nes

f*(af + Bg) = / (af + Bg)(B)u(dt) = / (o f (£) + Bg(t)]u(de) =

S

S
o [ 50utan) +5 [ aOud) = ar 1)+ 55" (0)
Jei p > 1, pritaike integraline Hiolderio nelygybe, nesunkiai isvedame

1O < 1]z, - [9llz,-

Jei p =1, tai
O <Ny - 9]z

Taigi, funkcionalas f* tolydus ir ||f*|| < ||g||z,-
Toliau tarkime, p > 1. Apibrézkime funkcija

fo(t) = sign(g(®) - lg®"|lgll 77, tes.

Kadangi pg — p = ¢, tai

/ [ fo(t)Pu(dt) = / lg(8) P70 () lg| .7 = 1.
S S
8



Taigi, fo € Ly ir || fo|| = 1. Todél
171 215l = | [ st
S

- /S 19()|7(d) - 1l =7 = 19l o

Taigi (12.13) jrodyta, kai p > 1. Tarkime, p = 1. Laisvai pasirinkime ¢ > 0.
Tegu aibé A. € S yra tokia, kad pu(A:) > 0 ir [g(t)] > |[g]|L. (u) — € su visais
t € A.. Apibrézkime funkcijag

~(u(A2)) " tsigng(t),  kai t e Ag
folt) = {o, kai t¢ A..

Akivaizdu, kad fo € Li(p) ir || fo|| = 1. Be to,

11 = 177 = | [ o(Oa(on@n] = (4™ [ la®lutit) = lgl.—.
Kadangi € > 0 pasirenkamas laisvai, tai ||f*|| > ||g||r... PrieSinga nelygybé
buvo jrodyta kartu su atveju p > 1. Teorema pilnai jrodyta. =

12.7 teorema. Tegu 1 < p < oo. Kiekvieng tiesinj tolydyjj funkcionala
¥ Lp(S,S, u) — R atitinka tokia funkcija g € Ly(S, S, p), kad

7 (f) = /Sf(t)g(t),u(dt) su visais f € L. (12.14)

Irodymas. Su kiekvienu A € S apibrézkime

v(A) = f*(xa)-

Taip apibrézta aibiy funkcija yra matas. Tikrai, funkcijos v baigtinumas ir
adytivumas iSplaukia i§ funkcionalo f* tolydumo ir tiesiS8kumo. Tarkime,
(A;) poromis nesikertanciy aibiy i§ S seka, F,, = U}_;Ax, n = 1,2,...
ir A = UpAg. Tuomet aibés A indikatoriné funkcija x4 yra sekos x4, riba
erdvéje L,. Kadangi funkcionalas f* tolydus, tai v(A) = lim,, v(A4,). Taigi,
v yra matas. Be to, tas matas yra absoliuc¢iai tolydus mato p atzvilgiu. Pagal
Radono - Nikodymo 7?7 teorema, egzistuoja tokia integruojama funkcija g,
su kuria

v(A) = / g(t)u(dt), suvisais A€ S.
A

9



Kitaip tariant,

F*(xa) = v(A) = /S xa(D)g(t)u(de).

Is ¢ia i8plaukia, kad
- /S F(Hgw(d)

su bet kuria laiptine funkcija f. Dabar tarkime, f — aprézta mati funkcija.
Tuomet egzistuoja tokia laiptiniy funkcijy seka (fy,), kuri tolygiai konver-
guoja prie f. Todél

£ =l () = lim | fa(OgOutde) = [ g0l
S S
Pagaliau, tegu f € L,(1). Apibrézkime

n, jei f(t) >n
fa(t) = Q f(t),  jei [f(t)] <n
—n, jei f(t) < —n.

Seka (f,) konverguoja erdvéje Ly(n). Todél f*(f) = lim, f*(fn). Be to,
(fng) konverguoja prie fg ir (|fng|) yra aprézta ir konverguoja prie |fg|.
Taigi

/f w(dt) —hm/fn w(dt) —hmf (fn) = f7(f).
Liko jrodyti, kad g € Lg(p). Tuo tikslu, imdami f € L,(p), nagrinékime seka

fult) = {‘Of (D)lsigng (1), J;itu!rfu)\ <n

Akivaizdu, kad || f,|| < [|f||- Taigi,
) < AP AL < TP A
Bet (| fng|) konverguoja prie |fg|, ir

[\l —hm/|fn £)|pu(dt) =
hmmf/fn pu(dt) = Tinf |£*(f)] < 1711111

Taigi, [¢ f(t)g(t)p(dt) < oo sukiekviena funkcija f € L,. Lieka tai pritaikyti
teoremos 12.6 irodyme apibréztai funkcijai fo. =

IS teoremy 12.6 ir 12.7 isvadame $§i rezultata.
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12.8 teorema. Tegul < p < oo.Erdvés L,(p) jungtiné erdvé Ly(p) izomet-
rigkai izomorfiné erdvei Ly(). Be to, atvaizdis T : Ly(u) — Lg(p), Tf* =g,
kai g nusakytas 12.7 teorema, yra izometrinis izomorfizmas.

Skaitiniy seky erdves ¢, yra atskiras L,(u) erdviy atvejis (tereikia paimti
S = {1,2,...} ir u taip vadinama skaiCiuojantj mata, u({k}) = 1, k =
1,2,...T.) Todél i§ suformuluoty teoremy isvedame Siuos teiginius.

12.9 teorema. Tegul <p < o0, 1/p+1/q = 1. Su kiekvienuy = (y,) € ¥4,
funkcionalas

o
f*(z) = Zl’kyk (12.15)
k=1
apibréztas visiems x = (xy,) € £, yra tiesinis tolydus ir jo norma

LI = 11ylle, - (12.16)

Ir atvirksciai, kiekviena tiesinj tolydy funkcionalg f* : £, — R atitinka toks
y € ly, kad

oo
ff(x) = kayk, su visais x € {p. (12.17)
k=1

Todel erdvés £, jungtiné erdvé (), izometriskai izomorfiné erdvei £,. Be
to, atvaizdis T : £; — Ly, Tf* = y, kai y nusakytas (12.17) lygybe, yra
izometrinis izomorfizmas.

12.4 Refleksyviosios Banacho erdvés

Normuotosios tiesinés erdvés E jungtiné erdvé E* yra Banacho, todél gal-
ime kalbéti apie jos jungting erdve (E*)*. Pastaroji Zymima E** ir vadinama
antrgja erdvés E jungtine erdve.

12.10 teorema. Sakykime, E — normuotoji tiesiné erdvé. Imdami x € E,
apibrézkime atvaizdj & : E* — R,



kai x* € E*. Atvaizdis T yra tiesinis tolydusis funkcionalas, apibréztas erdvéje
E*, o atvaizdis J : E — E**, J(z) = & — izometrinis izomorfizmas tarp E ir

J(E).

rodymas. Jeixz € E, x7, x5 € E* ir a1, ag € K tai
1> T2

T(ona] + asxy) = (nx] + aoxs)(z) = aqnx] () + asxs(x)
= a1 2(x]) + aeZ(x3).

Is 8iy lygybiy iSplaukia, kad & — tiesinis erdvés E* funkcionalas. Remiantis
77 isvada,

||z]| = sup{la”(x)] : 2" € B, [la"[] <1}
= sup{[2(z”)| : =" € EY, [[a7]| <1}

Remiantis tomis lygybémis, & — apréztasis tiesinis funkcionalas ir ||Z|| = ||x|].
Jeixy,29 € E, ay,a0 € K, tai

J(a1z1 + agxo)(z¥) = 2% (o x1 + aexs) = 121 (27) + agdae(x™)

= (Oélfl + agi‘z)(l‘ )

Vadinasi, J(a1z1+a2xs) = a1 (z1)+aeJ (x2). I8 ¢ia idplaukia, kad atvaizdis
J tiesinis, o i8 lygybés ||z|| = ||#|| iSplaukia, kad atvaizdis J yra izometrija.

12.3 apibrézimas. Sakykime, E — tiesiné normuotoji erdvé. Tiesiné izo-
metrija © — & vadinama kanoniniu erdveés [E atvaizdZiu j antraja jungtine
erdve [E**.

Kanoninis atvaizdis yra bijekcija tarp E ir aibés E = {& = J(z) : = €
E} c E**. Akivaizdu, kad ) = [E**, jei E néra Banacho erdvé. Taciau zemiau
pateikiamas pavyzdys rodo, kad, netgi tuo atveju, kai [E yra Banacho erdve,
gali atsitikti taip, kad E** # K.

12.1 pavyzdys. I8 teoremos 77 Zinome, kad egzistuoja tiesiné izometrija
T :c§— {1, be to T'(cf) = 1.
Zymeésime

oo
<CC, y> = Z TnlYn,
n=1

12



kai ¢ = (x,,) € loo it y = (yn) € £1. Remiantis atvaizdzio T apibrézimu,
z*(x) = (x, Tx"),
kai © € cg ir * € ¢j. Jei x € cp, tai, imdami bet kurj =* € ¢jj, gauname
z(z") =2 (x) = (x, Tz"). (12.18)
Parinkime y € £ \¢p ir apibrézkime
Y (@) = (9, Ta"), (1219)

kai * € ¢§. Nesunku jrodyti (zr. 7?7 pavyzdj), kad y** € ¢j*. Tarkime,
y** = & kuriam nors « € ¢p. Pasinaudoje (12.18) ir (12.19), turime

(x, Tx") = (y, Tx™)
su visais €* € c¢j.
Prisimine, kad T'(cj) = 1, gauname lygybes (x,e,) = (y,ey,) su visais

n=12,..Ciae, = (Omn)m>1- I8eity, kad = y, o tai neteisinga. Vadinasi,
Y™ e ¥, bet y** ¢ .

12.4 apibrézimas. Normuota erdvé E vadinama refleksyviaja, jei kanoninis
atvaizdis J : © — T vaizduoja E j E**| t.y. jei J(E) = E**.

Akivaizdu, kad refleksyvioji normuota erdvé butinai Banacho. Be to,
12.1 pavyzdys rodo, kad egzistuoja nerefleksyvios Banacho erdvés.

12.11 teorema. Banacho erdvé ¢, yra refleksyvi, kai 1 < p < oo.
Irodymas. Sakykime, 1 < p < oo ir ¢ = p/(p — 1). Ragysime

o0
<:13, y> = anym
n=1
kai x = (z,) € €, 0 y = (yn) € {;. Remiantis 77 teorema, egzistuoja
izometrija T), : £y — £y, kad T, ({y) = €5 ir
(Tyy)(x) = (z,y)

su visais x € {p ir y € {,. Taip pat egzistuoja izometrija T, : ¢, € £7, kad
T,(bp) = £y ir
(Tyx)(y) = (@, y)
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su visais € £, ir y € {,.

Dabar tarkime, ™ € (" ir y* = &™T),, y* : {; — R, t.y., y* € {7, todeél
egzistuoja vienintelis elementas € ¢}, su kurivo y* = Tyx. Jeigu x* € £},
tai * = Ty su kuriuo nors y € {,. Vadinasi,

™ (x") = " (Tpy) = (2™ o T},) (y)
=y (y) = (Tyz)(y) = (z,y)
= (Tyy)(x) = =" (x) = z(z").

Gavome x** = &. Tai ir jrodo, kad erdve £, yra refleksyvi. =

Butina pabrézti, kad erdvé E yra refleksyvi tik tokiu atveju, kai erdveés
E ir E** izometrinés kanoninio atvaizdzio z — & atzvilgiu.!

Kaip jau minéjome (Zr. ?? skyrelj), kiekviena tiesine normuota erdve E
galima papildyti iki Banacho erdvés, t. y. egzistuoja tokia Banacho erdve F
ir toks jos tiesinis poaibis Fy, kad

i) aibé Fy yra visur tirsta [Fo] = F;
ii) aibé Fy su indukuota norma yra izometriskai izomorfiné E.

Dabar nesunkiai galime §j teiginj jrodyti. Tegu J : E — E** — kanoninis
atvaizdis. Paimkime F = [J(E)] — aibés J(E) uzdarinj erdvéje E**. Kadangi
E** — Banacho erdvé, tai F taip pat Banacho. Imdami Fy = J(E) ir aib¢je
Fo nagrinédami indukuotaja norma, pagal 12.10 teorema matome, kad nor-
muotos erdvés Fy ir E yra izometriSkai izomorfinés. Taigi F yra erdvés E
pildinys.

11951 metais R. C. James sukonstravo Banacho erdve E, kuri yra izometriné antrajai
jungtinei erdvei E** bet néra refleksyvi, nes atvaizdis, kurj galima sukonstruoti tarp E ir
E** néra kanoninis.
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