11 paskaita

11.1 Tiesiniai funkcionalai

Vienas i§ pagrindiniy funkcinés analizés tyrimo objekty yra funkcijos,
apibréztos abstrak¢iose erdvése: metrinése, tiesinése normuotose ar kitose.
Ju analizé reigkia tiek atskiry funkcijy savybiy, tiek savybiy, budingy tam
tikroms funkcijy klaséms, tyrima. Tai svarbu jvairioms moksly sritims, o
abstrakti analizés forma leidzia apjungti j vieningg schemg i$ pirmo Zvilgsnio
visiskai skirtingus uzdavinius. Taip, pavyzdziui, lygties

F(z)=a

nagringjimas, kai F' yra abstraktaus argumento funkcija, o a duotas ele-
mentas i§ tos funkcijos reikSmiy aibés, vienija diferencialines bei integralines
lygtis, begalines tiesiniy lyg€iy sistemas ir netgi tikimybiy teorijos momenty
problema.

Siame skyriuje detaliai nagrinésime pacias paprasCiausias abstraktaus
argumento funkcijas — tiesines tolydzias — apibréztas tiesinése normuotose
erdveése ir jgyjancias skaliarines, realias ar kompleksines, reikSmes. Tokias
funkcijas jprasta vadinti tiesiniais tolydziaisiais funkcionalais. Prisiminus
realaus kintamojo tiesine funkcija, gali pasirodyti, kad tiesinis tolydusis
funkcionalas gana elementarus objektas. Deja yra ne taip. Vien netrivialiy
tiesiniy tolydziy funkcionaly egzistavimas yra idomi problema, kurig bendru
atveju pavyksta iSspresti tik pasitelkus Hano-Banacho teorema apie tiesinio
funkcionalo pratesima.

Siame skyriuje skaitytojas ras jvairiy normuotuy erdviu tiesiniy tolydziuy
funkcionaly bendrasias iSraiSkas. Hilberto erdvéms ir tolydziyjy funkcijy
erdvei Cla,b] jas surado Rysas. Iliustruodami galimus Ryso teoremos pri-
taikymus, aptarsime momenty problema.

11.1.1 Tiesiniai tolydus funkcionalai. Pavyzdziai

Siame skyrelyje E — tiesiné normuota erdvé virs skaliary kuno K. Tiesinis
atvaizdis F' : E — K vadinamas erdvés E tiesiniu funkcionalu. Priminsime,



kad atvaizdis F' yra tiesinis, jei F'(ax 4+ fy) = aF(x) + BF(y) su visais
z,y € E, a,f € K. Priminsime taip pat, kad funkcionalas F' : E — K yra
tolydus taske z € E, jei kiekvieng € > 0 atitinka toks § > 0, kad

|[F'(x) — F(y)| <e, kai [[z—y|| <é.

Funkcionalas F' tolydus, jei jis tolydus kiekviename taske. Funkcionalas F'
vadinamas apréztu, jei jis kiekvieng aprézta aibe atvaizduoja j aprézta.

11.1 teorema. Jei F' : E — K — tiesinis funkcionalas, tai Sie teiginiai yra
ekvivalentus:

1) F tolydus nulyje;

2) F tolydus;

3) F apréztas;

4) egzistuoja toks skaicius M > 0, kad

|F(x)| < M||z||, su visais x € E. (11.1)

Irodymas. (1) < (2). Pakanka jrodyti, kad (1) = (2). Pirmiausia pastebeési-
me, kad tiesinis funkcionalas erdveés nulj visada atvaizduoja j nulj: F'(0) = 0,
nes F(0) = F(0-z) = 0- F(z) = 0. Todél tolydumas nulyje reiskia, kad
kiekviena € > 0 atitinka toks d > 0 su kuriuo

|F(z)| <e, kai ||z|| <.
Tegu zg € E ir ||z — x| < 6. Tuomet
|F(z) — F(x0)| = |F(z — zo)| < &.

Vadinasi, F' tolydus taske xg.

(2) = (3). Tarkime, A C E — aprézta aibé, A C S,(0). Irodysime, kad
aibé F(A) = {F(z): z € A} C K aprézta. I8 funkcionalo F' tolydumo nulyje
isplaukia, kad egzistuoja toks § > 0, su kurivo |F(z)| < 1, kai ||z|| < 0.
Jei y € A, tai ||r~1dy|| < 4. Todél |F(r~18y)| < 1 arba |F(y)| < 7/, nes
F(r='6y) = r~15F(y). Vadinasi, aib¢ F(A) aprézta.

(3) = (4). Pakanka jsitikinti, kad (11.1) teisinga kai = # 0. Kadangi aib¢
F(51(0)) aprézta, egzistuoja toks m > 0, kad

|F(x)] <m su visais ||z|| < 1.
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Bet tada, imdami z € E, x # 0, turime
|F(@)] = [l|| - |F(z||lz]| )] < mll]].
(4) = (1). Akivaizdu. =
Tiesiniam tolydziam erdvés E funkcionalui F' skaicius

|F|l = sup [F(z)] (11.2)
llz]|<1

yra baigtinis. Jis vadinamas funkcionalo F' norma. 1§ funkcionalo normos
apibrézimo isSplaukia, kad

|F(z)] <||F|]-|lz|| suvisais x € E. (11.3)

Kitais ZodZziais tariant, maziausia konstanta M, su kuria teisinga (11.1)
savybeé, yra lygi || F'||. I$ ¢ia nesunkiai i§plaukia dar dvi ekvivalencios idraiskos
funkcionalo normai skai¢iuoti.

11.1 teiginys. Tiesinio tolydaus funkcionalo F' : E — K normai teisingos
Sios formulés:

|F(2)|

1P| = sup (11.4)
X el

IF|| = sup |F(a)]. (11.5)
[|z||=1

Irodymas. Pirmiausia jrodykime (11.4) formule. Desinéje jos puséje esantj
tikslyji virSutinj rézj pazymékime v(F'). Su kiekvienu x # 0

|F' ()] < v(E)|[]].

Kadangi $i nelygybé akivaizdZziai teisinga ir nuliniam elementui, tai ||F|| <
v(F). Norédami jrodyti prieinga nelygybe, pasiremkime funkcionalo normos
ir tiksliojo apatinio rézio apibrézimais. Jei M > ||F||, tai |F(z)| < M||z|| su
visais z € E. Taigi jei x # 0, tai |F(x)|/||z]| < M, todél v(F) < M. Kadangi
M laisvai pasirinktas skai¢ius didesnis uz funkcionalo F' normg, tai teisinga
ir nelygybeé v(F) < ||F|].

Desinéje (11.5) formulés puséje esantj tikslyji virSutinj rézj paZymeékime
v1(F). Su kiekvienu x # 0, elemento z/||x|| norma lygi vienam, todél

|F ()] = [F/[[][)] - [[=]] < (F)]]]].
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I§ ¢ia isvedame vq (F') < ||F||. Priesinga nelygybe jrodome kaip anksc¢iau tik
dar reikia pastebeti, kad elemento z/||x|| norma, kai x # 0, yra lygi vienam.
]

Panagrinékime keleta pavyzdziy.

11.1 pavyzdys. Erdveés Cla, b] elementams f apibrézkime

n

F(f) = crf(ts),

k=1

kai ¢1,...,t, € [a,b] — i8 anksto duoti taskai, cj,...,c, € R — fiksuoti
skaic¢iai. Jrodysime, kad Sis funkcionalas yra tiesinis tolydus ir suskaiciu-
osime jo norma. TiesiSkumas akivaizdus, nes

F(af +Bg) =Y celaf + Bg)(tr) =
k=1

= ch[af(tk) + By(te)] = aF (f) + BG(g).

k=1

IS nelygybés

PO <D lerllf ()] < sup [FOID lerl = lewl - [1£1]
k=1 t€fa,b] k=1 k=1

ir 11.1 teoremos isvedame funkcionalo F' tolyduma, ir tokj normos jvertj:

n
I <D lel- (11.6)
k=1
Nemazindami bendrumo galime tarti, kad a < t; < --- < t, < b. Na-

grinékime funkcija fo : [a,b] — R, apibrézta taip:

fo(tr) = sign(cx),

tiesiné intervaluose [tx_1,tx], k = 2,...,n ir pastovi intervaluose [a, t1], [ty, b].
Akivaizdu, kad taip sukonstruota funkcija yra tolydi ir jos norma yra lygi
vienam, t.y. fo € Cla,b], ||fo|| = 1. Todél

n n

1PN = [F(fo)l = 1D exfolti)] = casign(er) = Y [exl-
k=1

k=1 k=1
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Sis jvertis kartu su (11.6) nelygybe jrodo, kad

n
1F1l =" lexl.
k=1

Ivairus realiosios funkcijos parametrai yra atskiri iSnagrinéto funkcionalo
atvejai. Keleta i3 ju paminésime. Funkcijai f : [a,b] — R, apibréztai inter-
vale [a, b], susitarkime, kad f(t) =0, jei t & [a, b].

e Funkcijos reikdmeé fiksuotame taske ¢y € [a, b]:

F(f) = f(to).
e Funkcijos prieauglis zingsniu h fiksuotame taske ¢y € [a, b]:

F(f) = Apf(to) = f(to +h) — f(to).

e Funkcijos r-tasis Sauderio koeficientas:
1 _
F(f)=10r) =Sl 0) + £

Ciar e D; yra intervalo [a,b] j-tojo lygmens diadinis skaicius, j > 1,
(7r. 77 skyrelj).

e /-tasis funkcijos prieauglis Zingsniu h fiksuotame taske tg € [a, b]:
s k
— Ak _ m—+k
F(f) = Apf(to) = m§:0(1) <m) f(to +mh).

e integraliné Rymano suma:

n
F(f) =Y Fme)(te — tr),
k=1
kai a = tg < t1 < -+ < tp—1 < t, = b yra duotas intervalo [a,b]
skaidinys, o 7 € [tx—_1,tk],k = 1,...,n — duoti taskai.

11.2 pavyzdys. Nagrinékime funkcionala F' : Cla,b] — R, apibrézta for-
mule

b
F(f) = / FOb (),
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kai ¢ — integruojama funkcija. Tai, kad funkcionalas F' apibréztas visiems
f € Cla, b] ir yra tiesinis, akivaizdu. [rodysime, kad

b
IF|| = / o (11.7)

Kadangi

b b
F(f)| < / @)t < / wle)de sup [f(0)]

a<t<

tai ||F|| < f; |t(t)|dt. Priesingos nelygybés jrodymui, pirmiausia tarkime,
kad funkcija v tolydi. Laisvai pasirinkime skai¢iy € > 0 ir nagrinékime toki
intervalo [a, b] skaidinj a = tg < t; < -+ < tp—1 < t, = b, kad
sup  |Y(t) —(s)| <e suvisais k=1,...,n.
tp_1<s<t<ty

Toks skaidinys egzistuoja, nes funkcija 1 budama tolydi uzdarame inter-
vale yra jame ir tolygiai tolydi. Sio skaidinio pagalba gautus intervalus
suskaidykime j dvi grupes: intervalai Aq,...,A,, kuriuose funkcija 1 yra
pastovaus Zenklo ir like intervalai Al ..., A;. Kadangi funkcija ¢ kiekvien-
ame i§ antrosios grupeés intervaly keicia Zenkla, tai kuriame nors jo taske yra
lygi nuliui. Todél

sup |¢(t)] < e, suvisais j=1,...,q.
teA]

Funkcija fo € Cla, b] apibrézkime tokiu budu. Tegu
fo(t) =sign(ih(t)), kai t€ Ay U---UA,

ir likusiuose intervaluose yra tiesiska. Be to, jei taskas a (arba b) yra antrosios
grupeés intervaly taskas, tai laikysime, kad z(a) = 0 (atitinkamai z(b) = 0).
Ivertinkime F(fy). Pagal funkcijos fy apibrézima, |fo(t)] < 1 su visais t €
[a,b]. Todél

ol =| X [, pas > [, atwca
T q
>3 A pio =3 ., o

b q b
- / |w<t>rdt—2; /A Ol 2 / [o(t) dt — 26(b — a).



Pastebéje, kad funkcijos fy norma lygi vienam ir pasinaudoje (11.5) formule,
isvedame

b
HFHz/W¢@dv—%w—a»

Kadangi ¢ laisvai pasirenkamas skaicCius, galime pereiti prie ribos, kai ¢ — 0.
Taigi ||F|| > f; | (t)|dt ir (11.7) irodyta, kai ¢ tolydzioji funkcija.

Tarkime v bet kuri integruojama funkcija. Remiantis 77 teiginiu, egzis-
tuoja tokia tolydzioji funkcija v, kad

/ (1) — o (t)|dt < e

Pakartoje ankstesne funkcijos fo konstrukcija, tik §j kartag imdami funkcija
g vietoj 1, iSvedame

F =| [ vl
4/ﬁ%CM/h o(t)dt
Z/a |to(t)|dt —2e(b—a) — e

> /b |(t)|dt — 2e — 2e(b — a)

ir jrodyma uzbaigiame pereidami prie ribos, kai € — 0.
Atskiri iSnagrinéto funkcionalo F' pavyzdziai yra Sios funkcijos charak-
teristikos.

e Funkcijos integralas intervale [a, b] : f f(®)

e Funkcijos integralas intervale A C [a, b] : =\ f

e Funkcijos Furjé koeficientai: f f(t)cos(mkt/(b — a))dt, k =
1,2,...

11.1.2 Jungtinés erdvés. Pavyzdziai

Tiesiniy erdvés E funkcionaly aibé sudaro tiesine erdve, kurioje sudéties
ir daugybos i§ skaliaro operacijos apibréziamos pataskiui: (F + G)(z) =
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F(z)+G(x) ir (aF)(x) = aF(z), kai F, G : E — K — tiesiniai funkcionalai, o
a € K. Ty erdve Zymeésime E# ir vadinsime erdveés E algebrine jungtine erdve.
Venu i svarbiausiy jos poaibiy yra erdvés E tiesiniy tolydziy funkcionaly
aibé, kuri zymima E*. Daznai, kai erdvés E elementus Zymime simboliais
x,y,..., tal aibés E* elementus — simboliais x*, y*, ... Taiau ¢ia nereikia
ieskoti kokio nors sarysio tarp x ir 2*. Taip, seky erdvéms, tiesinius tokydzius
funkcionalus Zymeésime simboliais *, y*, ..., o funkcijy erdvems — f*, g*, . ..
Naudosime ir Zymenis F, G, ..., jei tik tai suteiks didesnj aiSkumg déstomam
dalykui.

Nesunku jrodyti, kad az* 4+ Sy* € E* su bet kuriais «, 8 € K ir z*,y* €
E*.. Taigi E* — tiesiné erdvé. Funkcija F' — |[|F|| tiesiniam tolydziam
funkcionalui priskirianti jo norma, apibrézta (11.2) lygybe, yra erdvés E*
norma. Tikrai, ||F|| > 0 ir ||F|| = 0 reiskia, kad F(xz) = 0 su visais z € E :
||z[] < 1. Tadiau, jei y # 0 tai || y/|lyl| || = 1 ir F(y) = |lyl|F(y/llyl]) = 0.
Kadangi F'(0) = 0 tai, galiausiai, F'(y) = 0 su visais y € E, t.y. F = 0. Aki-
vaizdu, kad ||F|| = 0, kai F' = 0. Skaitytojui paliekame patikrinti likusiais
dvi normos aksiomas.

11.1 apibrézimas. Tiesiné erdvé E* su norma, apibrézta (11.2) lygybe,
vadinama erdvés E (topologine) jungtine erdve.

11.2 teorema. Normuota erdvé E* yra pilna.

Irodymas. Tegu (z}) C E* — Kosi seka. Sakykime, ¢ > 0 ir N, — toks
sveikasis skai¢ius, kad ||z} — x} .|| < €, kai n,m > N,. Jeigu z € E ir n,m >

N, tai

||zn(2) = zn, ()| = ||(27 — w)l| < o, — apll - [l=]] <ellf].  (11.8)

m
I§ ¢ia isplaukia, kad (z} (z)) C K- Kosi seka. Tiek realiyjy, tiek kompleksiniy
skai¢iy seky konvegravimui pakanka Kosi kriterijaus. Taigi seka (x} (z)) kon-
verguoja. Sakykime,

z¥(z) = lim x)(x). (11.9)

n—oo

Sia lygybe apibréziamas atvaizdis z* : E — K. Jrodysime, kad z* € E* ir
limy, o0 ), = 2*.



Sakykime, x,y € E, a, 8 € K. Tuomet,

oz + Py) = nh_{go z,(ax + By) =
a lim z)(z) + B lim 2 (y) =
ax*(x) + px*(y).

Tai jrodo, kad atvaizdis z* yra tiesinis. Remiantis (11.9),

2" (@) - af(@) = lim a7, (0) - af() = lim (af,(2) - 25 (2)),

m—00 m—00

todél, pasinaudoje normos tolydumu, turime

|27 (z) — 2 (2)[| = || Tim (27, (z) — 27, (z))]|

— lim_|la () - 25 @]l
Dabar galime pritaikyti (11.8) nelygybe ir iSvesti
2" (x) — 2y, ()] < el[=]]. (11.10)

Sis jvertis teisingas su visais z € E ir n > N,. I8 (11.10) ir (11.3) sarysiy
iSplaukia

|z*(2)]] < [|lz*(2) =z N (@) ||+l ()] < ellz]|[+lznll-[z]] = (E+zx])]]]]-
Is ¢ia matome, kad atvaizdis z* apréztas. Taigi, z* € E*. Kadangi

n = n - =&,
llzr, — 2% = sup |lzj(2z) —2"(2)|| <e
z:||z|[<1
*

jein > Ng, tai limy, oo ), = 2*. =

Kai kurioms normuotoms erdvéms galime rasti tiesiniy tolydziyjy funk-
cionaly bendrasias iSraiSkas ir aprasyti jungtines erdves. Siame skyrelyje
pateiksime keleta tokiy pavyzdziy.

11.3 pavyzdys. Jei E — baigtiniamaté tiesiné normuotoji erdvé vir§ kuno
K, tai
e bet kuris tos erdvés tiesinis funkcionalas yra apréztas;

e jungtiné erdvé E* yra baigtiniamateé;
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e dim(E) = dim(E*).

Tarkime, E — n-maté ir {e,es,...,e,} — jos bazé. Bet kurj x € E
vieninteliu budu galime isreiksti suma

n
r=) zpep (11.11)
k=1
Cia 21,22, . .., zn € K. Nesunku patikrinti, kad atvaizdis z — Y opeq |lzk| yra

erdvés E norma. Remiantis ?? teorema, bet kurios dvi baigtiniamateés erdvés
normos yra ekvivalencios, todél egzistuoja toks M > 0, kad

n
D |kl < Mljz|| su visais x € E. (11.12)
k=1
Funkcionalus €} : E — K,j = 1,2,...,n, apibrézkime taip:

ei(z) =, j=1,2,...,n,

kai x i8reiskiamas (11.11) formule. Nesunku patikrinti, kad taip apibrézti
funkcionalai yra tiesiniai. Pasinaudoje (11.12) nelygybe, gauname

lej(@)] = || < M]lz],

su visais € E. I8 ¢ia iSplaukia funkcionalo €} apréztumas. Vadinasi, e € E
su visais j = 1,2, ...,n.
Aibeé {e7, €5, ..., e} } tiesiskai nesuriSta, nes i§ >, _, ager = 0 idplaukia

0= (D" aner) () = Y aneiles) = oy,
k=1 k=1

kai 7 =1,2,...,n.
Dabar tarkime, x* — bet kuris tiesinis erdvés [E funkcionalas. Imdami
Bj = x*(ej),j =1,...,n ir, pasinaudoje (11.11) sarysiu, turime

k=1 k=1

S er(@)8e = (3 Brep) ().
k=1

k=1

Taigi, 2* = >;_, Ore;. Be to, pastarosios lygybeés jrodo, kad funkcionalas
x* apréztas ir {e], €3, ...,el } — erdves E* bazeé.
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11.4 pavyzdys. Siame pavyzdyje rasime erdvés £1 tiesinio tolydZiojo funk-
cionalo bendraja iSraiSka ir jrodysime, kad erdvés ¢; jungtiné erdve (] izo-
metriskai izomorfiné erdvei £,

11.2 teiginys. Su kiekviena seka y = (yi) € {oo, funkcionalas

= T (11.13)
k=1

apibréztas erdvéje £1 yra tiesinis tolydus ir jo norma
||| = Sgplyk\ = |1ylleee-

Jrodymas. Funkcionalas «* apibréztas erdvéje (1, nes eiluté ), xyy kon-
verguoja, jei Y, |zx| < oo. Funkcionalas yra tiesinis, nes

oo
“(ax + Bz) = Zawk+ﬁzk Yy =
k=1

o Zwkyk + 0 Z zryr = ox” (z) + fx’(2)
k=1 k=1
su visais o, § € R ir «, z € ¢1. Kadangi
o0 oo
@) = | D ww| <D ol sup lyel = sup o -l
k=1 k=1 k1 k21

su visais & € /1, tai ||x*|| < supg>q |yx|. Kiekviena ¢ > 0 atitinka toks k. € N
su kuriuo
sup [ye| < [yk.| + €.
k>1
Seka &g = (xor) € ¢1 apibrézkime taip:
Zok, = sign(yk.), ir zor =0, kai k # k..
Tada

z* (o) = > TokYk = Yr.sign(yr.) = [yr.| > sup yx| — e
k=1 k21

Akivaizdu, kad ||zo|| = 1. Taigi ||z*|| > supy>; |yx|—¢. Kadangie > 0 laisvai

pasirenkamas skaicius, tai |[2*|| > supy> |y/, ir teorema pilnai jrodyta.
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11.3 teiginys. Kiekviena erdvés ¢ tiesinj tolydyji funkcionalg x* atitinka
tokia seka (yp) € oo, kad

o0
x"(x) = Z:L’kyk, su visais x = (zp) € {3. (11.14)

n=1

Irodymas. Sakykime, e, = (6mn)m>1. Akivaizdu, kad e,, € {1 ir ||e,|| = 1.
Jei x = (xn) € £y ir 8, = Y _ | wpey, tai [|x — s,|| = D02, 1 |2x]. Pagal
erdves £ apibrézima, eiluté Y 2, |y konverguoja, todél, imdami bet kurj
e > 0, rasime N; € N, su kuriuo ||z — s,|| < €, kai n > N,. Dabar tarkime,
x* € {7 ir pazymékime y, = x*(e, ). Pastebéje, kad
lyn| = 27 (en)] < [l27]] - [leal] = [l
gauname, kad seka (y,,) yra aprézta. Vadinasi, (yn,) € loo-
Kadangi |x*(x — sp)| < ||z*]|| - [|& — sn|| < l|x*||, su visais n > N, tai

(@) = Y ayi| = |2 (@) = Yzt (en)] = | (@) — ()]
k=1 k=1
= |&" (z — sn)| <ellz7]],

kai n > N.. Vadinasi,

vakyk =z"(z).

lim
n—oo
k=1
Taigi
oo
z (@) =Yy
k=1

11.4 teiginys. Erdvés {1 jungtiné erdve {] izometriskai izomorfiné erdvei
ls. Be to, atvaizdis T' : {7 — loo, Tx* = (yi), kai (yx) nusakytas 11.3
teiginiu, yra atitinkamas izometrinis izomorfizmas.

Irodymas. Nesunku jrodyti, kad atvaizdis T" yra tiesinis. Jrodykime, kad T’
yra bijekcija. Remiantis 11.3 teiginiu 7'(¢;) = {o. Akivaizdu, kad jei «*, y* €

Tir x* # y* tai Tx* # Ty*. Taigi, atvaizdis T — abipus vienareikSmis.
Vadinasi, T' — izomorfizmas. Lieka pastebéti, kad

| Tz"|| = Sl;ph/k’ = [lz"|].
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Taigi T — izometrija. m

11.5 pavyzdys. Siame pavyzdyje rasime bendraja erdvés cg tiesinio toly-
dziojo funkcionalo erdvéje cg iSraiska ir jrodysime, kad erdveé cjj yra izometriskai
izomorfiné erdvei #;.

11.5 teiginys. Su kiekviena seka y = (y) € {1, funkcionalas
(o]
z*(x) = ZCUkyka (11.15)
k=1

apibréztas erdvéje cgy, yra tiesinis tolydus ir jo norma
o0
|l = lyxl = llwlle,-
k=1

Jrodymas. Funkcionalas x* apibréztas erdvéje cg, nes eiluté ), x,ys, konver-
guoja, kai Y, |yx| < oo ir maxy, |x;| < co. Funkcionalo tiesiskumu jsitikiname
kaip ir 11.3 teoremos jrodyme. Kadangi

o0 o0 o0
@ @) = | > w| <D el -suplan = > el - ]l
k=1 k=1 k=1 k=1

su visais € € cp, tai |[|&*|| < D22, |yk|. Laisvai pasirinke naturalyjj skaiciy
N, nagrinékime seka xo = (o), kai

I sign(yr), kai k=1,...,N
o, kai k> N.

Akivaizdu, kad xg € ¢ ir ||xo|| = 1. Todél

N
[l&*|| = 2" ()| = ) lyl-
k=1

Kadangi N laisvai pasirenkamas, taiir Y o |yx| < [|z*|]. =
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11.6 teiginys. Kiekviena erdvés cg tiesinj tolydyjj funkcionala x* atitinka
tokia seka (y,) € {1, kad

[e.e]
¥ (x) = Zxkyk, su visais x = (z,) € co. (11.16)

n=1

Irodymas. Kaip ir teoremos 11.3 jrodyme, pasinaudosime standartine viene-
tine seka (ey). Akivaizdu, kad e,, € ¢ su visais n € Nir ||e,|| = 1. Tarkime,
x = (z,) € co, ir pazymékime s, = Y ;_, zxe;. Imdami bet kurj ¢ > 0,
rasime tokj NV: € N, kad |z| < e, kai & > N.. Todél
|z — s,]] = sup |zx| <e,
k>N,

kai n > N;.

Dabar imkime a* € ¢ ir apibrézkime y,, = *(ey,). Kaip ir ankstesniame
pavyzdyje, nesunkiai jrodome, kad |z*(x) — > ,_; zryr| < ellz*||, kai n >
N.. Vadinasi,

¥ (x) = Zxkyk. (11.17)
k=1
Irodysime, kad (y,) € ¢1. Sakykime, z, = Zzzl oLep. Cia a, = 0, jei

Yn = 0, ir o, = Yn/|ynl, jei yn # 0. Akivaizdu, kad ||z,|| < 1. Remiantis
(11.17) formule,

n
2 () = 3 I,
k=1
todeél

n
D lyel = 1 (za)| < Jl2*| - llznll < Jl2|l-
k=1

Tai jrodo, kad eiluté ), |yi| konverguoja, t.y. (y,) € 1. =

11.7 teiginys. Erdvés cg jungtiné erdvé c{y izometriskai izomorfiné erdvei
1. Be to, atvaizdis T' : ¢y — {1, Tx* = (yi), kai (y) apibréztas 11.6 teiginio
irodyme, yra izometrinis izomorfizmas.

Irodymas. Pagal 11.6 teiginj T'(cjj) C ¢; ir ||[Tx*|| = ||x*||. Tereikia jrodyti,
kad T yra bijekcija. O tai padarome analogiskai, kaip ir 11.3 teiginio jrodyme.
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11.1.3 Normuoty erdviy Hano-Banacho teorema

H. Hanas 1927 metais jrodé, kad kiekvienai tiesinei normuotai erdvei
egzistuoja netrivialus tiesiniai tolydieji funkcionalai. Sis jo rezultatas yra
bendresnés teoremos, kurig 1929 metais jrodé S. Banachas ir kuri dabar
vadinama Hano-Banacho vardu, ivada.

Sakysime, kad tiesinis funkcionalas F': Eg — K, apibréztas tiesinés nor-
muotos erdvés E tiesiniame poaibyje Eq yra apréztas, jei

sup  |F(z)] < oc.
z€Eo:||z||<1

11.3 teorema. (Hano-Banacho.) Sakykime, E — tiesiné normuotoji erdvé
virs skaliary kuno K, Eq — jos tiesinis poaibis. Sakykime, y* : Eg — K —
tiesinis apréztas funkcionalas. Jei patenkintos Sios salygos, tai egzistuoja
toks tiesinis tolydusis funkcionalas x* apibréztas erdvéje E, kad:

a) z*(x) = y*(x) su visais x € Eo;

b) ||=*|| = supyegqy:|ja)=1 V" (@)]-

Irodymas. Trumpumo délei pazymékime

ly*llo= sup [y (z)]-
a€Eo:|[a]|<1

Irodyma pradékime realiosios tiesinés erdvés atveju. Tarkime, K = R. Siuo
atveju

y (@) < |y (@) < llyllo - [l=l],
kai © € Eg. Atvaizdis = — [|y*||o - ||z|| yra erdvés E subtiesinis funkciona-
las. Remiantis Hano—Banacho 7?7 teorema, egzistuoja toks erdveés [E tiesinis
funkcionalas x*, su kuriuo z*(x) = y*(z), kai z € Eq. Be to, z*(x) < ||y*||o -
||z]|, kai € E. Remiantis 8ia nelygybe, bei normos aksiomomis, isvedame

—z"(z) = 2" (=z) <|ly"[lo - [ = [l = [ly"[lo - [|].
Taigi |x*(x)| < [|y*||o - ||z||, kai = € E. IS ¢ia i8eina, kad funkcionalas z* yra
apréztas ir jo normai teisinga nelygybé ||z*|| < ||y*||o. Kita vertus,
ly*llo = sup{ly™(2)] : = € Eo, [|z]| <1}
= sup{|z*(z)| : x € Eo, ||z|]| < 1}
< sup{|z*(z)] : x € E, [[x]| <1} = [|27]].
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Vadinasi, ||z*|| = ||y*||o. Taigi teorema jrodyta realiosios erdves atveju.
Toliau tarkime, K = C. Siuo atveju

Ry*(x) <[y (@) < lly”llo - []],

kai = € Ey. Ir §j karta pastebime, kad funkcionalas = — ||y*||o - ||z|| subtiesi-
nis. Pritaike 7?7 teoremg, randame tokj kompleksinj tiesinj funkcionalg x*,
apibrézta erdvéje E, kad x*(x) = y*(x), kai x € Eo, ir Rz*(z) < [|y*||o - ||z]],
kai z € E. Jei € E ir 6 yra toks realusis skai¢ius, kad z*(z) = e?|2*(x)|,
tai

% ()] = R(e 2" (@) < |27 (e 2)| < [ly*[lo - lle™ x|
< ly*llo - [l
Is cia iSplaukia, kad funkcionalas x* yra apréztas ir, be to, teisinga nely-

gybé [|z*|| < ||y*||o. Priesinga nelygybé gaunama analogiskai, kaip realiosios
erdvés atveju. m

Irodyta teorema tvirtina, kad turédami tiesinj tolydyjj funkcionala, api-
brézta normuotos erdvés tiesinéje aibéje, galime ji pratesti i visa erdve ne-
pakeisdami jo normos. Dabar iSvesime keleta labai svarbiy 11.3 teoremos
iSvady.

11.4 teorema. Sakykime, & — tiesiné normuotoji erdvé virs skaliary kuno
K, F' — tiesinis jos poaibis. Jei x € E ir § = d(x, F) > 0, tai egzistuoja
toks tiesinis tolydusis funkcionalas z* : E — K, kad z*(y) = 0, kai y € F,
x*(z) = 0 ir, be to, ||z*|| = 1.

Irodymas.  Sakykime, Eg = tap{F U {z}}. Pirmiausia apibréSime tiesinj
funkcionalg y* : Eg — K. Akivaizdu, kad aibés Eq elementai yra pavidalo
y+ax,y € F, a € K. Apibrézkime

Yy (y + ax) = ad,

kaiy € F, a € K. Nesunku jrodyti, kad funkcionalas y* yra tiesinis. [sitikinsime,
kad jis yra apréztas. Jei oo # 0, tai

ly + azl] = |a] - |la™y + || > |a]d = |y*(y + az)].

Gautasis jveris iSlieka taip pat teisingas kai o = 0, nes |y*(y)| = 0 < ||y||.
Taigi, jei z = y + az € Ey, tai

" ()| = |y (y + ax)| <|ly + az|| = [|2]].
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Taigi, funkcionalas y* yra aprztas ir, be to,

lly*llo=sup |y*(2)] <L
z€Ep:||z]|<1

Dar pastebje, kad
6=y (z+y) <|ly"ll - [lz +yll,
kai y € F, isvedame
6 < inf{[ly*|[ - [lz +yll : y € F} = 6lly*[lo,

t.y. ||y*|lo > 1. Vadinasi, ||y*||o = 1. Toliau samprotaujame taip. Jei Eg = E,
tai y* ir yra ieSkomas funkcionalas. Jei Ey C E, tai, remiantis 11.3 teorema,
egzistuoja toks apréZztas tiesinis funkcionalas x*, apibréztas erdvéje E, kad
z*(x) = y*(x) su visais z € Eg ir ||z¥]|| = 1. Be to, z*(y) = y*(y) = 0
su visais y € F ir 2*(z) = y*(x) = ¢. Taigi Siuo atveju z* yra ieskomasis
funkcionalas. m

11.1 iSvada. Sakykime, E — tiesiné normuota erdvé virs skaliary kuno K, F
— jos poerdvis. Jei x € E\F, tai egzistuoja toks tiesinis tolydusis funkcionalas
x*, apibréztas erdvéje E, kad x*(x) # 0 ir z*(y) =0, jeiy € F.

Irodymas. Pazymékime § = d(z,F). Kadangi pagal normuotos erdvés po-
erdvio apibrézimg aibé F yra uzdara ir z ¢ I, tai 6 > 0. Lieka pasiremti 11.4
teorema. m

11.2 isvada. Tarkime, E — tiesiné normuota erdvé virs skaliary kuno K. Jei
x € E, x # 0, tai egzistuoja toks erdvés [E tiesinis tolydusis funkcionalas x*,
kad x*(z) = ||z|| ir ||z*|] = 1.

Irodymas. Reikia pritaikyti 11.4 teorema, kai F = {0}. =

11.3 iSvada. Jei z1,292 € E, x1 # x3, tai egzistuoja toks z* € E*, kad
x*(x1) # x*(z2) Ir ||z*|| = 1.
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Irodymas. Reikia pritaikyti 11.2 iSvada, kai x =21 —x2. =

11.4 iSvada. Jei elementai x1,...,x, € E — tiesiSkai nepriklausomi, tai
egzistuoja tokie z7, ..., z; € E*, kad

T (Tm) = Okm, k,m=1,... n.
Irodymas. Tarkime, £, = tap{z2,...,z,}. I8 {z1,..., 2} tiesinio neprik-

lausomumo isplaukia, kad
0= p(x1,L1) > 0.

Remiantis 11.4 teorema, egzistuoja toks yj € E*, kad yj(z1) = 0 ir y(z) = 0,
kai z € £1. Taigi yi(zx) = 0, kai k = 2,...,n. Apibrézkime z% = 61y},
Analogiskai, imdami z9 ir Lo = tap{z1,z3,..., 2y}, gauname funkcionalg
r5irtt. =

Kaip jau pastebéjome, E* yra Banacho erdveé, kurioje norma nusakyta
formule
|lz*[] = sup{|2™(2)[ : © € E, [[z]| <1}.

Pasirodo, erdvés E normai teisinga duali formulé.

11.5 isvada. Jei x € E, tai

||zl = sup{|z™(2)] : =% € E7, [[27|| < 1}.

Irodymas. Iplaukia i§ 11.2 iSvados ir jungtinés erdvés normos apibrézimo.
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