10 paskaita

10.1 Ortonormuotosios sistemos

Siame skyrelyje nagrinésime begalinio matavimo erdvés su skaliarine dau-
gyba ortonormuotasias sekas. Kiekviena tokia seka yra savotiska ortogo-
nalioji koordinaciy sistema, kurios pagalba erdveés elementus galime aprasyti
koordinatémis. I8siaiskinsime, kurios is ortonormuotyju seky sudaro Saude-
rio baze. Be to, jrodysime, kad separabilioje Hilberto erdvéje visados egzis-
tuoja Sauderio bazé, sudaryta iS ortogonaliy elementy.

10.1.1 Savokos

Tegu E — tiesiné erdvé su skaliarine daugyba (-,-) ir elementy norma

]| = (@, )/,

10.1 apibrézimas. Netuscia erdvés E nenuliniy elementy sistema {zq,« €
I} vadinama ortogonaliaja, jei o L xg, kai a # (. Jei, be to, (zq,zq) =1
su visais o € I, tai sistema {x,« € I} vadinama ortonormuotaja.

Skaiti ortogonalioji (atitinkamai ortonormuotoji) sistema vadinama or-
togonaligja (atitinkamai ortonormuotaja) seka.

10.1 lema. Bet kuri erdvés E ortonormuotoji sistema A = {z4, € I} yra
tiesiskai nepriklausoma.

Irodymas. Prisimine ?7? apibrézima, turime parodyti, kad bet koks baigtinis
aibés A elementy rinkinys yra tiesiSkai nepriklausomas. Paimkime baigtinj
rinkinj {z1,...,x,} C A. Jei skaliarai A1, ..., \, € K yra tokie, kad

ANz + -+ Az, =0,
tai, pritaike skaliarinés daugybos (77) taisykle gauname, kad
0= <)\1$1 +---+ )\nl‘na xm) = )\1<$1>$m> + )\n<xn7xm> =An



su visais m = 1,...,n. Taigi bet kuris aibés A baigtinis rinkinys tiesiskai
nepriklausomas. =

10.1 teiginys. Separabiliosios erdvés su skaliarine daugyba ortogonalioji
sistema (x4, € I) negali buti daugiau negu skaiti.

Irodymas. Nesiaurindami bendrumo galime manyti, kad sistema (24, « € I)
yra ir normuota. Jei a # [, tai

l2a — 2gl|* = (za — 2g,2a — 28) = ||zall* + [J2pl[* = 2.

Paimkime nesikertanciy uzdaryjy rutuliy sistema { By j2(7a), o € I}. Kadangi
E separabili, tai egzistuoja visur tirsta skaiti aibé {y,,n € N} C E. Jei sis-
tema {y,,n € N} visur tirta, tai kickviename rutulyje { By /2(z4)} yra bent
po vieng jos elementa. O tai reiSkia, kad rutuliy, o tuo paciu ir jy centry
{zq} sistema yra ne daugiau kaip skaiti. m

10.2 apibrézimas. Erdvés E ortogonalioji sistema {zo, a € I} vadinama
pilngja, jei jos generuotas poerdvis' sutampa su visa erdve.

Pritaike 7?7 teiginj, jrodome $ig pilnos sistemos savybe.

10.2 teiginys. Ortogonalioji sistema {z,« € I} yra pilna tada ir tik tada,
kai jos tiesinio apvalko uzdarinys sutampa su visa erdve, t.y.

[tap({za,a € I})] = E.

Sis Hilberto erdvés ortonormuotos sistemos pilnumo kriterijus yra labai
naudingas.

10.1 teorema. Hilberto erdvés H ortonormuotoji sistema (1o, € I) yra
pilna tada ir tik tada, kai neegzistuoja nenulinis erdvés H elementas, ortog-
onalus visiems VY, € 1.

Irodymas. Butinumas. Sakykime, (¢, € I) — pilna ortonormuotoji sis-
tema. Tai reigkia, kad [tap(¢,)] = H. Jei & L 1, su visais a € I, tai pasin-
audoje skaliarinés daugybos tolydumu gauname, kad x 1 y su visais y € H.

'maziausias erdvés E poerdvis, kuriam priklauso {z.,a € I}.



Taciau tik nulinis elementas yra statmenas visiems erdves elementams. Taigi
xz=0.

Pakankamumas. Tarkime, prieSingai, kad sistema (¢, € I) néra pilna,
t.y. jos generuotas poerdvis Hj nesutampa su H. Imkime x € H \ H; ir,
pasinaudoje ?? teorema, uzrasykime

r=y—+z

kai y € Hy, z L Hj ir z # 0 (prieSingu atveju = € Hj). Turime nenulinj ele-
menta z, statmeng visiems ¢, a € I. Gauta priestara rodo, kad padarytoji
prielaida buvo neteisinga. =

Ortogonaliosios sistemos {4, @ € I} pilnumas leidzia kiekvieng erdves E
elementa pasirinktu tikslumu aproksimuoti tiesine elementy x, kombinacija.
Tai yra, jei x € E ir € > 0, tai egzistuoja tokia tiesiné kombinacija

n
izZaixai, kad ||z —Z|| <e.
i=1

10.1 pavyzdys. Imkime erdvés Ly s(a, b) funkcijy sistema { f;, ¢ € [a, b]},
ft(é’) = 6t$7 S € [CL, b]

su kiekvienu t € [a,b] (7zr. 7?7 pavyzd] ). Nesunku jsitikinti, kad tai ortonor-
muotoji sistema, t.y., ||f¢|| = 1, su kiekvienu ¢ € [a,b] ir (f:, fo) = 0, jei
t # v. Si sistema pilna, nes kiekviena erdvés Ly s(a,b) elementa galime kokiu
norime tikslumu aproksimuoti baigtinémis tiesinémis ortonormuoty funkcijy
ft kombinacijomis. I3 tikryjy, tegu f - bet kuris erdvés Lo 4(a, b) elementas,
o tg, k > 1 - taskai, kuriuose funkcija f nelygi nuliui. Pritaike skaliarinés
daugybos (??) ir (??) taisykles, nesunkiai isvedame

IF =D (s e ful P =LA =D (F f)?

k=1 k=1
=> ) =D ()
k=1 k=1
= > At
k=n+1

Desinéje puséje stovi konverguojancios eilutés liekana, todél, pasirinke n
pakankamai didelj, galime pasiekti, kad §i liekana buty kiek norimai maza.
Taigi, sistema {f:,t € [a,b]} yra pilna.



10.1.2 Ortogonalizacijos procedura

Erdvéms su skaliarine daugyba svarbesnés yra ortogonaliosios sekos. Mat
jas galime interpretuoti kaip savotiska ortogonaligjg koordinaciy sistema.
Ortogonaliosios sekos daznai konstruojamos i§ tiesiSkai nepriklausomy ele-
menty. Tam egzituoja bent keletas budy. Vienas jy — Gramo-Smidto ortog-
onalizacijos procesas, kuris naudojamas jrodant Sig teorema?.

10.2 teorema. Tegu x1,xs,... — tiesiSkai nepriklausomy erdvés E elementy
seka. FEgzistuoja tokia erdvés E elementy seka yi,vyo,..., kuri pasiZymi
Siomis savybémis:

(a)  seka (yy) yra ortonormuota;

(b)  su kiekvienu n > 1 elementas y, yra tiesiné elementy xi,...,x,
kombinacija, t.y. egzistuoja tokie realus skaiciai an1,- - - , nn, kad
Yn = @n1T1 + -+ + QppTn, Gpp 0 (10.1)
(¢c)  su kiekvienu n > 1, x,, yra tiesiné elementy yi,...,y, kombinacija,
t.y. egzistuoja tokie realus skaiciai by1,- -+ , bny, kad

Be to, sios trys salygos sekos (yy,) elementus nusako Zenklo tikslumu.

Irodymas.  Seka y1, o, .... konstruosime matematinés indukcijos pagalba.
Elementa y; parinkti lengva: lygybéje y1 = ai1x1 skaiCiy ai; randame i$
salygos ||y1|| = 1. Taigi

an = (bn) " = |z

Elementa yo sukonstruosime per du zingsnius. Pirmiausia i$ x5 atimkime jo
projekcija i poerdvi Ey = tap{yi}. Gautas elementas

2o = T2 — <l‘2,yl>y1-

yra ortogonalus poerdviui Fy. Kadangi vektoriai (zy, k € N) tiesiskai neprik-
lausomi, tai xo ¢ E;. Taigi zo # 0 ir apibréZiame yo = +29/||22||. Aprasyta

25 tikryjy jrodyme naudojamas Smidto pasitilytas ortogonalizacijos procesas. Gramo
irodymas kitoks (apibréziant Gramo determinantus)
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procesa tesiame ir sakykime, kad elementus 1, y2, ..., ym € E sukonstravome
taip, kad aibé {y1,y2,...,¥m} — ortonormuota ir teisingi (10.1) bei (10.2)
sarysiai, kai n = 1, ..., m. Pazymékime

Zmtl = Tmal — (Tt 1, Y1)Y1 — (Tma1,92)Y2 — - — (Tmt1s Ym) Y-

Nesunku jsitikinti, kad (zp,+1,yn) = 0, kai n = 1,2, ..., m. Be to, i§ tiesinio
aibés {x1, ..., 41} nepriklausomumo ir (10.1) sarysio gauname, kad 2,411 #
0. Pazymékime 441 = £2m+1||zm+1/| 7! Nesunku jsitikinti, kad aibé {y1,
Y2y -y Ym+1} Ortonormuota ir teisingi (10.1) bei (10.2) sarySiai. m

10.3 teiginys. Kiekvieng erdvés E tiesiskai nepriklausomy elementy seka
atitinka tg patj poerdvj generuojanti ortonormuotoji seka.

Irodymas.  Tegu (z,) — erdvés E tiesikai nepriklausomy elementy seka,
E(zy) — jos generuotas poerdvis. Remiantis 7?7 teiginiu, F(z,) = [tap(z,)].
Jei (y,) — Gramo-Smidto ortogonalizacijos budu sukonstruota ortonormuo-
toji seka, tai pagal konstrukscija tap(z,) = tap(y,). Kadangi tiesiniai ap-
valkai sutampa, tai sutampa ir juy uzdariniai, tai yra [tap(z,)] = [tap(yn)]-.
Taigi sutampa ir seky (z,,) bei (y,) generuoti poerdviai. m

10.1 isvada. Jei E — n-maté tiesiné erdvé, tai joje egzistuoja bent viena
ortonormuotoji aibé sudaryta i§ n elementy ir bet kuri tokia aibé yra pilna.

Irodymas. Jei dim(E) = n, tai egzistuoja n tiesiskai nepriklausomy elementy,
sakykime, 1, ..., x,, kuriy tiesinis darinys tap(z1, ..., x,) = E. Jeiy1, ..., yn
— Gramo-Smidto ortogonalizacijos budu i§ 2, ..., z, gauta ortonormuotoji
aibe, tai tap(yi,...,yn) = tap(x1,...,2,) =E. =

10.4 teiginys. Jei dim(EE) = oo, tai erdvéje E egzistuoja bent viena begaliné
ortonormuotoji aibeé.

Irodymas.  Begalinés dimensijos erdvéje egzistuoja begalo daug tiesiskai
nepriklausomy elementy. Bet kuriai tokiai Seimai pritaike Gramo-Smidto
ortogonalizacijos procesa, gausime begaline ortonormuota aibe. =



10.1.3 Furje eilutés

Jau minéjome, kad erdvése su skaliarine daugyba ortogonalias sekas gal-
ime interpretuoti kaip savotiska ortogonaliaja koordinaciy sistema. Siame
skyrelyje i8siaiskinsime, kada tokia interpretacija turi prasme.

Tarkime, (¢, k € N) erdvés E ortonormuotoji seka. Jei elementas x € E
yra eilutés ), ap1)y suma, tai yra,

o0
r= apy
k=1

tai butinai o, = (z, %), k € N. Tikrai, remiantis skaliarinés sandaugos toly-
dumu ir skaliarinés daugybos (?7?) taisykle, su kiekvienu k > 1,

o0 o0
() = <Z 04j¢j:¢k> = (e, )
j=1 j=1
= 0.
Taciau ne visada eilutés ), (z, 1)1, suma sutampa su x (suraskite pavyzdj).

Taigi prasmingi yra Sie du apibrézimai.

10.3 apibrézimas. Skaiciai ¢, = cx(x) = (x,¥x), k € N, vadinami ele-
mento x € E Furjé koeficientais sistemos (1, k € N) atzvilgiu, o eiluté

> cr

k

— elemento x Furjé eilute.

10.4 apibrézimas. Ortonormuotoji seka (¢, k € N) vadinama erdvés E
ortonormuotaja baze, jei kiekvienas x € E yra savo Furjé eilutés suma, t.y.

x = ch(x)i/)k (10.3)

k=1

10.2 pavyzdys. Erdveés {5 seka (ex, k € N)vyra ortonormuota bazé. Tikrai,
jau zinome, kad (e, k € N) yra erdvés fo Sauderio bazé. Lieka pastebéti,
kad ||eg|| = 1 su kiekvienu k € N ir (ey, e;) =0, jei k # j.

6



Taigi ortonormuota bazé ir sudaro erdveés koordinaciy sistema, o Furjé
koeficientai yra elemento koordinatés tos sistemos atzvilgiu. Kada ortonor-
muota seka yra erdvés bazé ir kada tokia bazé apskritai egzistuoja — klausi-
mai, j kuriuos netrukus rasime atsakymus. Tam istirsime Furjé eiluc¢iy kon-
vergavimg. Pirmiausia jrodysime svarbias Furjé koeficienty savybes.

10.5 teiginys. Su kiekvienuz € E eiluté Y, |cx(z)|? konverguoja ir teisinga
Beselio nelygybé

oo

Y len(@)P < . (10.4)

k=1

Jei L,, yra erdvés E poerdvis, generuotas pirmyjy n elementy 1, ...y, tai
su bet kuriuo r € E

by = oo L) = o = S| = (Il - 1) (105)
k=1 k=1

Irodymas. Irodykime (10.5). Kadangi poerdvio L,, elementai yra pavidalo
Y opeq kK, Su ..., o € K, tal

d, = ianm — ZakqﬁkH,
k=1

¢ia tikslusis apatinis rézis imamas pagal visus galimus skaliary ag, ..., ap
rinkinius. Jrodysime, kad tikslyjj apatinj rézj realizuoja Furjé koeficien-
tai (ci,...,cq). Pazyméje S, = > p_; agy ir, pasinaudoje sistemos (1)

ortonormuotumu bei skaliarinés daugybos (?7), (??) taisyklémis, turime

(Sn, Sn) = <Zak¢k,zak¢k> = > (e, ) = Y owl?,
k=1 k=1 k=1

k,j=1

(@, Sn) = > Akcy,
k=1

<Sn, :L‘) = Z QCl .
k=1



Pasinaudojé gautomis iSraiskomis, suskai¢iuojame

||ac—5’n\|2 = (x — Sp,x — Syp)
= (z,z) — (x,Sn) — (Sn, ) + (S, Sn)

n n n
= ||l=[]* - Zakck - Zakék + Z | |?
k=1 k=1 k=1
n n
= |||? —Z|Ck!2+2|ak—ck\2, (10.6)
k=1 k=1

nes ]ak — Ck|2 = (Oék — Ck)(ak — Ek) = ‘Ozk‘Q — QCx — QECL + ‘Cklz. IS cia
nesunku matyti, kad dydis ||z — S,,||*> bus maZziausias, kai oy, = ¢, su visais
k=1,...,n,ty., (10.5) formulés yra teisingos.

Pritaike (10.6) formule, kai ay = ¢, turime

o= S| = el = 3 e (10.7)
k=1 k=1

Kadangi bet kurio elemento norma yra neneigiama, i§ (10.7) isplaukia, kad

su bet kuriuo n € N,
n
D lewl* < el
k=1

Sios nelygybés desine pusé nepriklauso nuo n, todél eilute >k lex|? konver-
guoja ir teisinga Beselio (10.4) nelygybé. Teiginys pilnai jrodytas. =

Dabar jau pasiruose atsakyti i klausimg apie Furjé eiluc¢iy konvergavima.

10.3 teorema. Elemento x € E Furjé eiluté konverguoja visada, o

o
v =Yty
k=1

tada ir tik tada, kai teisinga vadinamoji Parsevalio lygybé

[e.e]

2> = 3¢ (10.8)

k=1



Irodymas. Rezultatas nesunkiai iSvedamas i5 10.5 teiginio. m

Irodyta teorema daro prasmingu §j apibrézima.

10.5 apibrézimas. Sakysime, kad erdvés E ortonormuotoji seka (¢y) yra
uzdara, jei kiekvienam tos erdvés elementui galioja Parsevalio lygybé.

Sugretine §j apibrézima su 10.4 apibrézimu ir kg tik jrodyta 10.3 teorema,
padarome §ig iSvada.

10.6 teiginys. Erdvés E ortonormuota seka (¢, k € N) yra ortonormuota
bazé tada ir tik tada, kai ji yra uzdara.

10.1.4 Separabiliosios Hilberto erdveés

Ortonormuotosioms sistemoms turime dvi sagvokas — pilnuma, apibrézta
bet kokioms, t.y., nebutinai skai¢ioms sistemoms ir uzdaruma, apibrézta
ortonormuotoms sekoms. Separabilioms erdvéms Sios abi savokos sutampa.

10.4 teorema. Jei erdvé E separabili, tai kiekviena pilna ortonormuotoji
seka yra uzdara ir atvirksciai.

Irodymas. Tegu (¢, k € N) — pilna ortonormuotoji seka. Tada kiekvienas
erdvés E elementas x gali buti kaip norint tiksliai aproksimuotas tiesine kom-
binacija Y ,_; ax¢y. Tai yra, kiekviena € > 0 atitinka koks N. € N, kad

n
Hx — ZakqﬁkH <e, kai n>N..
k=1

Kita vertus Zinome, kad vietoj o, k > 1 paéme elemento x Furjé koeficientus
¢k, k > 1, gausime tik tikslesne aproksimacija, t.y.

n n
o= 35wt < o = 2 v
k=1 k=1
I8 ¢ia isvedame, kad Furjé eiluté ), cr¢p konverguoja j elementay x. Savo
ruoztu 10.3 teorema garantuoja Parsevalio lygybe. Taigi seka (¢x, k € N)
yra uzdara.



Dabar tarkime, kad ortonormuotoji seka (¢, k € N) — uzdara. Tada
kiekvieno erdvés E elemento x Furjé eilutés daliniy sumy seka konverguoja
i . Bet tai reigkia, kad aibé sudaryta i$ sistemos (¢x,k € N) elementy
tiesiniy dariniy yra visur tirsta, t.y., [tap(¢r)] = E. Remiantis 10.2 teiginiu,
seka (¢, k € N) yra pilna. =

Kadangi ortonormuota bazé yra ir Sauderio bazé, tai ji gali egzistuoti tik
separabilioms erdvéms (7r. ?? teorema). PrieSingai nei Banacho erdvéms,
separabilioms Hilberto erdvéms ortonormuota bazé visada egzistuoja.

10.5 teorema. Kiekvienoje separabiliojoje Hilberto erdvéje egzistuoja skai-
ti ortonormuota baze.

Irodymas. Jei H — separabilioji Hilberto erdve, tai egzistuoja skaiti visur
tirsta aibé {z,,n € N} C H. Sakykime, e; = x; — pirmasis nelygus nuliui
jos elementas. Imkime seka (z44;,j = 1,2,...) ir tarkime, kad ex = z; -
pirmasis toks Sios sekos elementas, kad eq ir eo tiesiS8kai nepriklausomi. To-
liau, imdami seka (24,7 = 1,2, ...), rasime tokj elementa e3, kad elementai
e1,e2,e3 - tiesiskai nepriklausomi. Tesdami 8§ procesa, gausime tiesiskai
nepriklausoma aibe {ex,k € N} C H. Be to, 8ios aibés tiesinis darinys,
pazymékime ji L, visur tirStas, nes sutampa su aibés {z,,n € N} tiesiniu
dariniu. Aibei {eg, k € N} pritaike Gramo-Smidto ortogonalizacijos procesa,
gauname ortonormuotaja seka { fi, k € N}, kurios tiesinis apvalkas yra visur
tirSta aibé, nes sutampa su L. =

Toliau jrodysime, kad visos separabiliosios Hilberto erdvés izometriskai
izomorfinés. Tai reiskia, kad tarp bet kuriy dviejy separabiliyjy Hilberto
erdviy H ir H; galime sukonstruoti abipus vienareikSmj atvaizdj, kuris iglaiko
tiesines operacijas (tiesiniy erdviy izomorfizmas) ir skaliarine sandauga (tai
uztikrina Hilberto erdviy, kaip metriniy erdviy izometriskuma), t. y., jei
z,y € H, x1,y1 € Hy ir

T« I, Y <= Y1,

tail
T4y x1+yi, ar < ary ir (z,y) = (r1,Y1)-

Norédami pasiekti tiksla, turime atsakyti i §j klausima. Kada skaliary seka
(an) yra kokio nors elemento x € E Furjé koeficienty seka? I$ Beselio ne-
lygybés matome, kad tam butinas eilutés >, az konvergavimas. Pasirodo
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Hilberto erdvéms 8i salyga yra ir pakankama. Tai tvirtina Ryso-FiSerio teo-
rema.

10.6 teorema. (Ryso-Fiserio.) Tegu (¢i,k € N) — ortonormuotoji Hil-
berto erdvés H seka, o skaliarai ay,as,. .., tokie, kad ) lag|? < oo. Tada
egzistuoja toks elementas x € H, kurio Furjé koeficientai sutampa su duotais
skaiciais ir galioja Parsevalio lygybé, t.y.,

(o)
ar = (z,¢x), suvisais k€N ir Y |ap* = [|z]|%
k=1

Irodymas. Pazymeékime
n
T = Z ak¢k-
k=1

Pasinaudoje sekos (¢, k € I) ortonormuotumu, turime

m

m
||$n+m - xn||2 = || Zan-i-kﬁi)n-&-k”z = Zai-‘rk’
k=1

k=1

Si lygybé rodo, kad (z,,) - Kosi seka. Bet H - pilnoji erdve, todél seka
(zn,) konverguoja j kurj nors elementa x € H. Parodysime, kad tai ir yra
ieskomasis elementas. Galime uZrasyti

ir jei n > k, tai pirmasis démuo lygus cg, o antrasis artéja j nulj, nes
(2 = @, )| < |l — znl|l|dr]]-

Kadangi (10.9) lygybeés kairé pusé nepriklauso nuo n, peréje prie ribos kai
n — 00, gausime

ag = <$7¢k>
Kadangi
n n
|z — x| = <33 — ) axdp,x — Zak¢k> =
k=1 k=1
n
(x,z) — Za%
k=1
ir ||z — x,|| — 0, kai n — oo, tai Y po |ag* = ||z[|*. =
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10.7 teorema. Kiekviena reali separabilioji Hilberto erdvé izometriskai izo-
morfiné Hilberto erdvei {5.

Irodymas.  Tarkime, H — reali separabilioji Hilberto erdvé. Remiantis

.....

{er, k € N}. Kiekvieny = € H uzZras¢ Furjé eilute x = ) ;2 cpey, Ca
cr = (z,ex), k € N, apibrézkime atvaizdj J : H — #3 :

J(x) = (ck)-
Remiantis Parsevalio lygybe, (cx) € f2, todél atvaizdis J apibréztas korek-
tiskai. Pagal Ryso-FiSerio teorema, kiekvienam (cp) € /2 egzistuoja toks
x € H, kurio Furjé koeficientai sutampa su cg, k € N. Todél atvaizdis J abi-

pus vienareikSmis. Nesunku jsitikinti, kad J —izomorfizmas. Lieka patikrinti,
kad atvaizdis J iSlaiko skaliarine sandauga. Tegu

J(y) = (dg), dr, = (y,ex), k € N.

Dar kartg pasinaudoje Parsevalio lygybe, galime uzrasyti

<JJ,I> —Zczv <y7y> :de
k=1 k=1

ir

@ty z+y)=(,2) +2@,9) + y,y) = Y (ck+di)? =
k=1

o0 o0
Zcz +2chdk —i—Zd%.
k=1 k=1 k=1

Is pastaryjy lygybiy iSvedame

(x,y) = Z crdy,.

k=1

Teorema jrodyta. m
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10.1.5 Ortonormuotyjy baziy pavyzdziai

Pereitame skyriuje jrodéme, kad Haaro funkcijy Seima {x,,r € D*}
(zr. (2?) ir (?7)) yra kiekvienos i§ erdviy L,(0,1),p > 1 Sauderio bazé
(?? teorema), taigi ir Hilberto erdvés Ls(0, 1). Paliekame skaitytojui paciam
jsitikinti, kad Haaro funkcijos yra ortogonalios. Juy norma randama labai
paprastai:

1
2 = / C(t)dt =279,

kai r € D;. Pazymékime xi(t) = 20/2x,(t),t € (0,1), kai r € Dj ir tegu
X6 = Xo-

10.8 teorema. Funkcijy Seima {x},r € D*} yra erdvés L2(0,1) ortonor-
muota bazé.

Toliau nagrinékime erdve Lo (0, 27) ir funkcijy Seima
1

Yr(t) = Eei’“, te(0,2n), ke

Ji daznai vadinama trigonometrine.

10.9 teorema. Trigonometriné Seima {{y, k € Z} yra erdvés L2 (0, 27) ortonor-
muota bazé.

Jrodymas.  Nesunku patikrinti, kad ||| = 1 ir (¢x,7;) = 0, kai k #
J,k,j € Z. Irodysime trigonometrinés Seimos pilnuma. Pasinaudosime 10.1
teorema. Tarkime, egzistuoja tokia funkcija f € Lo(0, 27), kad

21T
/0 F()lde #0,

taciau

27
f®)e *tdt =0, k=+1,42,... (10.10)
0

Integruodami dalimis nesunkiai jsitikiname, kad funkcija F'(t) = fot f(s)ds, te
(0,27) su bet kuria konstanta C' tenkina lyg¢iy sistema

2
/ [F(t) — Cle ®tdt =0, k==+1,%2,... (10.11)
0

13



Konstanta C' parinkime taip, kad j (10.11) sistema galetume jtraukti ir lygtj
su k = 0. Kadangi funkcija ¢(t) = F(t)—C, t € (0,27) yra tolydi, remiantis
gerai zinoma VejerStraso teorema (zr. [?]), kiekviena € > 0 atitinka toks
trigonometrinis polinomas

kad
max [B(t) — ¢:(t)] < e.

t€[0,27]

Pritaike (10.11) sarysius, turime
n 2 )
> a / (F(t) — Ce~*tdt = 0.
= Jo

Prisimine, be to, kad i§ fozﬂ g(t)dt = 0 igplaukia f027r g(t)dt — 0 bet kuriai
kompleksinei funkcijai g, isvedame iSvedame

27 27
/0 o0 Pat = [ G010t) — (0t <
27

o 1/2
2
5/0 \¢(t)|dt§ex/%(/o o()dr) .
Taigi
2m
/ 6(t) Pt < 2me?,
0

Kadangi € > 0 laisvai pasirenkamas skaicCius, tai pastaroji nelygybé teisinga
tik tuomet, kai ¢(t) = 0 su visais ¢t € (0,2x). Tai, savo ruoztu, reigkia,
kad F(t) = C su visais t € (0,27) ir f(¢) = 0 beveik visiems ¢ € (0, 2m).
Remiantis 10.1 teorema, trigonometriné sistema yra pilna. m

Toliau nagrinékime realiaja Hilberto erdve Lo(u) = Lo(R, B(R), i), kai
u - tikimybinis matas, kuriam visy eiliy momentai yra baigtiniai, t.y.,

o0
/ t"u(dt) < oo su visais n € N. (10.12)
—00

Tai reiskia, kad bet kurios eilés polinomas priklauso erdvei La(p). Tegu

pn Zymi n-tos eilés polinoma, n = 0,1,2,.... Tarkime, polinomy Seima

14



(pn,m = 0,1,2,...) yra ortonormuota. Tokia Seima visada galime sukon-
struoti pasinaudoje Gramo-Smidto ortogonalizacijos procedura (10.2 teo-
rema) i§ tiesiskai nepriklausomy funkcijy — elementariyjy polinomy f,,n =
0,1,..., fu(t) =t",t € R.

Labai svarbu Zinoti, kada erdvés Lo(p) ortonormuoty polinomy seka
{pn,n = 0,1,...} yra pilna. Irodysime pakankama, lengvai tikrinama sa-
lyga.

10.10 teorema. Tarkime, kad matas u tenkina salyga : egzistuoja toks
a > 0, su kuriuo

/00 el (de) < oo. (10.13)

Tada erdvés Lo(p) ortonormuotyjy polinomy seka {p,,n > 0} yra pilna.

Irodymas.  Pirmiausia pastebékime, kad (10.13) salyga yra stipresné uz
(10.12) ir garantuoje, jog bet kurios eilés polinomas priklauso erdvei Lo (u).

Teoremos jrodymui pasinaudosime 10.1 teorema. Tarkime, f € Lo(p) ir
su visais n =0,1,...

(fp) = / " F(pa(tuldt) = . (10.14)

Irodysime, kad f = 0. Nesunku matyti, kad (10.14) sistema ekvivalenti $iai
sistemai:

/OO f®)t"u(dx) =0, n=0,1,... (10.15)

Tikrai, jei pg = ag, tai butinai ag # 0 (mat ||pg|| = 1), todél (?? teisinga,
kai n = 0. Imdami p;(t) = a1 + aiat, a1z # 0 (nes p; yra pirmos eilds
polinomas), matome, kad i§ (10.14) isplaukia (10.15), kai n = 1. Toliau lieka
testi tuos pacius samprotavimus, i§ eilés nagrinéjant polinomus po, ps ir t.t.

I5 (10.13) salygos gauname, kad funkcija g(t) = exp(alt|/2),t € R, prik-
lauso erdvei La(u). Todél, pasinaudoje Svarco (??7) nelygybe, turime

/ | () |eD/2 u(dt) < oo. (10.16)
Nagrinékime kompleksiniy skaiciy aibe
D={ze€C:—a/2 <Rz<a/2}.
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Kadangi su visais z € D, |e*| < e®t/2] todél i§ (10.16) gauname, kad su
visais z € D

| i@ lietutan < o

— 00

Pazymeékime fT ir f~ atitinkamai teigiamaja ir neigiamaja funkcijos f dalis
ir, imdami A € B(R), apibrézkime

i1 (A) = /A FrOud),  (A) = /A J~(t)uldr).

Aigku, kad Siomis lygybémis apibrézti matai yra baigtiniai. Nagrinékime jy
Laplaso transformacijas

¢i(z) = / eu(dt), ze€D, i=1,2.
Kadangi su visais A € (—a/2,a/2),
‘ NP

= 7

t|/2
< eallr2,

tai, pasinaudoje Lebego teorema apie mazoruojama konvergavima ir (10.15)
bei (10.16) sarySiais, gauname

| rtomtan = tim S5 [ 0 pwutan) o

Bet tai reiskia, kad su visais A € (—a/2,a/2),

P1(A) = ¢2(A). (10.17)

Dabar parodysime, kad srityje D abi funkcijos ¢1, ¢o yra analizinés. Nesunku
matyti, kad i§ (10.16) nelygybeés isplaukia

/ T O () < oo, (10.18)

jei tik 0 < 0 < a/2. Pazymékime Rz = . Tada

‘e(z-i-h)t — et

g < [t]elEF+IRDIE
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Jei z € D, tai |Rz| + |h| < a/2 su visais pakankamai mazais |h|. Todél dar
karta pritaike Lebego teorema apie maZzoruojama konvergavima, i§ (10.18)
gauname, kad su visais z € D egzistuoja riba

lim (ZS’L(Z + h) — ¢Z(Z) _ /OO teZt,ui(dt).

h—0 h oo

O tai ir reigkia, kad funkcijos ¢; ir ¢o yra analizinés. Tada i§ (10.17) gau-
name, kad ¢1(z) = ¢2(z) su visais z € D. Paéme z =is, s € R, gauname

/ eiStul(dt)—/ e g (dt).

Is pastarosios lygybés ir gerai Zinomo analizéje fakto, kad tarp maty ir juy
Furjé transformacijy yra abipus vienareiksmiska atitiktis, isplaukia, kad p; =
to. Prisimine teigiamos ir neigiamos funkcijos daliy apibrézimus, turime

| st =o
A

su visomis Borelio aibémis A C R. Si lygybe reiskia kad f(t) = 0 beveik
visiems ¢t € R mato p atzvilgiu, kg ir reikéjo jrodyti. =

10.3 pavyzdys. Nagrinékime erdve Lo(R, B(R), ), kai p yra standartinis
Gauso matas:

p-ocial = [ttt v = e P, wter

Polonomus H,,n =0,1,... apibrézkime taip:

H,(x) = (—1)”6_’”2/2£ (e—x2/2>

. dx™
—W, reR, n=0,1,...
Jie vadinami Ermito polinomais. Pirmieji atrodo taip:
Hy(x) =1,
Hi(z) ==,
Hy(z) = 2% — 1,
Hs(z) = 23 — 3z,



Pazymeékime

hn(x):ﬁ w(x), zeR, n=0,1,...

10.7 teiginys. Erdvés Lo(R, B(R), 1), kai v yra standartinis Gauso matas,
polinomy seka (hy,n =0,1,...) yra ortonormuota bazé.

Jrodymas. Pazymékime p(t, ) := exp(—(t?—2tx)/2), t,x € R. Pasinaudoje
Teiloro eilute, turime

[e.9]

exp(~(x —1)7/2) = S (-1 o (o),
n=0 ’
Taigi
pltr) =3 %Hn(a:), (10.19)
n=0

su visais x,t € R. Be to, su visais t,s € R,
o0
| pttupts wutan) = e
—0oQ

Istate funkcijos p (10.19) israiska ir sulygine koeficientus prie t*s' abiejose
gautos lygybés pusése matome, kad

H, H > Hy(z) Hi(»)
<\/%’\/;T>:/_OO \I;y \l/l», p(dx) = dp.

Taigi seka (hp,n = 0,1,...) yra ortonormuota. I3 10.10 teoremos isplaukia
jos pilnumas. =

Imkime funkcija ¢ : (a,b) = R, ¢(t) > 0 ir ¢ € Ly(a,b), ¢ia —oco <
a < b < oo. Nagrinékime erdve Lo ,(a,b), sudaryta i3 tokiy maciy funkcijy
f:(a,b) — R, kurioms yra baigtinis Lebego integralas f; 22(t)p(t)dt. Kaip
jau jprasta, funkcijas sutampancias beveik visur, laikysime lygiomis. Erdvés
Ly ,(a,b) skaliaring daugyba apibrézkime taip:

b
(f.9) = / F(Dg®)p(t)dt fog e Lo(a,b).

Paliekame skaitytojui paciam jsitikinti, kad taip gauta erdvé Lg ,(a,b) yra
Hilberto. Skaitytojui palickame jrodyti 8ia 10.10 teoremos iSvadg.
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10.11 teorema. Jei egzistuoja toks a > 0, su kuriuo
b
[ eetaan) < .
a
tai erdvés Lo ,(a,b) ortonormuotyjy polinomy seka {p,,n > 0} yra pilna.

10.4 pavyzdys. Erdvéje Lo(—1,1) = Ly ,(—1,1), kai p(t) = 1,t € (—1,1),
nagrinékime vadinamuosius Lezandro polinomus

2n+1 1 d" n

Keli pirmieji Lezandro polinomai yra

10.8 teiginys. Lezandro polinomai yra erdvés Lo(—1,1) ortonormuota bazé.

Irodymas. Paliekame skaitytojui vietoj pratimo patikrinti, kad Lezandro
polinomy Seima (pn,n = 0,1,...) yra ortonormuota. Jos pilnumas i§plaukia
i§ 10.11 teoremos.

Daugiau ortonormuoty polinomy baziy pateikta 77, 7?7, 7?7 pratimuose.
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