1 paskaita

1.1 Aibiy teorijos elementai

Né viena i§ matematikos Saky negali iSsiversti be aibés sgvokos ar bent
elementariyjy aibiy teorijos elementy. Ne iSimtis ir funkciné analizé. Skaity-
tojy patogumui Siame trumpame jvade surinktos tos pagrindinés aibiy teori-
jos savokos, apibrézimai bei tvirtinimai, kuriy véliau tikrai prireiks.

¢ Aibe vadiname tam tikry matematiniy objekty rinkinj, visuma ir daz-
niausiai aprasome kokiu nors budu nusakydami jos elementus. PavyzdZziui,
realiyjy skaic¢iy aibé, kvadratiniy n x n matricy aibé, tolydziyjy funkcijy,
apibrézty intervale [0, 1], aibé ir pan. Jei A — kazkokia aibé, tai x € A
reiSkia, kad x yra tos aibés elementas. Jei elementas x nepriklauso aibei A,
tal raSoma x ¢ A. Raide R jprasta zZymeéti realiyjy skaiciy aibe, o uzrasu
{z € R : z > 0} apraSoma teigiamy realiyjy skai¢iy aibé. Kai i3 tek-
sto visigkai aiSku, kad kalbama apie realiuosius skai¢ius, raSoma trumpiau
{z : x > 0}. Apskritai, norédami iSskirti kokios nors aibés A elementus,
turin¢ius savybe P, rasome {x € A : P} arba, jei aiSku apie kokios aibés
elementus kalbame, trumpiau {z : P}.

Sioje knygoje C zZymés kompleksiniy, N — naturaliyjy, o Q — racionaliyjy
skaic¢iy aibes. Kompleksinio skaiciaus 2 = a + 1 (2 = /1) realiaja ir
menamaja dalis Zymésime atitinkamai Rz ir Sz.

Tuscia aibe vadinama aibé¢ neturinti nei vieno elemento ir ji Zymima (.
Aibé, susidedanti i§ vieno elemento x, Zymima {x} (atkreipiame démesj, kad
aibiy teorijoje skiriasi  ir {z}, pvz., {0} # 0). Jei kiekvienas z € A yra
kartu ir aibés B elementas, tai sakoma, kad A yra B poaibis ir raSoma A C B
arba B D A. Jei A C Bir B C A, tai aibés A ir B sutampa, ir tai Zzymima
A = B. Jei A yra kokia nors aibé, tai 24 zymi visy aibés A poaibiy aibe.
Jei A turi 3 elementus, tai 24 turi 22 = 8 elementus, o 29 = {0} # 0. Tai
paaiskina Zymeéjimo 24 pasirinkima.

Dviejy aibiy A ir B sankirta A(| B yra aibé {z : z € A,z € B}, o sajunga
AUB ={z:z € A arba x € B}. Analogiskai bet kokiai indeksy aibei I ir
aibiy sistemai {A,, « € I} apibréZziamos §iy aibiy sajunga ir sankirta:

UAa:{JU::EEAa kuriam nors « € I}
acl



ir
ﬂAa:{w:xeAa su visais « € [}.
acl

Kiti svarbesni veiksmai su aibémis yra aibiy skirtumas
AB={z: z€ A, = ¢ B}
bei simetrinis skirtumas
AAB = (A\B) U (B\A).
Jei B C A tai skirtumas A\B dar vadinamas aibés B papildiniu (iki aibés
A) ir, tuo atveju, kai aibé A aiski i§ konteksto, Zymimas B€.

Aibiy Ay, Ao, ..., Aq Dekarto sandauga yra sudaryta i§ sutvarkyty rin-
kiniy (21, x9,...,2q), 1 € A1, x9 € Ag, ..., x4 € Ay ir Zymima

A1><A2><‘--><Ad; Ad:AX~--XA.
—_——
d karty

o gioje knygoje terminai atvaizdis ir funkcija vartojami kaip sinonimai

ir uzraSas
f: X—>Y
Zymi vienareik§me funkcija, apibrézta aibéje X su reikSmiy sritimi aibéje
Y: kiekvienam elementui x € X funkcija f priskiria vienintelj elementa
f(z) =y €Y. Simbolis
f(A) zymiaibe {f(z) €Y :z € A},
kuri vadinama aibés A vaizdu (veikiant atvaizdziui f), o
f7Y(B) zymiaibe {z € X : f(x) € B},

kuri vadinama aibés B pirmvaizdziu. Atvaizdis f : X — Y vadinamas

e siurjekcija arba aibés X atvaizdziu j aibe Y, jei f(X) =Y

e injekcija, jei f(z1) # f(x2), kai z1 # @2;

e bijekcija, jei f yra ir injekcija ir siurjekcija.



Jei f 1 X — Y yra bijekcija, tai su kiekvienu y € Y egzistuoja tik vienas
toks elementas = € X, kad y = f(z). Siuo atveju sakoma, kad egzistuoja
funkcijos f atvirkstiné funkcija, kuri Zymima f~! ir kuri aibe Y atvaizduoja
] aibe X pagal Sig taisykle:

') =z, jei f(z)=vy.

Atvaizdzio f apibrézimo sritj ir reikSmiy sritj jprasta Zyméti atitinkamai
D(f) ir R(f).

Funkcija f vadinama funkcijos ¢ tesiniu, o g — f siauriniu, jei D(g) C
D(f) ir f(x) = g(x), kai x € D(g). Dvi funkcijos yra lygios, jei sutampa jy
apibrézimo sritys ir reikSmeés:

f=g, jei. D(f)=D(g) ir f(x)=g(z) suvisais = € D(f).
Jeigu f: X =Y, ¢g:Y — Z tai funkcija
gof: X —1Z, gof(z)=yg(f(z)), kai z€X,

vadinama funkciju f ir g kompozicija, arba sudétine funkcija.
Jei A C X, tai aibés A indikatoriné funkcija x4 : X — R yra apibrézta

Sia formule:
(2) 1, kai x € A,
X =
XA 0, kai x¢ A

¢ Labai svarbi yra aibés galios sgvoka. Sakoma, kad dvi aibés A ir B yra
tos pacios galios, jei egzistuoja abipus vienareiksmé funkcija, atvaizduojanti
aibe A | aibe B (aibiy A ir B bijekcija). VaizdZiai ir negrieztai kalbant, tos
pacios galios aibés turi ta patj elementy skai¢iy (negrieztumas kyla todél, kad
neaiSku, ka reiskia ,elementy skai¢ius, kai aibés jy turi be galo daug). Aibé
A yra baigtiné, jei ji yra tos pacios galios kaip aibé {0,1,...,n—1}, t.y. aibé
A turi n elementy su kuriuo nors baigtiniu n € N. Priesingu atveju aibé A —
begaliné. Pavyzdziui, sveikyjy skaiciy aibé N yra begaliné. Aibé B vadinama
skaicia, jei ji yra tos pacios galios kaip aibé N.! Pavyzdziui, norint jsitikinti,
kad N x N yra skaiti aibé, uztenka pastebéti, kad f(n,m) =2"(2n+1) — 1
atvaizduoja N x N j N abipus vienareikSmiskai. I8 ¢ia nesunku iSvesti ir Sig
gerai zinomg skai¢iy aibiy savybe.

1.1 teiginys. Skaiti skaiciy aibiy sajunga yra skaiti aibé.

'Kai kuriuose vadovéliuose j skaiGios aibés savoka jjungiamos ir baigtinés aibés bei
apibréziamos skaiciai begalinés aibés.



Jei aibé néra nei baigtiné nei skaiti, tai ji vadinama neskaicia. PavyzdZziui,
bet kuris netuscias realiyjy skaiCiy intervalas yra neskaiti aibé.

Sakome, kad aibé A yra maZesnés galios nei B, jei egzistuoja abipus vien-
areik§meé funkcija, atvaizduojanti A aibéje B, bet neegzistuoja jokia abipus
vienareik§mé funkcija, kuri atvaizduoty A i B. Kadangi kiekvienam baig-
tiniam sveikam skaiGiui n galioja n < 2", todél baigtiné aibé A yra mazesnés
galios negu 24 . Sis teiginys teisingas bet kokios galios aibéms, t. y., bet
kuri aibé A yra maZesnés galios negu 24 . Taigi ir N yra maZesnés galios
negu 2V, todél 2N yra neskaiti ir vadinama kontinumo galios aibe. Tiek aibé
R, tiek bet kuris jos intervalas turi kontinumo galia.

Paprastai aibés galia palydima jos kardinaliuoju skaic¢iumi. Baigtinés
aibés kardinalusis skaicius lygus tos aibés elementy skaiciui. Aibés N kardi-
nalusis skaic¢ius zZymimas sg , o kontinumo galios aibés kardinalusis skaicius
tradiciskai Zymimas raide ¢ (nuo anglisko zodZzio ,continuum®).

o Aibés S elementy binariniu sarysiu vadinamas bet kuris poaibis E C
S x 8. Jei (z,y) € F tai sakoma, kad elementas = € S susijes su elementu
y € S sary$iu E. Norédami tai pazyméti, raSome xFEy. Aibés S elementy
sarysis E' vadinamas:

e refleksyviu, jei xEx su kiekvienu z € S

e asimetrisku, jei i xEy ir yEx isplaukia = = y;
e tranzityviu, jei i xFy, yEz iSplaukia zFEz;

e simetrisku, jei i§ xEy isplaukia yFx.

Refleksyvus simetrigkas tranzityvus sarysis vadinamas ekvivalentumo sarysiu.
Jis yra tam tikras elementy lygybés apibendrinimas. Pavyzdziui, du sveikieji
skaic¢iai m ir n yra lygus mod (p) (m = n mod (p)) tada ir tik tada, kai
m—n dalijasi i§ p. Nesunku matyti, kad lygbé mod (p) yra sveikyjy skaiciy
ekvivalentumo sarysis.

Jei E' — aibés S ekvivalentumo sarysis ir = € S, tai aibé {y € S : yEx}
vadinama ekvivalentumo klase, atitinkancia elementa x ir daznai Zymima [z]
(arba [z]|g, kai reikia pabrézti saryj E). Dvi ekvivalentumo klasés yra arba
lygios, arba nesikerta.

Refleksyvus asimetriskas tranzityvus sarysis vadinamas aibeés daline tvar-
ka. Pora (S, E), kai E — dalinis sarysis, vadinama i$ dalies sutvarkyta aibe.
Jos poaibis V' C S vadinamas tiesiskai sutvarkytu, jei bet kurie du jos ele-
mentai yra palyginami, t.y. jei x,y € V, tai arba x Ey, arba yEx. Pavyzdziui,
bet kuriai aibei X visy jos poaibiy aibés S = 2% sarysis E : xEy tada ir tik
tada, kai x C y, yra daliné tvarka. Realiyjy skaiciy aibés R sarySis E : xEy
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tada ir tik tada, kai x < y, yra tiesiné tvarka. Zinoma, kad visos aibés R2
tiesiné tvarka neegzistuoja.

Labai daznai daliné tvarka Zymima vienu i$§ simboliy <, <, >, >=. Tarkime,
(S, <) — i8 dalies sutvarkyta aibé. Aibés A C S virsutinis rézis (arba mazo-
ranté) (dalinés tvarkos < atzvilgiu) yra toks elementas z € S, kad y < x su
visais y € A. Jei aibei A egzistuoja maZoranté, tai ta aibé vadinama aprézta
i§ virSaus. Elementas x € S yra aibés A tikslusis vir§utinis réZis, jei

e x yra aibés A virSutinis rézis;

e jei z € S yra kitas aibés A virSutinis rézis, tai butinai x < z.
Tikslusis virgutinis rézis gali buti tik vienas. Aibés A tikslusis virgutinis
rézis, jei jis egzistuoja, Zymimas sup A. Taip pat naudojami Zymenys

max r;, x1V---VIg,,
1<i<n

kai A = {x1,...,x,} — baigtiné aibé ir

sup &,
i>1
kai aibé A = {x;,i € N} yra skaiti.

Aibés A virSutinis rézis, kuris priklauso A vadinamas jos A maksimali-
uoju elementu ir Zymimas max A. Maksimalus elementas, jei jis egzistuoja,
butinai yra ir tikslusis virSutinis rézis.

Visiskai analogiskai apibréziami aibés A apatinis rézis, tikslusis apatinis
rézis inf A bei minimalusis elementas min A. AnalogiSkai naudojami ir zy-
menys

min x;, T N---Azx,, infz;.
1<i<n i>1

Vienas i8 svarbiausiy aibiy teorijos teiginiy yra vadinamoji Corno lema,
kurig M. A. Cornas jrodé apie 1936 metus ir vadino ,maksimumo principu‘.

1.1 lema. (Corno lema.) Jei S yra tokia netuscia i$ dalies sutvarkyta
aibé, kad kiekvienas tiesiskai sutvarkytas jos poaibis turi virsutinj rézj, tai
egzistuoja aibés S maksimalus elementas.

Sio teiginio prasme grubiai galime paaiskinti taip. Tarkime, < — aibés S
daliné tvarka ir x kuris nors tos aibés elementas. Jei jis néra maksimalusis,
tai egzistuoja kitas elementas y € S ir x <X y. Jei ir y néra maksimalu-
sis elementas, tai atsiras toks z € S, kad y < z. Be to, tie trys elementai



x,y, z sudarys tiesiskai sutvarkyta aibés .S poaibj. Jei z néra maksimalusis,
tai procesa tesiame toliau. Taip vis gauname tiesiskai sutvarkyta poaibj.
Pagal prielaida, tas poaibis turi virSutinj rézj, tarkime, a. Jei a nebus mak-
simaliuoju, tai egzistuos uz jj didesnis elementas, kurj vél prijungsime prie
nagrinéjamos aibés. Corno lema reiskia, kad tas procesas galiausiai turi uzsi-
baigti maksimaliuoju elementu.

Corno lema yra ekvivalenti kitam gerai Zinomam aibiy teorijos teiginiui
— iSrinkimo aksiomai.

1.2 lema. (Isrinkimo aksioma.) Tarkime, {Aq,a € I} — netusciy aibiy
Seima, indeksuota netuscia aibe I. Tuomet egzistuoja toks atvaizdis

fiI—J A

acl
kad f(a) € A, su kiekvienu o € 1.

Si aksioma pagrindzia bet kurios netus¢iy aibiy Seimos Dekarto san-
daugos apibrézima. Netus¢iy aibiy Seimos {A4,,a € I} Dekarto sandauga
[I,er Aa vadiname visuma tokiy funkcijy f: I — J,c; 4as kad f(a) € A,
su kiekvienu a € 1.

1.2 Metrines erdveés

Skaiciy sekos riba yra viena is svarbiausiy matematinés analizés savoky.
Ji naudojama apibréziant funkcijos tolyduma, iSvestine bei apibréztinj in-
tegrala. Apibrézdami skaitinés sekos ribg, i¥naudojame tik atstumag tarp
realiyjy skai¢iy, kuris aprasomas skirtumo moduliu |a — b|, a,b € R. Taigi
apibendrinant riba, pirmiausia turime apibendrinti atstumo savoka. Sia-
me skyriuje nagrinéjamos metrinés erdves ir yra tokios abstrak¢iy elementy
aibés, kuriy elementams apibréztas atstumas. Tai leidzia Sioms erdvéms
apibendrinti klasikines matematines sgvokas: elementy sekos ribg bei funkcijy
tolyduma.

Metrine erdve pirmasis apibrézé M. R. Freséapie 1906 metus, bet terming
,metriné erdvé”“ pirmasis pasiulé F. Hausdorfas
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1.2.1 Apibrézimas ir pavyzdziai

Kaip ir daugelis kity Siuolaikinés matematikos savoky, atstumas tarp
aibés elementy apibréziamas aksiomy pagalba.

1.1 apibrézimas. Tarkime, X — netusc¢ia aibé. Funkcija d : X x X — R
vadinama aibés X metrika (atstumo funkcija), jei teisingos Sios aksiomos:
su visais x,y, 2z € X,

(M1)  d(z,y) = 0;

(M2)  d(z,y) =0 tada ir tik tada, kai x = y (vienaties);

(M3)  d(z,y) =d(y,x) (simetriskumo);

(M4)  d(z,y) <d(z,z) + d(z,y) (trikampio nelygybés).

Skaicius d(z,y) vadinamas atstumu tarp elementy x ir y. Pora (X, d) vadi-
nama metrine erdve.

Toje pacioje aibéje X metrika galime apibrézti daugeliu budy (Zinoma,
isskyrus trivialyjj atvejj, kai X sudaryta i vieno elemento). Jei i§ konteksto
aisku kokia metrika d apibrézta, vietoje poros (X, d) rasysime tik X.

Jei (X, d) — metriné erdve ir Y C X, tai funkcijos d siaurinys aibéje Y x Y
yra aibés Y metrika. Ja Zymésime ta pacia raide d, o metrine erdve (Y, d)
vadinsime metrinés erdvés (X, d) poerdviu.

1.1 pavyzdys. Patys papraséiausi metriniy erdviy pavyzdziai yra bet kuri
realiyjy skaiCiy aibé X C R bei bet kuri kompleksiniy skai¢iy aibé X C C,
kai atstumas tarp skaiciy apibréziamas jy skirtumo moduliu:

d(x,y) = |l‘ - y|7 kai T,y € X.

Nesunku patikrinti, kad funkcija d tenkina (M1)—(M4) aksiomas. Si atstumo
funkcija daznai vadinama euklidine metrika.

1.2 pavyzdys. Aibéje RF (analogiskai C*), sudarytoje is sutvarkyty k rea-
liyjy (kompleksiniy) skai¢iy rinkiniy @ = (z1,...,2) (vadinamy k-maciais
vektoriais), dazniausiai nagrinéjama euklidiné metrika

k )\ 1/2
da(m,y) = (Z!%‘—yﬂ > :
j=1
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kai ¢ = (x1,...,2k), Yy = (y1,...,Yx). Metrikos aksiomas $iai funkcijai
irodysime 1.2.3 skyrelyje (zr. 1.11 pavyzdj).

Tiek aibéje R, tiek C* atstuma tarp tasky galime apibrézti ir kitais
budais. Pavyzdziui, bet kuriems reliyjy ar kompleksiniy skaiciy k-maciams
vektoriams x = (z1,...,x) it y = (21, ..., yr) galime nagrinéti

di(xz,y) = |z1 —yi| + - + |2k — Ykl
doo(x,y) = max{|x1 —v1|,..., |zr — yr|}-

Nesunku jsitikinti, kad abi funkcijos d; ir do tenkina metrikos aksiomas.
Tadiau visais atvejais, kai nebus pasakyta kitaip, aibéems R¥, CF fiksuota
euklidiné metrika d = ds.

1.3 pavyzdys. Bet kuriai netus¢iai aibei X galime apibrézti taip vadinama
diskrecigja metrika

1, kaiz#y
d(z,y) = .
0, kaiz=uy.

Taip apibréztai funkcijai d : X x X — R (M 1) — (M 3) aksiomos akivaizdziai
teisingos. Norédami patikrinti (M4) aksioma, pirmiausia pastebékime, kad
ji yra tikrai teisinga, kai x = 2. Jei © # z, tai d(z,z) = 1. Bet Siuo atveju
arba y # z, arbay # x, todél d(z,y)+d(y, z) > 1. Taip sukonstruota metriné
erdvé (X, d) vadinama diskreciaja.

Funkcinés analizés taikymams toli grazu nepakanka tokiy paprasty met-
riniy erdviy.

1.2.2 Funkcijy erdveés

Metrinés erdveés, kuriy elementai yra realiosios arba kompleksinés funkci-
jos, labai daZnai pasirodo jvairiose matematikos srityse. Siame skyrelyje
apibréSime kai kurias klasikines funkcijy erdves. Jy elementus Zymésime
analizéje labiau jprastais Zymenimis f, g, ...

Tegu a,b € R, a < b.

1.4 pavyzdys. Erdvé Cla,b].
Ja sudaro tolydziyjy funkeijy f : [a,b] — R aibé Cla, b] su metrika

d(f,g) = sup |f(t) —g(t)l, (1.1)

t€[a,b]
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kai f,g € Cla,b]. Priminsime, kad funkcijos, apibréztds uzdarame intervale
[a, b], tolydumas taske a suprantamas kaip tolydumas i§ deSinés, o taske b —
is kairés. Be to, pastebésime, kad (1.1) apibrézime tikslusis virSutinis rézis
iSties yra maksimumas, taciau tradiciSskai susiklosté butent toks metrinés
erdvés Cla, b] atstumo funkcijos Zyméjimas.

Akivaizdu, kad d(f,g) = 0 tada ir tik tada, kai f(¢) = g(¢) su kiekvienu
t € [a,b]. Simetriskumo aksioma d(f, g) = d(g, f) taip pat akivaizdi. Trikam-
pio nelygybé funkcijoms f, g, h € Cla,b] irodoma taip:

£ () = g@)] < [f(t) = h(®)[ + [h(t) — g(t)] <

sup |f(t) —h(t)|+ sup |h(t) —g(t)| = d(f,h) +d(h,g).

tela,b] te[a,b]
Gautoji nelygybé teisinga su bet kuriuo ¢ € [a,b], taigi ir su tuo, kuriam
skirtumas |f(t) — g(t)| yra didZiausias.

1.5 pavyzdys. Erdvé C(R).
Ja sudaro tolydziyjy funkcijy f: R — R aibé C(R) su metrika

[e.9]

B _x SuPe—k k] 1f(t) —g(t)]
W9 = 2 2 e 1FO — O] (12)

kai f,g € C(R). Patikrinti metrikos aksiomas paliekame skaitytojui vietoje
pratimo (analogiSkas yra ir 1.10 pavyzdys).

1.6 pavyzdys. Erdvé Bla,b].

Ja sudaro apréztyju funkciju f : [a,b] — R aibé Bla,b] su (1.1) formule
apibrézta metrika. Kadangi kiekviena tolydi funkcija uzdarame intervale yra
aprézta, tai Cla, b] yra metrinés erdvés Bla, b] poerdvis.

1.7 pavyzdys. Erdvés C*[a,b], k > 1.
Ja sudaro tolydziai k karty diferencijuojamy funkcijy f : [a,b] — R
intervale [a,b] aibé C*[a, b] su metrika

k
d(f,9) =" up |fD ) = g(@)], f.g€C¥la,b].

i—0 t€[a.b

Cia ir toliau f(® (t),i = 1,2,... zymi i-taja funkcijos f i8vestine taske ¢, o
fO(t) = f(t). Priminsime, kad funkcijos, apibréztés uzdarajame intervale

9



[a, b], diferencijuojamumas intervalo gale a suprantamas kaip diferencijuoja-
mumas i3S deSineés, o taske b — i3 kairés. Skaitytojui siulome paciam patikrinti
atstumo funkcijos aksiomas.

1.8 pavyzdys. Lebego erdvés Ly(a,b), 0 < p < oco.

Siame pavyzdyje intervalas (a,b) gali buti ir begalinis, (a,+0), (—00,b)
ar (—oo, +00). Vietoj L,(—o00,+00) taip pat raSysime L,(R).

Kai 0 < p < oo, aibe Ly(a,b) sudaro tokios maciosios funkcijos f :
(a,b) — R, kurioms yra baigtinis Lebego integralas f; |f(t)[Pdt.

Dvi magcias funkcijas laikydami lygiomis kai jos sutampa beveik visur?,
aibés Ly[a, b] metrika apibréziame formule

1/p
G ..
fa]f —gtypdt, jeid<p<1,

kai f,g € Ly(a,b).

I3 Lebego integralo savybiy Zinome, kad ff|f(t) — g(t)|Pdt = 0 tada
ir tik tada, kai m{t € [a,b] : |f(t) — g(t)] # 0} = 0. Vadinasi, d(f,g) =
0 tada ir tik tada, kai f = ¢ (pagal susitarima). Simetriskumo aksioma
akivaizdziai teisinga. Kai 0 < p < 1, trikampio nelygybé funkcijai d isplaukia
i§ elemetarios nelygybés

la 40" <la|*+|b]*, a,beC, 0<a<]l. (1.4)
Kai p > 1, reikia pasinaudoti sia Minkovskio nelygybe.
Tarkime, p > 1. Su bet kuriomis maciosiomis realiomis arba kom-

pleksinémis funkcijomis f, g, apibréztomis maciojoje erdvéje (S,S),
teisinga nelygybeé

([iserairuan) ™ < ([ 1reputas) " +( [ laoras)”
(1.5)

Erdve Lo (a,b) sudaro beveik visur Lebego mato prasme apréztos maciosios
funkcijos f : (a,b) — R. Funkcija f yra beveik visur aprézta, kai egzistuoja
toks skaic¢ius C', su kuriuo

m(t € (a,b) : |f(t)| > C)=0.

%jei Lebego mata pazymésime m, tai f = g tada ir tik tada, kai m{t € [a,b] : f(t) #

9()} =0
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Tikslusis apatinis tokiy skai¢iy C rézis vadinamas esminiu funkcijos f supre-
mumu ir Zymimas ess sup(f):

ess sup(f) =inf{C > 0:m(t € (a,b) : |f(t)| > C) = 0}.
Atstumas tarp funkcijy f, g € Loo(a,b) apibréziamas taip:
d(f,g) =inf{C > 0:m(t € (a,b) : |f(s) — g(s)] > C) = 0}. (1.6)

Irodykime, kad taip apibrézta funkcija tikrai tenkina metrikos aksiomas.
Pirmiausia pastebékime, kad d(f,g) = 0 tada ir tik tada, kai m(t € (a,b) :
|f(t) —g(t)| > 0) = 0. Tai, savo ruoztu, reiskia, jog funkcijos f ir g sutampa
beveik visur. Taigi pagal susitarima, f = g. Akivaizdu, kad d(f,g) = d(g, f).
Lieka patikrinti trikampio nelygybe. Imkime tris funkcijas f, g, h € Lo (a,b)
ir pazymeékime a = d(f,h),b = d(h, g). Pagal funkcijos d apibrézima,

m(t € (a,b) : |f(t) —h(t)| >a+¢e)=0
m(t € (a,b) : [h(t) —g(t)] >b+¢e)=0

su kiekvienu £ > 0. Kadangi

m(t € (a,b) : |f(t) —g(t)] >a+b+2e) <
m(t € (a,b) : |f(t) — h(t)| > a+e)+
m(t € (a,b) : |h(t) —g(t)] >b+¢e) =0,

tai d(f,g) < a+ b+ 2e. I8 ¢a isplaukia trikampio nelygybé, nes € > 0 laisvai
pasirinktas skaicius.

1.1 pastaba. Norime atkreipti démesj j susitarima sutampancias beveik vi-
sur Lebego mato prasme funkcijas laikyti lygiomis. Ne visada tai yra patogu
ir daznai tenka nagrinéti kiek kitokj erdviy Ly(a,b) apibrézima. Trumpai
paaiskinsime. Nagrinékime aibe L£,(a,b) sudaryta i$ tokiy maciy funkcijy
f: (a,b) — R, kurioms yra baigtinis Lebego integralas f: |f(t)[Pdt. Funkci-
joms f,g € Ly(a,b) apibrézkime binarinj sarysj ~:

f ~ g tada ir tik tada, kai m{t € (a,b) : f(t) # g(t)} = 0.

Nesunku patikrinti, kad tai yra ekvivalentumo sarysis. Tikrai, sarySio ~
refleksyvumas (f ~ f) bei simetriSkumas (jei f ~ g, tai g ~ f) nekelia
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jokiy abejoniy. Norédami patikrinti tranzityvuma, tarkime, f ~ g ir g ~ h.
Pastebéje, kad

{t:f(&) #h@)} c{t: f(t) #9()} U {t:g(t) # h(D)},

isitikiname, kad f ~ h. Vadinasi, sarysis ~ yra tranzityvus.

Aibe Ly(a,b) sudarykime i3 sarysj ~ atitinkanciy ekvivalentumo klasiy
[f], kai f € Lp(a,b). Atstumas d([f],[g]) tarp klasiy [f] ir [g] apibréziamas
atitinkamai (1.3) formule, kai 0 < p < oo ir (1.6) formule, kai p = oo, imant
bet kuriuos atitinkamy klasiy atstovus f € [f] ir g € [g], t.y. d([f],]g]) =
d(f,g). Nesunku patikrinti, kad taip apibrézta funkcija d nepriklauso nuo
atstovy i atitinkamy klasiy parinkimo ir tenkina (M1) — (M4) aksiomas.
Ankstesnis erdvés Ly(a,b) apibrézimas gaunamas sutapatinus visas ekvi-
valencias funkcijas.

1.9 pavyzdys. Erdvés Cpla,b], p >0, —oco < a < b < 400.

Tai aibé Cla,b] su metrika d, apibrezta (1.3) formule. Tik pastebésime,
kad joje Lebego integralas sutampa su Rymano, nes integruojamos tolydzios
funkcijos. Be to, dvi tolydzios funkcijos yra ekvivalencios tada ir tik tada,
kai jos yra lygios (jprastine prasme). Taigi tolydZioms funkcijoms f; |f(t) —
g(t)|Pdt = 0 tada ir tik tada, kai f = g.

1.2.3 Seky erdves

Siame skyrelyje pateiksime klasikiniy seky erdviy apibrézimus. SkaiCiy
seka x1, z2,... trumpiau Zymeésime vienu i simboliy (z,,), (z,,n € N). Seky
aibés elementus Zymeésime x,y, ..., ¢ = (z,), Yy = (Yn), - - -

1.10 pavyzdys. Erdvé RYN.
Aibe RN sudaro visos realiyjy skai¢iy sekos. Jos metrika apibréziama
formule

[e.9]

_ ke =yl . _ N
d(m,y)—;2 T+ [2r —va]’ kai @ = (zn), y = (yn) ER".

Cia eiluté konverguoja, nes jos n-tasis narys nevirsija 27". Taip apibréztai
funkcijai d : RN x RN — R prmosios trys atstumo funkcijos aksiomos (M1)-

(M3) akivaizdziai teisingos. Norint patikrinti trikampio nelygybe, reikia
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pasinaudoti nelygybe

lat+b _ _laf . 0]
L4+ja+b = 1+a]  1+b]

(1.7)

kuri yra teisinga su visais a,b € R. Savo ruoztu, (1.7) nesunkiai isvedama i3
to, kad funkcija f(z) = x/(1 + x), = > 0, yra didéjanti.

1.11 pavyzdys. Erdvés {,,p > 0.
Simboliu ¢, Zymime aibe, sudaryta i3 realiyjy skaiciy seky = = (x,),
kurioms eiluté ) |z, [? konverguoja:

l, = {m = (z,) € RV : Z |z |P < oo}.
n
Bet kuriems @ = (z,,) € ¢}, ir y = (yn) € {p, apibrézkime

00 1/p .
(Zk:l |z) — yklp> , kaip>1;
>y e — ywl? kai 0 < p < 1.

d(mvy) =

Irodysime, kad d yra erdvés ¢, metrika. Tam pakanka patikrinti trikampio
nelygybe, nes kitos aksiomos akivaizdziai teisingos. Pirmiausia tarkime, kad
p > 1. Paéme © = (zy,), 2 = (2n), Y = (Yn) € {p, pazymeékime uy, = zj — 2,
ir vg = 2z — Yk, k > 1. Tarkime, N > M. Remiantis Minkovskio (1.5)
nelygybe

M 1/p al 1/p a 1/p
(Z | + Uk:|p> < (Z |Uk|p) + (Z |Uk|p> :
k=1 k=1 k=1

Peré¢je prie ribos, kai N — oo, gauname

M 1/p
(3 fur+wul?) " < d(a, 2) + d(y, 2).
k=1

Lieka pereiti prie ribos, kai M — oo.
Tuo atveju, kai 0 < p < 1, pritaike elementaria (1.4) nelygybe, iSvedame

M N N
Dl ve? < gl + ) fvel?
P P k=1

ir trikampio nelygybés jrodyma uzbaigiame analogigkai, pereidami prie ribos
kai N — oo ir M — oc.
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1.12 pavyzdys. Erdvé £..
Simboliu £, Zymime aibe, sudaryta i§ aprézty skaitiniy seku:

x = (z,) € {5 tada ir tik tada, kai sup|z,| < co.
n

Atstumas tarp seky & = (z,) ir ¥y = (yn) € loo yra

d(x,y) = sup |z — yx|. (1.8)
E>1

Akivaizdu, kad 8iai funkcijai teisingos pirmosios trys metrikos aksiomos.
Trikampio nelygybé patikrinama paprastai. Kadangi su kiekvienu k > 1,

o =yl < ok — 2l + |2e — ] < d(z, 2) +d(2,y),

todél ir
d(z,y) = Sup 2k — k| < d(z, 2) +d(z,y).

1.13 pavyzdys. Erdvé cy.
Aibe ¢y sudaro visos konverguojancios j nulj skaiciy sekos:

x = (x,) € ¢p tada ir tik tada, kai lim x, = 0.
n—oo

Erdvés ¢y metrika apibréziama (1.8) formule. Kadangi konverguojancios
sekos yra apréztos, ¢g yra metrinés erdvés £, poerdvis.

Kompleksiniy skaiciy seky £,, 0 < p < oo, ¢ ir CN erdvés apibréziamos
analogiskai.
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