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1.1 APIBREZIMAI IR ZYMENYS

Sprendziant gamtos ir technikos moksly uzdavinius naudojami jviairus mate-
matiniai modeliai. DaZzniausiai jie aprasomi viena arba keliomis lygtimis, sie-
jan¢iomis nepriklausomus kintamuosius, ieSkomaja funkcija ir jos iSvestines.
Tokios lygtys yra vadinamos diferencialinémis lygtimis. Jeigu diferencialinéje
lygtyje yra tik vienas nepriklausomas kintamasis, tai tokia lygti vadiname pa-
prastgja diferencialine lygtimi. PrieSingu atveju diferencialiné lygtis vadinama
daliniy Svestiniy lygtime. Lygtis vadinama n-osios eilés lygtimi, jeigu i ja jeina
ieSkomos funkcijos n-osios eilés iSvestiné ir nejeina auksStesniy eiliy iSvestineés.
Pavyzdziui lygtis
dy
/.2 ;I
Y y, vy do
yra pirmos eilés paprastoji diferencialiné lygtis, o lygtis
y'+3y +ay=0

yra antrosios eilés paprastoji diferencialiné lygtis. Cia y = y(x) — ieskoma
funkcija, o x — nepriklausomas kintamasis'. Lygtis

Vg +\/§uy+\/guz =0

yra pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygtis. Cia u = u(zx,y, z) — ieskoma funkcija,
o z,vy, 2 — nepriklausomi kintamieji.

Jeigu j paprastaja diferencialine lygtj jeina ieskomos funkcijos n-oji iSvestiné
ir nejeina aukstesniy eiliy iSvestinés, tai tokia lygtis vadinama n-os eilés pa-
prastaja diferencialine lygtimi. Bendruoju atveju n-os eilés paprastaja diferen-
cialine lygtj galima uzrasSyti taip:

F(z,y,y,...,y"™) =0, (1.1)

¢ia F' Zzinoma, tolydi savo argumenty funcija, apibrézta kokioje nors srityje
D C R™*2, Kartais (1.1) lygtj galima iSspresti auks¢iausios i§vestinés atzvilgiu

y ™ = f(z,y,y,...,y"D); (1.2)

¢ia f zinoma, tolydi savo argumenty funcija, apibrézta kokioje nors srityje G C
R™*+1. Tokia lygtis vadinama normaligja diferencialine lygtimi.

IPaprastyjy diferencialiniy lygéiy teorijoje kartais ieskoma funkcija zymima raide z, neprik-
lausomas kintamasis — ¢, o iSvestiné dz/dt = &



1.1. APIBREZIMAI IR ZYMENYS 5

Tegu n = 1. Tada (1.1) lygtis yra pirmosios eilés paprastoji diferencialiné
lygtis
F(z,y,y") =0 (1.3)

neisreiksta iSvestinés atzvilgiu, o (1.2) lygtis
y = f(z,y) (1.4)

pirmosios eilés normalioji diferencialiné lygtis. Pastaraja lygti kartais patogu
nagrinéti simetrinéje formoje

P(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0. (1.5)

Tegu (1.1) lygtyje funkcija F' yra tiesiné ieskomos funkcijos ir visy jos i§ves-
tiniy atzvilgiu. Tada tokia lygtis vadinama tiesine n-osios eilés lygtimi. Tiesine
n-os eilés lygti galima uzrasyti taip:

Y™ 4+ ay @)y ™) 4 as(@)y ™D 4+ a0y + anla)y = f@); (16)

da ay,as,...,a, ir f yra zinomos kintamojo x funkcijos. Nagrinéjant tiesing
n-os eilés lygtj patogu lygiagreiai nagrinéti tiesine homogenine n-os eilés lygti

Y™ 4+ a1 (2)y Y + ag @)y + - Fan_1(2)y + an(z)y = 0. (1.7)

Kai n = 1 turime tiesines pirmosios eilés paprastasias diferencialines lygtis. Jas
galima uzraSyti taip:
v +alx)y = f(z), (1.8)

y +a(x)y =0; (1.9)

¢ia a ir f yra Zinomos kintamojo x funkcijos.

Paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorijoje nagrinéjama ne tik viena lygtis,
bet ir lygéiy sistemos. Pirmosios eilés lygéiy sistema iSreiksta iSvestiniy atzvil-
giu galima uzrasyti taip:

ni = f@y, ),
: (1.10)
y’:L = fn(xaylw--ayn);

¢ia f1,..., fn yra zinomos savo argumento funkcijos. Tokia sistema vadinama

normaligja paprastyjy diferencialiniy lygéiy sistema. Apibrézkime vektorius
stulpelius
y =colon(yy,...,yn), [ =colon(f1,...,[fn)

Tada pastaraja sistema galima uzraSyti vektorinéje formoje

y' = f(z.y). (1.11)
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P astaba. Daugeliu atveju jvairias aukstesnés eilés sistemas ir lygtis ga-
lima suvesti j pirmos eilés normaliaja diferencialiniy lygéiy sistema. Pavyzdziui,
antros eilés n lygciy sistema

y/, = f(xaya y/)a Yy = COlOH(yl, cey yn)

keitiniu ¢’ = v, v = colon(vy,...,v,) galima suvesti ] pirmos eilés normaliaja
2n lygCiy sistema,
v = f(xayav)7
Yy =wv.
Trecios eilés lygti
" /! 2
y" = flzy.y.y")

keitiniu ¢y’ = wu,u’ = v galima suvesti ] pirmos eilés normaligja trijy lygciy
sistema

v = f(z,y,u,0),

Y =u,

u = w.
Jeigu ( ) sistemoje funkcijos fi,..., f, yra tiesinés kintamyjy y1,. .., y, at-

zvilgiu, tai tokia sistema vadinama pirmosios eilés tiesiniy diferencialiniy lygciy
sistema. Bendruoju atveju pirmosios eilés tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistema
galima uzrasyti taip:

y1 Fan(@)yr +--tan(@)y, = fi(x),

g);+an1(w)y1+-~-+ann(:v)yn = fo(x).

arba matriciniu pavidalu
Y+ Alz)y = f(2);
¢a y = colon(yi,...,yn), f = colon(fi,..., fn) — vektoriai stulpeliai, 0 A =
{ai;} — n x n eilés matrica.
Tegu © C R™ — aprézta sritis, F : Q x R*™' — R — Zinoma funkcija,

u = u(xy,...,r,) — leSkoma funkcija, ug,,...,uy, — funkcijos u pirmosios
eilés dalinés iSvestinés. Lygtis, kuri sieja nepriklausomus kintamuosius z =
(z1,...,2n), ieSkomaja funkcija w ir jos pirmos eilés dalines igvestines wu,,,
Ugy, - - - Uy, vadinama pirmos eilés daliniy isvestiniy lygtimi. Bendruoju atveju

pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygtj galima uzrasyti taip:

F(z,u,tug,, ..., Uy, ) =0, z€q. (1.12)
Reiskinys kairéje lygties puséje turi priklausyti nuo ieSkomos funkcijos pirmosios
eilés daliniy iSvestiniy. Sia salyga galima uzraSyti taip:

n

OF (x,t,p)\?
——) #£0, VzeQteR,peR"\0.
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Jeigu funkcija F' yra tiesiné ieskomos funkcijos w daliniy iSvestiniy atzvilgiu,
tai ( ) lygtis vadinama kvazitiesine pirmos eilés daliniy igvestiniy lygtimi.
Tiksliau lygtis

n
Zai(x,u)uxi = f(z,u), (1.13)
i=1
kurioje bent vienas i$ koeficienty a; nelygus nuliui, vadinama kvazitiesine pirmos
eilés daliniy iSvestiniy lygtimi. Jeigu funkcija F' yra tiesiné ieskomos funkcijos u
ir jos daliniy i§vestiniy atZzvilgiu, tai ( ) lygtis vadinama tiesine pirmos eilés
daliniy isvestiniy lygtimi. Tiesine pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygti galima
uzrasSyti taip:

n
Z a;(2)ug, + alx)u = f(x). (1.14)
i=1
Jeigu Sioje lygtyje zinoma funkcija f yra lygi nuliui, tai tokia lygtis vadinama

tiesine homogenine lygtimi. Dviejy nepriklausomy kintamuyjy z, y atveju ( )
- (1.14) lygtis galima uzrasyti taip:

F(I7y7uau$7uy) 207 (‘T7y) €QCR2, (115)

al(x7y7u)um +a2(l’7yau)uy = f(I,y,U), (116)

a1 (z,y, wus + az(z,y, wuy + a(z,y)u = f(z,y). (1.17)

Tegu  C R™ — aprézta sritis, u = u(x) — ieSkoma funkcija, apibrézta sri-
tyje €, g, ..., uyz, — funkcijos u pirmos eilés dalinés iSvestines, uy,q;, i,j =
1,2...,n — funkcijos u antros eilés dalinés iSvestinés. Lygtis, kuri sieja neprik-

lausomus kintamuosius x, ieSkomaja funkcija w ir jos pirmos bei nors vieng
antros eilés dalines iSvestines vadinama antrosios eilés daliniy iSvestiniy lyg-
timi. Bedruoju atveju antosios eilés daliniy iSvestiniy lygti galima uzraSyti taip:

P20, Uy ooy Uy Uy s - - yUgsmyy s Up,z,) = 0; (1.18)

¢ia F' - zinoma savo argumenty funkcija, tenkinanti salyga

2

<~ (OF (x,t 2

Z(W) £0, VzeQteRpeR geR™ \0
i=1 :

Jeigu funkcija F' yra tiesiné ieSskomos funkcijos w ir visy jos daliniy iSvestiniy
atzvilgiu, tai (1.18) lygtis vadinama tiesine lygtimi. Tiksliau, lygtis

Z i (T) U, + Z a;(2)ug, + a(x)u = f(z), (1.19)

kurioje bent vienas i§ koeficienty a;; # 0, vadinama tiesine antrosios eilés daliniy
iSvestiniy lygtimi. Jeigu koeficientai a;;, a; ir a nepriklauso nuo kintamojo z,
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tai ( ) lygtis vadinama tiesine antrosios eilés daliniy isvestiniy lygtimi su
pastoviais koeficientais.

Tarkime, ( ) lygtyje funkcijos u antros eilés iSvestinés yra tolydzios. Tada
ja galima suvesti j lygtj, kurios koeficientai prie antros eilés iSvestiniy tenkina
salyga

aij(x) = aj(x), Yi,j=1,...,n.

Norint tuo jsitikinti, pakanka pastebéti, kad ( ) lygtyje koeficientus a;; galima
pakeisti koeficientais

i (2) = 5@y (2) + (@)

Todél toliau nagrinédami tiesines antros eilés lygtis, matrica, sudaryta i§ koefi-
cienty prie antros eilés i§vestiniy, laikysime simetrine. Jeigu ( ) lygtyje funk-
cija f =0, tai tokia lygtis vadinama homogenine lygtims.

Pastaba. Nagrinéjant antrosios eilés daliniy iSvestiniy lygtis kartais
patogu isskirti kokj nors nepriklausoma kintamajj (pavyzdziui, laika arba tem-
peratura). Tokj kintamaji Zymeésime raide ¢, o ieskomos funkcijos v = u(x,t)
i8vestines kintamojo ¢ atzvilgiu wug ir wg.

Daugelis fizikos ir mechanikos uzdaviniy aprasomi daliniy i$vestiniy lygtimis.
Daznai tai tiesinés antros eilés daliniy iSvestiniy lygtys. Papras¢iausios i$ jy yra
Puasono (Laplaso)

—Au= f(x), (Au=0),

Silumos laidumo
uy — a?Au = f(x,t)

ir bangavimo
u — a*Au = f(x,t)

lygtys. Cia
n
Au = Z Uy, a;
i=1

yra n-matis Laplaso operatorius.
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1.2 GRONUOLO LEMA

Irodant jvairius teiginius diferencialiniy lygéiy teorijoje daZznai yra naudojama

1.1 lema (Gronuolo). Tarkime, funkcijos y, f yra neneigiamos ir tolydZios
intervale {a,b)," skaiCius A\ > 0 ir yra teisinga nelygybé

y(z) < f(x) —|—)\‘/y(s) ds|, x,xz9 € {(a,b). (1.20)

Zo

Tada N
y(@) < fla) + A\/e””‘f(s) ds‘, Va € (a,b). (1.21)

4 Tegu x > xq ir
xr

Y(z) = /y(s) ds.

o

Tada (1.20) nelygybe galime perrasyti taip:
y(@) < f(z) + AY (), (1.22)

arba
Y'(x) < f(z) + \Y (2).

Padaugine pastaraja nelygybe i§ e~ (*=%0) perragysime ja taip:

d

dx

Integruodami §ig nelygybe pagal kintamajj  nuo zq iki z, gausime

(eiA(I*IO)Y(z)) < f(z)eiA(x*mO).

e M@0y () S/f(s)efx(sfwo)ds.
Zo

Taigi
Y(x)g/f(s)e_)‘(s_”;) ds.
o

15 Sios nelygybés ir (1.22) iSplaukia (1.21) nelygybé, kurioje = > xq. Atvejis, kai
z < x( yra nagrinéjamas analogiskai. >
Is8vada. Tegu yra patenkintos lemos salygos ir funkcija f(z) = ¢, ¢ —
konstanta. Tada
y(z) < ceMle=ol,

1Cia zenklas ( apibreézia vieng i§ skliausty (, [, o Zenklas ) — vieng i§ skliausty ), ]. Tuo
atveju, kai (a,b) = (a,b) skaicius a gali jgyti reik§me —oo, o skaicius b -reik§me +oo.
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1.3 KAl KURIE MATEMATINES ANALIZES TEIGINIAI

Tegu Q yra kompaktas' erdvéje R™ ir A C C(Q) .
Apibrézimas. Sakysime, aibé A yra tolygiai aprézta erdvéje C(Q)
jeigu egzistuoja toks skai¢ius M > 0, kad

lp(z)| < M, VzeQ,Vy e A

Apibrézimas. Sakysime, aibé A yra vienodai tolydi erdvéje C(Q),
jeigu Ve > 0 egzistuoja toks 6 = d(e) > 0, kad

(@) —(@)| <e, Vr,T€Q:|r—T<4,VeA

1.1 teorema (Arcelo—-Askoli). Uzdara aibé A C C(Q) yra kompaktas erdéje
C(Q) tada ir tik tada, kal ji yra tolygiai aprézta ir vienodai tolydi.

Isvada. I8 tolygiai apréztos ir vienodai tolydzios sekos {9 }72; C C(Q)
galima isskirti tolygiai konverguojantj posekj.
Tegu funkcija f : (a,b) — R" yra integruojama. Irodysime nelygybe

b

[ ) ae| < ﬁ/blf(w)dw-

a
< I8 tikryjy

b b

[ @] = (S ([ rwar))” < (i(/bm(:c)dxf)”? <

i=1 1=1

Tegu G C R™ yra igkila sritis, f : G — R", f € C}(G). Tada

1
£@) = 1) = [ 5x70w+ (1= Ny dx
0

Pazyméje z = Ax + (1 — A)y perraSysime §ig formule taip:

m

f@) = 1) =Y [ 3O (-3, (1.23)
0

2
i=1 v

IPriminsime, kad aibé @Q yra kompaktas erdvéje R™, jeigu ji yra aprézta ir uzdara.
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Pastaroji formulé yra vadinama baigtiniy pokyciy formule. Ja galima perraSyti
dar ir taip:

FOz+ A =Ny (zi —yi), A€ (0,1). (1.24)

Norint to jsitikinti pakanka apibrézti vieno realaus kintamojo funkcija
e(A) = fAz+ (1 =XNy), Ael0,1]
ir pasinauduoti Lagranzo formule

(1) —9(0) = ¢'(N), A€ (0,1).

Apibrézimas. Tegu G yra kokia nors aibé erdvéje R¥ x R™ ir funkcija
f: G — R™. Sakysime, aibéje G funkcija f = f(z,y),z € R¥,y € R" tenkina
Lip8ico salyga kintamojo y atzvilgiu su LipSico konstanta L > 0 ir raSysime
f € Lip,(G), jeigu

If(x,y)—f(x,ﬂ)\ SL|ZJ—§|7 V(I,y),(:ﬂ,ﬂ) €G.

Apibrézimas. Tegu G yra kokia nors sritis erdvéje R x R ir funkcija
f: G — R™. Sakysime, srityje G funkcija f = f(x,y) lokaliai tenkina LipSico
salyga kintamojo y atzvilgiu ir rasysime f € Liploc,y(G)7 jeigu kiekvienam taskui
(z,y) € G egzistuoja §io tasko aplinka U C G ir Lipsico konstanta L = L(U) > 0
tokia, kad

\f(@,y) = e, 9)] < Lly —gl, V(z,y), (z,9) € U.

Pastaba. Funkcija f = (f1,..., f) tenkina LipSico salyga (lokaliai arba
globaliai), tada ir tik tada, kai 8ia salyga tenkina ir kiekviena jos komponenté

fi,i:L...,m

1.2 lema. Tarkime, srityje G funkcija f kintamyjuy = (y1,...,y,) atzvilgiu
yra diferencijuojama. Tada f € Lip,,.,(G).

< Kiekvienam tagkui (z,y) € G galima nurodyti tokia jo aplinka U C G, kad
U C G. Sioje aplinkoje i8vestinés f;, i =1,...,m,j = 1,...,n yra tolydZios,
kartu ir apréztos. Todél egzistuoja tokia konstanta L, kad

1/2
s (S ) st

Remiantis baigtiniy poky¢iy formule galima jrodyti, kad

[f(z,y) = f(z,9)| < Lly—gl, V(z,y),(z,7) € Ur

Jeigu srityje G funkcija f = f(x,y) tenkina Lipsico salyga kintamojo y at-
zvilgiu globaliai, tai $io kintamojo atzvilgiu ji tenkina LipSico salyga lokaliai.
Atvirkscias teiginys yra neteisingas. Taciau yra teisinga tokia lema.
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1.3 lema. Tarkime, funkcija f € Lipj,.,,(G) . Tada kiekviename kompakte
Q) C G funkcija f tenkina Lipsico salyga kintamojo y atzvilgiu globaliai.

< Tarkime prieSingai, lemos teiginys yra neteisingas. Tada egzistuoja kom-
paktas Q C G, artéjanciy j +oo teigiamy skai¢iy seka {Lj} ir taskai (2%, y*),
(2%, 5%) € Q,k =1,2,..., tokie kad

‘f(xkvyk)_f(xk7gk)| >Lk|gk_yk|' (125)

Kadangi @ yra kompaktas, tai i§ seky {(*,y*)}, {(z*, %)} galima isskirti kon-
verguojancius posekius {(z%:, y*)}, {(z%, 5%)}. Tegu

kai k; — oo. Jeigu y° = ¢, tai egzistuoja tokia tasko (z",°) aplinka U C G,
kad
‘f(x,y)_f(-f,g” SL|y_g|a V(I,y),($7g)€U

Dideliems k; tagkai (z*i,y*), (%, §%) € U. Todél jie turi tenkinti pastaraja
nelygybe. Jeigu y° # §°, tai pakankamai mazoje tasko (z°,4°,7°) aplinkoje

funkcija
\f(x,y) B f(w737)|

ly — 7
yra aprézta (nes f — tolydi funkcija). Abiem atvejais gautos iSvados priestarauja
( ) nelygybei su didelémis indeksy k; reikSmémis. Taigi jrodymo pradzioje
padaryta prielaida yra neteisinga. >

Apibrézimas. Tegu X yra kokia nors netuséia aibé ir p: X x X — R
vienareiksmeé funkcija, tenkinanti salygas:

F(x,y,9) =

(l',y 203 Vm,yéX ir p(l’vy) :O@x:y

L p(z,y)
2. p(z,y) = p(y,z), Yo,y € X.

3. p(z,2) < pz,y) + p(y, 2), Va,y,z € X.
Tada pora (X, p) yra vadinama metrine erdve, o funkcija p — erdvés X metrika
arba atstumo funkcija.

Pavyzdys. Tolydziy funkcijy aibé Cla, b] su metrika

p(f.9) = Jax, |f(x) —g(@)] = |f —glle, f.g€Cla,b]

yra metriné erdvé. Akivaizdu, kad taip apibréZta atstumo funkcija p tenkina
visas metrinés erdvés apibrézimo salygas.
Apibreézimas. Sakysime, seka {z)} metrinéje erdvéje (X, p) yra Kosi
seka (fundamentaliofi seka), jeigu p(zk, Tm) — 0, kai k,m — oo.
Apibreézimas. Sakysime, metriné erdvé (X, p) yra pilna, jeigu kiekvie-
na Kosi seka {z;} C X konverguoja, t.y. turi riba ir ribinis elementas priklauso
erdvei X.
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Apibrézimas. Tegu (X,p) — metriné erdvé. Atvaizdj T : X — X
vadinsime sutraukiancivoju, jeigu egzistuoja toks skaicius A € (0, 1), kad

p(Tz, Ty) < Ap(x,y), Vo,ye€ X.

1.2 teorema (Banacho apie nejudamajj taska). Tegu (X, p) — pilnoji metriné
erdvé ir T : X — X — sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Erdvéje X egzistuoja vienintelis lygties
=Tz (1.26)
sprendinys.
2. Seka {z}, apibrézta formulémis
Tpt1 =Tz, n=0,1,2..., zg € X,

artéja j (1.26) lygties sprendinj x ir yra teisingas jvertis

< Tegu xp € X. Apibrézkime seka
Tn=Trn_1, n=12,...

I8 jverciy
P(l”n, In—&-l) = p(TIn—laTxn) < )\p(xn—laxn)
< Np(zp_2,Tp_1) < -0 < Np(20,71),

B
|
—

P(Tn, Tnyr) < P(Tngr, Tnyri1) <

r=0
k—1
> X p(wo, 1) < A1 = A) " p(ao, 71) (1.27)
r=0

isplaukia, kad seka {xp} yra Kosi seka. Kadangi erdvé X yra pilna, tai seka
{z1} konverguoja, t.y. egzistuoja elementas = € X toks, kad
lim z, =z, t.y.p(z,,z)—0, kain — oc.

n—oo
Pagal prielaida atvaizdis T yra sutraukiantysis. Todél jis yra tolydus. Taciau
tada

z= lim zy4; = lim Tz, = T( lim :Cn) =Tx.

n—oo n—oo

n—oo
Taigi = yra ( ) lygties sprendinys. [rodysime, kad jis yra vienintelis. Tegu x
ir y yra kokie nors du 8ios lygties sprendiniai. Tada atstumas tarp jy

p(z,y) = p(Tz, Ty) < Ap(z,y).
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Kadangi A € (0,1), tai p(z,y) = 0. Taigi = y ir pirmasis teoremos teiginys
irodytas.

Norint jrodyti antrajj teoremos teiginj pakanka ( ) nelygybéje fiksuoti
kokj nors n ir pereiti prie ribos, kai k — oco. >

Tegu Q) — aprézta erdvéje R™ sritis, S = 092 — dalimis glodus pavirsius, o
u,v € C?(Q). Tada yra teisinga Gryno formulé

ou ov
/(vAu —uAv)dr = /(va—n - ua—n) ds.

Q S
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1.4 KAI KURIE MATRICY TEORIJOS TEIGINIALI

Aibe matricy, su realiais arba kompleksiniais koeficientais, turin¢iy n eiluéiy ir
m stulpeliy, zymésime R™™. Tegu A = {a;;} € R™"™ — kvadratiné n-os eilés
matrica. Matrica

a1 0 0

0 a9 0
A= diag{all,...,arm} = . .

0 0 ... apn

kurios elementai a;; = 0, kai ¢ # j, vadinama diagonaligja matrica. Diagonalioji
matrica, kurios elementai a1; = -+ = an, = 1, vadinama vienetine. Vienetine
matrica zymésime raide F, t.y.

1 0 0
0 1 0
E = diag{1,...,1} = .
0 0 1
Matrica A, kurios pagrindinéje jstrizainéje yra matricos A; € R™™ 4 =1,... k,
o kiti elementai lygus nuliui, vadinsime kvazidiagonaligja matrica ir Zymésime
A, 0 ... 0
0 Ay ... O
A =diag{A;,..., A} = . . .
0 0 ... Ag

Jeigu matrica
A = diag{A,..., A}, B =diag{Bi,...,B}
ir matricos A; eilé sutampa su matricos B; eile Vi = 1,...,k, tai
A+ B =diag{A; + By,..., Ax + By},
AB = diag{A1 By, ..., Ay By}

Matricos A € R™™ sveiky teigiama laipsnj galima apibrézti rekurenciaja
formule

Am = A"1A m > 2.
Jeigu A = diag{A;,..., Ax}, tai
A™ = diag{AT",..., A"}

Jeigu matrica A yra neissigimusi, t.y. det A # 0, tai egzistuoja jos atvirkstiné
matrica A~!. Atvirkstine matrica galima rasti i§ lygties AX = E. Atvirkstinés
matricos determinantas det A=1 = (det A)~!. Tai tiesiogiai igplaukia i§ formulés

det{AB} = det Adet B,



16 1. PAGRINDINES SAVOKOS

paémus B = A~!. Matricos A sveikas neigiamas laipsnis apibrézimas formule
AT = (ATH)™,
Jeigu kartu su matrica A yra neiSsigimusi ir matrica B, tai
(AB)"'=B7'A,
Norint tuo jsitikinti pakanka pastebéti, kad
(AB)(B™*A 'Y= A(BB~HA ' = E.
Jeigu matrica A = diag{A1,..., A}, tai
A =diag{A7", .. AL

Tegu A, B € R™". Sakysime, matrica B yra pana$i j matrica A ir raSysime
B ~ A, jeigu egzistuoja neiSsigimusi matrica @ tokia, kad

B=Q AQ.

Remiantis apibrézimu lengvai galima jrodyti, kad panasumo sarysis yra ekvi-
valentumo sarysys, t.y.:

1. A~ A
2. B~A<«— A~ B.

Todél svarbu iStirti bendras panasiy matricy savybes ir kiekvienoje panaSiy
matricy ekvivalentiSkumo klaséje rasti atstova su papraséiausia matrica.
Tegu A € R™"™. Matricos A tikrinés reikSmés randamos i§ lygties

pa(\) =det(A— AE) =0.
Pastaroji lygtis vadinama charakteristine lygtimi, o polinomas
pa(A) = (=A)" —|—p1(—)\)n71 + oot pa1(=N) +pn

charakteristiniu polinomu.
Tegu A, B € R™" — panaSios matricos ir B = Q 'AQ. Irodysime, kad
panasiy matricy harakteristiniai polinomai yra lygus. Tegu B = Q1 AQ. Tada

pp(A\) =det(B — AE) = det(Q 1 AQ — AE) = det(Q ' (A — A\E)Q) =
det Q7' det(A — AE)det Q = det(A — AE) = pa()).

Taigi visy panasiy matricy charakteristiniy polinomy koeficientai prie vienody
A laipsniy sutampa. Sulygine koeficientus prie laisvojo nario, gausime

pp = det A = det(Q " AQ) = det B,
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t.y. panasiy matricy determinantai yra lygus. Sulygine koeficientus prie A"~ !,

gausime
n n
SpA=) ai=>» bi=SpB,
i=1 i=1

t.y. panasiy matricy pédsakai yra lygus. Be to, panasiy matricy charakteristiniy
polinomy Saknys yra tos pacios ir turi ta patj kartotinuma.

Tegu A = a yra matricos A charakteristinio polinomo & kartotinumo Saknis.
Tada charakteristinis polinomas det (A — AE) dalinasi i§ (A — a)* be liekanos.
I8 charakteristinés matricos A — A\E, iSbraukiant vieng eilute ir viena stulpelj,
sudarome visus galimus n — 1 eilés determinantus. Tegu (A — a)* yra visy
§iy determinanty bendras didZiausiais daliklis. I8braukiant dvi eilutes ir du
stulpelius, sudarome visus galimus n — 2 eilés determinantus. Tegu (\ — a)*2
yra visy 8iy n — 2 eilés determinanty bendras didziausiais daliklis. Pratese
tokias operacijas gausime seka teigamuy skaiciy ki,...,ks, s < k. Remiantis
determinanto apibrézimu galima jrodyti, kad

k>ky>->ks>0.

Teguly =k — ki, lo = k1 — ko, ... ls = ks—1 — ks, ls41 = ks. Taip apibreézti
skaiciai [; > 1 ir jy suma lygi k. Reiskiniai

A=a),...,(A=a), (A —a)+

vadinami matricos A elementariaisiais dalikliais (atitinkanc¢iais charakteristine
Saknj A = a). Analogigkai apibréziami elementarieji dalikliai atitinkantys kitas
charakteristinio polinomo Saknis.

Pastaba. Galima jrodyti, kad panaSiy matricy elementarieji dalikliai
sutampa.

Pavyzdziai:

1. Tegu

a 0 0

A=1 0 a O

0 0
Tada
a— A 0 0
det(A — A\E) = det 0 a—X O = (a—M\)>.
0 0 a—A

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo Saknis. Taigi k£ = 3. Visi antros eilés
determinantai, sudaryti i§ matricos A — AE, dalinasi i§ (A — a)?, o pirmos
eilés determinantai —i§ (A—a). Todél ky = 2, ko = 1. Kartul; =3-2 =1,
lo =2—1=1,I3 = 1ir matrica A turi tris elementariuosius daliklius A—1,
A—1, A—-1.
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2. Tegu

a 1 0

A= 0 a O

0 0 a
Tada

a— A 1 0
det(A — A\E) = det 0 a—-X 0 = (a—\)>.
0 0 a— A

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo Saknis, £ = 3. Visi antros eilés
determinantai, sudaryti i§ matricos A — A\E, dalinasi i§ (A — a)?. Todél
k1 = 2. Taciau vienas i§ pirmos eilés determinanty nesidalina i§ (A — a).
Todél Iy =3 -2 = 1,1, = k1 = 2,ky = 0. Taigi matrica A turi du
elementariuosius daliklius A — a, (A — a)?.

. Tegu

a 1 0

A= 0 a 1

0 0 a
Tada

a—A 1 0
det(A — AE) = det 0 a-—2A 1 = (a—\)>.
0 0 a—A

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo Saknis, k& = 3. Matricos A — AE
antros eilés determinantas

1 0
a—X 1

-

nesidalina i§ (A — a). Todél I; = 3,k = 0 ir (A — a)® yra vienintelis
elementarus daliklis.

4. Lengvai galima jsitikinti, kad k-os eilés matrica

a 1 0 0 0

0 a 1 0 0

0 0 a 0 0
Jk(a) = .

0 0 0 a 1

(en)
(an)
(en)
(an)
i)
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turi tik viena elementaryjj daliklj (A — a)*. Be to,

1 0 0 ... 0O 010 ... 00

0 1 ... 00 o 01 ... 00

0O 0 1 ... 00 0O 0 0 ... 00
Ji(a) =a . +

0 0 O 1 0 0 0 O 1

0 0 O 0 1 0 0 O 0 0

Taigi
Ji(a) = aBy + Ty;

fia Ej — vienetiné matrica, o Ty — matrica, kurios pirmoje (ne pagrindi-
néje) virsutinéje istrizainéje vienetukai, o kiti elementai lygus nuliui.

Tiesinéje algebroje yra jrodoma teorema.

1.3 teorema (Zordano). Kiekvienai matricai A € R™" egzistuoja neissigi-
musi matrica @) tokia, kad

A= QilJQa J = diag{JSl (Al),,ng(/\m)},

dia A1, ..., A\m — matricos A charakteristinio polinomo Saknys (kai kurios i$ jy
arba net visos gali buti vienodos), s1 + -+ + $m = n.

Matrica J yra vadinama Zordano matrica, matricos J,(\;) — Zordano lan-
geliais, (A — \;)®* — elementarieji dalikliai.

I5vada. Zordano matricos struktura nusako ne charakteristinio polinomo
Saknys, o elementarieji dalikliai.

Tegu A, B € R™"™. Tada

Q' (A+B)Q=Q "AQ +Q 'BQ,

Q™1 (AB)Q = Q71 AQQ ' BQ.
Jeigu A = B, tai
Q_1A2Q — (Q_lAQ)2-
Kartu yra teisinga formulé

QIA™Q = (QTTAQ)™, m>2.

Remiantis Siomis formulémis lengvai galima jrodyti, kad

Q 'p(A)Q =p(Q T AQ);

¢ia p(A) = ppA™ + pr A" L+ p_1 A+ p A% A = E.

Apibrézimas. Tegu A = {ay}, Ay = {af;} € R, k =1,...,n.
Sakysime, seka Aj konverguoja j matrica A, kai k — oo ir raSysime Ap — A,
jeigu Ve > 0 egzistuoja teigiamas skaicius N toks, kad

k ..
laij —a;;| <e, Vi,j=1,...,n,k> N.
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Tegu
E
S =Y A
i=1
Jeigu seka Sy konverguoja j matrica A € R™", kai k — oo, tai sakysime, kad

matricy eiluté
o0
DA
i=1

konverguoja ir juos suma lygi A. PrieSingu atveju sakysime, kad eiluté diver-
guoja.
Tegu

S(z) = Z apz"
k=0

laipsniné eiluté. Kiekvienai matricai A € R™" galime apibrézti eilute
oo
S(A) = Z akAk.
k=0
1.4 teorema. Tegu A = diag{A,...,An} — kvazidiagonalioji matrica ir

eilutés S(A1),...,S(A,,) konverguoja. Tada konverguoja eiluté S(A) ir yra
teisinga formulé

S(A) = diag{S(A1),...,5(Am)}. (1.28)
< Eilutés S(A) daliné suma
k ok '
Sk(A) = ZaiA’ = Zai(diag{Al, L A =
i=0 i=0

k k k
Zai diag{A!,... A"} = diag{z a; Al ZaiAin}.
i=0 i=0 =0

Pagal teoremos salyga
k .
Sk(Ar):ZazAi_)S(Ar)v VT:].,...,m,
i=0

kai k — oo. Todél
Sk(A) = diag{Sk(A41),...,5k(4Amn)} — diag{S(A1),...,S(4Am)},
kai k — oo ir yra teisinga ( ) formulé. >

1.5 teorema. Tegu A ir B panaSios matricos, A = Q71 BQ, ir eiluté S(B)
konverguoja. Tada konverguoja eiluté S(A) ir yra teisinga formulé

S(A) =Q'S(B)Q. (1.29)
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< Eilutés S(A) daliné suma

k k k k
SiA) =Y ad =Y a(@'BQY =Y aiQ ' B'Q=Q" (Z aiBi)Q.
i=0 i=0 i=0 i=0
Pagal teoremos salyga
k .
Sk(B) =Y _a;B"— S(B),
i=0
kai k& — oo. Todél
Sk(4) = Q7'Sk(B)Q — Q7'S(B)Q,

kai k — oo ir yra teisinga (1.29) formulé. >

1.6 teorema. Tegu \q,..., \,, — matricos A € R™"™ charakteristinio poli-
nomo Saknys (kai kurios i§ jy arba net visos gali buti vienodos), p yra eilutés
S(z) konvergavimo spindulys, Js,(\;) — Zordano matricos langelis (7r. teo-

rema), i = 1....,m. Tada
1. Jeigu |A;| < p, tai eiluté S(Js,(N;)) konverguoja ir yra teisinga formulé

S()\l) S/(/\z) (slil)ls(&_l)()\l)
0 S) ... L__g(si=2)(),
S(Je,(N)) = _ (, ) e e (1.30)

0 0 S(Ai)
Jeigu |A;| > p, tai eiluté S(Js,(N\;)) diverguoja.

2. Jeigu |N| < p, Vi = 1,...,m, tai eiluté S(A) konverguoja ir S()\;) yra
matricos S(A) charakteristinio polinomo to paties kartotinumo Saknys.

4 Zordano langelj Js; (Ai) i8skaidykime j dviejy matricy suma
Js;, (M) = MiEs, + T,

k3

(zr. 1 pavyzdj). Matrica E,, yra vienetiné. Todél Ey, T, = Ty, Es, = Ty, ir yra
teisinga formulé
JL) = (NBo, + 1) = > CIN T
§=0

¢ia CJ — binominiai koeficientai. Jeigur > s;, tai Ty, = 0 - nuliné matrica. Jeigu
T < 84, tai Ty, yra matrica, kurios r-je virutingje jstrizainéje visi elementai lygus
vienetui, o visi kiti elementai nuliai. Todél

XCINTH L CFm e

?

0 A oL at) Vi

0 0 A}

K2
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Kartu daliné suma

Sk:()\z) S;IC()\l) - (Siil)!Sl(:i_l)(Ai)

0 Su(\) ... gl

Sk?(JSi(Al)) = ) k( ) ' (si—2)! k ( )
0 0o ... S(A)

Jeigu |N\;| < p, Vi=1,...,n, tai Sp(\;) = S(Ni), Si,(A) — Si. (i) ir t.t. Todeél
Sk(Jsi (X)) = S(Js, (Ai))

ir yra teisinga (1.30) formuleé.
Irodysime antrajj teoremos teiginj. Pagal teorema

S(J) = diag{S(Js; (A1), ..., S(Js,, (Am)) }-

Kiekviena i§ matricy S(Js, (A;) yra trikampé s; eilés matrica, kurios pagrindinéje
istrizainéje yra skai¢iai S(A;). Todél skaiciai S(\;), ¢ = 1,...,m yra matricos
S(J) tikrinés s; kartotinumo reiksmeés. Pagal 1.1 teorema S(J) ~ S(A). Taciau
pagal teorema panasiy matricy tikrinés reik8més sutampa ir yra to paties
kartotinumo. Todél skai¢iai S(A;), ¢ = 1,...,m yra ir matricos S(A) tikrinés
reikSmeés s; kartotinumo. >

Isvada. Tegu Aq,..., A, yra skirtingos charakteristinio polinomo Saknys.
Jeigu |N\;| < p, Vi =1,... n, tai eiluté S(A) konverguoja ir yra teisinga formulé

S(4) = Q™ diag{S(A\1). ..., S(An)}Q. (1.31)

Jeigu |A;| > p bent vienam indeksui i, tai eiluté S(A) diverguoja.
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1.5 EKSPONENTE. JOS SAVYBES
Akivaizdu, kad R™™ yra tiesiné aibé. Norma, joje galima apibrézti taip:
[All = max fail;
t,j=1,...,n

¢ia a;; yra matricos A elementai. Su taip apibréZta norma aibé R™" yra
tiesiné erdvé. Priminsime, kad matricy suma ir daugyba i$ realaus skaiciaus
apibréziamos paelemenciui, t.y. sudedant dvi matricas, yra sudedami atitinka-
mi matricy elementai, o dauginant matrica i3 realaus skaiciaus, visi jos elemegltai
dauginami i to paties skai¢iaus. Todél erdve R™" galima sutapatinti su R™ . I§
matricos normos apibrézimo bei dviejy matricy sandaugos apibrézimo isplaukia,

kad
IAB| < nl[A[[||B]l, VA,BeR™".

Irodysime, kad erdvé R™" yra pilna. I8 tikryjy, tegu {A,} € R™" — Kosi
seka, t.y. Ve > 0, egzistuoja toks skai¢ius N (e), kad

A — Akl <e, kaim,k > N(e).
Pagal normos apibrézima tai reiskia, kad
|ai; fafj| <e, kaim,k> N(e),Vi,j=1,2,...,n.
Realiyjy skai¢iy erdvé R yra pilna. Todél egzistuoja tokie realus skaiciai a;j,
kad afj — a5, kai k — o0o. Tegu A = {a;;}. Tada

Am — Al <e, kaim > N(e).

Taigi A = lim A,, ir erdvé R™" yra pilna.
m—00
Remiantis Sia savybe galima jrodyti, kad i§ matricy sudarytoms eilutéms

islieka teisingi funkciniy eilu¢iy teorijos teiginiai. Atskiru atveju islieka teisingas
Vejerstraso pozymis ir teorema apie eiluciy diferencijavima panariui:

1.7 teorema (Vejerstraso pozymis). Jeigu matricy eiluté
D Ap(z), Ay :la,b) > RM" (1.32)
k=1

turi skaitine maZorante
|Ar(@)| < o, Vx € (a,b), k=1,2,...
ir

oo
E ap < 00,
k=1

tal matricy eiluté intervale (a,b) konverguoja absoliuciai ir tolygiai.
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1.8 teorema (apie eiluciy diferencijavima panariui). Jeigu (1.32) eiluté konver-
guoja ir eiluté, sudaryta is iSvestiniy

k=1

konverguoja tolygiai, tai ( ) eilute galima diferencijuoti panariui ir yra tei-

singa formulé
d o0 o0
(X A@) =Y Ay,
k=1 k=1

Pastaba. Pagal apibrézima A'(z) = {aj;(z)}. Be to, jeigu matricos
A, B € R™" yra diferencijuojamos, tai

(AB)/ = A'B+ AB'.
Tegu A € R™"™. SuVm = 1,2,..., galime apibrézti baigting suma
Sm(A)_ 7:E+A—|——+...+W€Rn,n.

B | !
2 2!

Matricos A eksponente vadinsime eilute

A2 Am
e = lim S, (A)=E+A+— 4 - +— +--
m—oo 2! m!
Parodysime, kad §i eiluté konverguoja.
Tegu || A|| < @ < co. Tada skaitiné eiluté
a2 a™
Lbat ot ot — +

2! m)!

konverguoja ir yra mazoranta eilutei e. Pagal Vejeritraso pozymj eiluté e?
konverguoja.

Irodysime paprasciausiais eksponentés e savybes. Tegu @ neissigimusi ma-
trica tokia, kad A = QJQ~1, J — Zordano matrica. Tada

(QJIQ™)? =QJQ™'QIQ™ =QJ* Q.
Taikant matematinés indukcijos metoda, galima jrodyti, kad

(QIQ M =QJ*Q™', k=1,2,...

Remiantis Siomis formulémis bei eksponentés apibrézimu, gauname

—1\2 —1\k
GAZBQJQ71:E+QJQ_1+%+'“+%+'“:
J? Jk

:Q(E+J+§+"'+E+"')Q_lZQeJQ_l,
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Taigi
A= QelQ7. (1.33)

Be to, yra teisinga formulé
dete? = det Qdete” det Q=1 = dete”. (1.34)

Tarkime, matricos A, B € R™" komutuoja, t.y. AB = BA. Kadangi eilutés

e ir eP konverguoja absoliuciai, tai jas galima dauginti panariui:

A2 m 2 m
AB— —_— PR —_— —_— —_— PR —
ee—(E—i—A—i—Q!-i- +or e )(E+B+2'+ ot )=
1
+(A+B)+§(A2+2AB+BQ)+~-~
Eilute

1

:E+(A+B)+%(A2+2AB+BQ)+'~ ,
nes AB = BA. Todél tokioms matricoms yra teisinga formulé
eATB — o468, (1.35)
Jeigu Sioje formuléje A pakeisime j xA, o B j sA, tal gausime formule

ezt A — grAgsA (1.36)

Panariui diferencijuodami eilute e*4 gausime formalig eilute

Kai [[A|| € a < o0, |z] < M < oo, pastaroji eiluté konverguoja absoliudiai ir
tolygiai. Pagal (1.8) teoremga eilute e® galima diferencijuoti panariui ir yra
teisinga formulé

o k
— E x k _ zA _ xA
—A EA —Ae = e A
k=0

&.‘Q_‘

S
z k!

d

dme = A = 1A, (1.37)

Nustatysime rysj tarp eksponentés e determinanto ir matricos A pédsako
Sp A. I pradziy jrodysime tokia teorema.

1.9 teorema. Tegu A € R™" ir ¢ € R. Tada

det(E +eA)=1+¢eSp A+ O(c?).
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< Tegu A;, i =1,2,...,n yra matricos A tikrinés reikSmés. Tada 14 ¢e); yra
matricos F + A tikrinés reik8meés ir

det(E +eA) = H(l—i—a)\i) =1 +€Z)\Z‘-‘r0(€2) =14+eSpA+0(?).>

i=1 i=1

Matematinéje analizéje eksponenté apibréziama formule

a k

e® = lim <1+—) , a€R.
k—o0 k

Si formulé islicka teisinga, jeigu skai¢iy o € R pakeisime matrica A € R™".

Tiksliau

e = ler&(E+ %)k, AeR™™,

Irodysime, kad abu eksponentés apibrézimai yra ekvivalentus. Skirtumas

A (B A (LG ok =0k m.

m k! mk
k=0

Eiluté sios lygybés desinéje konverguoja, nes konverguoja abi eilutés kairéje
lygybés puséje (antroji yra polinomas). Be to,
1 _mm-1)...(m—-k+1) 1

k' — m-m----m k!

Todél eilutés desinéje visi koeficientai yra neneigiami ir yra teisingas jvertis
AN™ /1 Ck a\™
A m k _ o el
|t = (e ) =20 =)o =en = (1+50) 0
kai m — oo; ¢ia o = || 4]|.
1.10 teorema. Tegu A € R™". Tada

det e = €574,

< Remiantis antruoju eksponentés apibrézimu ir teorema
ANE ANE
dete? = det(lim (E+2)") = lim det(E+2) =
k—o0 k k—oo k
L ANTR 1 IRNLE Sp A
= Jim fae (2 )] = fim [ gsparo()] =t

I5vada. Matrica e? yra neissigimusi, t.y. dete? > 0.
Jeigu matrica A yra pakankamai paprasta, tai jos eksponente galima suskai-
¢iuoti remiantis tik apibrézimu. Pavyzdziui, tegu

(3 1)
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A2:( ) A3:<é ?),...A’“z(é ’f)
& -GGt

k=0

Tada

O =
— DN

ir

[~

118
o

x

o ¥
il

Jeigu matrica A yra diagonali, pavyzdZziui
A= diag{)\h )\27 ey )\n},

tai
et = diag{e?, e, ... et}

Tegu A € R™"™ yra Zordano langelis, t.y.

Al 0 0
0O x ... 00
A=J=| ¢ © . 1 [ =AE4T;
00 ... X1
00 ... 0 A

¢ia E — vienetiné matrica, o T' — matrica, kurios pirmoje jstrizainéje vir$ pa-
grindinés yra vienetukai, o visi kiti elementai nuliai. Pastebésime, kad matricos
T laipsniai T, k < n turi panasia strukturg. Tiksliau matricos T%, lyginant
su matrica T#~!, jstrizainé i vienetuky yra pasislinkusi j desine per vieng ele-
menta. Kai k& = n — 1, gauname matrica, kurios virgutinis elementas deSinéje
lygus vienetui, o visi kiti elementai lygus nuliui. Jeigu k& > n, tai matrica T*
yra nuliné. Todél

Zn—2 21
Lz (n=2)  (n—1J!
0 1 (i—3)! (ﬁ—2)1
e.rA — ekmEemT — e)\rEemT — eAm : : ' : .
0 0 ... 1 T
0 0 ... 0 1

Bendruoju atveju eksponente e” galima ieskoti ( ) formulés pagalba. Pa-

vyzdziui, tegu
11
(1)

Tada charakteristinis polinomas p(A) = (1 —X)? — 1. Jo Saknys A; = 0, Ay = 2
yra skirtingos ir realios. Todél Zordano matrica

(42
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Matricos A tikrines reik8§mes A\; = 0, Ay = 2 atitinka tikriniai vektoriai x =
colon(1,—1), y = colon(1,1). Tegu @ yra matrica, sudaryta i§ siy vektoriy, t.y.

11
o=( 4 1)
L1/ -1
Ql:z(l 1)

et = Qe

Zordano matricos J eksponenté

J _ 60 0 _ 1 O
“=Lo ) o e )
Taigi
AL/ 11 10 I -1\ _1/e+1 -1
€ =3\ 11 0 e2 1 1 )7 2\ e2-1 241 )

Logaritminé funkcija yra atvirkstiné rodiklinei. Todél funkcija y = Inz, = >
0, galima apibrézti formulés x = e¥ pagalba. Logaritminé funkcija kompleksinéje
plokstumoje yra daugiareikSmé. Ji apibréziama taip:

Jos atvirkstiné matrica

Todél

Lnz=In|z|+iargz +2nki, ke€Z, z#0.

Tegu B € R™". Matrica A € R™" vadinsime matricos B € R™" loga-
ritmu ir Zymésime Ln B, jeigu e? = B. Akivaizdu, kad ne kiekviena matrica
turi logaritma. Pagal teorema matrica e yra neissigimusi. Todél lygybé
e = B yra teisinga tik tuo atveju, kai matrica B yra neigsigimusi. Pasirodo,
kad 8i salyga yra ir pakankama. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

1.11 teorema. Tegu B € R™™ yra neiSsigimusi matrica. Tada Ln B egzis-
tuoja, t.y egzistuoja tokia matrica A € R™", kad

et = B.



2.1 PIRMOSIOS EILES PAPRASTOSIOS DIFERENCIALINES
LYGTYS ISREIKSTOS ISVESTINES ATZVILGIU

Tegu G yra sritis plokitumoje R?, f € C(G). Nagrinésime pirmosios eilés pa-
prastaja diferencialine lygtj

y' = f(z.y). (2.1)

Apibrézimas. Sakysime, funkcija y = ¢(x), z € (a,b) yra (2.1) lygties
sprendinys, jeigu:

1. p € C¥a,b).
2. Taskas (z,¢(x)) € G, Vx € {(a,b).

3. ¢'(z) = f(z,¢(x)), Yo € {(a,b).

P astaba. Is funkcijos f tolydumo bei sprendinio ¢ apibrézimo isplaukia,
kad i8vestiné ¢’ yra tolydi intervale {a, b) funkcija. Be to, sprendinio apibrézimo
sritis yra intervalas, t.y. jungioji aibé. Pavyzdziui, funkcija y = (¢ — x)7 %, ¢ -
konstanta néra lygties

'=y? (2.2)

sprendinys intervale (—oo,00), nes taske x = ¢ ji turi trukj. Antra vertus,
funkcija y = (c — x)~!, apibréZta intervale (—oo,c) arba intervale (c,00), yra
Sios lygties sprendinys.

Funkcija y = ¢(x) srityje G apibrézia kreive I. Kreivé [ vadinama integraline
kreive. Kiekvienam taskui (z,y) € G priskirkime tiesés atkarpa su krypties
koeficientu k = f(x,y), einandia per §] taska. Tokiy atkarpy visuma srityje G
apibrézia krypciy laukqg, atitinkantj (2.1) lygti (zr. pav.).

Y

2.1 pav.
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Pagal apibrézima kreive [ C G yra integraliné tada ir tik tada, kai ji yra
glodi ir jos liestinés krypties koeficientas kiekviename taske (x,y) sutampa su
f(z,y). Taigi (2.1) lygtis apibrézia sary§j tarp kiekvieno integralinés kreivés
tasko ir jos liestinés krypties koeficiento tame paciame taske. Kartais Sis sarySis
leidzia gauti kokybinj integraliniy kreiviy vaizda tiesiogiai i§ pacios lygties, jos
tiksliai nesprendziant. Norint apytiksliai nubrézti inegralines kreives is pradziy
tikslinga rasti geometrine vieta tasky, kuriuose krypciy laukas yra pastovus. Si
geometriné vieta tasky vadinama izokline. Izoklinés yra apibréziamos lygtimi

Pavyzdziai:

1. Nagrinésime lygti
Yy =y/x. (2.3)

Kiekviename tagke (z,y) € R?, isskyrus koordinaciy pradzios taska, iesko-
mos integralinés kreivés krypties koeficientas k = y/x. Izoklynés y/x =
k,x # 0 apibrézia pustieses, kuriy krypties koeficientas yra k (Zr.

pav.).
Y Y
WM T~
N M, s A
\\\ \Wity // g SN
g \\\*/ ~ = A NI
—= == ——
- == SR + x
— /////“\\\ = VNI,
-7, WO NN~/
VAR I IATAREN No 7
1 g
2.2 pav. 2.3 pav.

Todél (2.3) lygties integralinés kreivés yra pustiesés

y=kx, keR, z#0.

2. Nagrinésime lygtj
y' =—a/y. (2.4)

Kiekviename ieskomos integralinés kreivés taske, i8skyrus koordinaciy pra-
dzios taska, liestinés krypties koeficientas k = —z/y. Kadangi (—z/y) -
(y/x) = —1, tai krypéiy laukas sukonstruotas pirmame pavyzdyje yra
ortogonalus (2.1) lygties krypéiy laukui (Zr. pav.). Kartu galime
tvirtinti, kad (2.4) lygties integralinés kreivés yra pusapskritimiai

P +y°=d% a€R, y#0
su centru koordinaciy pradzioje.

3. Nagrinésime lygtj
y =—y/x, x#0. (2.5)



2.1 DIFERENCIALINES LYGTYS ISREIKSTOS ISVESTINES ATZVILGIU 31

I8 pradziy rasime geometrine vieta tasky, kuriuose krypéciy laukas turi
ta patj krypties koeficientg k. Priminsime, kad taip apibrézta aibé tasky
vadinama izokline. Nagrinéjamu atveju izoklinés yra pustiesés

—y/r=key=—kx, x#0.
Ju taskuose laukas turi ta padia kryptj (Zr. pav.).
k=-2y=2x

k=-1l,y==x
k=-1/2,y=x/2

2.4 pav.

Nubréze pakankama skaiciy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreivés
yra hiperboliy Sakos. I8 tikryjy, perrase (2.5) lygti pavidalu

dy _dﬁ
Y x

ir ja suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra hiperboliy, apibréz-
ty lygtimi

y=c/x, x#0, ceR

Sakos.

4. Nagrinésime lygtj
y' =2y/x. (2.6)

Siuo atveju izoklinés yra pustiesés
1
y/r =k & y= ilm, x # 0.

Juy taskuose laukas turi ta padia kryptj (Zr. pav.).
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Y k=4,y=2x
k=2y==x
k=1y=u1/2
x
k=-1ly=x/2
k=-2y==x
k=—-4,y=2
2.5 pav.

Nubréze pakankama skai¢iy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreiveés
yra pusparabolés, iSeinancios i§ koordinaciy pradzios. IS tikryjy, perrase
(2.6) lygtj pavidalu

d d

dy _ dx

Y x
ir ja suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra pusparabolés, api-
bréziamos lygtimi y = Cz2.
. Nagrinésime lygtj
y'=-—y/thz, z#0; (2.7)

sinhx . et —e™* et +e*
thr = ———, sinhe = ———, coshe = ——
coshx 2 2

Siuo atveju izoklinés yra kreivés, apibréztos lygtimi

—y/the =k e y=—ktha, z#0.

Juy taskuose laukas turi ta pacia kryptj (Zr. pav.).

k=—-2,y=2thx
k=—-1,y=thz

-k = —%,y: %thx

x
“k=3,y=—3thz
k=1y=—thz
2,y =—2thx

2.6 pav.
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Nubréze pakankama skai¢iy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreiveés
yra "hiperboliy" sakos. I8 tikryjy, perrase (2.7) lygtj pavidalu

h sinh
@:_C?S xdx:—M:—dln(sinhx)—&-dlnC
y sinh x sinh x

ir ja suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra hiperboliy, apibréz-
ty lygtimi y = C/sinh x, = # 0, Sakos.

6. Nagrinésime lygti

y =x+z/y, y#O0. (2.8)
Siq lygti atitinkancios izoklinés yra hiperbolés, apibréziamos lygtimi (Zr.
pav.)
=keoy= .
vafy=key=
Juy asimptotés yra tiesés y = —1 ir x = k.
k=-1_"

T
|
|

-

2.7 pav. 2.8 pav.

Rasime integraliniy kreiviy igkilumo ir jgaubtumo taskus. IS matematinés
analizés kurso Zinome, kad igkilumo (jgaubtumo) tagkai randami i$ salygos
y” <0, (y"” > 0). Pasinaudoje (2.8) lygtimi, gausime

Y =W+ )y—=x)(y+a)y >

I3 ¢ia randame, kad plokstuma R? dalinasi j sritis w_ ir w, , kuriy taskuose
y' < 0iry” > 0 (7r. pav.). Kadangi izoklinés = + x/y = £k yra
simetrinés y aSies atzvilgiu, tai integralinés kreivés taip pat yra simetrinés
y aSies atzvilgiu. Apibendrine visa tai gausime gana tiksly (2.8) lygties
integraliniy kreiviy geometrinj vaizda (7r. pav.).
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2.9 pav.
Perrase (2.8) lygti pavidalu

dy
2 —gpdr & dy— —— =zdx
y+1 v Y y+1 v

ir ja suintegrave gausime, kad nagrinéjamos lygties integralines kreivés yra
apibréziamos lygtimis

y—Inly+1|=2%/24+C, y=-1;

¢la C — laisva konstanta. Atkreipsime démesj j tai, kad gauti integrali-
niy kreiviy geometrinj vaizda tiesiogiai i$ Siy lygciy néra lengviau kaip i3
pacios (2.8) lygties.

Is siy pavyzdziy matome, kad diferencialiné lygtis turi be galo daug spren-
diniy. Bendru atveju Siuos sprendinius galima apibrézti lygtimi

®(z,y,0) =0
arba lygtimi iSreikSta kintamojo y atzvilgiu

Y= <p(;v,C’).

Kartais diferencialinés lygties sprendinj galima apibrézti parametrinémis lyg-
timis
x=p(tC), y=1v(.7C).

Pavyzdziui, lygties
rdr+ydy =0

sprendinj galima apibrézti parametrinémis lygtimis
r=Ccost, y=Csint < z2+4+9°=C%

Norint i8 jy isskirti kokj nors vieng reikia pareikalauti, kad sprendinys tenkinty
kokia nors papildoma salyga. Dazniausiai tokia salyga apibréziama taip:

y(xo) = yo (2.9)
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Si salyga yra vadinama pradine arba Kodi salyga. Jeigu (2.1) lygti nagrinésime
kartu su (2.9) salyga, tai tokj uzdavinj vadinsime pradiniu arba Kosi uzdaviniu.

Nagrinéjant (2.1),(2.9) Kosi uzdavinj patogu lygiagre¢iai nagrinéti integrali-
ne lygti

y(@) = yo + / F(s.(s)) ds. (2.10)

Apibrézimas. Funkcijay = p(z),z € (a,b) yra ( ) integralinés
lygties sprendinys, jeigu

1. ¢ € C{a,b).
2. (z,p(x)) € G,Vx € (a,b).

3. px) =yo+ f f(s,0(s))ds, Vz € (a,b).

Zo

Jeigu tolydi funkcija y = ¢(z) yra (2.10) integralinés lygties sprendinys,
tai ji yra tolydziai diferencijuojama, tenkina (2.1) lygtj ir (2.9) pradine sa-
lyga. Atvirkstinis teiginis taip pat yra teisingas. Jeigu funkcija y = ¢(x)
yra (2.1),(2.9) Kosi uzdavinio sprendinys, tai ji yra ( ) integralinés lygties
sprendinys.
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2.2 EGZISTAVIMO IR VIENATIES TEOREMOS

Sprendiniy egzistavimui ir jy vienaties problemai ilgg laika nebuvo skyriama
pakankamai démesio. Siolaikinéje matematikoje poziuris j §ig problema i§ esmés
pasikeiteé ir ji tapo viena i§ pagrindiniy matematikos problemy (priezastis buvo
ta, kad vis dazniau atsirasdavo uzdaviniai, kuriy sprendimui be reikalo buvo
§vaistomos jégos). Taigi buvo suprasta, kad, jeigu norime gauti gera derliy,
reikia zinoti kokia sékla ir j kokia dirva reikia séti.

Tegu f € C(G), G C R2. Nagrinésime lygtj

y' = f(z,y). (2.11)
Apibrézimas. Tegu ¢ > 0. Sakysime, funkcija ¢ € C'[a,b] yra ( )
lygties € sprendinys, jeigu:

1. (z,9(z)) € G, Yz € [a,b].

2. |¢'(x) = flz,p(@))| <&, Va€la,b].

Apibrézimas. Tegu e > 0. Sakysime, funkcija ¢ € Cla,b] yra (2.11)
lygties € sprendinys, jeigu segmenta [a,b] galima i3skaidytj i baigtinj skaiciy
segmenty, kiekviename i§ kuriy funkcija ¢ yra diferencijuojama ir yra ( )
lygties € sprendinys.

I8 8iy apibrézimy neseka, kad e sprendinys maziems € > 0 yra artimas tikra-
jam sprendiniui. Ta¢iau yra teisingas toks teiginys.

2.1 lema. Tegu {e,} — teigiamy skai¢iy seka, e, — 0, kai k — oo, ¢, €
Cla,b] — (2.11) lygties e, sprendiniai segmente [a,b] tokie, kad

1. (z,0x(z)) € Q CG Vzx € [a,b], ¢ia Q — kompaktas.

2. vr(x0) = Yo.
Jeigu seka oy, tolygiai konverguoja j funkcija ¢ segmente [a,b], tai funkcija ¢
yra (2.11) lygties sprendinys ir p(zo) = yo.
< Tegu

Ar(z) = ¢ (x) — f(2, 01 (@) (2.12)

Pagal lemos prielaida oy yra (2.11) lygties €5 sprendinys segmente [a, b]. Todél
reiskinys Ay (z) yra apibréztas ir tolydus segmente [a, b], iSskyrus, gal but, tik
baigtinj Sio segmento tasky skaiciy. Be to

|Ag(z)] < ek, VY €la,b].

Integruodami (2.12) formule nuo z iki x € [a, b], gausime

T

on(x) = 3o +/[f(s,<pk(s)) + Ak(s)} ds. (2.13)

Zo



2.2 EGZISTAVIMO IR VIENATIES TEOREMOS 37

Kadangi funkcijy seka {¢ } tolygiai konverguoja i funkcija ¢ segmente [a, b], tai
¢ € Cla, b]. Be to, (z,¢(z)) € Q,Vx € [a, b].
Srityje G funkcija f yra tolydi. Todél kompakte Q C G ji yra tolygiai tolydi.
Tadiau tada
f(@, ou(@) = f(z,0(2)), € lab].

Be to,
Ap(z) =0, =z € la,b].

Taigi ( ) lygtyje galima pereiti prie ribos ir ribiné funkcija ¢ yra tolydus
integralinés lygties

o(x) = yo + / f(s,0(s)) ds

sprendinys. Akivaizdu, kad taip apibrézta funkcija ¢ tenkina pradine salyga
o(x9) = yo ir yra diferencijuojama segmente [a,b]. Taciau tada ji yra (2.11)
lygties sprendinys. >

Pereisime prie € sprendiniy konstravimo. Pateiksime viena galima jy kon-
strukcija. Tegu (xo,y0) € G. I8 Sio tasko bréziame atkarpa, kurios krypties
koeficientas ko = f(xo,y0) (Zr. pav.).

Y

Yo |-

Ty L1 T2 T3 T4 x
2.10 pav.

Tegu (x1,y1),x1 > o yra Sios atkarpos kito krastinio tasko koordinatés. Jeigu
(z1,11) € G, tal i§ Sio tasko bréziame atkarpa su krypties koeficientu k; =
f(z1,y1). Tegu (z2,y2),2z2 > 21 yra Sos atkarpos kito krastinio tasko koor-
dinatés. Jeigu (x2,y2) € G, tai konstrukcija tesiame toliau. Analogiskai yra
konstruojamos atkarpos ir j kaire nuo tasko xg. Taip apibréztos lauztés yra va-
dinamos Oilerio lauztémis, o didZiausias skirtumas |xg1 — 2| — Oilerio lauztés
1$skaidimo rangu.

2.2 lema. Tegu Q C G — kompaktas. Tada Ve > 0 egzistuoja § = 6(¢) > 0
toks, kad jeigu kokios nors Oilerio lauztés, einancios per taska (xo, yo), apibréztos
segmente [a, b] ir gulin¢ios kompakte Q iSskaidimo rangas yra mazesnis uz 0, tai
8i lauzté yra (2.11) lygties tolydus € sprendinys segmente [a, b].

< Fisuojam skai¢iy € > 0. Srityje G funkcija f yra tolydi. Tada kompakte
Q C G ji yra tolygiai tolydi. Todél egzistuoja skai¢ius 6* > 0 toks, kad

If(x,y) - f(i‘vg)‘ <Eg,
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jeigu tik
|z -2 <0, |y—gl<d, V(z,9),(2,9) € Q.
Toliau nagrinésime segmenta [zg, b]. Segmento [a, x| atveju jrodymas yra

analogiskas. Tegu xg < 21 < ... < Ty, T, = b yra segmento [z, b] i¥skaidymas
toks, kad didziausias i§ skirtumy zy11 — zx, k =0,1,...,n — 1 nevirsija

0 = min{d*,§*/M};

MZmSXIf(wvy)M

Si iSskaidyma atitinka Oilerio lauzté apibrézta visame segmente [z, b]. Tarkime,
ja galima apibrézti lygtimi y = ¢(x), x € [20, b]. Pagal apibrézima Oilerio lauzté
yra tolydi ir dalimis tiesiné. Irodysime, kad ji yra (2.11) lygties tolydus e spren-
dinys.

Tegu z € (xk, Tr4+1). Tada

Y (x) — fz,9(x) = for, () — fz,9(2)).
Taciau
() —lag)| < Mz — x| < Mo <67,

jeigu tik |z — x| < 6. Todél tokioms § reikmeéms

¥ (2) = flz, ¢(@))] = |f(xe, Y (@) = f, ()] <&V € (zr, Thi1).

Kadangi skai¢iy k pasirinkome laisvai, tai pastaroji nelygybé yra teisinga Vx €
[0, 0], 2 # x>
Tegu

Q={(z,y):|lr —wo| < a,ly—w| <b}, QCGCG

M = max|f(x,y)], b= min{a,b/M).

Atkarpa [zg —h, z¢ + h] vadinama Peano atkarpa. Si atkarpa apibréZiama nevie-
nareiksmiskai. Ja galima didinti arba mazinti priklausomai nuo sta¢iakampio @
pasirinkimo. Oilerio lauzte y = 1 (x), einanéia per taska (xg,yo),) su bet kokiu
igskaidimo rangu galima apibrézti visoje Peano atkarpoje. IS tikryjy tegu

K ={(z,y):x € [xo — h,xo + h], |y — yo| < M|z — x0}.

Tada lauzté einanti per § taska negali iSeiti uz K riby (zr. pav., kai
b/M < a). Taigi ji yra apibrézta visoje Peano atkarpoje.



2.2 EGZISTAVIMO IR VIENATIES TEOREMOS 39

Yy
Q
yo ceee
yO_b “e e
ro—a xo—h To xoth Tota x

2.11 pav.

2.1 teorema (Peano). Tegu (xo,y0) € G. Peano atkarpoje Kosi uzdavinio

y' = f(z,y), y(@o) =yo (2.14)
sprendinys egzistuoja.
<4 Tegu e, — 0, > 0,k =1,2,.... Kiekvieng skai¢iy ¢ atitinka Oilerio lauzté
tokia, kad Peano atkarpoje ji yra ej sprendinys (7r. lema). Be to, jeigu ji

yra apibrézta lygtimi y = (), tai pr(xo) = yo,Vk =1,2,....
Tegu x € [xg — h,zo + h]. Tada

[or(@)] < yo+b:= A,

on(@) — @r(E)| < Mz — 7| <e,

jeigu tik |z — & < § = ¢/M. Taigi seka {pr} yra tolygiai aprézta ir vie-
nodai tolydi. Todél (zr. teoremos iSvada) i§ jos galima isskirti tolygiai
konverguojantj (Peano atkarpoje) posekj ¢r,. Tegu ¢ yra 8io posekio riba.
Sukonstruotas posekis tenkina visas lemos salygas. Todél funkcija ¢ yra
(2.141) Kosi uzdavinio sprendinys. >

2.2 teorema. Tarkime, funkcijos f daliné isvestiné f, egzistuoja ir yra tolydi
srityje G. Tada bet kokie du (2.11) lygties sprendiniai apibrézti intervale {(a, b)
ir sutampantis kokiame nors taske xy € {a,b), sutampa visame intervale (a, b).

< Tegu 1, 2 — kokie nors du ( ) lygties sprendiniai, sutampantis taske xo,
t.y.
e1(z0) = p2(z0) = Yo-

Tada jy skirtumas

x

o1(2) — pa(x) = / (F(5:01(5)) — F(5,2(s)) ds.

Zo
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Tegu Q C G — uzdaras staciakampis su centru taske (zo,yo), U C (a,b) —
tagko xo aplinka tokia maza, kad taskai (x,p1(x)), (z,v2(z)) € Q, kai © € U.
Pagal Lagranzo teorema, skirtumas

[o1(a) = pala)| < max [,Ge0)] [lins) = oalo)] ds.
(z,9)€Q
o
Pastaraja nelygybe galima perrasyti taip:

x

r(z) < )\/r(s) ds;

Zo

r(x) = le1(x) — @a(x)], A= (£§§Q|fy(x,y)l-

Pagal Gronuolo lema (imame f(z) = 0)

r(z) < )\‘/e)“z_slf(s) ds‘ =0,Vz e U.

Zo

Tegu (3 yra didziausias i skai¢iy, kuriems atkarpoje [zg, 3) reiskinys r(x) =
0. Irodysime, kad 8 = b. Tarkime, priesingai 3 < b.

Kadangi funkcija r yra tolydi, tai r(z) = 0V € [x¢, ]. Pakartoje teoremos
irodyma taske (8,01(8)) = (8,¢2(8)) € G gausime, kad pakankamai maZoje
tasko [ aplinkoje r(x) = 0. Tafiau tai prieStarauja skaic¢iaus [ apibrézimui.
Gauta priestara jrodo, kad § = b ir r(z) = 0,Vz € [z0,b). Analogiskai galima
jrodyti, kad r(z) = 0,Vz € (a, zo]. >

Pateiksime dar viena (2.11) Ko8i uzdavinio sprendiniy egzistavimo vienaties
teoremos jrodyma. Priminsime, kad diferencijuojama funkcija y yra ( ) Kosi
uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra tolydus integralinés lygties

) =wn+ [ Fs.p(s)ds (215)
sprendinys (7r. (2.1) skyrelj). Pazyméje
Ty(a) = o+ [ £(s.9()ds,

pastaraja lygti galima perrasyti taip:

y="Ty. (2.16)
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Tarkime, funkcija f sta¢iakampyje
Q={(z,y) eR*: |z —wo| <a, [y —yo| <V} C G
kintamojo y atzvilgiu tenkina LipSico salyga

|f(x,y)—f(a:,g])\§L|y—§\, V(m,y),(x,ﬂ)EQ,
¢ia a,b ir L — teigiami skai¢iai.
2.3 teorema. (Pikaro-Lindeliofo) Tegu aibé X C Clzg — h,z¢ + h] yra to-

kia, kad

p(y,90) == max |y(z) —yo| <b, Vye€ X;
|l‘—.’£0‘§h

Cia skaicius h tenkina nelygybes:

0<h<a, hM <b, hL <1, M = max |f(z,y)|
(z,y)€Q

1. Tada aibéje X egzistuoja vienintelis (2.16) lygties sprendinys y. Be to,
y € Cllxg — h,wo + h] ir yra (2.11) Kosi uzdavinio sprendinys.

2. Nuoseklieji artiniai
yn+1(x) :y0+/f(87yn(8))d8a yo(ﬁf) =Y, n= 1727"‘7
0

segmente [xg — h, zo + h] tolygiai konverguoja j sprendinj y.

<4 Pakanka patikrinti, kad operatorius 7' tenkina Banacho teoremos apie neju-
damajj taska salygas (Zr. teorema). Pagal teoremos prielaida

p(Ty,yo) < max ‘/f(s,y(s))ds < hM <b.

T |z—wmo|<h
Zo

Todél operatorius T : X — X. Be to, Vy,y € X yra teisingas jvertis

€T

p(Ty.79) < max [ Lly(s) ~ 7(5)| ds < Mol )
|z—z0|<h
Zo
¢ia A = hL < 1. Taigi operatorius T yra sutraukiantysis. >
Apibrézimas. Sakysime, sritis G yra vienaties sritis ( ) lygciai,
jeigu bet kokie du jos sprendiniai apibrézti intervale (a, ) ir sutampantis kokia-
me nors taske xg € (a,b), sutampa visame intervale (a, b).
Jeigu funkcija f ir jos daliné idvestiné f, yra tolydzios srityje G, tai (Zr.
teorema) sritis G yra vienaties sritis (2.11) lyg¢iai. Taciau kartais §i savybeé
islieka ir tuo atveju, kai funkcija f yra tik tolydi. Pavyzdziui, jeigu lygtyje

y' = f()/9(y) (2.17)
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funkcija f € C(a,b), g € C(c,d) ir g(y) # 0, Vy € (¢, d), tai Vo € (a,b), yo €
(¢, d) i lygtis turi vienintelj sprendinj tenkinantj pradine salyga y(zo) = yo (1.
skyrelj). Taigi sritis

G ={(z,y):z € (a,b),yc(cd)}

yra vienaties sritis (2.17) lyg¢iai, nors desiné Sios lygties pusé yra tik tolydi.
Bendruoju atveju funkcijos f tolydumo nepakanka, kad sritis G buty viena-
ties sritis (2.11) lygé¢iai. Pavyzdziui lygties

y =3y

desiné pusé yra tolydi visoje plokstumoje Ozy. Tiesiogiai galima jsitikinti, kad
funkcija
Yy = (JT - 0)3’ T e (—O0,00)

yra Sios lygties sprendinys kiekvienai konstantai C' € R. Be to, funkcija y = 0
taip pat yra Sios lygties sprendinys. Taigi per kiekviena z asies taska (t.y. kai
y = 0) eina dvi integralinés kreivés.

I8 sio pavyzdZzio matome, kad vienaties gali nebuti tuose plokstumos tasku-
ose, kuriuose funkcijos f iSvestiné f, = oo. Taciau, jeigu kokiose nors plostumos
taSkuose f, = oo, tal dar neriskia, kad vienaties néra. PavyzdZziui, per bet
kurj pusplokstumés y > 0 taska eina vienintelé lygties y' = 2,/y + 1 integraliné
kreive, nors (2,/y + 1);‘y20 = 0.

Istirsime atvejj, kai sprendinio egzistavima ir vienatj galima garantuoti visoje
nagrinéjamoje srityje.

2.4 teorema. Tarkime, funkcija f juostoje
Q={(z,y):a <z <b —o0o <y < oo}

yra tolydi ir kintamojo y atzvilgiu tenkina LipSico salyga:

Tada V(zg, y0) € Q egzistuoja vienintelis apréZtas Kosi uZdavinio
y' = flz.y), y(wo) = yo (2.19)

sprendinys y = (), apibréztas visame segmente [a, b].

< Laisvai pasirenkame taska (zg,yo) € Q. Akivaizdu, kad xg yra arba segmento
[a, b] vidinis taskas, arba vienas i§ jo krastiniy tasky. ISnagrinésime atvejj, kai
xo € (a,b). Kiti atvejai nagrin¢jami analogiskai. Tegu

To<T1<To< - -<xp=">
yra segmento [z, b] iSskaidymas j n lygiy daliy:

b—
5:$k—$k,1: LB(), Vk=1,27...,n.
n
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Si segmento [zg,b] iSskaidyma atitinka Oilerio lauzté. Tarkime, kad ji yra
apibrézta lygtimi y = ¢, (z). Nagrinégjamu atveju nereikia rupintis, kad Oile-
rio lauzté nepalikty juostos

Q" ={(z,y) 120 <z <b,—00 <y <o0,}.

Todél kiekviena Oilerio lauzté yra apibrézta visame segmente [xg, b].
Pagal apibrézima Oilerio lauzté yra dalimis tiesiné funkcija. Tiksliau

on(z) = enlxo) + f(@0, n(20))(x — x0), € [T0,21],
en(x) = onl@1) + f(x1,00(x1))(@ —21), T € [T1,22],
on() = n(x2) + f(72, 00 (72))(* — 22), = € |22, 73],
on(®) = on(@n-1) + f(@n-1,0n(@n-1))(@ — Tp_1), T € [Tn_1,2x].

Kadangi funkcija f yra tolydi ir kintamojo y atzvilgiu tenkina Lipsico salyga,
tal

Lly —yo| + Mo < Lly| + Llyo| + Mo, My = max _|f(x,y0)|-

z€[x0,b
Pananaudoje §ig nelygybe, jvertinsime funkcijos ¢,, reikSme taske x; per funkci-
jos @, reiksme taske xg_q
lon (@r)| < ln(zp—1) + 0Ll@n(zr-1) + 0(Llyo| + Mo).
Pazymeékime M; = Llyo| + Mp. Tada matematinés indukcijos metodu galima
jrodyti, kad

k—1
|on (k)| < lyol (14 6L)* +6M;1 Y "(1+6L)* := Si(n).
s=0
Skai¢iy seka {Sk(n)}, k =1,2,...,n yra didéjanti (7r. skaifiaus e apibrézima).
Todél
lon (k)| < Sp(n), Vk=1,2,...,n.

Be to, skai¢iy seka S, (n), n =1,2,--- taip pat yra didéjanti ir

n—1
Sn(n) = [yo|(L+6L)" +6M; Y (1+6L)* =
s=0
14+0L)" -1
lyo|(1 4+ 6L)"™ + Ml%.
Kadangi
. o b—xzy \" _L(b—z0)
nlgr;()(l—i—éL) —nlLH;O(l—i— - L) =e ,
tai

lpn(zr)| < Sn(n) < lim S,(n) < (lyo| + Mi/L)e=*0) Vk=1,2,....,n.
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Is 8iy jverciy iSplaukia, kad kiekviena funkcija ¢, yra tolygiai aprézta. Be
to, ji yra vienodai tolydi (patikrinkite). Toodél segmente [zg, b] ji tolygiai kon-
verguoja ] ribine funkcijg ¢* ir funkcija ¢* yra vienintelis ( ) Kosi uzdavinio
sprendinys segmente [xg, b]. Ribinei funkcijai islieka teisingas jvertis

" ()] < (Jyol + My /L)),

Taigi funkcija ¢* yra aprézta.
Analogiskai jrodoma, kad egzistuoja vienintelis apréztas ( ) Kosi uzdavi-
nio sprendinys ¢, segmente [a, zg]. Ta¢iau tada funkcija

<)0* r), T €|a,xol,
sy {7 @) aclam)
eu(x), @ € [x0,0]
yra vienintelis apréztas (2.19) Kosi uzdavinio sprendinys segmente [a, ] ir
lo(@)] < (lyol + My /L)e" "0l

Isvada. IS teoremos jrodymo iSplaukia, kad visi teoremos teiginiai, iSsky-
rus sprendinio apréztuma, iSlieka teisingi ir juostoje

Q={(z,y):a<z<b —0c<y<oco}, abcR,

o funkcija f tenkina ( ) Lipsico salyga, kurioje konstanta L pakeista teigiama
funkcija L € C(a,b) .
Pavyzdys. Tarkime, funkcijos p ir ¢ € C(a,b) . Tiesineés lygties

/

Y =p(x)y +q(z)

atveju funkcija f(z,y) = p(z)y + ¢(x). Jos daliné isvestiné f, = p(z). Todél
galime imti L(z) = |p(x)|. Pagal 2.4 teoremos iSvada V(xo,yo), To € (a,b) egzis-
tuoja vienintelis Kosi uzdavinio

/

Y =p@)y+aq(z), y(ro) = yo

sprendinys, apibréztas visame intervale (a,b). Prie nurodyty salygu tiesinés
lygties sprendinio egzistavima ir vienatj (2.4) skyrelyje jrodysime tiesiogiai.

2.5 teorema. Jeigu tasko (xo,yo) aplinkoje funkcija f turi tolydZias k - tos
eilés dalines iSvestines, tai Kosi uzdavinio

v = f(z,y), y(xo) = yo (2.20)

sprendinys y = o(z) turi, pakankamai maZoje tasko xo aplinkoje, k+1 - os eilés
tolydZia iSvestine.

q Tegu y = ¢(x) yra (2.20) Kosi uzdavinio sprendinys kokioje nors tasko xg
aplinkoje. Tai reiskia, kad Sioje aplinkoje

¢'(z) = fz, ().
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Jeigu k = 0, tai pagal teoremos salyga funkcija f yra tolydi. Todél funkcija ¢
turi tolydzia isvestine f(x, ¢(z)).

Tarkime, k& = 1, t.y. tasko (zg,yo) aplinkoje funkcija f turi pirmos eilés
tolydZias dalines iSvestines f, ir f,. Tada desiné lygybés

¢z +or) —¢'(x) _ fla+dx, p(x) - [z, o(x)) n
ox ox

fla+ 0z, p(x + 62)) — flx + oz, p(x)) ¢z +dz) — ¢(x)

oz +dz) — p(z) . ox
puseé turi baigtine riba. Kartu ir kairé Sios lygybés pusé turi baigtine riba ir jos
sutampa. Pagal apibrézima tai reiskia, kad egzistuoja funkcijos ¢ antros eilés
iSvestiné ir

¢ (@) = fal@,0(z) + fy (@, 0(2)) - f(2,0(2)).

Kadangi desiné Sios lygybés pusé yra tolydi funkcija tam tikroje tasko xq aplin-
koje, tai Sioje aplinkoje funkcijos ¢ antros eilés iSvestiné yra tolydi.

Tegu k = 2, t.y. tasko (xg,yo) aplinkoje funkcija f turi antros eilés tolydzias
dalines iSvestines fr., foy ir fyy. AnalogiSkai galima jrodyti, kad pakankamai
mazoje tasko zy aplinkoje funkcija ¢ turi trecios eilés tolydzig iSvestine ir

") = far (2, 0(2)) + 2fay(vp(2)) - f(2,0(z))+

Fuy(@,0(2)) - f2 (@, 0(2)) + fy(wp(@) (fo(@, ¢(2)) + fy(2, 0(2) - f(z,0(2))).

Tesdami tokius samprotavimus k - me Zingsnyje jrodysime teorema. >
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2.3 SPRENDINIY PRATESIMAS
Tarkime, funkcija f yra tolydi srityje G C R2. Nagrinésime lygtj

y/ = f(x,y), (.13, y) €G. (2'21)

Apibrézimas. Teguy = p(z),z € {(o,0) ir y = Y(z),z € {(a,b) yra
(2.21) lygties sprendiniai. Be to, tegu (o, 8) C (a,b) ir

QO('T) = lb(x), Vz € <O‘7ﬁ>'

Tada sakysime, kad sprendinys y = ¢ (z) yra sprendinio y = ¢(x) pratesimas.

Tarkime, y = p1(x), x € (a,b] yra ( ) lygties sprendinys. Tada jj galima
pratesti j desine. I8 tikryjy pagal sprendinio apibrézima taskas (b, 1 (b)) € G.
Todél pakankamai mazoje Sio tasko aplinkoje egzistuoja Kosi uzdavinio

y/ = f(xvy)a y(b) = cpl(b)
sprendinys y = 2(z), € [b,b+ ), € > 0. Tegu
_ _ pi1(z), =€ (a,b;
y= o) = {cpg(ac), z €[bb+e).

Lengvai galima jsitikinti, kad taip apibrézta funkcija yra integralinés lygties
x
o) = o) + [ Fls.p(s))ds, € (abte)
b

sprendinys, kartu ir (2.21) diferencialinés lygties sprendinys. Taigi sprendinj
y = p1(x) galima pratesti j deSine.

Apibrézimas. Jeiguy = p(z), z € (o, 0) yra ( ) lygties sprendinys
ir jji negalima pratesti nei j kaire nei j deSine, tai toks sprendinys vadinamas pil-
nuoju (nepratesiamu), o intervalas (a, 8) — maksimaliu sprendinio egzistavimo
intervalu.

2.6 teorema. Tarkime, funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydZios
srityje G ir (o, yo) — laisvai pasirinktas taskas srityje G. Tada Kosi uzdavinio

y/ = f(x’y)7 y(xO) = Y0 (222)

pilnasis sprendinysy = ¢(z), apibréZtas maksimaliame intervale (a, b) egzistuoja
ir yra vienintelis. Be to, taSkas zg € (a,b) ir kai x — a + 0, arba kai x — b — 0
taskas (x, p(z)) artéja j OG.

< Be jrodymo. >
P astaba. Tegu funkcija f juostoje

Q= {(z,y):x € [a,b], y € R'}
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yra tolydi ir
[fy(z, )l <L, V(z,y) €Q.

Tada (Zr. teorema) V(zo,y0) € @ egzistuoja vienintelis apréztas (2.22) Kosi
uzdavinio sprendinys, apibréztas visame segmente [a, b]. Be to, jeigu

Q= {(z,y):x € (a,b), y € R'}

ir funkcija f tenkina salyga

[fy(z,y)| < L(x), L€ C(a,b),V(z,y) €Q,

tai V(zo,y0) € Q egzistuoja vienintelis ( ) Kosi uzdavinio sprendinys, api-
bréztas visame intervale (a,b). Irodant teorema 1§ esmés buvo panauduota
nelygybé

|F(e)| < iyl + Llvol + max | (z.v0)]

Si nelygybé garantuoja, kad funkcija f, kintamojo y atzvilgiu, auga ne grei¢iau

uz tiesine funkcija. Jeigu funkcija f, kintamojo y atzvilgiu, auga grei¢iau uz

tiesine, tai galima visiSkai kita situacija. Tiksliau gali atsitikti taip, kad spren-

dinys néra apibréztas visame intervale (a,b), arba jis néra apréztas.
Pavyzdys. Nagrinésime Kosi uzdavinj

¥y =y y(xo) = vo. (2.23)

Sios lygties deSiné pusé f(x,y) = y? yra apibrézta visoje plokstumoje Ozy.
Kiekvieno jos tasko aplinkoje yra patenkintos ir teoremy salygos. I§
pirmo zvilgsnio atrodo, kad kiekviena sprendinj galima neribotai pratesti tiek i
kaire tiek j desine. Tagiau taip néra. Siuo atveju funkcija f (x,y) = y?, kinta-
mojo y atzvilgiu auga kaip kvadratiné funkcija. Todél negalime tvirtinti, kad
egzistuoja nagrinéjamo Kosi uzdavinio sprendinys, apibréztas visame intervale
(=00, +00). I8 tikryjy ( ) lygties sprendinys

- 1
y—C—x

néra apibréztas Vo € R. Tagke x = C jis turi trukj. Jeigu yo # 0, tai is Kosi
salygos randame, kad C' = xg + 1/yo, o funkcija

1

x0+y61—x

yra (2.23) Kosi uzdavinio sprendinys, apibréztas intervale (—oo, zo + g 1). Taigi
maksimalus sprendinio egzistavimo intervalas nesutampa su visa tiese. Be to,
kai z artéja j intervalo (—oo, x4y ) krastinius taskus, taskas (z,y(z)) artéja
1 begalybe.
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Tarkime, funkcija f ir jos daliné i§vestiné f, yra tolydzios srityje G C R? ir tas-
kas (zo,90) € G. Pagal teorema egzistuoja vienintelis pilnasis Kosi uzdavinio

yl = f(l‘,y), (2'24)

y(z0) = Yo (2.25)

sprendinys y = ¢(x, o, yo), apibréztas maksimaliame intervale I(z, o). Funk-
cija ¢ yra apibrézta aibéje

D = {(x,0,y0) : ® € I(x0,%0), (70,%0) € G.}

Galima jrodyti, kad aibé D yra sritis. Funkcija y = ¢(x, z¢, yo), apibrézta srityje
D, vadinama ( ) lygties bendruoju sprendiniu Ko$i formoje. Ji apibrézia
visus (2.24) lygties sprendinius (apibréztus maksimaliame intervale).

Bendrasis sprendinys y = ¢(x, xg, yo) priklauso nuo dviejy parametry o, yo.
Kiekvienai fiksuotai parametry porai g, yo, (taskas (xo,y0) € G) jis apibrézia
integraline kreive. Jeigu taskas (z1,y1) priklauso $iai kreivei, tai funkcija y =
o(x,21,y1) apibrézia ta patj sprendinj. Jeigu norime, kad skirtingas parametry
poras xg,yo ir x1,y; atitikty skirtingos integralinés kreiveés, reikia jas parinkti
taip, kad taskai (zq,yo0) ir (21,y1) guléty kreivéje, kuri nei viename savo taske
neliecia integraliniy kreiviy. Tarkime, Sig kreive galima apibrézti lygtimis

To = a(t)v Yo = ﬁ(t)v te (7—’ T)

Be to, tegu kiekviena integraline kreive atitinka fiksuota parametro ¢ € (7,7
reikSme ir skirtingas parametry t reikSmes atitinka skirtingos integralinés krei-
vés. Tada bendrasis (2.24) lygties sprendinys

y:gp(x,a(t),ﬁ(t)) = ¢($,t), te (TvT)

priklausys nuo vieno laisvo parametro. Todél daznai yra nauduojamas Kkitas,
ekvivalentus, bendrojo sprendinio apibrézimas.

Apibrézimas. Sakysime, tolydi funkcija y = ¢(x,C), apibrézta ko-
kioje nors srityje V C R? yra ( ) diferencialinés lygties bendrasis sprendinys
srityje Gy C G, jeigu sritis G yra vienaties sritis ir

1. Y(zo,y0) € Gy lygtis
Yo = (p(ﬂ?o, C)

turi vienintelj sprendinj Cy = C(z0, yo)-

2. Taskas (x9,Co) € V ir y = ¢(x,Cp) yra (2.24), (2.25) Kosi uzdavinio
sprendinys.
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Pastaba. I§ pastarojo apibrézimo isplaukia, kad funkcija ¢(zg,C) yra
monotononé C' atzvilgiu tasko Cy aplinkoje.

Apibrézimas. Sprendinys, kurj gauname jstacius j (2.241) lygties ben-
draji sprendinj y = ¢(z, C) konkre¢ia parametro reiksme C' = Cj, vadinamas
atskiruoju Sios lygties sprendiniu.

Apibrézimas. Sprendinys, kurio kiekviename taske yra nepatenkinta
sprendinio vienaties salyga yra vadinamas ypatinguoju sprendiniu.

Pastaba. Bendrasis sprendinys y = ¢(z,C) apibrézia vienparametrine
nesikertanc¢iy integraliniy kreiviy Seima. Todél ypatingasis sprendinys negali
buti gautas i§ bendrojo sprendinio parinkus kokia nors konkre¢ia parametro C'
reikSme. Be to, bendrasis sprendinys yra susijes su vienaties sritimi Gy. Todél
srityje Gy negali buti ypatingaji sprendinj apibréziancios integralinés kreivés.
Jeigu ypatingasis sprendinys egzistuoja, tai ji atitinkanti integraliné kreive gali
guléti tik srities Gy krasStiniuose taskuose. Taciau tada nagrinéjama diferen-
cialiné lygtis turi buti apibrézta uzdaroje srityje Go. Taigi ypatingi sprendiniai
gali atsirasti tik tada, kai diferencialinés lygties deg§iné pusé yra apibrézta uz-
daroje srityje ir kai Sios srities konturas yra integraliné kreivé. Gali buti ir
taip, kad sritis G yra vienaties sritis, tac¢iau joje gali ir neegzistuoti bendrasis
sprendinys.

Pavyzdziai.

1. Nagrinésime lygti
y =25 (2.26)

Sios lygties deinioji pusé f(z,y) = y2/® yra tolydi visoje plokstumoje
R2. Jos igvestiné fy= %y’l/?’ yra tolydi visoje plok§tumoje, iSskyrus tiese
y = 0. Akivaizdu, kad y = 0 yra ( ) lygties sprendinys. Jeigu y # 0,
(2.26) lygtj galima perra8yti taip:

!/
(y%) = é = yi = %m—i—C’{:)y: (/3 +C)>.
Paskutiné lygtis apibreézia nesikertan¢iy kubiniy paraboliy Seimg pusploks-
tumeése y > 0 ir y < 0. Todél kiekvienoje i§ pusplokstumiy §i lygtis
apibrézia bendrajj sprendinj. Kiekvienai fiksuotai parametro C' reikSmei
kubiné parabolé liecia tiese y = 0 taske z = —3C. Taigi sprendinys
y =0,z € (—o0,00) yra ypatingasis (2.26) lygties sprendinys.

2. Lygties
y =y (2.27)

desinioji pusé f(z,y) = y? yra tolydi ir turi tolydzia iSvestine f, = 2y
visoje plokitumoje R?. Tiesé y = 0 yra &ios lygties integraliné kreive.
Bendrasis (2.27) lygties sprendinys Kosi formoje (Zr. skyrelj)

Yo

ylo) = (o —x)yo +1°

Jo apibrézimo sritis priklauso nuo tasko (zg, yo) pasirinkimo. Jeigu taska
(z0,y0) slinkti tiese yo = —xg, tai bendrajj sprendinj galima apibrézti
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formule .
0 (2.28)

y(z) = (x —mg)wg — 1"
Akivaizdu, kad kiekvieng atskira ( ) lygties sprendinj galima apibrézti
( ) formule, tinkamai parinkus parametro zg reikS8me. Kai zp = 0
turime atskirajj sprendinj y = 0. Be to, per kiekviena taska (z¢,0) € R?
eina vienintelé ( ) lygties integraliné kreivé. Todél pastarasis spren-
dinys néra ypatingas sprendinys. Antra vertus, suintegrave ( ) lygti

gausime formule
1

y(@) = 57—

kuri apibrézia bendrajj sprendinj pusplokstumeéje y > 0 arba pusploks-
tuméje y < 0. Atskirasis sprendinys y = 0 gaunamas i§ bendrojo spren-
dinio perejus prie ribos, kai C' — co.

Pastarasis pavyzdys rodo, kad yra nedidelis skirtumas tarp sprendiniy Seimos

priklausancios nuo parametro C ir bendrojo sprendinio, kaip visy atskiry spren-
diniy visumos. Pirmuoju atveju ne visada bendrajj sprendinj galima apibrézti
visoje srityje G. Bendru atveju §is skirtumas dar labiau isriskéja. Todél garan-
tuoti bendrojo sprendinio egzistavima visoje srityje negalima. Taciau galima
irodyti lokaly bendrojo sprendinio egzistavima.

2.7 teorema. Tarkime, funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydZios

srityje G ir (xo,yo) € G — laisval pasirinktas taskas. Tada egzistuoja tasko
(z0,y0) aplinka, kurioje lygtis

yl = f(m,y)

turi bendra sprendinj y = ¢ (z, C).

< Laisvai pasirenkame taska (xg,yo) € G ir tegu staciakampis

Q:{(x,y):|x—x0|§a, ‘y—yo‘ﬁb}CG

Tada egzistuoja Kosi uzdavinio

y/ = f(x’y)a y(xO) = Yo

sprendinys y = ¢(x, xo,yo) apibréztas Peano atkarpoje

|x —zo| < h, h=min{a,b/M}, M= max |f(z,y)|
(z,y)eQ

Parinkime taska (z,y1) taip, kad |y1 — yo| < b/2 ir pazymékime

Q1= {(7,y) : |r —wo| < a, ly —y1| < b/2}.

Akivaizdu, kad @1 C Q. Todél galime tvirtinti, kad egzistuoja Kosi uzdavinio

Y = flz,y), y(xo) = (2.29)
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sprendinys y = ¢(z, o, y1) apibréztas Peano atkarpoje
| — zo| < h1, h1 = min{a,b/2M}.

Siy sprendiniy visuma, kai 31 € [yo —b/2, yo +b/2], apibrézia integraliniy kreiviy
Seima, kuri uzpildo juosta U (per kiekviena juostos taska eina lygiai viena inte-
graliné kreivé). Juostos U vidiniy tasky aibé ir yra ta ieSkomoji tasko (zo,yo)
aplinka. I8 tikryjy, bet kurj ( ) Kosi uzdavinio sprendinj, kurio grafikas guli
juostoje U, galima apibrézti lygtimi

y:go(x,xo,C):1/J(x,C), Ce (yo_b/27y0_|_b/2)D

Sudarant kokio nors uzdavinio matematinj modelj, ji aprasSantis parametrai
apibréziami aytiksliai (kiekvienas matavimo procesas yra susijes su paklaida).
Todél, jeigu norime, kad nagrinéjamas modelis aprasyty realy procesa, turime
isitikinti, kad maza parametry paklaida garantuoja maza sprendinio paklaida.

2.8 teorema. (Apie sprendinio tolydumg pradiniy salygy atzvilgiu.) Tarki-
me, funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydzZios srityje G, (zo,yo) € G ir
y = o(x,xo,yo) yra pilnasis Kosi uZzdavinio

y/ = f(l'7y); y(l‘o) =Y

sprendinys, apibréZtas maksimaliame intervale I(xg,yo). Tada funkcija ¢ yra
tolydi kintamuyjuy g, yo atzvilgiu.

< Laisvai pasirenkame segmenta [a,b] C I(zo,yo0) toki, kad zg € (a,b). Aibé
tasky
lo(a,b) = {(z,y) : = € [a,b], y = o(x, 70, 40)}
yra dalis integralinés kreivés

lo={(z,y) : x € I(zo,y0), y = ©(x,20,%0)}

Kadangi funkcija ¢ yra tolydi kintamojo x atzvilgiu, tai aibé ly(a, b) yra uzdara.
Be to, lp(a,b) C G. Todél

dist{lo,0G} = d > 0.

Tegu
J={(z,y) 1z € a,b], [y — ¢z, 20, y0)| < d/2.}
Skai¢iy § > 0 parinkime taip, kad tasko (zq,yo) aplinka
Us(zo,90) = {(z,9) : (x — 30)* + (y — 0)* < 8°} C J.

Aplinkoje Us(zg, yo) laisvai pasirenkame taska (z1,y1). Tegu

Y= <P($73317y1)
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yra Kosi uzdavinio
¥ =flz,y), y@i)=un

pilnasis sprendinys, apibréztas maksimaliame intervale I(xq,y1) ir

h={(z,y):z€l(z1,11), y = p(z,z1,91)}

yra integraliné kreive, einanti per taska (z1,y1). Akivaizdu, kad aibé
I(zo,y0) N I(z1, 1)
néra tuscia. Irodysime, kad
[a,b] C I(x1,91),

jeigu tik skaiGius ¢ yra pakankamai mazas.
Sprendiniai ¢(x, zg, yo) ir ¢(x,x1,y1) tenkina integralines tapatybes

o, 20, 90) = Yo + / (5, 0(5,70,50)) ds, @ € I(x0, o).

Zo

Qo(xvxlvyl) =y + /f(S,(P(S,.’El,yl))dS, S I(xhyl)'

x1

Bendroje 8iy sprendiniy apibrézimo srityje yra teisinga nelygybé

lo(x, 20, y0) — (@, 21, 1) < |y1 — yol+

| / Fsviplo,orsa)) ds| + | [ (7o p(s,1,30)) = £ 9050, 30)) s

Tegu

M = max z,Y)|, L= max z,Y)|.
max [f(@y)l, L= max [, ()

Tada kiekviename taske z, kuriame integraliné kreive [; C J yra teisinga nely-
gybé
|§0($, o, yo) - QO(I, T, y1)| <

T
= g0l + Mar = o] + L] [ il 21,0) = (5,0, 30)| d]

Zo
Pritaike $iai nelygybei Gronuolo lema, gausime

|90(x79307y0) - @(xvxhyl” < (lyl - y0| + M|l’1 - x0|)6L‘I*IO‘ <

V14 M2/ (1 = 20)% + (1 — yo)2e* ")
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Tegu
§ < e L= 4 M?)~1/24)9.

Tada
|<P(x79307?¥0) - @(vahyl)l < \% 1+ MQ@L(bia)é < d/2

Taigi pakankamai mazoms 0 reikSméms integraliné kreivé [; negali kirsti juostos
J i§ virSaus ir i$ apacios. Kadangi kreivé [; yra nepratesiama, tai ji turi kirsti
juosta J per atkarpas tiesése x = a ir x = b. Todél galime tvirtinti, kad funkcija
y = ¢(x,x1,y1) yra apibrézta visame segmente [a, b].

Laisvai pasirenkame skai¢iy € > 0. Jeigu

5 < minfe FO-(1 4 M2)"H 242, MO0 (14 M2) Y2,

tal
lo(x, z0,90) — (@, 21,y1)| <& Vo € [a,b].

Taigi funkcija ¢ yra tolydi parametry xg ir yg atzvilgiu. >
Analogiskas teiginys islieka teisingas ir tuo atveju, kai lygtis

y/ = f(x,y,s)

priklauso nuo parametro €. Tiksliau, jeigu funkcija f yra tolydi (visy kintamyjy
atzvilgiy) ir tenkina Lip8ico salyga kintamojo y atZzvilgiu, tai bet koks Sios lygties
sprendinys tolygiai priklauso nuo parametro ¢ ir pradiniy salygy zo,yo. Sio
teiginio jrodymas susiveda j pagalbinés sistemos

Yy = f(z,y,¢),
g =0

sprendinio tolyduma pradiniy salygy atzvilgiu.

Pastaba. Jegu yra patenkintos (2.8) teoremos salygos, tai galima jro-
dyti, kad funkcija ¢ yra tolydi srityje D kartu su savo dalinémis iSvestinémis
Py Pag IT Oyq-
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2.5 LYGTYS SU ATSKIRIAMAIS KINTAMAISIAIS

Vienos i$ papras¢iausiy pirmos eilés diferencialiniy lygéiy yra lygtys su atskiria-
mais kintamaisiais
dy _ [f(z)

= 3 (2.30)

Tarkime, funkcija f yra tolydi segmente [xo — a, 20 + a], o funkcija g segmente
[yo — b, yo + 0] ir
9(y) #0, Yy € [yo —b,yo +0].

Atskyre kintamuosius perraSysime Sig lygtj taip:
9(y) dy = f(x) dz. (2.31)

Suintegrave abi Sios lygties puses panariui, gausime jos bendrajj integrala

/g(y) dy:/f(x) dz

Norint isskirti atskirajj integrala (atskiraji sprendinj), tenkinantj pradine salyga

y(zo0) = Yo, (2.32)

pakanka neapibréztinius integralus pakeisti apibréztiniais, t.y. perraSyti inte-

grala taip: . N
Gly) :2/9(8) ds:/f(t)dt — Fla). (2.33)

Pagal prielaida funkcijos G i$vestiné G’ (y) = g(y) # 0. Todél egzistuoja funkci-
jos G atvirkstiné funkcija H. Tai reiskia, kad (2.33) lygti galima i3spresti y
atzvilgiu ir sprendinj uzrasti pavidalu

y(z) = H(F(x)). (2.34)
(

) K051 uzdavinio sprendinys.
) gauname

Taip apibrézta funkcija y yra vienintelis ( ),
Is tikryjy, diferencijuodami tapatybe G (

G'(y@) ' (2) = F'(z) = y’(:v) = f(z)/g(y(w))-
Be to, y(zg) = H(F(z0)) = H(0) = yo. Jeigu z = z(x) yra koks nors ki-
tas ( ), (2.32) Kosi uzdavinio sprendinys, tai pakankamai mazoje tasko
aplinkoje 2/ (z) = f(z)/g(2(x)), g(2(x)) # 0 ir z(z¢) = yo. Todél sioje aplinkoje
z z z()
~ [swdi= [2wg()at= [ g(s)ds = Ga(w))

Yo

ISuintegravus diferencialing lygtj ne visada jos bendrajj sprendinj galima uZrasyti isreiks-
tiniu pavidalu y = ¢(z, C). Jeigu sprendinys yra uzraSomas neisreikstiniu pavidalu ®(z,y) =
C, C — laisva konstanta, pastarajj sary$j vadiname bendruoju integralu (bendrajj sprendinj).
Grieztas bendrojo integralo apibrézimas pateiktas skyrelyje.
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I§ ¢ia gauname, kad z(z) = H(F(z)) = y(z).
Kai funkcija g(y) = 1, tai lygties

dy
%_f(x)

bendrasis sprendinys

y(x):/f(s)ds+C.

Atskira sprendinj tenkinantj pradine salyga
y(zo0) = Yo,
patogu uzrasyti taip:

M@=m+/ﬂ$w

Pavyzdziai:

1. Rasime lygties
y/ _ 1+ y2
1+ 22

bendrajj sprendinj. Atskyre kintamuosius pastaraja lygtj perrasysime taip:

dy  dw
1+y2  1+a2

Integruodami abi Sios lygties puses randame bendraji integrala
arctgy = arctgz + C.

Issprende S$ia lygti y atzvilgiu gauname bendrajj sprendinj

c+x
y =

= =tgC.
l—cx’ ° &

Taigi nagrinéjamos lygties integralinés kreivés yra hiperboliy Seima, kuriy

asimptotés yra tiesés x = 1/cir y = —1/c.

2. Rasime lygties

y:¢u—wwm—w>
(1— k2Z22)(1 — 22)

bendrajj integrala. Atskyre kintamuosius pastaraja lygti perraSysime taip:

dy dx

VI=R) 1 —y?) (- k?)(1-a?)
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Integruodami abi Sios lygties puses rasime bendrajj integrala per elipsinius
integralus. Parodysime, kad bendrajj sprendinj galima rasti nesiremiant
elipsiniais integralais. Tarkime, ieSkomas funkcijas galima apibrézti pa-
rametrinémis lygtimis * = x(t), y = y(¢). Tada nagrinéjama lygtis yra
ekvivalenti diferencialiniy lyg¢iy sistemai

d
o = V=R =), 2= VIR0 - ).
Atlike elementarius skai¢iavimus randame:

£y Fr_didy_ b
Taz " YVaer T\

- a Yar

(= ?Z) (9%)2 = (&® =) (1 - Ka?y?).

I8 8iy lygybiy gauname formule

) = 2k%y(y? - 2%),

d /s dy dx
dtd( dt gt)z _ 2/€22x1é _
() - g) TR

kurig galime perraSyti taip:

dy dx
d< Tt _ydt)  2kPay(xdy + ydr)

e (- Fay?)
Ta  Vat
arba
d dy dx
(+% ~v3) _ a0 — w2y
. dy  dx 1 — k2222
at ~ Vat
Integruodami abi lygybés puses randame
dy dx
= —y— = C(1 — k*z*y?).
v~y = Ol z7y7)
dx dy
Istate | Sig formule iSvestiniy 7 ir pr reikSmes gausime nagrinéjamos
lygties bendrajj integrala
/(1 — k2y2 —y/ (1 — (1 —22) = C(1 — k*z?y?).

Pastaba. Pirmosios eilés ( ) diferencialing lygtj simetrinéje formoje ga-
lima uzraSyti bendresniu pavidalu

P(2)Q(y) dz + R(2)S(y) dy = 0.
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éioje lygtyje kintamieji z ir y yra lygiateisiai. Sprendziant Sig lygtj i8 pradziy
tariame, kad koeficientai R(x) ir Q(y) yra nelygus nuliui. Tada kintamieji at-
siskiria

P(x) S(y)

Rx) dm+@dy20

(abi lygties puses daliname i§ R(x)-Q(y)). Siuntegrave gauta lygtj randame jos

bendrajj integrala () S)
x y B
[mge+ a0

Atskiriant kintamuosius galéjome prarasti sprendinius. Todél reikia atskirai

isspresti lygtis R(z) = 0, Q(y) = 0. Jeigu = a arba y = b yra 8iy lygéiy spren-

diniai, tai tiesés x = a arba y = b gali buti nagrinéjamos diferencialinés lygties

integralinés kreivés. Kartais Sios kreivés gali apibrézti ypatingus sprendinius.
Pavyzdys. Nagrinésime lygtj

y(1+z)de+2z(1—y)dy =0.

Tarkime, zy # 0. Tada pastaraja lygtj, padaling i§ xy gauname lygtj su atskiria-

mais kintamaisiais 14 1
T dx + Y dy = 0.
Yy

Integruodami abi Sios lygties puses randame bendrajj integrala
Injz|+z+nly—y=C <= Ihnlay|l+az—y==C.
Ji atitinkantis integralas Kosi formoje
ry = woyoe? Yo~ (@), (2.35)

Dalindami lygtj i§ xy galéjome prarasti kai kuriuos sprendinius. IS tikryjy,
funkcijos x = 0 ir y = 0 yra nagrinéjamos diferencialinés lygties sprendiniai.
Juos galima jjungti j sprendiniy Seima, kuri apibréziama (2.35) lygtimi. Be to,
i§ bendrojo integralo apibrézimo Kosi formoje matome, kad kai o = 0, turime
atskira sprendinj y = 0, o kai yo = 0, turime atskira sprendinj z = 0. Todél
sprendiniai = 0 ir y = 0 néra ypatingi sprendiniai.

Kai kurias pirmosios eilés paprastasias diferencialines lygtis galima suvesti }
lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Pavyzdziui, lygtis

v = flax+by+1), ableR
keitiniu v = ax + by + [ susiveda j lygtj

& v brw)

su atskiriamais kintamaisiais. Jeigu a+bf(v) # 0, tai integruodami ja randame
bendrajj integrala

/C%:/dx ~ F)=z+C.
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Pakeite ¢ia v i ax + by + | gausime nagrinéjamos lygties bendrajj integrala.
Jeigu a + bf(v) = 0 ir vy yra Sios lygties sprendinys, tai turime dar sprendinj
v=vy = ax + by +1=vp.

Sakysime, funkcija f yra n-tojo laipsnio homogeniné funkcija, jeigu

fQz, Ay) = A" f(z,y), VAER.

2

Pavyzdziui, funkcija f(z,y) = 2* —xy yra antrojo laipsnio homogeniné funkcija,

nes

FOx, My) = (Ax)® — (Az)(Ay) = N (2® — zy) = N f(z,y).

Funkcija f(z,y) = y/22 + y? yra homogeniné pirmojo laipsnio funkcija (netgi
teigiamai homogeniné). Is tikryjy,

O Ay) = V()2 + (M)? = Va2 + 2 = A f(z,y).

Sakysime, pirmos eilés diferencialiné lygtis

y/ = f(x7y)

yra homogeniné | jeigu funkcija f yra nulinio laipsnio homogeniné funkcija. Pa-
rodysime, kad pirmos eilés homogenine lygti galima suvesti j lygtj su atskiriamais
kintamaisiais.

Tegu f yra homogeniné nulinio laipsnio funkicja. Tada pagal apibrézima

fz, Ay) =X f(2,y) = f(z,y).

Imkime 8ioje formuléje A = 1/x. Tada

Fl.y) = FLy/x) = oY)

T

ir pirmos eilés homogeniné lygtis susiveda j lygtj

y = @(g> (2.36)
x
éioje lygtyje vitoje ieskomos funkijos y apibrézkime nauja ieskoma funkcijg u =
y/x. Tada y = uzx, y’ = v'x+u ir naujos ieskomos funkcijos u atzvilgiu gauname
lygti
du
T = ou) —u < xdu=(pu) —u)de.
Si lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Rade jos bendra sprendinj
(arba bendra integrala) ir pakeite jame u | y/x gausime nagrinéjamos ho-
mogenineés lygties bendrajj sprendinj (bendrajj integrala). Atkreipsime démesj
dar j tai, kad pastarosios lygties sprendinys # = 0 nebutinai yra ( ) lygties
sprendinys. Be to, ji dar gali turéti sprendinius, apibréztus lygtimi p(u) = u.
Pavyzdziai.

IPirmosios eilés diferencialiné lygtis simetrinéje formoje
P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0

yra homogeniné, jeigu funkcijos P ir () yra homogeninés to paties laipsnio funkcijos.
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1. Rasime homogeninés lygties

2zy

bendrajj integrala. Kadangi funkcija esanti deSinéje Sios lygties puséje yra
nulinio laipsnio homogeniné funkcija, tai pastaraja lygt] galima perraSyti

taip:
o (y/z)* -1
2y/x
Vietoje ieskomosios funkcijos y apibrézkime nauja ieSkomaja funkcija u =

y/x. Tada funkcijos u atZvilgiu gauname lygtj su atskiriamais kintamaisiais

2u d dzx
2T du=—2=
1+ u? T

)

kurios bendrasis integralas
In(1+ u2) =—lnjz|+In|C| <<= z(1+ u2) =C.

Pakeite paskutinéje lygtyje u | y/x gausime nagrinéjamos homogeninés
lygties bendrajj integrala
2, .2 _
xz*+y° =Cux,
kuris apibrézia apskritima su centru taske (C/2,0) ir spinduliu |C|/2
Seimg.

2. Rasime homogeninés lygties

zdy —ydr =+/22+y?dx

bendrajj integrala. Vietoje ieSkomosios funkcijos y apibrézkime nauja
ieskomaja funkcija u = y/x. Tada y = uz, dy = xdu + wdz ir pastaroji
lygtis, kai « # 0, susiveda j lygt] su atskiriamais kintamaisiais

dx du

2 /

xdu:x 1+u2dm©—=7.
x V1+u?

Jos bendrajj integrala
In|z| =In(u+V1+u?)+1n|C|
galima perraSyti taip:
C
£:u+ 14+u2 & —=—-u++vV1+u2
C x
Atéme i$ pirmosios lygties antgja randame
C
I Yooy 2 — C% =2Cy.
Cc «x

Taigi nagrinéjamos lygties integralinés kreivés yra paraboliy Seima. Kai
C = 0 turime atskirajj sprendinj x = 0.
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Kai kurias pirmos eilés diferencialines lygtis galima suvesti j homogenine
lygti. Pavyzdziui, lygtis

, (ax+by+c

y = m)a a,b,c,m,n,d € R,
susiveda j homogenine lygtj

y’:f( au—f—bv)’ v’:%.

mu + nv
Reikia tik koordinaciy pradzia perkelti j tiesiy
ar+by+c=0, mr+ny+d=0
susikirtimo taska (zg,yo), t.y. atlikti keitinj
U= —=T9, V=Y—1Yo-
Pavyzdys. Rasime lygties

;o r+2y+1
Y Ty 1

bendrajj integrala. Tiesiy
r+2y+1=0, 2z4+y—1=0

susikirtimo taskas (zg,y0) = (1,—1). Tegu u = z — 1,v = y + 1. Tada nagriné-
jama lygtis susiveda j homogenine lygti

, u+2v , dv

v T 2u+4v’ VT

Jos bendrasis integralas
(v —u)®=Cv+u).

Grjze prie seny kintamyjy x ir y, gausime nagrinéjamos lygties bendrajj integ-
rala
(y—z+2)° =Clz+y).

Sakysime, funkcija f yra kvazihomogeniné (su svoriais « ir 3), jeigu
Oz, Ny) = X7 f(z,y), VA>0.

Sakysime, pirmosios eilés diferencialiné lygtis

yl = f($7y)

yra kvazihomogeniné , jeigu funkcija f yra kvazihomogeniné. Kvazihomogeniné
lygtis keitiniu y = 2%/® susiveda j homogenine, o keitiniu y = uz®/* - j lygtj su
atskiriamais kintamaisiais.
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Pavyzdys. ISspresime lygti
;o 425 — y4
22ty
Lygties desiné pusé tenkins salyga
4/\6QCC6 _ )\4[3y4 _ )\,370( 41,6 _ y4
2 e gd \By 2x4y

jeigu 6 — 48 = 0 ir 38 — 4o = B — a, t.y., kai 20 = 3a. Taigi nagrinéjama
lygtis yra kvazihomogeniné su svoriais « ir 3, jeigu 26 = 3a. Keitiniu y = 2%/2
ji susiveda | homogenine lygtj

, 4xb — 26
72 ==
3xtz2
Apibrézkime nauja nezinoma funkcija v = z/x. Tada funkcijos u atzvilgiu

gausime lygtj su atskiriamais kintamaisiais

3u? du dzr

4-3ud—uS gz’
Jos bendrajj integrala galima uZzraSyti taip:

ud—1 o
—x
ud + 4

Grijze prie seny kintamuyjy x ir y gausime nagrinéjamos lygties bendrajj integrala

Y2 — o 5
y2 + 423
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2.6 TIESINES PIRMOS EILES LYGTYS
Nagrinésime tiesine pirmos eilés lygtj

Y +plx)y = f(x). (2.37)

Sios lygties bendraji sprendinj rasime dviem skirtingais budais. IS pradziy
jo ieskosime konstanty varijavimo metodu. Atmete (2.37) lygtyje narj f(x),
gausime tiesing homogenine lygtj

y +p(z)y = 0. (2.38)
Tai yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. PerraSysime ja taip:

dy _

) —p(z) dz.

Suintegrave $ia lygti gausime homogeninés lygties bendraji sprendinj

z [ nls) s
1n|y(x)|:—/p(s)ds+1n|0\ = y(x)=Ce = , C#N0.

Akivaizdu, kad atskirasis sprendinys y(x) = 0, kur] mes praradome dalindami
i8 y, jeina j gauta formule kai C' = 0.
Homogeninés lygties sprendinj, tenkinantj pradine salyga

y(zo) = Yo, (2.39)
patogu uzrasSyti taip:
- fp(s) ds
y(x) = yoe "0 : (2.40)

Remiantis $ios formulés i8vedimu galime tvirtinti, kad ( ) lygties spren-
dinys yra vienintelis, jeigu tik jis egzistuoja. Norint jrodyti sprendinio egzis-
tavima pakanka pareikalauti tokio funkcijos p glodumo, kad funkcija y, apibrézta
( ) formule, tenkinty visas diferencialinés lygties sprendinio apibréZzimo saly-
gas. Akivaidu, kad funkcija y tenkins Sias salygas, jeigu funkcija p bus tolydi.

Tegu y; ir yo yra kokie nors du ( ) lygties sprendiniai. Tada jy skirtumas
y = 1y1 — y2 yra (2.38) lygties sprendinys. Todél bendrasis ( ) lygties spren-
dinys yra lygus kokio nors atskiro §ios lygties ir bendrojo ( ) homogeninés
lygties sprendiniy sumai. Rasime atskirajj (2.37) lygties sprendinj.

Konstanty varijavimo metodo esmé yra ta, kad rastame tiesinés homogeninés
lygties sprendinyje konstanta C pakeic¢iame nezinoma funkcija C(z) ir atskirajj
nehomogeninés lygties sprendinj ieSkome pavidalu

7fp(s) ds
Yo = C(x)e =0
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Istate taip apibrézta funkcija i ( ), gausime lygtj

_ j'p(s) ds — jp(s) ds
C'(x)e ™ +C(x)e ™ - (=p(2)+
— jp(s) ds
p(x)C(x)e =0 = f().

Suprastine Sioje lygtyje vienodus narius matome, kad funkcijos C(z) atzvilgiu
tal yra paprastoji pirmos eilés diferencialiné lygtis, kuria galima uzraSyti taip:

x

f p(s)ds
C'(a) = f(z) - e

Sios lygties sprendinys

z fp(s) ds
ft)eo  dt+Ch.

Atmete ¢ia kostanta Cy randame atskirajj ( ) lygties sprendinj

7fp(s ds % p(s)ds

/f dt.

Pridéje prie jo (2.38) homogeninés lygties bendrajj sprendinj, gausime (2.37)
nehomogeninés lygties bendrajj sprendinj

Ya(T) =

7fp(s) s 7f (s)ds <% p(s
y(x) = Ce o /f )emo dt (2.41)

Pareikalausime, kad taip apibréztas sprendinys tenkinanty (2.39) pradine saly-
ga. Tada laisvoji konstanta C' = yo ir ieskomas (2.37),(2.39) Kosi uzdavinio
sprendinys

—fmga —fm>w z p@ﬁ
y(z) = yoe o /f €m0 ds. (2.42)

Akivaizdu, kad 8i formulé apibrézia vienintelj sprendinj, jeigu tik jis egzis-
tuoja. Tai tiesiogiai iSplaukia i$ jos iSvedimo. Norint jrodyti sprendinio egzis-
tavima pakanka pareikalauti tokio funkcijy p ir f glodumo, kad funkcija y,
apibrézta ( ) formule, tenkinty visas diferencialinés lygties sprendinio apibré-
7imo salygas. Sios salygos bus patenkintos, jeigu pareikalausime, kad funkcijos
pir f yra tolydzios.
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Pavyzdys. Konstanty varijavimo metodu rasime tiesinés nehomogeni-
nés lygties
y' + 2xy = 22

bendrajj sprendinj. Siq lygti atitinkancios tiesinés homogeninés lygties
d
Yy +2xy =0 = Y ords
Y

bendrasis sprendinys
2
y=Ce ™.
Atskirojo nehomogeninés lygties sprendinio ieskome pavidalu
Yo = C(x)e_“z.
Istate taip apibrézta funkcija i nagrinéjama, lygtj, ieSkomai funkcijai C' gausime
lygti

2

C'(z) = 2ze™ .
Sios lygties sprendinys

C(z) = /2:56“”2 dx = /e"‘2 dz? = e* + (.

Atmete ¢ia konstanta C7 randame atskirgjj nagrinéjamos nehomogeninés lygties

sprendinj
2 2
y=e¥ e =1.

Taigi, bendrasis nehomogeninés lygties sprendinys
Y= Ce™™ +1.

Dabar rasime ( ) lygties bendrajj sprendinj Bernulio metodu. Sprendinio
ieskosime pavidalu y = uwv, ¢a u ir v ieSkomos kintamojo x funkcijos ir viena i
ju, pavyzdziui v, nelygi nuliui. Istate taip apibréztos funkcijos y israiska i ( )
lygtj, gausime

w'v 4w’ + p(x)uv = f(x).

Sugrupave narius 8ig lygtj perraSome taip:
u'v+u( + plx)v) = f(z). (2.43)

Reikalaujame, kad reiskinys skliaustuose buty lygus nuliui. Tada funkcijai v
gauname tiesine homogenine pirmos eilés lygtj

v+ p(z)v =0.

Jos bendrasis sprendinys

— fp(s) ds
v(xz) = Ce w0 .
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Paéme Sioje formuléje C' = 1, gausime Sios homogeninés lygties atskirajj spren-
dinj

—fp(s) ds
v(z) =e =0

Istate taip apibrézta funkcija i ( ) lygti, funkcijai v gausime pirmos eilés
diferencialing lygtj su atskiriamais kintamaisiais, kurig galima uzrasyti pavidalu

x

f p(s)ds

Integruodami 8ia lygtj randame

p(s) ds

P
u(x):/f(t)eT0 dt + C.

Taigi bendrajj (2.37) lygties sprendinj galima uZrasyti taip:

z fp(S) s *fp(S) s
y(x) = u(z)v(z) = (/ f(t)eo ' dt + C’)e @0 ' .

Akivaizdu, kad Bernulio metodu rastas sprendinys sutampa su konstanty vari-
javimo metodu rastu sprendiniu (Zr. (2.41) formule).
P avyzdys. Bernulio metodu rasime tiesinés nehomogeniné lygties

Yy —y=u
bendrajj sprendinj. Tegu y = uv. Istate taip apibrézta funkcija i lygti, gausime
o+ uw —uw =1z <= v'v+uv —v) ==z

Reiskinj skliaustuose prilygine nuliui gausime lygtj v’ —v = 0. Sios lygties atski-
rasis sprendinys v = e”. Tada funkcija u turi tenkinti lygtj

W=zt &= u= /:cefm dx
Integruodami pastarajj integrala dalimis, gauname
u=—ze *—e T4+ C.
Taigi bendrasis nagrinéjamos lygties sprendinys

y=uw=(—ze ¥ —e *4+C)"=Ce" —x—1.
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Tegu y1,y2 yra kokie nors du ( ) lygties atskirieji sprendiniai. Tada ben-
drasis Sios lygties sprendinys gali buti apibréztas bet kuria i§ formuliy:

— [ ps)ds — [ p(s)ds
y=y1+ Cie 0 , y=y2+Cre ™
- [ p(s)ds
Eliminave i§ jy reskinj e o randame
- C
v _ 2 (2.44)
y—y2 O

Taigi, Zzinant kokius nors du (2.37) lygties atskiruosius sprendinius, visada gal-
ima rasti jos bendraji sprendinj.
P astaba. Pirmosios eilés tiesine diferencialine lygti galima suintegruoti

ir integruojamojo daugiklio metodu (Zr. skyrelj). I$ tikryjy, padaugine
fp(s) ds
abi ( ) lygties puses i$ eksponentés e pastaraja lygti galima perrasyti
taip:
fp(s)ds , fp(s) ds

(y@er ) = s@e

Integruodami abi Sios lygties puses kintamuojo x atzvilgiu nuo x( iki x gausime
formule

p(s) ds p(s)ds

e 3]
y(z)ewo :/f(t)e”0 dt + C,

kuri (padalinus i§ tos pacios eksponentés) sutampa su ( ) formule.
Kai kuriy netiesiniy lygéiy sprendima galima suvesti j tiesiniy lygéiy spren-
dima. Netiesiné lygtis

Y +p@)y = flx)y®, a#0 ir a#l (2.45)

yra vadinama Bernulio lygtimi. Tarkime, y # 0. Padaline abi lygties puses i3
y%, perrasysime ja taip:

Yy @) 1 d/ 1 p@) _ oo
+ P =) & (i) + f@).

ya ya—l 1— Oé% a—1 ya—l
Tegu z = y'~% nauja nezinoma funkcija'. Tada Bernulio lygtis virsta tiesine
lygtimi
ZI
o pl@)3(e) = (@),

L Atkreipsime démesj j tai kad Bernulio lygtj kartais paprasé¢iau spresti Bernulio metodu.
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kurios bendrasis sprendinys

(a-1) [ p(s)ds T (1-a) [ p(s)ds
wy=e o (040 —a)/f(t)e “ ).

Kartu Bernulio lygties bendrasis sprendinys

—fp(s) ds z (1—) fp(s) ds o
y(z) =e =0 (C’ +(1- a)/f(t)e =0 dt) .

Kai « € (0, 1) Bernulio lygtis turi ypatinga sprendinj y = 0. Kai a > 1 sprendi-
nys y = 0 néra ypatingas. Jis gaunamas is bendrojo sprendinio, kai C' = oc.
Pavyzdys. Isspreskime Bernulio lygtj

Inx
y/ + g _ 27.

- . (2.46)

Akivaizdu, kad y = 0 yra Sios lygties atskirasis sprendinys. Tegu y # 0.
Apibrézkime nauja nezinoma funkcija z = y~!. Tada y = 271, ¢/ = —2'/2?
ir funkcijos z atzvilgiu gauname tiesine lygtj
, 2z Inx
'+ ==
x x
Jos bendrasis sprendinys
z=Inz+1+4Cx.

Taigi nagrinéjamos Bernulio lygties bendrasis sprendinys

1

y:lnx—kl—&—Ca:'

Artindami ¢ia C | oo, gausime atskiraji sprendinj y = 0. ISspresime ( ) lygti
Bernulio metodu. Tegu y = wv. Tada naujos nezinomos funkcijos w ir v turi
tenkinti lygt]

1
v+ ul +ov/z) = u2v2%.

Prilygine nuliui reigkinj skliaustuose gauname tiesine homogenine lygtj v’ +

v/x = 0, kurios atskirasis sprendinys v = 1/x. Kartu funkcijai u gauname
e 1 11 d 1
W= =yt 2 W lnzde
x x? oz u?  x?

su atskiriamais kintamaisiais. Integruodami ja randame

—1/u= —/lnxd(l/x) =—Inz/x—1/x—C.
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Taigi
T 1

uzlnx—i—l—i—Cm yzlnx—&—l—i—Cx'

Tegu M, N ir P yra homogeninés to paties laipsnio funkcijos. Tada diferen-
cialiné lygtis

M (z,y)(zdy —ydr) = N(z,y) dy + P(z,y) dx
keitiniu v = y/x susiveda j Bernulio lygtj

dx

du

+ap(u) = q(u)a’.

Pavyzdys. Isspreskime lygti
zy(zdy — ydz) = y? dy + xy da.
Pazyméje y/x = u gauname Bernulio lygtj

dm+ U 9 1
— r=2x )
U 14+ u? 1+ u?

Sig lygtj isspresime Bernulio metodu. Tegu z = ¢p. Cia ¢ ir p yra ieSkomos
kintamojo v funkcijos. Tada ' = ¢'p + qp’ ir pastaraja lygt] galima perraSyti
taip

2,2

’ / u ) _qap

Prilygine reigkinj skliaustuose nuliui, gausime lygtj

, u
—* p=o
b +1—|—u2p

Sios lygties atskirasis sprendinys
1
p=
V1+u?
Tada funkcijai ¢ gauname lygtj su atskiriamais kintamaisiais

q q° dg _ du

= = — 75 -
e @+ T @ Grape

Suintegrave abi Sios lygties puses gauname bendrajj integrala

1 U L
g V14u?
I5 Sios lygties randame
V14 u?

q:_u—i—C\/l—f—u?.
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Taigi

xTr =

1 (7 V1+u? )7 -1
Vi+uz\ w4+ CvV1+u? w4 CV1+u2

Grijze prie seny kintamyjy x ir y gausime nagrinéjamos lygties bendrajj integrala,

y+CyVy?+a2=—-1

Pavyzdys. Isspreskime lygti
22y +yr 4+ =2y +1)%
Keitiniu y + 1 = u pastaroji lygtis susiveda j lygtj
/ 2 2 2
22 4 2u = 20 & (E) +2. 22 7(2) .
x r T x\x
Pazyméje u/xr = w gauname Bernulio lygtj
2 2
w + Zw = Zw?.
x x
Pastaroji lygtis keitiniu 7 = 1/w susiveda  tiesine lygtj
, 2 2
- 4+ —r=—.
x x

Ja atitinkanc¢ios homogeninés lygties bendrasis sprendinys rj, = Cz2, o atskirasis
sprendinys r, = 1. Todél gautos tiesinés lygties bendrasis sprendinys » = 1 +
Cz?. GrjZe prie kintamyjy z, y randame nagrinéjamos lygties bendrajj sprendinj

- _r
Y71 + Ca?
Netiesiné lygtis
y +p(@)y +a(z)y® = f(x). (2.47)

yra vadinama Rikacio lygtimi. Bendruoju atveju ji neintegruojama kvadraturo-
mis”. Taciau jeigu zinome kokj nors atskira jos sprendinj y = y; (), tai apibréze
nauja nezinoms funkcija z = y — y; gausime Bernulio lygtj

(@) + [p(x) + 2q(2)y1]2(2) + q(2)2° (z) = 0.

Pastaroji lygtis keitiniu z = 1/u susiveda ] tiesing lygtj.
Tegu y.y2,y3 — trys skirtingi Rikacio lygties sprendiniai, o y — bendrasis
sprendinys. Tada
1 1 1

uy = ) Uz =
Y2~ Ys — Y1

u = y
Yy—u

1Jeigu sioje lygtyje x laikyti priklausomu kintamuoju, o w — nepriklausomu, tai lygtis yra
tiesiné. Tiksliau, tiesiné homgeniné lygtis.

2Sakysime, diferencialiné lygtis yra integruojama kvadraturomis, jeigu jos sprendinj gal-
ima i8reiksti (nebutinai tiesiogiai) elementariomis funkcijomis ir jy neapibréZtiniais integralais
naudojant baigtinj skai¢iy algebriniy operacijy.
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yra tos pacios tiesinés lygties saprendiniai. Todél (zr. ( ) formule)

U — uy
- — =C
U2 — Uy

arba

Y—92 :Cy3_y2.
Yy—U Ys —
I paskutinés formulés matome, kad Rikacio lygties bendrajj sprendinj galima
rasti, jeigu zinome kokius nors tris skirtingus jos sprendinius.
Pavyzdys. Isspreskime Rikacio lygtj

y' = —y? 4+ 2ysinz + cosz — sin® z.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad funkcija y;1(x) = sinx yra Sios lygties atskirasis
sprendinys. Apibrézkime nauja nezinomg funkcija z = y — sinz. Tada y =
z+sinz, y = 2’ + cosz ir naginéjama lygtis susiveda j Bernulio lygt]

zZ = —zZ".

Si lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais ir jos bendrasis sprendinys

1
x4+ C’

Taigi nagrinéjamos Rikacio lygties bendrasis sprendinys

1

e C + sinx.

y:
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2.7 PIRMOS EILES DIFERENCIALINES LYGTYS
SIMETRINEJE FORMOJE

Nagrinéjant lygtj

dy
y=Ffy: =2 @y ed,
kartais ja patogu perraSyti taip:
dx 1
I/:g(l’,y); $/:7a g(x,y):

dy flzy)

Pastarasias dvi lygtis galima apjungti j viena, neiSskiriant nei vieno i§ kinta-
muyjy. Tiksliau pirmos eilés diferencialine lygti, isreiksta iSvestinés atzvilgiu,
galima uZraSyti simetrinéje formoje

M(z,y)dx+ N(x,y)dy = 0; (2.48)

¢a M ir N — tolydZios srityje G funkcijos.

Jeigu bent vienas i§ koeficienty M arba N taske (xg,y0) € G nelygus nuliui,
tai ( ) lygti, pakankamai maZoje Sio tasko aplinkoje, galima suvesti i lygtj
iSreiksty iSvestinés atZzvilgiu. Jeigu kokiame nors taske (zg,y0) € G abu koefi-
cientai M ir N lygus nuliui, t.y.

M(x()ayo) = N(x07y0) = Oa

tai sakysime, kad taskas (xg,yo) yra ypatingas taskas. Taigi nagrinéjant difer-
encialines lygtis simetrinéje formoje nauja yra tai, kad abu koeficientai M ir N
gali buti lygus nuliui. Atkreipsime démes;j j tai, kad ankstesné teorija neatsako i
klausimus ar egzistuoja integraliné kreivé einanti per ypatinga taska, kiek tokiy
integraliniy kreiviy yra, kaip elgiasi integralinés kreivés arti ypatingo tasko.
Be to, ( ) lygties atveju integraliné kreive gali turéti liestine lygiagrecia bet
kuriai i§ koordinaciy agiy ir ji ne butinai eina nuo vieno srities krasto iki kito
(pavyzdziui ji gali buti uzdara) ir t.t..
Ypatingy tasky pavyzdziai.

1. Lygties
rdy —ydr =0

integralinés kreives yra spinduliai y = kz iSeinantis iS koordinaciy pradzios
(zr. pav.). Taskas (0,0) yra Sios lygties ypatingas taskas. Tokio tipo
taskas yra vadinamas zvaigZdiniu mazgu.

2. Lygties
ydy +xdr =0
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integralinés kreivés yra apskritimy seima 22 + y? = C? su centru koordi-

naciy pradzioje (7r. pav.).
Y Y
A
2.12 pav. 2.13 pav.

Taskas (0,0) yra Sios lygties ypatingas taskas. Tokio tipo taskas yra vadi-
namas centru.

Tegu taskas (x0,y0) € G néra ypatingas taskas. Tada egzistuoja tokia jo
aplinka, kurioje arba M (z, 1) # 0 arba N(z,y) # 0. Sioje aplinkoje (2.18) lygtis
yra ekvivalenti vienai i§ lygéiy

y:_me7 oo _Nay) (2.49)
N(z,y) M(z,y)
Todél (2.48) lygties sprendinj galima apibrézti kaip vienos i§ (2.49) lyg¢iy spren-
dinj.

Diferencialinés lygties simetrinéje formoje atveju Kosi uzdavinys formuluo-
jamas taip pat kaip nesimetrinés lygties atveju. Reikia rasti ( ) lygties inte-
graline kreive, kuri eity per taska (xo,yo). Jeigu taskas (xg,yo) néra ypatingas
taskas ir funkcija y = p(z) (arba x = ¥ (y)) yra Kosi uzdavinio

M(z,y)dx + N(x,y)dy =0, y(zo) = yo (arba x(yo) = 7o)

sprendinys, tai ji yra vienos is ( ) lygéiy sprendinys. Todél nagrinéjant ( )
lygtj islieka teisingi visi ankstesniy skyreliy apibrézimai ir teiginiai, turintis
lokaly charakterj.

Srityje G (2.48) lygtis apibrézia krypéiy lauka. Tiksliau § lauka apibrézia
viena i3 lygéiy

r_ M@y, __Ny)
N(z,y)’ M(z,y)

Todél krypéiy laukas yra apibréztas kiekviename neypatingame srities G taske. 1
8i kryp¢iy lauka jeina ir kryptys lygiagrec¢ios koordinaciy asims. Priminsime, kad
integraliné kreivé tai sprendinio grafikas. Todél kiekviena glodi kreivé gulinti
srityje G yra integraliné kreivé, jeigu jos kiekviename taske liestinés kryptis
sutampa su lauko kryptimi. Bet kurios dvi integralinés kreivés gulin¢ios viena-
ties srityje ir turin¢ios bendra taska, sutampa bendroje ju apibrézimo srityje. Be
to, kiekviena glodi kreive, kurios visi taskai yra ypatingi yra integraliné kreive.

Reikalavimas, kad integraliné kreivé buty apibrézta lygtimi y = ¢(x) arba
lygtimi « = ¢ (y) yra susijes tik su sprendinio apibrézimu. Bendru atveju in-
tegraline kreive galima apibrézti kaip bet kokia glodzig kreive, kurios liestinés
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kryptis kiekviename taske sutampa su lauko kryptimi. Kiekvieno savo tasko
aplinkoje tokia kreivé yra funkcijos grafikas. Tac¢iau visoje srityje G ja ne visada
galima apibreézti kaip funkcijos, apibréztos iSreikstine forma, grafika. Daznai ji
yra apibréziama lygtimi U(z,y) = 0.

Apibrézimas. Tegu G yra ( ) lygties vienaties sritis. Sakysime,
funkcija U € C(G) yra leistina, jeigu:

1. Lygtis
U(%y) = U(‘r07y0)7 (‘r07y0) € G (250)

turi vienintelj sprendinj y = ¢(z) (arba z = ¢(y)) apibrézta kokioje nors
tasko x¢ aplinkoje (tasko yo aplinkoje).

2. p(z0) = yo (arba ¥(yo) = o).

Apibrézimas. Leistina funkcija U yra vadinama (2.48) lygties inte-
gralu srityje G, jeigu V(xo,yo) € G neireikstine (2.50) lygtis apibrézia (2.48)
lygties sprendinj ir jo grafikas eina per taska (zo, yo).

2.9 teorema. Leistina funkcija U yra (2.48) lygties integralas srityje G tada
ir tik tada, kai U(x, p(z)) = const, Vz € {(a,b), jeiguy = p(x) yra (2.48) lygties
sprendinys intervale {(a,b) arba U(¢(y),y) = const, Vy € {(«, B), jeigu x = ¥(y)
yra (2.48) lygties sprendinys intervale {(«, [3).

<4 Tegu U yra (2.48) lygties integralas srityje G ir y = ¢(x), = € {(a,b) yra
Sios lygties sprendinys (atvejis, kai sprendinys apibréziamas lygtimi = = 9 (y),
nagrinéjamas analogiskai). Kadangi sritis G yra (2.48) lygties vienaties sritis,
tai pagal integralo apibrézima funkcija y = ¢(x) pakankamai maZoje kiekvieno
tasko xo € (a,b) aplinkoje sutampa su lygties

U(z,y) = U(zo, p(x0))
sprendiniu. Todél sioje aplinkoje U(x, p(z)) = U(zo, ¢(x0)). Taigi
Uz, p(x)) = const

kiekvieno tasko xy € (a,b) pakankamai mazoje aplinkoje. Kadangi tagka z €
(a, by pasirinkome laisvai, tai U(z, ¢(z)) = const, Vz € (a, b).

Tegu y = p(z), € (a,b) yra (2.48) lygties sprendinys, tenkinantis pradine
salyga ©(zo) = yo, (zo,y0) € G (atvejis, kai x = 1(y) yra Sios lygties sprendinys,
nagrinéjamas analogiskai) ir U(z, ¢(x)) = U(zo,¥0), Y& € (a,b). Tada funkcija
y = ¢(x) yra (2.50) lygties sprendinys. Tadiau §i lygtis turi vienintelj sprendinj.
Todél jis sutampa su ¢(x). Taigi funkcija U(x,y) yra (2.48) lygties integralas
srityje G. >

Apibrézimas. Jeigu funkcija U(z,y) yra ( ) lygties integralas sri-
tyje G, tai lygybeé

U(:L‘, y) =C;

¢ia C' laisva konstanta, vadinama ( ) lygties bendruoju integralu srityje G.
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Pavyzdys. Rasime lygties
2zydx + (y* — 2?)dy =0

bendraji integralg. Akivaizdu, kad y = 0 yra Sios lygties sprendinys. Tegu
y #0ir z/y = u. Tada = uy, de = udy + y du ir naujos ieskomos funkcijos u
atzvilgiu gauname lygtj

A +ud)dy +2fudu=0 < %+ fid;“; —0
su atskiriamais kintamaisiais. Suintegrave ja randame
In|y| +In(1+4?) =In|C|, C#O0.
arba ) )
Y Jy“x —C & 2+y-C/2)*=(C/2)> (2.51)

Paskutiné lygtis apibrézia nesikertanciy apskritimy, su centru taske (0, C/2) ir
spinduliu |C]/2, seima. Todél V(xg,yo) € R?\ (0,0) lygtis

v+ yg+ag
Y Yo

apibrézia vienintele integraling kreive. Kartu pirmoji is (2.51) formuliy apibrézia
nagrinéjamos lygties bendrajj integrala V(z,y) € R? \ (0,0). Sprendinys y = 0
jeina j 8ig formule, kai C' = oc.

Tegu U yra ( ) lygties integralas srityje G. Tada Sioje srityje

Uz(z,y)de 4+ Uy(x,y) dy = 0.

Sugretine $ig lygybe su (2.48) lygtimi matome, kad funkcija U yra (2.48) lygties
integralas srityje G tada ir tik tada, kai koeficientai M ir N Sioje srityje yra
proporcingi funkcijos U dalinéms isvestinéms U, ir Uy, t.y.

N(z,y)Us(z,y) = M(x,y)Uy(z,y), V(z,y)€G.

Kiekvieno neypatingo srities G tao (g, yo) aplinkoje galima apibrézti ben-
draji ( ) lygties sprendinj, kaip vienos i§ ( ) lyg¢iy bendrajj sprendinj.
Tegu y = ¢(x,C) yra pirmos i§ ( ) lygciy bedrasis sprendinys. Kadangi sri-
tyje G integralinés kreivés nesikerta, tai funkcija ¢(z, C') yra grieztai monotoni-
né, kintamojo C' atzvilgiu, funkcija. Todel lygtis y = ¢(x, C') apibrézia funkcija
C = U(x,y), kuri yra grieztai monotoniné funkcija kintamojo y atzvilgiu. Pa-
gal savo apibrézima funkcija U yra leistina. Be to, kiekvienam ( ) lygties
sprendiniui y = ¢(x), kurio grafikas guli minétoje neypatingo tasko aplinkoje,
U(z, p(x)) = const. Todél §ioje aplinkoje U yra (2.48) lygties integralas. Taigi
bendrasis integralas U(z,y) = C' gaunamas i§ bendrojo sprendinio y = ¢(z, C')
i8sprendus 8ig lygti C atzvilgiu. Galima jrodyti ir atvirkscéig teiginj.
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Tegu Uy yra koks nors kitas (2.48) lygties integralas tasko (xg,yo) aplinkoje.
Pagal integralo apibrézima

Uz, o(z,C)) = C, Ui(z, p(x,C)) = &(C)

pakankamai maZoje tasko xg aplinkoje. Todél galime tvirtinti, kad pakankamai
maZoje tasko (xo,yo) aplinkoje

Ui(z,y) = ®(U(z,y))

Antra vertus, jeigu ® yra bet kokia funkcija ir ®(U) yra leistina funkcija, tai
U, = ®(U) taip pat yra integralas, nes iSilgai sprendinio jis yra pastovus kartu
su integralu U. Taigi jrodéme tokj teiginj.

2.10 teorema. Tegu G yra vienaties sritis ir (zg,yo) € G. Tada pakankamai
mazoje tasko (x,yo) aplinkoje egzistuoja (2.48) diferncialinés lygties integralas
U. Be to, jeigu ®(U) yra leistina funkcija, tai

Uy = ®(U)

taip pat yra (2.48) lygties integralas ir pastaroji formulé apibréZia visus Sios
lygties integralus nagrinéjamo tasko (xo,yo) pakankamai maZoje aplinkoje.

I8nagrinésime kelis pavyzdzius.

1. 2dy —yde =0, G = {(z,y) : @ > 0,y > 0}. Sios lygties bendrasis
sprendinys y = C'z. ISsprende pastaraja lygti C' atzvilgiu, gausime bendrajj
integrala y/x = C.

2. ydy+xzdx =0, G = {(z,y) : x > 0,y > 0}. Suintegrave 8ig lygti,
gausime bendrajj integrala y? + 22 = C. Issprende pastaraja lygti y atzvil-
giu, gausime bendrajj sprendinj y = vVC — 22, 0 < C < oo. Atkreipsime
démesj j tai, kad sprendinio apibrézimo sritis priklauso nuo C. Tiksliau
sprendinys yra apibréztas intervale (0,v/C).
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2.8 PILNUJU DIFERENCIALU LYGTIS
Lygtis
M(z,y)dz+ N(z,y)dy =0 (2.52)

vadinama pilnyjy diferencialy lygtimi srityje G, jeigu Sioje srityje egzistuoja
diferencijuojama funkcija U = U(x, y) tokia, kad

M(z,y)dx + N(z,y) dy = dU(z,y). (2.53)
Pilnyjy diferencialy lygtj galima perraSyti taip:
dU (z,y) = 0.

Diferencijuojama funkcija y = ¢(x),z € {(a,b) (x = ¢¥(y),y € {(a,3)) yra Sios
lygties sprendinys tada ir tik tada, kai

dU (z,¢(2)) =0, Yz € (a,b) (dU((y),y) =0, Yy € (o, B)),

t.y., kai
Uz, p(z) =C  (U((y),y) = O).

Kadangi U, = M, U, = N, tai tuose srities G taskuose, kuriuose
M?(z,y) + N*(z,y) > 0,
funkcija U yra leistina, t.y. lygtis

U(z,y) = U(zo,yo)

turi vienintelj sprendinj (7r. teorema apie neisreikstine funkcija) y = ¢(z) arba
x = ¢(y), apibrézta kokioje nors tagko xq arba tasko yo aplinkoje ir jj atitinkanti
integraliné kreivé eina per taska (zo,yo). Taigi funkcija U yra (2.52) lygties
integralas.

Akivaizdu, kad ne visuomet egzistuoja diferencijuojama funkcija U tokia,
kad yra teisinga ( ) formulé. Matematinéje analizéje jrodoma teorema (Zr.,
pavyzdziui [0]).

2.11 teorema. Tarkime, funkcijos M, N ir jy dalinés iSvestinés M, N, yra
tolydzios srityje G. Tada

1. Jeigu reiskinys
M(z,y)dz + N(z,y) dy

srityje G yra pilnas diferencialas, tai Sioje srityje

My(z,y) = No(z,y). (2.54)

2. Jeigu srityje G funkcijos M ir N tenkina (2.51) salyga ir sritis G yra
vienajungé, tai egzistuoja funkcija U € C*(Q) tokia, kad

M(z,y)dx + N(z,y) dy = dU(x,y).
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3. Funkcija
(z,y)

Uz,y) = / M (z,y)dz + N(z,y) dy; (2.55)
(wo’yo)

¢ia integralas desinéje — antros rusies kreivinis integralas, (xo,yo) — bet
koks taskas srityje G, Be to, integralo reikSmé nepriklauso nuo integravimo
kelio, t.y. nuo glodZios kreivés, jungiancios taskus (zo,yo) ir (z,y).

Pastaba. Jeigu (2.55) formuléje taskus (zg,yo) ir (x,y) galima sujungti
lauzte su virsunémis taskuose (xo, yo), (zo,y), (z,y), tai

x Y
U(zx,y) z/M(s,y)ds—F/N(sco,s) ds.
Zo Yo

Jeigu sritis G yra igkila, tai taskus (zo,y0) ir (z,y) galima sujungti atkarpa.
Siuo atveju

U(z,y) = /{M(s, k(s —xo) + yo) + kN (s, k(s — xo) + yo)} ds;

zo

k:y_yo, x # xg.
r — X

Pavyzdys. Nagrinésime lygti
1 1
y(l——z)dﬂc-l- (x+—>dy=0.
x x
Jos koeficientai M = y(1 —1/2?) ir N = (x + 1/z) tenkina (2.54) salyga. Todél
pastaroji lygtis yra pilnyjy diferncialy lygtis
dU(z,y) =0,

o jos integrala U galima rasti ( ) formulés pagalba. Jeigu taskus (zo,yo)
ir (x,y) sujungsime lauzte su virsunémis tagkuose (zg, o), (zo,y), (z,y), tai
integralas

x

)
1 1
U(xvy):/y<]—_7)d8+/(1’0+7)d8:xy+g—;[;Oyo_&.
S xO xr Jjo

xo Yo
Jeigu taskus (zg,yo) ir (z,y) sujungsime atkarpa, tai

x

1 1
U(z,y) Z/(yo+k(s—x0))<l—s—2) —|—k<s—|—;> dSZIy‘F%—%yO—%-

Zo
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Taigi, abiem atvejais gavome ta patj integrala. Kadangi integralas yra apibre-
ziamas konstantos tikslumu, tai

C

xy—&-g
x

yra nagrinéjamos lygtis bendrasis integralas, o lygtis

my—i—g:xoyo—i—&
x Zo

apibréZia integraline kreive, kuri eina per taska (zo, yo)-
Jeigu teoremoje ( ) salyga néra patenkinta, tai reiskinys

M(z,y)dx + N(z,y)dy

néra pilnas diferencialas. Tadilau kartais galima surasti funkcija p = p(z,y)
tokia, kad lygtis

w(z,y)M(z,y) dz + p(z, y)N(z,y) dy = 0 (2.56)

yra pilnyjy diferencialy lygtis. Tokia funkcija, jeigu ji egzistuoja, vadinama
integruojamuoju daugikliu.

Remiantis teorema galime tvirtinti, kad (2.56) lygtis yra pilnyjy dife-
rencialy lygtis, jeigu yra patenkinta salyga

(1M)y = (pN)s-
Siq salyga galima perrasyti taip:
pyM — pN = pi(Ny — My). (2.57)

Bendru atveju Sios diferencialinés pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygties spren-
dimas néra lengvesnis uz ( ) lygties sprendima. Taciau kartais jos atskira
sprendinj galima surasti gana lengvai. PavyzdZiui, jeigu egzistuoja diferencijuo-
jama funkcija w = w(x,y) tokia, kad

Ny — M,
T el (08

kur ¢ —tolydi funkcija, tai funkcija
p=plw) = el P

yra integruojamasis daugiklis.
I8 tikryjy, funkcijos p dalinés iSvestinés

dp dp

My—dw'wya Nm:@'wm
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Todeél ( ) salyga galima perraSyti taip:

d
L (@yM = w,N) = p(N, = M,) = 2L = v

Pastarosios lygties bendrasis sprendinys
pu(w) = Cel V) dw

Paéme ¢a C' = 1 randame integruojama daugiklj.
Pavyzdys. Isspresime lygti

(x—y)dz+ (z+y)dy =0.
Nagrinéjamu atveju M, = —1, N, = 1. Todél

Ny — M, 2 o
Mw, — Nwg B (I - y)wy - (l‘ + y)ww o w(w)

Paéme w = 2 + y?, gausime

11
22492 W

Pw) =

Todél I 1 1
dw
—_ )T = —Inw — — — .
plw)=e e iy
Padaugine nagrinéjama lygtj i8 8io daugiklio, perrasysime ja taip:

zdr+ydy xdy—ydzx
$2+y2 {E2+y2 -

Kadangi
1
xdr +ydy = §d($2 +9%), xdy—ydr= $2d(g)7
x
tai pastaraja lygtj galima perraSyti taip:

ld(@®+y?) | dy/z)
2 2ty 1+ (y/x)° -0

Gauta lygtis yra pilnyjy diferencialy lygtis. Jos kairioji pusé yra funkcijos

1
Uz,y) = 3 In(z? +y%) + arctg%

diferncialas. Todél
1 2 2 Yy _
an(x +y°) +arctg= =C
T

yra nagrinéjamos lygties bendrasis integralas. Polinése koordinatése

T =7cosp, Yy=rsinp
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pastaraja formule galima perrasyti taip:
T = Cleitp, Cl = GC.

Taigi nagrinéjamos lygties integralinés kreivés yra spiralés.

Tarkime, (2.52) lygtis yra homogeniné, t.y. funkcijos M ir N yra homo-
geninés to paties laipsnio funkcijos. Tada galima jrodyti, kad integruojamasis
daugiklis

1
xM(z,y) +yN(z,y)

Pavyzdziui, ka tik iSnagrinéta lygtis

M(l‘vy) =

(z—y)de+(z+y)dy=0
yra homogeniné. Todél integruojamasis daugiklis

1 1

o) = vw—y) +ylz+y) 22+y2

Jeigu ( ) lygtis yra homogeniné ir ja galima uZzraSyti pavidalu

v = ely/x),
tai integruojamasis daugiklis
1
wz,y) = —————.
zo(y/z) —y

Tiesinei lygéiai (Zr. skyrelj)

Y +plx)y = f(z)

integruojamasis daugiklis

x

fp(s) ds
p(x) = e
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2.9 PIRMOS EILES DIFERENCIALINES LYGTYS
NEISREIKSTOS ISVESTINES ATZVILGIU

Tegu F' € C(D), D — sritis erdvéje R3. Nagrinésime pirmosios eilés diferencialing

lygti
F(z,y,y") =0, (2.58)

neisreiksta iSvestinés atzvilgiu.
Apibrézimas. Sakysime, funkcija y = ¢(x) apibrézta intervale (a,b)
yra (2.58) lygties sprendinys, jeigu:

1. p € Cl{a,b).

2. (z,0(x), ¢ (x)) € D, Yz € {(a,b).
3. F(z,p(z),¢'(x)) =0, Vze (a,b).
Isskirsime kelis paprasciausius atvejus.

1. Tarkime, funkcija F' nepriklauso nuo kintamyjy « ir y. Tada (2.58) lygtj
galima perraSyti taip:
F(y')=0. (2.59)

Tegu p* yra reali lygties
F(p)=0 (2.60)

Saknis. Tada integruodami lygtj

y' =p",
gausime
y=p'z+C.
Kadangi
Yy — C *
=P
x
yra (2.60) lygties Saknis, tai
-C
(59 -0
x

yra ( ) lygties bendrasis integralas.

Pavyzdys. Rasime lygties
vyt ty —3=0
bendrajj integrala. Lygtis

pPP+p+p—3=0
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turi realig Saknj p = 1. Lygties 3’ = 1 sprendinys

y:x+c(:>y_czl.
T

Taigi nagrinéjamos lygties bendrasis integralas

(5 (5 25

T T

. Tarkime, funkcija F nepriklauso nuo kintamojo y. Tada ( ) lygti galima

perrasyti taip:
F(z,y') = 0. (2.61)

Jeigu $ig lygtj galima iSspresti kintamojo y' atzvilgiu, tai gausime lygtj
su atskiriamais kintamaisiais. PrieSingu atveju patogu jvesti parametra.
Lygtis F(z,u) = 0 kintamyjy z, u plok§tumoje apibrézia kreive. Tarkime,
x = p(p), u = 1(p) yra Sios kreivés parametrinés lygtys, t.y.

F(p(p),v(p)) =0.

Tada (2.61) lygtj galima pakeisti dviem lygtimis

Kadangi

tai parametrinés lygtys

r=o(p), y= / $(p)¢ (p) dp + C

apibrézia (2.61) lygties integralines kreives. Jeigu (2.61) lygti galima
iSspresti kintamojo x atzvilgiu: x = ¢(y’), tai Sia lygti patogu pakeisti
parametrinémis lygtimis: z = ¢(p),y’ = p. Siuo atveju parametrinés lyg-
tys

r = ¢(p), y:/pcp/(p)dp+0

apibrézia (2.61) lygties integralines kreives.
Pavyzdys. Lygtis
T = (y’)g—y'—l
yra iSspresta x atzvilgiu. Todél ja patogu pakeisti dviem parametrinémis
lygtimis

!

y=p xz=p°—-p—1

Kadangi
dy = pdx = p(3p* — 1) dp,
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tai

3 1
y=/ﬁ@f—1wp=ﬂf—yf+0

Todél parametrinés lygtys

3 1
z=p’—p—1, y=1¢—§ﬁ+0

apibrézia nagrinéjamos lygties integralines kreives.

3. Tegu funkcija F' nepriklauso nuo kintamojo z. Tada (2.58) lygt] galima
perrasyti taip:
Fly,y) = 0. (2.62)

Jeigu 8ig lygt] galima iSspresti kintamojo 3’ atzvilgiu, tai gausime lygt}
su atskiriamais kintamaisiais. PrieSingu atveju patogu jvesti parametrs.
Lygtis F(y,u) = 0 kintamyjy y, v plokStumoje apibrézia kreive. Tarkime,
y = p(p), u = ¥(p) yra Sios kreivés parametrinés lygtys. Tada ( ) lygti
galima pakeisti dviem lygtimis

y=wv@), ¥ =1ip).

Kadangi

tai parametrinés lygtys

¢'(p)
y=ﬂm,x=/‘ dp+C

¥(p)
apibrézia (2.62) lygties integralines kreives. Jeigu ( ) lygti galima
isspresti kintamojo y atzvilgiu: y = ¢(y'), tai Sia lygtj patogu pakeisti
parametrinémis lygtimis: y = ¢(p),y’ = p. Siuo atveju parametrinés lyg-
tys

¢'(p
y=wm,w=/);)®+0

apibrézia (2.62) lygties integralines kreives.
Pavyzdys. Lygt]

y2/3 + (y/)2/3 -1
galima pakeisti dviem parametrinémis lygtimis

y = cos®p, v = sin®p.

Kadangi
dy 3cos?p
dv = —7 =———
Y sin® p

sin p dp,
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tai
xr=3p+3ctgp+ C.

Todél parametrinés lygtys
y=cos’p, x=3p+3ctgp+C
apibrézia nagrinéjamos lygties integralines kreives.

Isnagrinésime pirmos eilés diferencialinés lygties neiSreikStos iSvestinés at-
zvilgiu integravimo metoda, jvedant parametra, bendru atveju. Lygtis

F(z,y,p) =0 (2.63)
kintamyjy x,y, p erdvéje apibrézia pavirgiy S C R3. Tegu
x = z(u,v),y = y(u,v),p = p(u,v), (u,v) € Q C R? (2.64)

yra $io pavirSiaus parametrinés lygtys. Be to, tegu kiekvienam tagkui (u, v) € Q
abipus vienareikSmiskai priskiriamas taskas (x,y,p) € S ir yra teisinga tapatybé

F(x(u,v),y(u,v),p(u,v)) = 0. (2.65)

Pastaba. Jeigu ( ) lygti galima iSspresti kurio nors vieno kintamojo
x,y, p atzvilgiu, tai parametrais u, v gali buti kiti du kintamieji.

Tarkime toliau, funkcijos x,y € C1(Q), o funkcija p € C(Q). Tada sarysj
y' = p =dy = pdx galima perraSyti taip:

(Yu — pxy) du + (yo — pxy) dv = 0. (2.66)

Si lygtis yra paprastoji diferencialiné pirmos eilés lygtis simetrinéje formoje,
kintamyjuy u,v atzvilgiu. Tegu v = v(u) (atvejis u = u(v) nagrinéjamas ana-
logiskai) yra 8ios lygties sprendinys ir funkcijos ¢ = z(u,v(u)) iSvestiné nelygi
nuliui. Irodysime, kad funkcija y = ¢(x) apibrézta parametrinémis lygtimis

r=x(u,v(u)), y=y(uv(u))

yra lygties
F(z,y,y") =0 (2.67)

sprendinys. Kadangi funkcijos © = z(u,v(u)) i8vestiné nelygi nuliui, tai egzis-
tuoja atvirkstiné funkcija u = u(z) ir

p(z) = y(u(z), v(u(@)))-

Pagal sudétinés funkcijos iSvestinés skaic¢iavimo taisykle

_ Yu + Yoy

/ _
' () = (Yu + YoVu)Us P
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Jeigu taskas (u,v(u)) yra (2.66) lygties ypatingas taskas, tai y, = pxy, Y» = PTy
ir
+ pTy
= PP puow)|
Loy + TyUy u=u(x)

¢’ ()

Jeigu taskas (u,v(u)) néra (2.66) lygties ypatingas taskas, tai

Yu — DTy
Uy = ——
Yv — DTy
ir
Yu—PTuy
Yu = Yoy, “pay,
¢'(@) = —— = = p(u,v(u)) :
Loy — .Tvm u=u(zx)

Abiem atvejais

¢ (x) = p(u, v(u))

u=u(z) ’

ir i§ (2.63) lygties iSplaukia, kad funkcija y = p(x) yra (2.67) lygties sprendinys.

Teisingas ir atvirks¢ias teiginys. Jeigu funkcija y = ¢(x) yra (2.68) lygties
sprendinys toks, kad (z, ¢(x), ¢’ (z)) € S ir nagrinéjamoje pavirsiaus S paramet-
rizacijoje jj atitinka glodi kreivé v = v(u) (arba u = u(v)), tai funkcija v = v(u)
(arba u = u(v)) yra (2.66) lygties sprendinys. Irodyma galima rasti [3] knygoje.

Jeigu fiksuojame kokj nors taska (ug, vg) € €2, tai tuo paciu fiksuojame taska
(0, Y0,¥0) € S. Todél ( ) lygties atveju Kosi uzdavinyje be pradinés salygos

y(7o0) = Yo (2.68)

reikia papildomai reikalauti, kad ieSkomo sprendinio i§vestiné taske xy sutapty
su y, t.y tenkinty dar ir salyga

y' (o) = yp. (2.69)
2.12 teorema. Tegu (xo,yo,y)) € S ir kokioje nors Sio tasko aplinkoje
1. Funkcija F' ir jos dalinés iSvestinés Fy, Fy, yra tolydZios.
2. Fy(zo,y0,y5) # 0.

Tada galima nurodyti tasko xo aplinka, kurioje egzistuoja vienintelis (2.67)
lygties sprendinys, tenkinantis (2.68) ir (2.69) pradines salygas.

< Pagal neisreikstinés funkcijos teorema ( ) lygti galima vienareik§mis-
kai iSspresti iSvestinés y’ atZvilgiu pakankamai mazoje tasko (zg,yo) aplinkoje.
Tiksliau 8ioje aplinkoje egzistuoja tolydi funkcija f = f(z,y), tokia, kad

y' = f(z,y), (2.70)
f(wo,y0) = yé-
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Be to, funkcija f turi tolydzia daling iSvesting f, ir ja galima rasti pagal neis-
reikstinés funkcijos skaic¢iavimo taisykle

Fy(z,y, f(2,y))
Fy’(xvyv f(xvy)) .

Kadangi funkcija f tasko (xg,yo) aplinkoje tenkina visas (2.1) ir (2.2) teore-
my salygas, tai galima nurodyti tasko x( aplinka, kurioje egzistuoja vienintelis
( ) lygties sprendinys tenkinantis pradine salyga y(zo) = yo. Taigi tasko xg
aplinkoje egzistuoja vienintelé ( ) lygties integraliné kreiveé, einanti per taska
(20, y0) ir turinti Siame taske krypties koeficienta yj. >

Pavyzdziai:

fy('ray) = -

1. Lygtis
y=xzo(y")+ )

yra vadinama Dalambero—Lagranzo lygtimi. Tegu ¢ ir ¥ yra diferencijuo-
jamos funkcijos. Kadangi Dalambero-Lagranzo lygtis yra iSreiksta iesko-
mos funkcijos y atzvilgiu, tai galima tokia lygties parametrizacija

T =ux, y’ =p, Y= xgo(p) + w(p)

Ekvivalenti lygtis simetrinéje formoje
(o(p) — p) dz + [z¢'(p) + 9’ (p)] dp = 0. (2.71)

d
Tai yra tiesiné kintamojo x ir jos iSvestinés d—z atzvlgiu lygtis. Jos bendra
p
sprendinj
x = z(p,C)

galima rasti konstanty varijavimo metodu. Prie pastarosios lygties prijun-
ge lygti
y = zo(p) +4(p),

gausime parametrines lygtis, apibrézianc¢ias Dalambero—Lagranzo lygties
integralines kreives.

SprendZiant (2.71) lygti teko dalinti i§ dp. Todél galéjome prarasti spren-
dinius, kuriems parametras p yra pastovus. Jeigu p = const, tai ( )
lygtis yra teisinga tik tokioms parametry p reik§méms, kurios yra lygties

o) =p

Saknys. Taigi, jeigu pastaroji lygtis turi realias S8aknys p = p*, tai prie jau
rasty sprendiniy reikia prijungti dar sprendinius

y=uzp(p) +¢¥(p), p=0p",

t.y. tieses
y=zp(p*) +¥(p*).
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2. Lygtis
y=ay +¥(y)
yra vadinama Klero lygtimi (ji sutampa su Dalambero — LagranZo lygtimi,
jeigu @(p) = p). Tegu ¢ yra diferencijuojama funkcija. Kadangi Klero
lygtis yra isreikSta ieSkomos funkcijos y atzvilgiu, tai galima tokia lygties
parametrizacija
v=z, y =p y=zp+b(p).

Ekvivalenti lygtis simetrinéje formoje

[+ /()] dp = 0.

Prilygine pirmaji daugiklj nuliui, gausime x +’'(p) = 0, o prilygine antrajj
— p = const. Kiekviena i§ §iy atvejy iSnagrinésime atskirai. Tegu p =
const. Tada parametrinés lygtys

y=xzp+y(p), p=C.

apibrézia Klero lygties integralines kreives. Eliminavus i$ jy parametra p,

gausime

y=aC+¢(C). (2.72)
Siuo atveju Klero lygties integralinés kreiveés yra vienparametriniy tiesiy
Seima.

Tegu = + 9’ (p) = 0. Tada parametrinés lygtys

y=ap+(p), ==—Y(p). (2.73)

apibrézia integraline kreive. Irodysime, kad ji yra ypatinga. Tiksliau jro-
dysime, kad ji yra (2.72) tiesiy Seimos gaubiancioji*. Vienparametriniy
(2.72) tiesiy Seimos gaubian¢ioji yra apibréZiama lygtimis

y—xC+9(C)=0, z+¢'(C)=0,

Akivaizdu, kad sios lygtys sutampa su ( ) lygtimis, jeigu parametra C
pakeisime j p.

Tarkime, kokiame nors taske (z,y) yra patenkinta pirmoji teoremos
salyga, o antroji salyga yra nepatenkinta. Tada negalime tvirtinti, kad per §j
taska eina vienintelé ( ) lygties integraliné kreive, turinti Siame taske ta patj

1Vienparametriniy kreiviy Seimos
O(z,y,C)=0
gaubiancioji yra apibréziama lygtimis
®(z,y,C) =0, Pc(z,y,C)=0.

Be gaubianciyjy pastarosios lygtys gali apibrézti ir kitokias kreives. Taciau jeigu bent viena i§
iSvestiniy ®, arba ®, yra nelygi nuliui ir tuose taskuose, kuriuose yra patenkintos Sios lygtys,
abi yra apréztos, tai minétos lygtys apibrézia tik gaubianciaja.
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krypties koeficienty. Per jj gali eiti dvi ir daugiau integraliniy kreiviy. Tada
tokiame taske
F(z,y,y)=0ir Fy(z,y,y") =0. (2.74)

Eliminave i§ iy lygéiy iSvestine y’, gausime lygtj
O(z,y) = 0.

Pastaroji lygtis apibreézia plok§tumoje Oxy kreive, kuri kartais yra vadinama p -
diskriminantine kreive. Toks pavadinimas yra susijes su tuo, kad ( ) lygtyse
daznai vietoje iSvestinés 3’ yra jraSomas parametras p. Kadangi teoremos
salygos yra tik pakankamos (o ne butinos), tai ne per kiekvieng p — diskrimi-
nantinés kreivés taska eina daugiau kaip viena integraliné kreivé. Tegu funkcija
y = ¢(x), x € {a,b) apibrézia kokia nors p — diskriminantinés kreivés Saka ir
per kiekviena Sios Sakos taska (x,¢(x)) eina dar bent viena integraliné kreive,
turinti Siame taSke ta patj krypties koeficienta. Tada §i integralinés kreives Saka
yra (2.67) lygties ypatinga integraliné kreive, o funkcija y = ¢(z), z € (a,b) —
ypatingas sprendinys.
Taigi, norint rasti lygties ypatinga sprendinj, reikia

1. Rasti p — diskriminantine kreive.
2. Tiesiogiai jsitikinti ar kuri nors jos 8aka yra integraliné kreivé.

3. Jeigu tokia Saka yra patikrinti ar per kiekviena jos taska eina dar bent
viena integraliné kreivé, turinti Siame taske ta patj krypties koeficienta.

Pavyzdziai.
1. Rasti Dalambero — Lagranzo lygties

y=2xy —y° (2.75)

ypatingus sprendinius. Sios lygties p — diskriminantiné kreivé yra apibréziama
lygtimis
y=2xp—p°, 2x-2p=0.

Eliminave i§ §iy lyg¢iy parametra p, gausime y = x2. Tiesiogiai galima jsitikinti,
kad taip apibrézta funkcija néra ( ) lygties sprendinys. Taigi (2.75) lygtis
ypatingy sprendiniy neturi.

2. Rasti Dalambero — Lagranzo lygties

3

4 8
y=z— -y + —y (2.76)

9 27
ypatingus sprendinius. Sios lygties p — diskriminantiné kreivé yra apibréziama
lygtimis

4 8 5 8 9
=r—=-p+=p°, =(— =0.
y=z—gpt o, gb—p)
Is antrosios lygties randame: p = 1 arba p = 0. Istate Sias p reikSmes j pirmaja
lygti, gausime dvi tieses

Yy=x— Y=z

277u
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Tiesiogiai galima jsitikinti, kad pirmoji is 8iy tiesiy tenkina ( ) lygti, o antoji
ne. Taigi pirmoji tiesé yra (2.76) lygties sprendinys. Irodysime, kad §i tiesé yra
ypatingas (2.76) lygties sprendinys.

Tegu y' = p. Tada (2.76) lygti atitinkanti lygtis simetriné¢je formoje yra

8
(1-p)dz—gp(l —p)dp=0.

Suintegrave ja gausime sprendinius: p = 1 ir = 4p?/9 + C. Pirmajj i§ jy
atitinka jau Zinomas (2.70) lygties sprendinys y = x—4/27, o antrajj — sprendinys
parametrinéje formoje

4 9 45, 8 3
- C —z— - 3.
T=9P +0, y==z 9P + o7 P
Eliminave i§ 8iy lygéiy parametra p, gausime lygtj
(y—C)* =(x-0C),

kuri apibrézia pusiaukubiniy paraboliy Seima. Sios pusiaukubiniy paraboliy
Seimos gaubiamoji yra randama i3 lygciy

(y-C)P=(-0C)P° —2y-0C)=-3@-C)

Eliminave i3 juy parametra C, gausime lygtj « —y = 4/27. Taigi tiesé¢ y = x—4/27
yra pusiaukubiniy paraboliy Seimos gaubiamoji. Per kiekviena jos taska eina

dvi (2.76) lygties integralinés kreives (zr. pav.)
Y
Yy=x
y=x—4/27
x

(y—c)?=(x-0)
2.14 pav.

Todél tiesé y = x — 4/27 yra ypatingas (2.76) lygties sprendinys.
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2.10 UZDAVINIAI

1. Izokliniy metodu nubrézkite integralines kreives.

1

(a) v =2z () ¢ = 5@ +y?) -1

/!
() y' =ty (8) yy' +2 =0

_ 2 2
(c) ¥ =2*+y (h) oy =z — ev.
(d) v =y —a2* (i) 22 +y%/ =1

1 N Y

/I _ = .

(e)y_2x y+1 () vy Tty

2. Kintamuyjy atskyrimo metodu iSspreskite lygtis.

(a) y/:17y2' (e) V1—a?dy=+/1—y?dx.
1+ 22 (f) xdy — ydx = zydy + y* dx.

(y—1a (
(c) ¥ =tgzctgy. (h) ¢ =107*v.
(d) A+2?)y’de=2a(y*-1)dy. (i

3. Isspreskite homogenines lygtis.

(@) ¥ = 5. (f) v* + 2%y = wyy

x2 + 92 (g) (22 + 92y = 2zy.
(b) ady — ydz = /22 +y?dx
(c) xcosgdy— (ycosg —2)dz (h) zy —y = ztg(y/z).
(d) (z+ 2xy) de =z dy,x (i) 2y’ = ycos(In(y/xz)).
(e) (x—y)de = (z+y)dy. G) oy = V22— 2 +y.

4. Isspreskite lygtis.

(a) (2z—4y+6)der = 3—z—y)dy. (f) 2zdy + (2*y* + 1)ydz = 0.
b)) (y—z+2y +x-y—1=0. (g) 20/ +z=4-/y.
(©) (y+2)de—(2z+y—4)dy=0. (h) v =y*—2/a>
(d) 2*(y' — @) = y*. (i) 23y +y) = .
) )

X
(e) 22%y = y* + xy. (j
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2.11 ATSAKYMAI

zy = Ce¥™ %,

(e) 2 + 2% £ 21 — C?axy = C?;

x =41y =+l

(a) y

(b) 2% — C? =2Cy,.

(¢) z = Cesin(v/=),

(d) z+y Cx2—0 z=0
)
)

(a) (y—22)°=Cly—az—1)*
(b) (y—z+2)%+22+C.

(c) (y+2)2=C(z+y—1); y = 1—x.
(d) 22 = (22 —y)InCz; y = 22
(e) @ :*y2lnC’x y=0.

(f) 2?yy*InCa?=1; y=0; x=0.

(f) x = liny
(g) (Ce™™ —1)y=2;y=0.
(h) y = —lg(C — 10%).

(i) Ctg% =z+Ciy—z =
2nk, bk =0,%1,.. ..
(g) v* —2? =Cy;y =0.
(h) sin(y/x) = Cu.
(i) y=—2aInlnCx.
)

(j) arcsin(y/z) = signz - InClu;

Yy = =tz.
(&) 23/17 =z (2y7—2) InC(2/y—
(h) 1—2y = C2x3(2+ay); 2y = —2.
(i) y® =Ce ™™ +

xz—1.

() 1z =2—y? = Ce"/2,



3 SKYRIUS

Diferencialiniy lygciy sistemos.
Bendrieji klausimai

3.1 BENDROS SAVOKOS. APIBREZIMAI

Tarkime, funkcijos

(ma1)

Fi:Fi(xvyhyllv"'ayl 7"'7ynuy;7,7"'7y7(7,m"))7 i:172""7n

yra apibréztos srityje G C RN N =my + ...+ m,,.
Lygciy sistema

F1($7y17y117"' ay§m1)7"' aynay;fw"' 7y£Lmn)) = 07
: : (3.1)
. T e U A (1 N,
n(xvylayb ayl 9 7ynayn7 y Yn ) - )

vadinama bendrojo pavidalo paprastyjy diferencialiniy lygéiy sistema, o didzi-
ausias 18 skai¢ius m; - Sios sistemos eile.

Apibreézimas. Sakysime, funkcijos y; = pi(z), i = 1,2,...,n apibréz-
tos intervale (a, b) yra (3.1) lyg¢iy sistemos sprendinys, jeigu:

1. p; € C™i{a,b),i=1,2,...n;

2. Vzx € (a,b) taskas
(Z‘, 901(1‘)7 %0/1(1;)7 e 730§m1)(x)7 o 730n7y;z(x)7 e 7<pglmn)(x)) € G7

3. Vx € (a,b),i=1,2,...,n yra teisinga tapatybé:

F; (xv QOI(:‘C)’ (pll(x)a e awgml)(x)a T Pn, y'/n(z)7 e 79057477%)(1‘)) =0.
Jeigu kintamuyjy ygml), e ,y&m") atzvilgiu funkcijos F; tenkina teoremos apie

neiSreikstine funkcija salygas, tai i8sprende (3.1) sistema $iy kintamuyjy atzvilgiu,
gausime kanonine diferencialiniy lygéiy sistema:

i -1 !

w™ = Ay yhe ™ gy ™),

5 : (3.2)
i -1 !

ygm) = fn(%ylyylu"wy%ml )a"'aynay;u"'ayf(lm ))

iSreiksta auksciausiy iSvestiniy atzvilgiu.
Tarkime, funkcijos

-1 _ .
fi:fi(xayl7yi7"'7y§ml )a"'vynay;w"'7y'§1mn 1))’ 121727“'7”7
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yra apibréztos srityje G C RN*Y N =my + -+ +m,,.
Apibreézimas. Sakysime, funkcijos y; = p;(x), i =1,2,...,n apibréz-
tos intervale (a, b) yra (3.2) lyg¢iy sistemos sprendinys, jeigu:

1. p; € C™i{a,b),i=1,2,...,m;
2. Vz € {(a,b) taskas
(‘T7 (Pl(x), 90/1(37)7 e a(pgmlil) (.’E), U a(Pnay'In(x)a e 7<p’(fbmn71) (.’IJ)) € G;

3. Vz € {a,b), 1 =1,2,...,n yra teisinga tapatybé: gogm")(x) =
-1 w1
file er(@) (@), @™ V@), (e) el (@),
Isskirsime kelis svarbius (3.2) sistemos atvejus. Tegu n = 1, N = m. Tada
(3.2) lygciy sistema apibrézia viena m - tos eilés paprastaja diferencialine lygtj

y(m) = f(.%'7 Y, y/u e 7y(m—1))’ (33)

iSreiksta auksciausios eilés iSvestinés atzvilgiu. Kai m; = --- = m,, = 1, tai
(3.2) lygéiy sistema vadinama normaligja diferencialiniy lygé¢iy sistema

Y1 = fl(xvylva"' 7yn)a
: (3.4)

yn = fn(x7y1ay2"' 7yn)

Irodysime, kad kanonine n diferencialiniy lyg¢iy sistema galima suvesti j nor-
maliaja IV diferencialiniy lygé¢iy sistema.

Tegu
— — _ (mi=1)
21 =Y1,22 =Y1y-++52m; — U1 5
_ — _ ,,(m2—1)
Zmi+1 = Y2, Zmi+2 = Yoy -y Bmi+mo — Yo ’
— _ (mn—1)
Zmi4+mot-Amp_1+1 = Yns oo Fmytmat-4m, = Yn :
Tada (3.2) lyg¢iy sistema galima perrasyti taip:
r_ /o / _ r_
2] = 22,2 = 235y 2y 1 = By B, = J1(T, 21,00, 28),
/ _ / ) / _
Zmi4+1 = RFmi425 9 Pmytma—1 " Fmi+ma) Fmi+ma f2(17, Blyeey ZN)a (3 5)
/ — A
Zmy4dmn 11 = Fmitetma 142,005 EN T fn(xa RBlyees ZN)-

Gauta sistema yra normalioji N diferencialiniy lyg¢iy sistema. Ji yra ekvivalenti
(3.2) lygciy sistemai. Tiksliau jeigu n funkcijy rinkinys ¢1,...,¢, yra (3.2)
sistemos sprendinys, tai N funkcijy rinkinys

—1 —
@17%011"'7g0§m1 )75S0n7%0{n,v§0£lmn 2
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yra (3.5) lygéiy sistemos sprendinys. Atvirksciai, jeigu N funkcijy rinkinys

P1,¥925 .- PN

yra (3.5) lygéiy sistemos sprendinys, tai n funkcijy rinkinys

P1yPmi+ls-r Pmi+dmy_1+1

yra (3.2) lyg¢iy sistemos sprendinys.

Pastaba. Tegun = 1. Tada (3.2) diferencialiniy lyg¢iy sistemoje yra
tik viena lygtis. Todél (3.3) diferencialine lygtj, kaip atskira (3.2) diferenciali-
niy lygéiy sistemos atvejj, galima suvesti j normaligja m diferencialiniy lygciy
sistema. Tegu

Y=Y =Yy Ym =y,

Tada (3.3) lygtis susiveda | m diferencialiniy lygéiy normaliaja sistema

Y= Y2 Y = Y3 Y1 = Ym> U = F(T Y1, Y25 - - Ym)-

Nagrinéjant diferencialiniy lygé¢iy sistemas, nenusizengiant bendrumui, ga-
lima apsiriboti normaliosiomis diferencialinémis sistemomis. Be to, apibrézi-
mus ir teiginius, gautus nagrinéjant normaliaja diferencialiniy lygéiy sistema,
galima performuluoti kanoninei diferencialiniy lyg¢iy sistemai, taip pat ir vienai
paprastajai m - tos eilés diferencialinei lygéiai, iSreikstai auksc¢iausios iSvestinés
atzvilgiu.
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3.2 NORMALIOSIOS DIFERENCIALINIY LYGCIY SISTEMOS

Tarkime, funkcijos f; = fi(x,y1,92 - ,yn), ¢ = 1,2,...,n yra apibréztos
ir tolydZios srityje G C R™!. Nagrinésime normaliyjy diferencialiniy lygéiy
sistema

yi = fl(x7y1ay2"' 7yn)a
: : (3.6)
y';z = fn(xvylay2"' 7yn)'

Jeigu y; = pi(x), i = 1,...,n yra Sios sistemos sprendinys intervale (a,b), tai

aibé tasky
l= {(xayla cee ayn) HEVRS <a7b>ay1 = 501(1')7' oy Yn = @n(f)}

apibrézia kreive erdvéje R™1. Kreivé | yra vadinama integraline kreive. Pagal
sprendinio apibrézima integraliné kreivé [ C G.

Tegu vy = (Y1,---3Yn), f = (f1,.-., fn). Tada (3.0) lygéiy sistema galima
uzraSyti vektorinéje formoje

y' = fx,y). (3.7)

Norint i8skirti kurj nors viena (3.7) sistemos sprendinj i kity reikia pareikalauti,
kad jis tenkinty kokig nors papildoma salyga. DaZniausiai tokia salyga apibré-
Ziama taip:

y(zo) = vo, (wo,y0) € G. (3.8)

Si salyga vadinama pradine arba Kosi salyga. Jiegu (3.7) sistema nagrinésime
kartu su (3.8) salyga, tai tokj uzdavinj vadinsime pradiniu arba Kosi uzdaviniu.
Sio uzdavinio geometriné interpretacija yra tokia: rasti integraline kreive einan-
Cig per taska (zo,yo) € G.

Kiekvienam tagkui (zg,%0) € G galima priskirti tiesés atkarpa erdvéje R™ 1
su krypties koeficientu k = f(xo,¥0), einancia per §j taska. Taip gauname
krypéiy lauka, atitinkanti (3.7) diferencialiniy lygéiy sistema. Kiekvienos inte-
gralinés kreivés [, apibréztos lygtimi y = ¢(z),z € (a,b) krypties koeficientas
taske (zo, o(x0)) lygus ¢'(zg) = f(xo,9(x0)). Todél glodi kreivé I C G yra
integraliné kreivé tada ir tik tada, kai kiekviename jos taske liestinés krypties
koeficientas sutampa su lauko kryptimi tame taske. Taigi suintegruoti (3.7)
lygciy sistema reiskia rasti visas glodzias kreives, gulinéias srityje G, kuriy li-
estinés kryptis kiekviename taske sutampa su lauko kryptimi tame taske.

Kai n = 1 Kosi uzdavinio

y/ = f(x,y), y(l‘o) =Y (39)

sprendinio egzistavimas ir vienatis, konstruojant Oilerio lauztes, jrodytas
skyrelyje. Kain > 1 jrodymas yra visiSkai toks pats. Reikia tik atkreipti démesj
i tai, kad Arcelo-Askoli teorema yra teisinga ir kai n > 1. Todél 8iy jrodymuy ¢ia
nekartosime. Kitame skyrelyje pateiksime kita (3.9) Kosi uzdavinio sprendinio
egzistavimo ir vienaties jrodymo metoda.
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Apibrézimas. Sakysime, sritis G yra vienaties sritis (3.7) diferen-
cialiniy lyg¢iy sistemai, jeigu bet kokie du Sios diferencialiniy lygéiy sistemos
sprendiniai, apibrézti bendrame intervale (a,b) ir sutampantis kokiame nors
taske xg € (a,b), sutampa visame intervale (a,b).

Kiekviena (3.7) diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinj atitinka integraliné
kreivé. Jos projekcija i kintamuyjy y1,...,y, erdve vadinama sprendinio trajek-
torija, o kintamyjy y1,...,y, erdvé — fazine erdve. Jeigu y = ¢(x) yra nor-
maliosios diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinys, apibréztas intervale (a, b),
tai integraliné kreive

I={(z,y) eR" 1y = p(), x € (a,).}

Jos trajektorija yra aibé

{yeR":y =¢(x),x € {a,b)}.

Jeigu kokiame nors taske kertasi dvi integralinés kreivés ir Siame taske juy liestiniy
krypties koeficientai sutampa, tai $iame taske néra KoSi uzdavinio sprendinio
vienaties. Trajektorijos fazinéje erdvéje gali kirstis nepaZeidiant Sios savybés.
Be to, trajektorija gali sutapti su tasku. Tokia trajektorija yra vadinama pu-
siausvyros tasku (kartais ramybeés tasku). Kadangi pusiausvyros taskas yra
pastovaus sprendinio trajektorija, tai taskas y yra pusiausvyros taskas tada ir
tik tada, kai

filz,y) =0,..., fa(z,y) =0, Vz € {a,b).

Istoriskai diferencialiniy lyg¢iy tirimui pirmajj stimula, davé jvairus uzdavi-
niai apraSantys mechaniniy sistemy judéjima.

Pavyzdys. Tarkime, erdvéje R3 yra fiksuota kokia nors koordinagiy
sistema Oxixoxs ir kiekvienu laiko momentu ¢ tagko x € R? padétj galima
apibrézti lygtimis

x1 = x1(t), x2 = 22(t), x5 = 23(1).

Tada ;
b= (a(0), ) 5(0), = 00 o123

2
G = (E(t), da(t), d5(t)), a‘éi:d;g;t), i=1,2,3

yra Sio tasko grei¢io ir pagreic¢io vektoriai. Pagal antrajj Niutono désnj masés
m materialaus tasko x ir jo pagrei¢io &, inertiskos sistemos atzvilgiu, sandauga
lygi jégai f(t,x, ), veikianciai § taska, t.y.

mi = f(t, z,2); (3.10)

¢ia f = (f1, fa, f3). Pazymékime &1 = vq, &3 = vo, &5 = v3, arba trumpiau & = v.
Tada (3.10) vektorine lygtj galima suvesti i dviejy vektoriniy lygéiy sistema

mo = f(t,x,v), & =wv.
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Pastaroji sistema yra ekvivalenti SeSiy diferencialiniy lygé¢iy sistemai

. 1 .
01 = —fi(t,z,v), &1 =y,
m

1
o = — fo(t Lo = 3.11
U mfz( L T,V), &g = Vg, (3.11)

. 1 .
v3 = f3(t,$,1})7 r3 = V3.
m

Siuo atveju faziné erdvé yra kintamuyjy 1, 2, x5, v1, va, v3 erdve. Jeigu funkeijy
rinkinys

z=z(t) = (21(t), 22(t), 23(), v =0(t) = (vi(t), v2(t), v3(1))

yra (3.11) sistemos sprendinys, kai ¢t € (a,b), tai faziné trajektorija yra aibé
tasky
{(z,v) €eRO: 2z =z(t),v =0v(t), tec(a,b)}.

Norint rasti konkretaus tasko judéjimo trajektorijag reikia dar zinuoti 8io tasko
padétj xg ir greicio vektoriy vy pradiniu laiko momentu ¢y, t.y. ieSkomosios
funkcijos, be ( ) sistemos, dar turi tenkinti pradines salygas

x(to) = Zo, ’U(to) = 0.

Toliau nagrinésime Kosi uzdavinj

v = f(z,y), y(zo) = vo- (3.12)

Lygiagreciai patogu nagrinéti vektorine integraline lygtj
) =un+ [ fs.u(5) s (3.13)
xo

Apibrézimas. Sakysime, funkcija ¢ : (a,b) — R™ yra (3.13) vek-
torinés lygties sprendinys, jeigu

1. ¢ € C(a,b);
2. Vz € {a,b) taskas (z,p(z)) € G;

xr
3. Vz € (a,b) yra teisinga tapatybeé o(z) = yo + [ f(s,¢(s)) ds.
o
Jeigu funkcija ¢ yra ( ) vektorinés lygties sprendinys, tai ji tenkina pradi-
ne salyga ¢(zg) = yo; jos i¥vestiné' ¢’ € C{a, b), Vx € (a,b), taskas (z, p(z)) € G
ir yra teisinga tapatybé ¢'(x) = f(z, ¢(z)). Todél funkcija ¢ yra ir (3.12) Kosi
uZdavinio sprendinys. Atvirkstinis teiginys taip pat yra teisingas. Jeigu funkcija
pyra ( ) Kosi uzdavinio sprendinys, tai ji yra ir ( ) vektorinés integralinés
lygties sprendinys.

! Priminsime, kad funkcija f € C(G).
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3.3 EGZISTAVIMO IR VIENATIES TEOREMA

Tegu G yra sritis erdvéje R"*1 funkcija f : G — R" ir f € C(G). Nagrinésime
Kosi uzdavinj

yl = f(m,y), y(l‘o) = Yo, (I07y0> €G. (314)

Jo sprendinj ieSkosime nuosekliyjy artiniy metodu. Nulinj artinj galima pasi-
rinkti laisvai. Juo gali buti bet kokia tolydi funkcija ¢ : {(ag, bo) — R™, tenki-
nanti salyga p(zo) = yo. Tegu

wo(x) =yo, x € (ao,bo): (x,00(x)) € G, o€ (ao,bo)-

Pirmajj artinj apibrésime formule
xT
ore) =+ [ Fseo)ds, 7€ (b
zo

ia intervalas (aj,b;) parenkamas taip, kad (a1,b1) C {ag,bo), V& € (a1,b1)
tagkas (z,¢1(z)) € G ir 29 € (a1,b1). Analogiskai apibréZiame antrajj artinj.
Kitus artinius apibrésime rekurentine formule

ee(x) =yo + /f(svtpkfl(s))dsa z € (ag,br), k=1,2,..; (3.15)

Cia intervalas (ay, by) parenkamas taip, kad (a, br) C (ag—1,bk—1), V& € {ax, b)
taskas (x, pr(z)) € G ir xy € (ak, by). Artiniai apibrézti (3.15) formule vadinami
Pikaro artiniais. Taigi pirmieji £ Pikaro artiniy ¢, ..., ¢ yra apibrézti intervale
(ag, by) ir taskas o yra vidinis Sio intervalo taskas. Be to, kiekviena i§ funkcijy
@k yra tolydi ir tenkina salyga ¢x(zo) = yo.

Irodysime, kad ( ) Kosi uzdavinys, pakankamai maZoje tasko xq aplinko-
je, turi vienintelj sprendinj.

3.1 teorema. (egzistavimo ir vienaties teorema). Tarkime, funkcija f €
C(Q) ir srityje G lokaliai tenkina Lipsico salyga kintamojo y atzvilgiu. Tada

1. Pakankamai maZoje tasko xq aplinkoje egzistuoja (3.11) Kosi uzdavinio
sprendinys.

2. Sritis G yra vienaties sritis.

Teoremos jrodyma iSskaidysime ] tris dalis. Pradzioje tare, kad visi Pikaro
artiniai yra apibrézti bendrame intervale jrodysime, kad Siame intervale jie toly-
giai konverguoja ir ribiné funkcija yra ( ) Kosi uzdavinio sprendinys. Po
to jrodysime, kad visi Pikaro artiniai yra apibrézti bendroje Peano atkarpoje.
Pabaigoje jrodysime, kad per kiekvieng srities G taska eina vienintelé integraliné
kreive.
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3.1 lema. Tarkime, funkcija f kompakte Q C G tenkina Lipsico salyga kin-
tamojo y atzvilgiu ir visi Pikaro artiniai (7r. (3.15) formule) pr, k =1,2,... yra
apibrézti bendrame segmente [a,b]. Be to, taskas (z,¢r(z)) € Q, Vx € [a,b] ir
k=1,2,.... Tada Pikaro artiniy seka {¢y} tolygiai konverguoja segmente [a, b]
ir ribiné funkcija ¢ yra (3.14) Kosi uZdavinio sprendinys.

< Tegu
1/’0:<P07 l[}k:(ﬂk*@k—la k:172a
Eilutes

> n(z) (3.16)
k=0

daliné suma
n

Y wu(z) = pule).

k=0

Todél norint jrodyti sekos {¢r} tolygy konvergavima, pakanka jrodyti (3.16)
eilutés tolyguy konvergavima.

Tegu
M = max ‘f(xay()”
z€[a,b]
Matematinés indukcijos metodu jrodysime, kad Vz € [a,b] ir k = 1,2,... yra

teisinga nelygybé
|z — 20|

o (3.17)

i ()] < VnFMIF!

Kai k = 1 yra teisingas jvertis

1(2)| = loa(o) = ola)| = | [ £ 0(5)) ds] <

| / VAl F(s. o(s))] ds| < ViM]z — o]

Tarkime, ( ) nelygybé yra teisinga kai k = m. [rodysime, kad ji yra teisinga
kai k = m + 1. Pagal sekos {1} apibrézima

(o) = / (£(5:0m(5)) = £ (5 0om-1(s))) ds| <

vertinant & ir kitus Sio skirelio integralus, remsimés nelygybe (Zr. skyrelj)

b
\ / f(z) da

b
< \/ﬁ’ / ()] dx
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| [ Vil s.m (o) = £ o (s)) ds]

Kadangi funkcija f kintamojo y atzvilgiu tenkina LipSico salyga, tai
1 (@)] < | / VAL|gm(8) = fm1(s)] ds| = | / VAL[bn(5)] ds|.
xo Zo

Pasinaudoje indukcing prielaida, gauname

‘m—&-l

[Ym1(2)] < (/\/WMU”'S " ds ‘ \/WMLT”%_
m

Taigi ( ) nelygybé yra teisinga Vk = 1,2, .. ..
Sudarome eilute

o _a k
=|yo|+2%—(‘/m(£! )

Pastaroji eiluté yra maZzoranté ( ) eilutei. Akivaizdu, kad ji konverguoja ir

= lyol + T (V7RO 1),

Pagal Vejerstraso pozymj (3.16) eiluté, kartu ir seka {¢y}, konverguoja tolygiai
segmente [a, b] ir ribiné funkcija ¢ yra tolydi segmente [a, b].

Irodysime, kad funkcija ¢ yra ( ) Kosi uzdavinio sprendinys. Visu pirma
pastebésime, kad o (z0) = yo, Vk = 1,2, .... Todél ir ribiné funkcija ¢(xg) = yo.
Kadangi funkcija f kompakte @ tenkina LipSico salyga kintamojo y atzvilgiu,
tai

f(@,on(@) = f(2,0(2)), =€ la,b],
kai k — oo. Todél ( ) formuléje galima pereiti prie ribos po integralo zenklu.
Taigi funkcija ¢ yra integralinés lygties

) = yo+ / f(s,0(s))ds, t € (a,b)

sprendinys, kartu ir (3.14) Kosi uZdavinio sprendinys. >
Laisvai pasirenkame kokj nors sta¢iakampj

Q: {(:c,y) 6Rn+1 : |£TJ*(£0| < a7|y7y0| < b} CcG.
Kadangi funkcija f € C(G), tai stac¢iakampyje @ ji yra aprézta. Tegu

M= (m?x |f(z,y)|, h=min{a,b/\/nM}, I=][zo—h,xo+h]

Atkarpa I yra vadinama Peano atkarpa.
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3.2 lema. Visi Pikaro artiniai pr yra apibrézti Peano atkarpoje I ir taskas
(z,on(z) €Q.Vx e, k=1,2,....

< Lema jrodysime matematinés indukcijos metodu. Akivaizdu, kad nulinis
artinis g yra apibréztas Peano arkarpoje I ir (z,¢o(z)) € Q, Vz € I. Be to,
pirmasis Pikaro artinis

pr(e) = o+ [ £(s,0(s)ds
Zo
taip pat yra apibréztas Peano atkarpoje I ir Vx € I yra teisinga nelygybé
for(a) = sl =| [ 7o po(s)) ds| < | [ VAl (s, pots))] ds] <
xo o

b

— =0
JnM

VnM|x — xo| < v/nMh < /nM

Todél taskas (x,p1(x)) € Q, Vo € I.

Tarkime, kad k - tasis Pikaro artinis ¢ yra apibréztas Peano atkarpoje [
ir taskas (x,pr(z)) € Q, Vo € I. Trodysime, kad k + 1 - asis Pikaro artinis
yra apibréztas Peano atkarpoje I ir taskas (x,pri1(x)) € Q, Vo € I. Pagal
apibrézima

Pr+1(T) = Yo +/f(s7cpk(s))ds.

Zo

Kadangi taskas (s,¢x(s)) € Q, Vs € I, tai funkcija ¢i1 yra apibrézta Peano
atkarpoje I. Be to,

[pren@) = ol = | [ Fls.(5)) ds| < VMo~ 0] <,

Todél tagkas (z, pr+1(z)) € Q, Ve e I. >

3.3 lema. Tarkime, funkcija f srityje G yra tolydi ir kintamojo y atzvilgiu
srityje G lokaliai tenkina LipSico salyga. Tada bet kokie du diferencialinés lygciy
sistemos

y' = flz,y) (3.18)
sprendiniai, apibrézti bendrame intervale {(a,b) ir sutampantis kokiame nors
taske xo € (a,b), sutampa visame intervale {(a,b).

< Tegu ¢ ir ¢ yra du ( ) lygties sprendiniai, apibrézti bendrame intervale
(a, by, xo € (a,b) ir p(xg) = ¥ (xg). Tada

o(z) = yo + / f(s,0(s))ds, Yz € (a,b),
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(z) =yo + /f(ts:ﬂb(s))ds7 Va € (a,b).

Laisvai pasirenkame segmenta [o, 8] C (a,b) : xo € [a,f]. Kiekviena i3
integraliniy kreiviy
{(z,y) swelo, Bly=w(@)}, {(x,y): 2 €lafly = ()}
yra kompaktas srityje G. Todél egzistuoja Lipsico konstanta L tokia, kad
(2, 0(2) = @, 9(2))] < Lp) - ()

Taciau tada

, Vz €,

(@) - v(@)] = | / (f(@, (@) = Fla,v(@)) ds| <

[Vl sts oo~ s, 0] ds| < v [lets) - wio)|ds

ir pagal Gronuolo lema

p(z) = ¢ ()] = 0,V € [a, f].

Kadangi segmenta [a, 3] C (a,b) pasirinkome laisvai, tai ¢(x) = ¥(z), Vo €
(a,b). >
Paprastoji diferencialiné n — tos eilés lygtis

y(n) = f(xvyay/a cee 73}(”_1)); f G — R? G C Rn+1 (319)

keitiniu
Y=y =y, Y=y

susiveda j normaliaja diferencialiniy lyg¢iy sistema

yi:y27y,2:y37"'7yq/1:f(l'vyla"'vyn)~ (320)

Jeigu funkcijos
y1=¢1(2), .- Yn = Pu()

yra (3.20) diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinys, tai funkcija y = ¢1(x)
yra (3.19) lygties sprendinys. Ir atvirksciai, jeigu funkcija y = ¢(z) yra (3.19)
lygties sprendinys, tai funkcijos

y1 = @),y = eV (2)

yra ( ) diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinys. Ta pati situacija yra ir su
Kosi uzdaviniais. Jeigu funkcijos

Y1 =@1(x), . Yn = onlx)
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yra ( ) diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinys, tenkinantis pradines saly-
gas
y1(z0) = Y10, - - -, Yn(T0) = Yno- (3.21)

tai funkcija y = p(z) yra ( ) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

y(wo) = y10 =0, ¥ (x0) = y20 =05 - -,y V(wo) = ymo :=wg ", (3.22)
Ir atvirksciai, jeigu funkcija y = ¢(z) yra (3.19) lygties sprendinys, tenkinantis
(3.22) pradines salygas, tai funkcijos

Y1 = 90(1')7 ceeyYn = w(n_l)(x)

yra ( ) diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinys, tenkinantis ( ) pradines
salygas.

Jeigu funkcija f € C(G) ir visy kintamyjy, isskyrus z, atzvilgiu srityje G
lokaliai tenkina LipSico salyga, tai ( ) diferencialiniy lyg¢iy sistema tenk-
ina teoremos salygas. Todél pakankamai mazoje tasko xg aplinkoje ji turi
vienintelj sprendinj, tenkinantj (3.21) pradines salygas. Kartu ( ) lygtis turi
vienintelj sprendinj, tenkinantj ( ) pradines salygas. Tiksliau yra teisinga
tokia teorema.

3.2 teorema. Tegu (zo,y0,43:---,¥y ) € G ir f € C(G)NLip.,(G).
Tada pakankamai mazoje tasko xq aplinkoje egzistuoja vienintelis Kosi uzdavi-
nio

y" = flzy sy Y,
y(xO) = Yo, y/(IO) = yé) e 72/(”71)(%0) = yg_l'

sprendinys.
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3.4 SPRENDINIY PRATESIMAS

Apibrézimas. Tegu y = ¢(x),z € (o, () ir y = ¢Y(x),z € (a,b) yra
diferencialiniy lygéiy sistemos

v =flzy), f:G—R" (z,y)eGcR"™ (3.23)
sprendiniai. Be to, tegu («, 8) C (a,b) ir

p(x) = (x), Ve, pb).

Tada sakysime, kad sprendinys y = t(x) yra sprendinio y = ¢(z) pratesimas.

Tarkime, y = ¢1(x), x € (a,b] yra (3.23) diferencialiniy lygéiy sistemos
sprendinys. Tada ji galima pratesti i deSine. IS tikryjy pagal sprendinio api-
brézima taskas (b, ¢1(b)) € G. Todél pakankamai mazoje 8io tasko aplinkoje
egzistuoja Kosi uzdavinio

v = f(z,y), x(b)=i(b)

sprendinys y = @a(z), t € [b,b+ ), ¢ > 0. Tegu

— () = v1(z), x € {a,b];
v =) {(pg(x), € bbte).

Lengvai galima jsitikinti, kad taip apibrézta funkcija yra integralinés lygéiy sis-
temos

o(z) = p(b) + / F(s.p(s)ds, =€ {abte)
b

sprendinys, kartu ir ( ) diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinys. Taigi
sprendinj y = 1 (x) galima pratesti | deSine.

Jeigu y = ¢(z), x € (a, §) yra (3.23) diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendi-
nys ir jj negalima pratesti nei j kaire nei j deSing, tai toks sprendinys vadinamas
pilnuoju, o intervalas («, ) — maksimaliu sprendinio egzistavimo intervalu.

3.3 teorema. Tarkime, funkcija f € C(G)NLipy,,. ,(G) ir taskas (zo,y0) €
G. Tada Kosi uzdavinio

Y = f(z,y), ylxo) =10 (3.24)

pilnasis sprendinys y = (), apibréZtas maksimaliame intervale (a, b) egzistuoja
ir yra vienintelis. Be to, taSkas zg € (a,b) ir kai x — a + 0, arba kai x — b — 0
taskas (z, p(x)) artéja j OG.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [3] knygoje.
Pastaba. Tegu G = (a,b) x R"?, f € C(G) ir 8ioje srityje yra teisinga
nelygybé
[f(@,y)| < p(@)|yl + a(x); (3.25)
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¢ia p ir ¢ tolydzios ir neneigiamos intervale (a, b) funkcijos. Tada kiekviena ( )
diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinj galima pratesti j visa intervala (a,b).
Atkreipsime démesj j tai, kad kiekviena tolydi funkcija f, tiesiné kintamuyjy y
atzvilgiu, tenkina (3.25) nelygybe. Todél kiekvieng tiesinés diferencialiniy lygéiy
sistemos sprendinj galima pratesti j visa intervala (a, b).

Tarkime, (3.23) diferencialiniy lygéiy sistema yra tiesine,

y =colon(yr,...,yn), [ =colon(f1,...,fn).
Tada ja galima perrasyti taip:
y' + P(x)y = q(@); (3.26)
¢ia P(x) = {pi;} yra n x n eilés matrica, ¢ = colon(qu, ..., qn).

3.4 teorema. Tarkime, funkcijos p;; ir ¢; € C(a,b),Vi,j =1,...,nir xy €
(a,b). Tada egzistuoja Kosi uzdavinio

Y + P(x)y = q(x), y(wo)=yo (3.27)

sprendinys, apibréZtas visame intervale (a,b). Be to, sritis G = (a,b) X R™ yra
vienaties sritis.

< Laisvai pasirenkame segmenta [, 8] C (a,b). Juostoje @ = [a, F] x R™
funkcija

f(z,y) = q(x) — P(x)y
tenkina 3.1 lemos salygas. I8 tikryju ji yra tolydi ir kintamojo y atzvilgiu tenkina
Lipsico salyga

[f(@,y) = fz,9)| = [P()(y —y)| < [P(@)lly —y| < Lly —yl;

n
da |P(x)| = > pi(x); L = max |P(x)]. Todél Voo € [a,f3] egzistuoja
ij=1 z€[a,f]
(3.25) Kosi uzdavinio sprendinys, apibréztas visame intervale [« 5]. Kadangi
intervala [, 8] C (a,b) pasirinkome laisvai, tai egzistuoja (3.27) Kosi uzdavinio
sprendinys, apibréztas visame intervale (a, b). Be to, funkcija

f(z,y) = q(x) — P(a)y

tenkina lemos salygas. Todél bet kokie du (3.25) diferencialiniy lygéiy sis-
temos sprendiniai, apibrézti bendrame intervale ir sutampantis kokiame nors jo
taske, sutampa visame intervale. >

Paprastoji diferencialiné n — tos eilés lygtis,

y(n) = f($7y7y/7 s 7y(n—1))7 f :G— R’ G - R7l+1 (328)

keitiniu
n—1

=Yy =Y, Y=y
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susiveda j normaliaja diferencialiniy lygé¢iy sistema

YI = Y2, Yo = Y3s -5 Yn = LT, Y15 Yn). (3.29)

Jeigu funkcija f € C(G)NLip,,,.,(G), tai (3.29) diferencialiniy lygciy sis-
tema tenkina teoremos salygas. Performuluosime §ia teorema (3.28) lygties
atveju.

3.5 teorema. Tegu (x0,Y0,Y8,---,y5 1) € G ir f € C(G) N Lipjge, (G)-
Tada egzistuoja vienintelis Kosi uzdavinio

y™ = f(z,y,y, ...,y V),
1

y(x0) = Yo,y (x0) = Yo, -,y V(wo) = yo .

pilnasis sprendinys y = (), apibréZtas maksimaliame intervale (a,b). Be to,
kai x — a + 0 (arba x — b — 0)taskas (z, o(z),..., " D (z)) — IG.

Pastaba. Tegu (2 yra srities G projekcija j plok§tuma Ozy. Tada inte-
gralinés kreivés

l={(z,y) €ER? 1y = p(x), 2 € (a,)}

tagkai (x, p(z)) nebutinai artéja j srities 2 krastinius tagkus, kai  — a+0 (arba
x—b—0).
Pavyzdys. Nagrinésime lygtj

/

7 Y 12
==(1 .
y'=0+y"7)

Tegu G = {(z,y,¥') : x > 0,y € Ry € R}, Q = {(z,y) : z > 0,y € R}.
Padaugine abi sios lygties puses i$ 3, gausime lygtj su atskiriamais kintamisiais

%) =2 (1 +y*) /.

Suintegrave ja randame

y=-VT— (CaF +Cr
Kai C = —1,C; = 0 atskiras 8ios lygties sprendinys
y=VI=E
taske xo = 3/5 tenkina pradines salygas
y(zo) =4/5, o (w0) = -3/4.

Akivaizdu, kad pastarojo sprendinio apibrézimo sritis yra intervalas (0,1). Kai

x — 0, taskas
(x,V1—a2 —

X
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Kai x — 1, taskas

(x, V1—22 —

T

Taciau kai z — 1, taskas

(z,v/1—22) — (1,0) € Q,

t.y. taskas (1,0) yra vidinis srities  tagkas.
Tarkime, (3.28) lygtis yra tiesiné. Tada ja galima uZrasyti taip:

y™ +pi(@)y" Y 4 4 pa(a)y = g(x). (330)

éi@ lygti atitinkanti normalioji lygéiy sistema

Y1 = Y25 Yno1 = YnsUn = ¢ = P1(T)Ym) — - — Pa(2)01
taip pat yra tiesiné. Jeigu funkcijos py, ..., p, ir ¢ yra tolydZios intervale (a,b),
tai teoremos salygos yra patenkintos. Performuluosime §ia teorema ( )

lygties atveju.

3.6 teorema. Tegu funkcijos p;, ¢ € C(a,b),i =1,...,n ir zy € (a,b). Tada
egzistuoja vienintelis Kosi uzdavinio

y™ 4 pr()y " 4+ pu(a)y = q(a), (3.31)

y(z0) = Yo, ¥ (x0) = Yo, -,y "V (w0) =y (3.32)

sprendinys, apibréZtas visame intervale (a,b).
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3.5 BENDRASIS SPRENDINYS IR BENDRASIS INTEGRALAS

Tarkime, f : G — R", G — sritis erdvéje R**!, f € C(G)NLipy,. ,(G). Tada
egzistuoja vienintelis Kosi usdavinio

y' = f(z.y), (3.33)

y(xo) = yo, (z0,%0) € G (3.34)
pilnasis sprendinys
y = oz, o, y0),
apibréztas maksimaliame intervale I(z, yo). Funkcijos ¢ apibréZimo sritis

D = {(x,z0,90) : ® € I(w0,20), (0,%0) € G}.

Taip apibréztas sprendinys vadinamas ( ) diferencialiniy lyg¢iy sistemos ben-
druoju sprendiniy Kosi formoje.

3.7 teorema. Tarkime, srityje G funkcija f lokaliai tenkina Lipsico salyga
kintamyjy y atzvilgiu. Tada aibé D yra sritis ir kiekvienas (3.33) sistemos
sprendinys y = ¢(x, o, yo) yra tolydi funkcija srityje D.

3.8 teorema. Tarkime, yra patenkintos teoremos salygos ir funkcija
fy =0f/0y: D — R™"

yra tolydi. Tada (3.33) sistemos sprendinys y = ¢(x,xo,yo) srityje D turi
tolydzias dalines iSvestines Qy/dx, Oy/Ox¢ ir Jy/dyo. Be to, daliné isvestiné

oy Oy

8700 = _3740 (w0, 90), Yy = @(z,70,%0), (3.35)

o matricos {0y(x,xo,yo)/Oyo} determinantas

e (ST I) ]Sp Ofesloatoml) 4} a0

Zo

Siy teoremy jrodyma galima rasti [3] knygoje.

Bendrasis sprendinys y = ¢(z, 2o, yo) priklauso nuo n + 1 laisvy parametry
70,0, (T0,y0) € G C R*ML, Kiekvienai fiksuotai parametry porai g, yo bendra-
sis sprendinys apibrézia integraline kreive. Jeigu kitai parametry porai x1,y;
taskas (x1,y1) priklauso Siai kreivei, tai funkcija y = @(z,21,y1) apibrézia ta
patj sprendinj. Jeigu norime, kad skirtingas parametry poras xg,yo ir 1,1
atitikty skirtingos integralinés kreivés, reikia Sias poras parinkti taip, kad taskai
(x0,90) ir (z1, y1) guléty kokiame nors pavirsiuje S, kuris nei viename savo taske
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neliedia integraliniy kreiviy. Tarkime, §j pavir§iy galima apibrézti parametriné-
mis lygtimis

x=h(p), y=g(p), pePr;
Gah: P —Rirg: P— R" - tolydzios funkcijos, apibréztos srityje P C R™.
Be to, tegu nei viena (3.33) diferencialiniy lyg¢iy sistemos integraliné kreivé
nelie¢ia pavirSiaus S. Analiziskai 8ia salyga galima usrasyti taip:

hp(P)  9p(p) }
det P P 0.
{ 1 fhlp)g) |7
Tada kiekviena integraline kreive, kertancia pavirsiy S, atitinka parametras p €
P C R” ir skirtingas parametry p € P reikSmes atitinka skirtingos integralinés

kreivés. Taigi parametry skaic¢iy galima sumazinti nuo n + 1 iki n.
Apibrézimas. Funkcija

y = (z,h(p),9(p)) := ¢(x,p),

apibrézta srityje
{(z,p);x € I(h(p),9(p)), p € P},
yra vadinama ( ) diferencialiniy lygéiy sistemos bendruoju sprendiniu.

Kartais yra nauduojamas kitas, ekvivalentus, bendrojo sprendinio apibrézi-
mas.

Apibrézimas. Sakysime, tolydi funkcija y = ¢(x,C), apibrézta ko-
kioje nors srityje V. C R"*1 yra ( ) diferencialiniy lyg¢iy sistemos bendrasis
sprendinys srityje Go C G, jeigu sritis G yra vienaties sritis ir

1. Y(zo,y0) € Gy lygtis

Yo = ¢(x0,C)

turi vienintelj sprendinj Cy = C(z0, yo).

2. Tagkas (x0,Co) € V ir y = ¢(x,Cp) yra (3.33), (3.34) Kosi uzdavinio
sprendinys.

Garantuoti bendrojo sprendinio egzistavima visoje srityje G negalima. Ta-
¢iau galima jrodyti lokaly bendrojo sprendinio egzistavima.

3.9 teorema. Tarkime, funkcija f € C(G) NLipy,,,(G) ir (xo,yo) € G. Tada
egzistuoja tasko (xo,yo) aplinka, kurioje (3.33) diferencialiniy lyg¢iy sistema turi
bendrajj sprendinj y = ¢(x, C).

Sios teoremos irodymas yra analogiskas teoremos jrodymui. Todél ¢ia jo
nepateiksime.
P avyzdys. Diferencialiniy lyg¢iy sistema

Y| = Y2, Yh= —sinx
tenkina teoremos salygas intervale (—oo, +00). Todél sritis

G= {(xaylayQ) HEUNS (_Ooa+oo)ay1 € (—OO,+OO)7Z/2 € (—OO,+OO)}
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yra vienaties sritis. Suintegrave Sig sistema, gausime
y1 =sinz + Cix + Cy, 1y = cosx + Cf. (3.37)

Irodysime, kad taip apibrézta sprendiniy visuma, priklausanti nuo dviejy laisvy
konstanty C ir Cs, yra bendrasis sprendinys. Srityje D laisvai pasirenkame
taska (zo, Y10, y20). Pareikalave, kad apibrézta ( ) lygtimis integraliné kreive
eity per §j taska, gausime dviejy paprasty lygciy sistema

yio =sinzg + Crxo + C2
Yoo = coszg+ C1.

Pastaroji sistema turi vienintelj sprendinj
C1 =y20 —cosxg, Cz=y10+sinzg — (Y20 — cos T0)To.

Pagal antrajj apibrézima ( ) formulés apibrézia bendrajj sistemos sprendinj.

Atskiruoju (3.33) diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniu vadinsime spren-
dinj, kuris gaunamas i§ bendrojo parinkus konkrecias (jskaitant ir simbolius
+00) visy parametry reikSmes. Taigi bendrasis sprendinys apibrézia n — para-
metrine integraliniy kreiviy Seima, o atskirasis sprendinys yra Sios kreiviy Seimos
atstovas.

Bendrasis sprendinys yra apibréziamas vienaties srityje. Sprendinys, ku-
rio kiekviename taske netenkinama Kosi usdavinio sprendinio vienaties salyga,
vadinamas ypatinguoju sprendiniu.

Pavyzdys. Nagrinésime sistema

Y=Y, Yh=y1, @€ (-00,+00),y1 = 0,y2 € (—00,+00)

Puserdvéje y; > 0 funkcijos f1 = /y1, f2 = y1 yra tolydZios ir turi tolydzias
dalines i8vestines. Todél sritis y; > 0 yra vienaties sritis. Taciau funkcija f;
plokstumos y; = 0 aplinkoje netenkina LipSico salygos. Todél nagrinéjama
sistema gali turéti ypatingus sprendinius. Rasime juos.

Kai y; > 0, nagrinéjama diferencialiniy lygé¢iy sistema turi bendra sprendinj

2
1= (2/24C1)2, o= g(gc/2+cl)3+c2. (3.38)

Be to, Sios formulés apibrézia diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinj puserdvés
y1 > 0 krasStiniuose taskuose y; = 0.

Kai y; = 0, i5 antrosios lygties randame yo = Cy. Taigi plokStumoje y; = 0
guli vienparametriné sprendiniy Seima

Y1 = 07 Y2 = 027

kurios negalima jjungti j ( ) sprendiniy Seima. Kiekvienas §ios eimos spren-
dinys yra ypatingas sprendinys, nes per kiekvieng jo taska y; = 0,y2 = y9o eina
(3.38) Seimos integraliné kreive

2
y1 = (z/2 +Cl)27 Y2 = §($/2+02)3 + Y20-
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Pastaba. Ypatingi sprendiniai gali atsirasti tik vienaties srities krasti-
niuose taskuose. Kadangi srities dimensija lygi n + 1, tai jos krastiniy tasky
aibés dimensija bent vienetu mazesné, t.y. ne didesné us n. Todél gulin¢ios Sioje
aibéje integralinés kreivés negali priklausyti nuo n laisvy parametry. Taciau
gali priklausyti nuo n — 1 arba maZzesnio skai¢iaus laisvy parametry.

Apibrézimas. Tapaciai nelygi konstantai tolydi funkcijg v : G — R
vadinama ( ) sistemos pirmuoju integralu (arba tiesiog integralu), jeigu su
kiekvienu 8ios sistemos sprendiniu y = p(z), « € {(a,b) yra teisinga tapatybé

u(z, p(x)) = const, Vz € (a,b).

Taigi, kiekviename ( ) sistemos integralinés kreives taske integralas jgyja
pastovia reikSme. Be to, $i reik8mé priklauso nuo integralinés kreivés. Galima
irodyti, kad lygtis u(x,y) = C erdvéje Oxy apibréZia n-matj pavirsiy sudaryta
i§ (3.33) sistemos integraliniy kreiviy. Tokie pavirSiai vadinami integraliniais
pavirsiais.

3.10 teorema. Tolydziai diferencijuojama funkcija v : G — R yra (3.33)
sistemos integralas tada ir tik tada, kai

e (2, y) + Dy, (2,9) filz,y) =0, V(z,y) € G. (3.39)

i=1
< Tegu u yra (3.33) sistemos integralas. Pagal apibrézima
u(z, p(x)) = const
kieviename bet kurio ( ) sistemos sprendinio taske. Todél

d

2@, (@) = ua(2, 9(2)) + ZUJ (, p(x))p;(x) =

uw(l'v @(z)) + Zuyz (JC, (P(l?))fz(l‘, 90(58)) =0.

Tarkime, tolydziai diferencijuojama srityje G funkcija u # const tenkina
(3.39) lygti. Tada su bet kuriuo (3.33) sistemos sprendiniu y = ¢(z), = € (a, b)
iSvestine

) = i 0l@) + D (o () il () = 0.
=1

Todél u(x, ¢(x)) = const, Vz € (a,b). >

Tegu u yra (3.33) sistemos integralas klasés C!. I§ integralo apibrézimo is-
plaukia, kad ®(u) su kiekviena diferencijuojama funkcija ® taip pat yra Sios sis-
temos integralas. Taigi vienas sistemos integralas apibrézia visa Seima integraly.
Todél naturalu i8skirti tokius integralus, kuriy pagalba galima apibrézti visus
sistemos integralus.
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Apibrézimas. Sakysime, pirmieji integralai uy,...,u, : Go — R yra
nepriklausoms, jeigu vektoriai uyy, ..., Umy yra tiesiS8kai nepriklausomi srityje
G.

Kitais zodziais tariant integralai uq, ..., u,, yra tiesikai nepriklausomi sri-
tyje Go, jeigu i§ vektoriy uiy, . .., Umy sudarytos matricos rangas lygus m kiek-
viename srities G taske.

3.11 teorema. Tegu srityje Gy C G yra patenkintos (3.33) sistemos spren-
dinio egzistavimo ir vienaties teoremos salygos. Tada

1. Srityje Gy egzistuoja n nepriklausomuy (3.33) sistemos integraly uy, . . ., Uy,.

2. Jeigu uy,...,u, yra (3.33) sistemos nepriklausomi integralai srityje Gy,
tai ¥(xo,y0) € Go lygtis

U(z,y) =U(xo,y0), U = colon(uy,...,u,)

turi vienintelj sprendinj y = ¢(x) pakankamai maZoje tasko xy aplinkoje
ir 8is sprendinys yra Kosi uzdavinio (3.33), (3.34) sprendinys.

3. Jeigu uy,...,u, yra (3.33) sistemos nepriklausomi integralai srityje Gy
ir up4+1 yra koks nors Sios sistemos integralas srityje Gy, tai egzistuoja
diferncijuojama funkcija ¥ : u(Go) — R tokia, kad

Uni1(z,y) = U(ui(z,y), ..., un(z,y)), V(z,y) € Go.

< Pastarosios teoremos jrodyma galima rasti [3] knygoje. >
Apibrézimas. Tegu uy,...,u, yra ( ) sistemos nepriklausomi in-
tegralai srityje Go ir U = colon(uy, .. .,u,). Tada lygybeé

Uz,y) =C, C=U(xo,y0), (zo,%) € G

yra vadinama bendruoju ( ) sistemos integralu srityje Gjp.

Taigi bendrasis integralas srityje Gy apibrézia bet kurj ( ) sistemos spren-
dinj neiSreikstiniu pavidalu. Ir atvirkséiai, bendraji integrala galima gauti i
bendrojo sprendinio y = ¢(x, C), jeigu iSspresime Sia lygtj parametro C atzvil-
giu.
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3.6 AUTONOMINES SISTEMOS

Nagrinéjant autonomines sistemas daznai nepriklausomas kintamasis yra Zymi-
mas raide ¢, o ieskoma funkcija raide x. Prisilaikydami Sios tradicijos nagrinésime
autonomine sistema
z = f(x). (3.40)
Tarkime, funkcija f : Q C R™ — R"™ yra tolydi srityje £ ir Sioje srityje tenkina
Lipsico salyga.
I8 kity sistemy autonominé sistema iSsiskiria viena svarbia savybe.

3.12 teorema. Tegu x =
Tada z = Y(t) = ¢t + ¢),t
temos sprendinys.

o(t),t € (a,b) yra (3.10) sistemos sprendinys.
€ (a—¢,b—c),c € R, taip pat yra (3.40) sis-

< Pagal funkcijos 1 apibrézima
D(t) = @(t+ ) = fp(t + ) = f((1)).

Taigi integraliné kreivé © = ¢(t) gaunama i$ integralinés kreivés = = (t)
poslinkiu teigiama ¢ asies kryptimi dydziu C. >
Isvados:

1. Tarkime,  yra vienaties sritis ir x = x(¢, to, zo) yra (3.40) sistemos spren-
dinys, tenkinantis pradine salyga z(tg) = xo. Tada V¢ i§ maksimalaus
sprendinio egzistavimo intervalo yra teisinga lygybé

x(t+ ¢, to+ ¢, x0) = z(t, to, xo). (3.41)

I8 tikryjy, kai t = tg, reiskiniai kairéje ir deSinéje sutampa su xo. Kadangi
Q yra vienaties sritis, tai jie sutampa V¢ i8 jy apibrézimo intervalo.

2. Imkime ( ) formuléje ¢ = —ty. Tada autonominés sistemos sprendinj
galima uzrasyti taip:

x(t, to, o) = x(t — to,0,20) := (t — to, Z0).

I8 ¢ia iSplaukia, kad autonominés sistemos sprendinys priklauso ne nuo
laiko momento ¢, pradinio laiko momento t; ir pradinio tasko xg, o nuo
laiko atkarpos t — tg ir pradinio tasko xy. Geometriskai 8ig savybe galima
interpretuoti taip. Jeigu dvi autonomineés sistemos trajektorijos turi ben-
dra taSka, tai jos sutampa. I8 tikryjy, tegu zg € ) yra bendras dviejy
trajektorijy taskas. Tada Sias trajektorijas galima apibrézti lygtimis

=@t —1t1,x0), x=(t—1ts,x0).

Akivaizdu, kad jos apibrézia ta pacig kreive.

1 Normaliaja diferencialiniy lyg¢iy sistema & = f(t,z) visada galima suvesti autonomi-
ne sistema & = f(¢,2), { = 1. Taliau tai nepasalina esminio skirtumo tarp autonominiy ir
neautonominiy sistemy. Gauta autonominé sistema neturi pusiausvyros tasky.
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Taigi autonominiy sistemy trajektorijos fazinéje erdvéje, lygiai taip pat kaip
ir neautonominiy sistemy integralinés kreivés, nesikerta. Todeél tyriant au-
tonomines sistemas tikslinga nagrinéti ne jy integralines kreives erdvéje R™*1,
o ju trajektorijas vienetu mazesnés dimensijos erdvéje R™.

Tegu tg = 0. Taskas xg € Q yra ( ) sistemos pusiausvyros taskas, jeigu

o(t,x9) = x9, VteR.

Akivaizdu, kad taskas x¢ yra pusiausvyros taskas tada ir tik tada, kai f(zo) = 0.
Taska o € Q vadinsime (3.40) sistemos paprastuoju tasku, jeigu f(zg) # 0.
Jeigu taskas x( yra paprastasis (3.40) sistemos taskas ir funkcija f yra tolydi, tai
kiekvienas taskas i§ pakankamai mazos tasko xg aplinkos taip pat bus paprastasis
taskas.

Tegu z = (t) yra ( ) sistemos sprendinys, apibréztas V¢ € RY. Jeigu &is
sprendinys yra periodiné periodo 7" > 0 funkcija, tai jj atitinkanti trajektorija
vadinama uZdara trajektorija arba ciklu.

Tarkime, taskas xo yra paprastasis (3.40) sistemos taskas. Jeigu sprendinio
x = o(t,zo) trajektorija v saves nekerta, tai §is sprendinys yra neperiodinis.
Irodysime, kad trajektorija v kerta save tik tuo atveju, kai ji yra uzdara, o ja
apibréziantis sprendinys x = ¢(t, zg) yra periodinis.

Tarkime, trajektorija y kerta save. Tada egzistuoja tokie t1,t2 (1 < t2), kad

@(t1,z0) = ¢(t2, 20).-
Kadangi zg néra pusiausvyros taskas, tai galime tarti, kad
(p(t,],‘o) 7é @(tl,xo), kai t e (tl,tg).

Irodysime, kad sprendinys x = (¢, 2) yra periodiné funkeija su periodu w =
to — t1. I8 tikryjy, funkcija ¢ apibrézta formule

P(t) = ot +w,zp), tE [t —w,ts—w]=[t1 —w,ti]
yra ( ) sistemos sprendinys. Be to,
@(t1 +w,x0) = @(t2, o) = ©(t1, 20).

Remiantis vienaties teorema, sprendiniai = ¢(t + w,zo) ir = (¢, zg) su-
tampa, kai t € [t; — w,t1]. Analogiskai galima jrodyti, kad sprendiniai z =
ot —w,xg) ir & = (t,x0) sutampa, kai ¢t € [ta,t2 + w]. Taip samprotaudami
toliau gausime, kad sprendinj x = ¢(t, z¢) galima pratesti  visa realiy skaiciy
asj R ir yra teisinga tapatybeé

(p(t + w,zo) = (,0(157930)7 vt € R.

Taigi funkcija ¢ yra w-perioding, o jg atitinkanti trajektorija yra uzdara. Kartu
yra jrodyta tokia teorema.

3.13 teorema. Autonominés sistemos trajektorijos gali buti tik tokiy triju
rusiy:
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1. Pusiausvyros taskas.
2. Uzdara trajektorija. Ja atitinka w-periodinis sprendinys.
3. Nekertanti saves trajektorija. Ja atitinka neperiodinis sprendinys.

Nagrinéjant ( ) autonomine sistema svarbu Zinoti ar ji turi uzdary tra-
jektorijy. Kai n = 2 nurodysime dvi pakankamas salygas garantuojancias, kad
(3.40) sistema uzdary trajektorijy neturi.

3.14 teorema. Tarkime, yra patenkinta kuri nors vieng is Siy salyguy:
1. Vektorinis laukas f = (f1, f2) yra potencialus' srityje .

2. Vektorinio lauko divergencija

lef = flwl + f212
srityje € turi pastovy Zenkla.
Tada ( ) autonominé sistema srityje ) neturi uzdary trajektorijy.

< Tarkime priesingai, (3.40) autonominé sistema srityje 2 turi uzdara trajek-
torija v C €2. Sritj, apribota kreive ~, pazymékime raide D. Jeigu yra patenkinta
pirmoji teoremos salyga, tai foy, = fia, ir

0= /(fgml(x) — f12s(2)) da = /divf*(x) dr = /(f*(x%n(x)) dl;

D D ¥

¢ia n(x) yra vienetinis normalés vektorius trajektorijai v taske x, iSorinis srities
D atzvilgiu, o vektorius f* turi koordinates f{ = fo ir fg = —f1. Vektorius f*
yra statmenas vektoriui f. Ta¢iau vektorius f yra statmenas vektoriui n. Taigi
vektoriai f* ir n yra lygiagretus ir

/(f*(x),n(a:)) dl 0.

Y

Gauta priestara jrodo, kad (3.40) sistema negali turéti uzdary trajektorijy srityje
), jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos salyga.
Tarkime, yra patenkinta antroji teoremos salyga. Tada

O;é/divf(x)dx:/(f(x),n(x)) dl =0,
D

Y

nes vektoriai f ir n yra statmeni. Gauta prieStara jrodo, kad ( ) sistema
negali turéti uzdary trajektorijy srityje €2, jeigu yra patenkinta antroji teoremos

salyga. >

1Sakysime, vektorinis laukas f yra potencialus srityje 2, jeigu Sioje srityje egzistuoja dife-
rencijuojama skaliariné funkcija ¢ tokia, kad f = grad ¢.
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Pavyzdys. Tegu f(x) = Az, A € R?2. Vektorinis laukas f(x) yra po-
tencialus, jeigu matrica A yra simetriné. Vektorinés funkcijos f divergencija yra
lygi matricos A pédsakui, t.y. div f(z) = Sp A. Todél tiesiné sistema

T = Ax

plokstumoje R? neturés uzdary trajektorijy, jeigu matrica A yra simetriné arba
jos pédsakas Sp A # 0.

Tarkime, n > 1 ir funkcija f € C}(Q). Be to, tegu srityje Q ( ) sistema
neturi pusiausvyros tasky. Laisvai pasirinkime taska xg € 2. Tada bent viena
is funkcijy fi,..., fn taske xo yra nelygi nuliui. Tarkime, f,(xq) # 0. Tada i§
( ) sistemos galima eliminuoti parametra ¢. Rezultate gausime neautonomine
n — 1 lygé¢iy sistema:

da:,» - fi(an,...,xn)
d‘rn N fn(ml,"';xn)7

i=1,...,n—1. (3.42)

Sios sistemos deSinés pusés yra diferencijuojamos pakankamai mazoje tasko zg

aplinkoje funkcijos. Remiantis teorema egzistuoja sritis €1y, priklausanti
minétai tasko zy aplinkai, kurioje ( ) sistema turi n — 1 nepriklausomus
integralus: uq(x),...,up—1(x).

Parodysime, kad funkcija u yra ( ) neautonominés sistemos integralas
tada ir tik tada, kai ji yra ( ) autonominés sistemos integralas. I8 tikryjy,
(3.42) sistemos sprendiniai randami i§ (3.40) sistemos sprendiniy z = ¢(t) ir
atvirksciai, pakeitus nepriklausoma kintamajj fomulés x,, = ¢, (t) pagalba. Tai
padaryti galima, nes i§vestiné ¢, = f,(¢) # 0. Kartu galime tvitinti, kad
funkcija u yra pastovi isilgai ( ) sistemos sprendiniy tada ir tik tada, kai ji
yra pastovi isilgai ( ) sistemos sprendiniy.

Remiantis Siais teiginiais bei , teoremomis galime tvirtinti, kad
autonominéms sistemoms yra teisingi tokie teiginiai:

3.15 teorema. TolydZiai diferencijuojama funkcija v : Q@ — R yra (3.40)
sistemos integralas srityje () tada ir tik tada, kai Sioje srityje ji yra lygties

sprendinys.

3.16 teorema. Tarkime, srityje Q) néra (3.40) sistemos pusiausvyros tasky.
Tada:

1. Kiekvienam srities ) taskui x( galima nurodyti aplinka, kurioje egzistuoja
lygiai n — 1 nepriklausomi (3.40) sistemos integralai, nepriklausantys nuo
kintamuojo t.

2. Jeigu uy, ..., Un_1,u, yra (3.40) sistemos integralai, nepriklausantys nuo
kintamojo t ir integralai wq,...,u,—1 yra nepriklausomi,tai egzistuoja
diferencijuojama funkcija ¥ tokia, kad w, = U(u1, ..., Up_1)



3.6. AUTONOMINIES SISTEMOS 117

Pastaba. Jeigu zyp €  yra ( ) sistemos pusiausvyros taskas, tai $io
tasko aplinkoje nepriklausomi integralai, nepriklausantys nuo kintamuojo ¢, gali
ir egzistuoti ir neegzistuoti.



4 SKYRIUS

Aukstesnes eilés paprastosios
diferencialines lygtys

4.1 TIESINES LYGTYS

Tegu funkcijos pi,...,pn,q : (a,b) — R yra tolydzios. Nagrinésime tiesine n —
tos eilés diferencialine lygtj

y™ +pi(2)y™ Y 4 pu(a)y = ql). (4.1)

Jos kairigja puse pazymésime Ly. Operatorius L vadinamas tiesiniu diferen-
cialiniu operatoriumi. Jo apibrézimo sritis yra funkcijy erdvé C*(a,b) . Kadangi
funkcija y ir visos jos iSvestinés iki n - tos eilés imtinai jeina j operatoriy L
tiesiskai, tai

1. L(Ap) = ALy, V¢ e C(a,b), NeR.

2. Ll¢+¢) =Lo+Le, Ve, e Ca,b).

Paéme (4.1) lygtyje ¢ = 0, gausime tiesine homogenine n - tos eilés lygt]
y(n) +m (x)y(n—l) +- +pu(z)y = 0. (4.2)

Nehomogeninés lygties sprendimas susiveda j homogeninés lygties sprendima
(7r. 4.3). Todél toliau nagrinésime homogenine lygtj.

Tegu funkcijos ¢ ir 9 yra (4.2) lygties sprendiniai, A € R. Tada Ap ir ¢ + 9
taip pat yra (4.2) lygties sprendiniai. I8 tikryjy

L(Ap) =ALp=X-0=0,

Lip+9)=Le+Lyy=0+0=0.

Isvada. Tegu ¢1,...,¢k yra (1.2) lygties sprendiniai. Tada jy tiesinis
darinys
e=Cipr+---+Crpr, C1,C,...,Ch R

taip pat yra (4.2) lygties sprendinys.
Pavyzdys. Lygtis
y// — 0

turi du atskirus sprendinius y = 1 ir y = x. Todél jy tiesinis darinys
y=C1+ 20,

taip pat yra sprendinys.
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Sias tiesines homogeninés lygties sprendiniy savybes galima performuluoti
taip: tiesinés homogeninés lygties sprendiniy aibé yra tiesiné erdvé. Nulinis
elementas yra funkcija tapaciai lygi nuliui. Dviejy elementy sumos ir sandaugos
i§ skai¢iaus operacijos apibréziamos kaip atitinkamos operacijos su funkcijomis.
Irodysime, kad 8ios erdvés dimensija lygi n.

Apibrézimas. Sakysime, funkcijos ¢1,...,9k : (a,b) — R yra tiesis-
kai nepriklausomos intervale (a,b), jeigu lygybé

Crp1(z) + -+ Crpp(r) =0, Vzx € (a,b)
yra galima tik tuo atveju, kai
Ci=---=C,=0.

Priesingu atveju jos vadinamos tiesiskai priklausomomis. Tiksliau, jeigu egzis-
tuoja konstantos C1, ..., Cy, i§ kuriy bent viena nelygi nuliui, tokios, kad

Cl¢1($)++ck<ﬂk(x) 207 Vo € (a7b)7

tai sakysime, kad funkcijos @1, ..., ¢k yra tiesiskai priklausomos.

Is 8io apibrézimo matome, kad funkcijos 1, ..., @i yra tiesiskai priklauso-
mos, jeigu bent viena i§ jy lygi nuliui. Be to, jeigu prie tiesiskai priklausomy
funkcijy prijungsime dar kelias funkcijas, tai gauta funkcijy sistema bus tiesiskai
priklausoma. Pagaliau dvi funcijos yra tiesiskai priklausomos, kai jos yra pro-
porcingos.

Pateiksime keleta tiesiskai priklausomy ir nepriklausomy funkcijy pavyzdziy.

1. Intervale (—oo,+00) funkcijos 1,z,22,...,2" ! yra tiesigkai nepriklauso-
mos. I3 tikryjy lygybe

Co+Cix+...+Cp 12" ' =0,2 € (—00, +00),

kurioje bent vienas koeficientas C}, # 0, negali buti teisinga visiems z, nes
n — 1 laipsnio algebriné lygtis negali turéti daugiau n — 1 sprendiniy.

2. Intervale (—o0,400) funkcijos sinz ir cosz yra tiesiskai nepriklausomos,
nes juy santikis
sinz

= tanx # const.
cos T
3. Intervale (—oo,+00) funkcijos 1,sin? x, cos? x yra tiesiskai priklausomos,
nes
1 —sin?2 — cos? z = 0.
4. Tegu Aq,..., A\ — skirtingi skai¢iai (realus arba kompleksiniai). Tada in-
tervale (—oo, +00) funkcijos

yra tiesiSkai nepriklausomos.
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< Tarkime priesingai, funkcijos eM®, ..., e ? yra tiesiskai priklausomos.
Tada egzistuoja konstantos C1i,...,Cy, i8 kuriy bent viena nelygi nuliui,
tokios, kad

CieM® 4+ -+ Cre™*® =0 Vze (=00, +00).
Tegu C} # 0. Padaugine paskutine lygybe i§ e~*1% perradysime ja taip:
Ch + Coe™ T oo O T = g,

Kairéje ir desinéje Sios lygybés pusése yra diferencijuojamos funkcijos.
Todél jy iSvestinés taip pat sutampa

CQ()\Q — )\1)60\2_)\1)7; + -+ Ck()\k — )\1)6()‘k_>\1)x =0.

Taigi gavome tokia pacia lygybe, tik joje nariy skaic¢ius vienetu mazesnis.
Tesdami tokius samprotavimus k - tame zingsnyje, gausime

Crk = A—1) -+ (Mg — Ap)ePe—e-v)z —

Tadiau §i lygybé yra galima tik tuo atveju, kai C; = 0. Gauta priestara
jrodo, kad funkcijos e*®, ..., e*® yra tiesiskai nepriklausomos. >

Analogigkai galima jrodyti, kad funkcijos

eMT peMT L gMeMT
e)\Qll/" xe}\zx’ ’xmze)\zw’
e}\k:C7 xe)\kafj’ ’xmkekk;c
yra tiesiskai nepriklausomos intevale (—oo,400); ¢a myq,...,my — sveiki

teigiami skaiciai.

Tegu funkcijos ©1,...,p, € C*71(a,b). I8 8y funkcijy ir jy idvestiniy su-
darome determinanta

PPV@) o8V @) el (@)

Determinantas W yra vadinamas funkcijy sistemos ¢1, ..., ¢, Vronskio deter-
minantu.

4.1 teorema. Jeigu funkcijos @1,...,p, yra tiesisSkai priklausomos, tai jas
atitinkantis Vronskio determinantas tapaciai lygus nuliui.
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< Pagal apibrézima funkcijos ¢1, . .., ¢, yra tiesiskai priklausomos intervale
(a,b), jeigu
Cip1(x) + -+ Crpn(x) =0, V€ (a,b).

ir bent vienas i koeficienty C1, ..., C,, nelygus nuliui. Tarkime, C,, # 0. Tada

C Ch—
Pn(a) = — o (@) = = E g (a). (43)
Funkcijas 1, ..., @, atitinka Vronskio determinantas
p1(z) pa(x) on ()
o1 (x) po(x) o ()
W(z) = : : : ;
A @) @) e T @)

Pakeite jame paskutinj stulpelj pagal (4.3) formule, gausime determinanta

o1(x) 02() (—Srpi(z) = — gc on_1(z))
¢l () Ph(x) .. (—Seh) = = SEre (@)
" V@) @ V@) o (G @) - = St (@)

éi determinanta galima iSskaidyti j n —1 determinanty suma, kiekvienas i§ kuriy
turi du vienodus stulpelius. Todél §i suma tapaciai lygi nuliui. Kartu tapaciai
lygus nuliui ir Vronskio determinantas W. >

Tarkime, ¢1,...,p, yra (4.2) lygties sprendiniai ir W (z) yra Siuos spren-
dinius atitinkantis Vronskio determinantas.

4.2 teorema. Teiginiai:

1. W(z) =0, Vz € (a,b);

2. W(xo) = 0, kokiame nors taske xg € (a,b);

3. Sprendiniai 1, ..., @, — tiesiSkai priklausomi;
yra ekvivalentus.

< Irodysime, kad 1 = 2= 3 = 1.

Tarkime, W(z) = 0,Vx € (a,b). Tada W(xo) = 0 bet kuriame intervalo
(a,b) taske xp. Taigi i8 1 = 2.

Tarkime, W(zo) = 0 kokiame nors taske zo € (a,b). Tada tiesinés ho-
mogeninés lygéiy sistemos

Crpr(mo) +--- -+ - + Cron (o) 0,

Cr" V(o) + -+ Cupl M) = 0
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determinantas lygus nuliui. Todél §i sistema turi netrivialy sprendinj. Pazymeé-
kime jj CY, ..., CY. Funkcija

p(z) = CYp1(z) + - + Crpn(2)
yra (4.2) lygties sprendinys. Be to,
p(x0) = @' (o) = -+ = 9"V (wg) = 0.

Taciau funkcija y(xz) = 0 taip pat yra (4.2) lygties sprendinys ir tenkina tas
pacias pradines salygas. Todeél Sie sprendiniai sutampa, t.y.

C?sﬁl(x) + -+ ngan(x) =0, Vze€(a,b).

Taigi funkcijos ¢1, ..., ¢, yra tiesiskai priklausomos.

Tarkime dabar, funkcijos 1, ..., @, yra tiesiskai priklausomos. Tada vienas
is Vronskio determinanto W (x) stulpeliy yra tiesinis kity stulpeliy darinys.
Todél jis lygus nuliui. >

Isvada. Jeigu ¢1,...,0, yra (4.2) lygties tiesiskai nepriklausomi spren-
diniai intervale (a,b), tai jie yra tiesiSkai nepriklausomi ir bet kokiame intervale
(a,B) C (a,b).
Determinanto
a11(x)  ara(z) ... aip(z)
ag1(x) ag(z) ... agu(z)
Qr) = : .
ap1(x)  apa(z) ... apn(x)
d
isvestine 29 (o0
dx
ay(z) diy(z) ... a,(x) a11(x) ap(z) ... aip(z)
as1(x) age(x) ... agp(x) ag1(x) age(x) ... agn(x)
+ e _|_
ani(z) ana(z) ... ann(z) Upy () ana(x) ..o ap, ()
Todél
p1(x) P2(x) en(z)
o1 (x) P () o ()
W'(z) = 3 : - : . (4.4)
n—2 n—2 n—2
o V@) e V) el )
e (@) V(@) . en ()

Kadangi funkcijos @i,k =1,...,n yra (4.2) lygties sprendiniai, tai

o) = @) = = pa@)er, Vk=1,....n.
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Istate Sias iSraiSkas j (4.4) formule, gausime pirmos eilés tiesine homogenine lygtj
W'(z) = —p1(z)W ().

Jos sprendinys

— [ pi(s)ds
W(z) = W(xg)e "o

Pastaroji formulé vadinama Liuvilio — Ostrogradskio formule. Ji dar karta jrodo,
kad pirmasis ir antrasis teoremos teiginiai yra ekvivalentus.

Kiekvienas (4.2) lygties sprendinys @i,k = 1,...,n vienareikSmiskai api-
bréziamas jo ir jo iSvestiniy (iki n — 1 eilés imtinai) reik8mémis kokiame nors
fiksuotame taske zo € (a,b). Sias pradines reikSmes galima uzraSyti stulpeliu ir
i5 jy sudaryti matrica. Pazymékime taip apibrézta matrica ®(zg) ir pavadinkime
ja pradine matrica. Akivaizdu, kad

W (zo) = det ®(zp).

Taigi (1.2) lygties sprendiniai ¢1, ..., ¢, yra tiesiskai nepriklausomi, jeigu juos
atitinkanti pradiné matrica yra neiSsigimusi' , t.y.

det ‘I)(l‘o) 7é 0.

Kartu ji yra neiSsigimusi ir kiekviename intervalo (a, b) taske.
Apibrézimaas Sakysime, ¢1,s,...,p, yra (4.2) lygties sprendiniy
bazé, jeigu bet kokj Sios lygties sprendinj, vieninteliu budu, galima iSreiksti
pavidalu
o@)=Cro1(x) + -+ Cron(z), Ci,...,Ch eR.

Konstantos C1, ..., (), vadinamos sprendinio ¢ koordinatémis Sioje bazéje.

4.3 teorema. Bet kokie (41.2) lygties sprendiniai o1, . . ., @y, Su neissigimusia
pradine matrica, yra Sios lygties sprendiniy bazeé.

< Tegu ¢1,. .., ¢, yra (1.2) lygties sprendiniai ir pradiné matrica ®(zg) yra
neiSsigimusi. Be to, tegu ¢ yra bet koks (4.2) lygties sprendinys. Tiesinés
nehomogeninés lygciy sistemos

01@1(330) Foeeee + Cn‘ﬁn(xO) = Qp(ajO)a

C1o" V(o) + -+ 4+ Crp' ™ (o) = 9™ (a0)

I Tokie sprendiniai egzistuoja. Juos, pavyzdziui, galima apibrézti kaip (4.2) lygties spren-
dinius ¢;, i = 1,2,...,n, tenkinan¢ius pradines salygas:

gogk)(mo) :6?, k=0,1,...,n—1, =z0 € (a,b).

Siuo atveju P () yra vienetiné matrica ir jos determinantas lygus vienetui.
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determinantas det ®(z) nelygus nuliui. Todél pastaroji sistema turi vienintelj
sprendinj C?, ..., CY. Tada

o(x) = Cpo1(z) + -+ C0p(x), Yz € (a,b),

nes kairéje ir desinéje Sios lygybeés pusése yra (4.2) lygties sprendinys, tenkinantis
tas pacias pradines salygas. Taigi ¢1,..., 9, yra (4.2) lygties sprendiniy bazé,
0 CY,...,C0 yra sprendinio ¢ koordinatés Sioje bazéje. >

Isvada. Jeigu ¢1,...,¢, yra (1.2) lygties tiesiskai nepriklausomi spren-
diniai, tai bet kurj Sios lygties sprendinj ¢ galima iSreiksti sprendiniy ¢1, ..., ¢,
tiesiniu dariniu. Be to, bet kokie n+1 (4.2) lygties sprendiniai @1, ..., ©n, Pnt+1
yra tiesikai priklausomi. I8 trikryjy, jeigu o1, . .., @, yra tiesiSkai nepriklausomi
sprendiniai, tai pagal teorema

@n-&-l(x) = Cl(pl(m) R Cn@n(m)

ir sprendiniai 1, ..., @, Ppr+1 yra tiesiSskai priklausomi. Jeigu sprendiniai ¢,
.., ¢n yra tiesiSkai priklausomi, tai sprendiniai @1, ..., @,, Yn+1 taip pat yra
tiesiskai priklausomi.

Pagal 1.2 teorema (1.2) lygties sprendiniai ¢, . . ., ¢, yra tiesiSkai nepriklau-
somi tada ir tik tada, kai i§ jy sudarytas pradinés matricos determinantas yra
nelygus nuliui kokiame nors taske zg € (a,b). Todél pastaraja teorema galima
performuluoti taip.

4.4 teorema. Bet kokie n tiesiskai nepriklausomi (41.2) lygties sprendiniai
yra Sios lygties sprendiniy bazé.

Tegu 1, ..., p, yra (4.2) lygties sprendiniy bazé. Funkcija
p(x) = Crp1(x) + -+ Cpipn(z), Ci,...,Ch €R (4.5)

yra vadinama (4.2) lygties bendruoju sprendiniu.
Bendrasis sprendinys pasizymi Siomis savybémis:

1. Kiekvienam konkreciam parametry C,...,C, rinkiniui funkcija ¢, api-
brézta (4.5) formule, yra (4.2) lygties sprendinys.

2. Kiekviena (4.2) lygties sprendinj galima iSreiksti (4.5) formule, tinkamai
parinkus parametry C1, ..., C, reikSmes.

Sprendiniy erdvés bazeé, t.y. n tiesiS8kai nepriklausomy sprendiniy, vadinama
fundamentaligja sprendiniy sistema.

4.5 teorema. Tarkime, diferencialinés lygtys
y™ 4 pi(@)y" Y 4 pa(a)y = 0,

su tolydziais intervale (a,b) koeficientais py,qr,k = 1,...,n turi ta pacia fun-
damentaliaja sprendiniy sistemg. Tada Sios lygtys sutampa, t.y.

pr(z) = qp(z),k=1,...,n, Vz € (a,b).
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< Tegu @1, ..., p, yra bendra abiejuy lygéiy fundamentalioji sprendiniy sis-
tema. Pagal teoremos iSvada jie yra tiesiskai nepriklausomi bet kokiame in-
tervale (a, 8) C (a, b). Tarkime, priesingai, kad nagrinéjamos lygtys nesutampa.
Tada egzistuoja indeksas k : pi(z) # qr(z),Ve € (o, (), o visi koekicientai su
maZesniais indeksais yra lygus. Atéme antraja lygtj i$ pirmos, gausime

(pr(@) — au(@))y" ™ + - + (pu(@) — gu(2))y = 0.

Kadangi koeficientas pi(z) — gx(z) # 0, tai pastaroji lygtis yra n —k eilés lygtis.
Be to, intervale (v, 8) ji turi n tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy. Taciau to buti
negali, nes tiesinés lygties tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy skai¢ius sutampa
su jos eile. Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga ir

pr(x) = qp(z),k=1,...,n, Vz € (a,b).

>

I8 vada. Tegu funkcijos ¢1,. .., ¢, € C"(a,b) yra tiesiskai nepriklausomos
intervale (a, b) ir jas atitinkantis Vronskio determinantas W (x) # 0, Va € (a,b).
Tada

p1() pa2(x) on(z) Y
1 () () () j
W@ GV @) Wy V@) e @)y
W) M@)o P y™

yra tiesiné homogeniné n — tos eilés lygtis. Be to, Sioje lygtyje koeficientas
prie ivestinés y(™ lygus vienetui. Norint tuo jsitikinti reikia pastarojoje lyg-
tyje iSskleisti deteminantg paskutiniuoju stulpeliu. Akivaizdu, kad funkcijos
P15 0n yra (4.0) lygties sprendiniai. Pagal teorema, bet kuri kita lygtis,
turinti ta pacia tiesiskai nepriklausomy sprendiniy sistema, sutampa su Sig lyg-
timi. Taigi Zinant tiesinés homogeninés n — tos eilés fundamentaliajg sprendiniy
sistema galima vienareikSmiskai atstatyti ir pacia lygtj.
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4.2 KOMPLEKSINIY KOEFICIENTY ATVEJIS
Nagrinésime tiesine n — tos eilés diferencialine lygtj
y™ i)y 4+ paa)y = g(x) (4.7)

su kompleksiniais koeficientais p1,...,pn, ¢ : (a,b) — C. Kopleksiniy koeficien-
ty atveju (4.7) lygties sprendiniu vadinsime n karty diferencijuojama funkcija
p=1v+iv:

o™ 4+ pi ()Y 4o pu(2)e = q(z), Yz € (a,b).
Jeigu py, = i +isk, k=1,2,...,n, ¢ = g +ith, y = u + v, funkcijos ry, sg, g,
hy u,v: (a,b) = R, tai (1.7) lygtj galima iSskaidyti j dviejy lygéiy sistema
u™ 4y (2)u™ Y — sy (@)™ 4 (2)u — sp(z)v = g(z), € (a,b),

o™ s (@)l £ (@Y et sa(@)ut ra(@)v = h(z), € (a,0).

Si sistema standartiniu budu susiveda i 2n normaliyjy tiesiniy diferencialiniy
lygciy sistema. Tiesinés lygties su kompleksiniais koeficientais atveju pradinés
salygos apibréziamos taip:

y(wo) = i,y (wo) = o0 (4.8)
cia v = ud +ivd, ...,y = ud + i) — fiksuoti kompleksiniai skai¢iai. Atskire

formuléje realias ir menamas dalys, gausime 2n realiy pradiniy salygu
u(zo) = ud,. .. Ju(™ 1)(360) =ud,

v(zo) =09, ..., 0" Y (o) = 0.

Todél teiginius, kurie jrodyti normaliosioms tiesinéms diferencialiniy lygéiy sis-
temoms, galima performuluoti tiesinéms n - tosios eilés lygtims su kompleksiniais
koeficientais. Taigi yra teisinga teorema.

4.6 teorema. Tegu p1,...,pn,q : (a,b) — C yra tolydZios intervale (a,b)
funkcijos, zo € (a,b) ir y9 = uf +iv?, ..., y0 = u® +iv0 — fiksuoti kompleksiniai
skaiciai. Tada (4.7), (4.8) Kosi uzdavinys turi vienintelj sprendinj, apibréZta
visame intervale (a,b).

Be to, islieka teisingi visi apibrézimai ir teiginiai jrodyti skyrelyje. Te-
reikia tik realiy skaic¢iy lauka R pakeisti j kompleksiniy skai¢iy lauka C. Sufor-
muluosime teoremos analoga kompleksiniy sprendiniy atveju.

4.7 teorema. Bet kokie n kompleksiniai tiesiskai nepriklausomi homogeni-
nés lygties
Y™ 4y (2)y Y - p(2)y =0 (4.9)

sprendiniai yra Sios lygties sprendiniy bazé.
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Tarkime, (4.9) lygties koeficientai p1,...,pn : (a,b) — R, 0 ¢1,...,¢n :
(a,b) — C — tiesiskai nepriklausomi 8ios lygties sprendiniai (vir§ kompleksiniy
skaiciy lauko). Pagal teorema jie yra (1.9) lygties sprendiniy bazé. Jeigu
Y = Vi +ivg @ (a,b) — C yra (1.9) lygties sprendinys, tai §; = ¢, — ivy taip
pat yra Sios lygties sprendinys. Be to, lygybé

e+ @)V o+ pala)r =0

yra ekvivalenti dviem lygybém:

(@)Y 4 pala)r = 0,

v 4 pr(@)p Y+t pal@)v = 0.

Taigi, jeigu @ yra (4.9) lygties su realiais koeficientais kompleksinis sprendinys,
tai jo realioji ir menamoji dalys taip pat yra Sios lygties sprendiniai.

Tarkime, pirmieji m sprendiniy yra kompleksiniai, o kiti realus. Tada juos
galima sunumeruoti taip:

©1 :’(/}1 +7;V17¢1 :wl _iyla"'7¢m :¢m _iyma¢2m+17"'790n;
¢ia funkcijos
¢17V1a-~-a7//m,Vm7%02m+1a-~-a</7n : (avb) —R.

Funkcijos
¢17V17--~7¢m7’/ma902m+17--~7%0n

yra (4.9) lygties sprendiniy bazé vir§ realiy skaifiy lauko. Norint tuo jsitikinti
pakanka pastebéti, kad lygybé

Clwl + Covy + -+ + CQm—l'L/)m + OQme + C2m+1802m+1 +-+ Cn‘ﬂn =0
yra ekvivalenti lygybei
1 . 1 N
5(01 —iCy)¢p1 + 5(01 +iC2)P; + -+ + Compr1P2ms1 + -+ - + Crpn = 0,
o pastaroji yra teisinga tik tuo atveju, kai
1 ) 1 .
5(01 —iCy) = 5(01 +iCs) =+ =Copp1 =+ =Cp =0,

t.y. kai
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4.3 KONSTANTY VARIJAVIMO METODAS
Nagrinésime tiesine nehomogenine n — tos eilés lygti
Ly :==y™ +pi(2)y" " + -+ pu(2)y = g(x), =€ (a,b). (4.10)

Tegu 1) yra koks nors atskiras Sios lygties sprendinys intervale (a,b) ir y = ¥+ 2.
Kadangi Lty = ¢, tai z turi tenkinti homogenine lygtj

Lz := 2™ +p1($)2’(n71) + -+ pa(x)z = 0.

Jeigu zinome §ios lygties kokia nors fundamentaligja sprendiniy sistema 1, . . .,
©n, tai jos bendrasis sprendinys

z=Crpo1(x) + - + Cron(x).

Taciau tada
y= ¢(x) + Cl‘Pl(x) +F Cn(Pn(‘r)

yra (4.10) lygties bendrasis sprendinys.

Taigi, jeigu zinome homogeninés lygties fundamentaliaja sprendiniy siste-
ma, tai nehomogeninés lygties sprendimas susiveda j jos atskirojo sprendinio
radima. Pasirodo, kad nehomogeninés lygties atskirajj sprendinj galima surasti,
jeigu yra Zinoma kokia nors homogeninés lygties fundamentalioji sprendiniy sis-
tema. Atskirajj nehomogeninés lygties sprendinj ieskosime konstanty varijavimo
metodu.

Tegu

() = CL(@)pr (@) + - - + Culw)pn(a); (4.11)

¢ia C1,...,C, — ieskomos diferencijuojamos funkcijos, o ¢1,..., ¢, — funda-
mentalioji homogeninés lygties sprendiniy sistema. Suskai¢iuosime funkcijos 1)
iSvestines ir pareikalausime, kad pabraukti nariai buty lygus nuliui.

P(x) = Cr(x)@) () + - + Cn(2)9 () + Cr()er () + - + Cp (@) pn (),

(@) = Cr(z)g) () + -+ + Cu(2) () + Cl(z)) (2) + - - + Cp (2) 0 (),

P D(z) = Cr@)el" V(@) - Cul@)ed D (@) +
Ci(@)el" 2 (@) + -+ Ch(@)p (@),
v (@) = Ci(@)p\™ (@) + -+ Cula)el” () +

o (x)<p(1n71)(a:) 4t C;L(ac)go%nfl)(x).

Padaugine funkcija 1 i8 p,, jos pirmaja iSvestineg i8 p,_1, ir t.t., o n-aja is 1 ir
viska sudéje, gausime

L = Cr Ly + -+ Co Ly +C1p" ) o Gt ™) =
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o™ -+ Ol Y.

Funkcija 1 tenkins ( ) lygti, jeigu paskutinis reiskinys yra lygus g¢. Taigi
funkcijy C1, ..., C! atzvilgiu, gavome n tiesiniy lygéiy sistema

Cr(x)pr(z) + -+ Cp(2)pn(x) = 0,
Cr@)¢i () + - + Ch(z)g(2) = 0,

Ci(@)pl" P (@) + - + Cl (@)l (z) = 0,
Ci@)l" (@) + - + Clh@)pl V(@) = q(2).

=
N~—

Sios sistemos determinantas W(zx) # 0. Todél ji turi vienintelj sprendinj

Wi(x) Wi (x)
] = .. C = :
1(3:) W(.’L‘) ’ ’ n(aj) W(.%‘) )
¢ia Wi,k = 1,...,n yra determinantai, gaunami i§ Vronskio determinanto W,

pakeitus k - ajj stulpelj i colon(0,...,0,q). Taigi

Cr(z) = / I/VI[//lf((j)) ds + Cko;

¢la Cyo — fiksuotos konstantos. Atmete jas ir jstate taip apibréztas funkcijas Cy
i (4.11) formule, gausime atskirajj (4.10) lygties sprendinj.

Tarkime, yra Zinomi m tiesiSkai nepriklausomi homogeninés lygties
sprendiniai @1, ..., @,. Parodysime, kad Sios lygties sprendima galima suvesti

1 tiesinés homogeninés n — m-os eilés lygties sprendima. Vietoje y apibrézkime
nauja ieSkoma funkcija z formule:

y(z) = 801(36)/2(96) dzx.

Tada

Y () = () / 2@)dz + - + g1 ()2 (z),

Istate taip apibrézta funkcija y ir jos iSvestines j ( ), gausime lygtj

Lo, () / 2(@) de + o1 (£)2" D () + - + Q()2(z) = 0.
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Kadangi koeficientas Ly, (z) = 0, tai pastaroji lygtis yra tiesiné homogeniné
n — l-os eilés lygtis. Padaline ja i§ ¢, gausime lygti

=1 4 Pl(x)z(”*m +- 4+ Piq(x)z=0,

kurioje koeficientas prie n — 1-0s eilés iSvestinés lygus vienetui. Be to,
dx \¢1

yra m — 1 tiesiS8kai nepriklausomi $ios lygties sprendiniai (patikrinkite). Taigi
lygties eile sumazinome vienetu ir zinome m — 1 tiesisSkai nepriklausoma sprendi-
nj. Todél m karty apibréze nauja ieskoma funkcija, gausime tiesine homogenine
n — m-os eilés lygtj.

Pavyzdys. Tarkime, yra Zinomas antros eilés lygties

Y +p(x)y +q(x)y =0 (4.13)

netrivialus sprendinys y = ¢(x). ApibréZe nauja ieSkoma funkcija z formule

gausime

y (@) = ¢() / 2(@) de + p(z)2(z),

y'(@) = ¢" (@) / 2(z) do + 2¢' (2)2(2) + o (2)2'(2).

Istate taip apibrézta funkeijos y ir jos i8vestiniy y’, y” reiksmes j (4.13), gausime
funkcijos z atzvilgiu tiesine homogenine lygti

p(2)2 + (p(a)p(z) + 20 (2))2 =0 & (p*(x)2) = —p(2)¢* ()2,
kurios bendrasis sprendinys

©*(r)z = Ce~Jr@)d= o _ C@‘Q(x)e_fp(m) de,

Todél
y=o@ I y=op) / RO Ty

yra ( ) lygties sprendiniai. Akivaizdu, kad jie yra tiesiSkai nepriklausomi.
Todél jy tiesinis darinys yra (4.13) lygties bendrasis sprendinys.
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4.4 TIESINES HOMOGENINES LYGTYS SU PASTOVIAIS
REALIAIS KOEFICIENTAIS

Tegu py,...,p, € R. Nagrinésime tiesine homogenine lygtj

Ly:= y(") +p1y(n—1) +- 4 ppy =0. (4.14)
Sios lygties atskirojo sprendinio ieskosime pavidalu
y = e,

Visu pirma pastebésime, kad realiems A yra teisinga formulé

(n)
(6)\‘70) =AM Yn=1,2,....

Be to, ji islieka teisinga ir kompleksiniams A. Norint tuo jsitikinti, reikia pasi-

nauduoti Oilerio formule
0BT — 0% (cos B + i sin Bi).
Kadangi operatorius L yra tiesinis, tai

Le/\m:e)\w(An +p1>\n—l++pn)7

¢la A € R arba C. Reiskinys skliaustuose yra m — ojo laipsnio polinomas.

Pazymeékime
P() = X+ pi A" £
Polinomas P(\) vadinamas charakteristiniu polinomu. Lygtis

N AP AT e, =0

vadinama charakteristine lygtimi.
Lygybés
Ler = e P())

desinéje puséje pirmasis daugiklis e*® # 0. Todél funkcija y = e** yra (

)

lygties sprendinys tada ir tik tada, kai A yra charakteristinio polinomo Saknis.
I8 tiesinés algebros yra Zinoma, kad mn-ojo laipsnio polinomas turi lygiai n
Sakny Aq,...,A,. Dalis jy gali buti kompleksinés. Be to, kai kurios is jy gali

sutapti. Atskirai iSnagrinésime konkrecius galimus atvejus.

1. Charakteristinio polinomo P 8aknys Ai,..., A, yra skirtingos ir realios.
Tada funkcijos
eMT L et
yra tiesiSkai nepriklausomi ( ) lygties sprendiniai (Zr. skyrelj).

Kadangi jy skaicius lygus n, tai jie apibrézia ( ) lygties fundamentaliaja

sprendiniy sistema. Siy sprendiniy tiesinis darinys

Y = Cle)‘ll' 4+ 4+ Cn€>\"x

yra (1.14) lygties bendrasis sprendinys (su realiais koeficientais C1, ...

Cp).
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2. Carakteristinio polinomo P Saknys Ap,..., A\, yra skirtingos, taciau tarp

ju yra ir kompleksinés. Tada Funkcijos

yra tiesiSkai nepriklausomi ( ) lygties kompleksiniai sprendiniai. Jy
yra lygiai n. Todél jie apibrézia ( ) lygties fundamentaliaja sprendiniy
sistemyg ir

y=C1eM% 4+ ... 4 Cpet®

yra Sios lygties bendrasis sprendinys. Cia C4,...,C, — laisvos kompleksi-
nés konstantos.

Tarkime, Saknys
M =a1+if1, 2 =a1 —if1,. .., Aom—1 = O + 10Bm, Aom = @ — 10m
yra kompleksinés, o Saknys
A2mdls ey An—

realios. Kiekviena pora kompleksiniy jungtiniy Sakny

Aog—1 = ag + Bk, Aok = ap — Pk
atitinka pora kompleksiniy sprendiniy

e(ak+iﬁk)$7 elax=ifr)z

Kadangi ( ) lygties koeficientai yra realus, tai §iy sprendiniy realios ir

menamos dalys
e**¥ cos Bz, e**Tsin Grx

taip pat yra Sios lygties sprendiniai. Taigi kiekviena kompleksiskai jungti-
niy ( ) lygties sprendiniy pora galima pakeisti dviem realiais Sios lygties
sprendiniais. Sprendiniai

e+ cos B, €X* 7 sin Bpx, k= 1,...,m, emti® . Mn®

yra tiesiskai nepriklausomi (Zr. skyrelj) ir jy yra lygiai n. Todél jie
apibrézia (4.14) lygties fundamentaliaja sprendiniy sistemg ir

m n
y = Z (Ckeo‘” cos Brx + Cl.e™® sin ﬂkx> + Z Cle

k=1 k=2m+1

yra Sios lygties bendrasis sprendinys, C1,...,C, € R.

. Carakteristinio polinomo P 8aknys Aj,...,\,, yra realios ir kartotinés,

m
kiekviena i§ 8akny A, yra ng kartotinumo, ny > 1, > ng = n.
k=1
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Tegu Ag yra nj kartotinumo Saknis. Tada

PQA) = (A=) Qr(A)

} P(A\e) = P'(A\p) =+ =P D () = 0;
Gia Qi yra n — ny laipsnio polinomas.
Reigkinys
dcfz LeM® = L(mse)‘”).
Kartu p . &
e = TA;(e “P(Ow)) =
& (e n
= (e (A = ) ka(A)) ’A:Ak =0, Vs=1,...,n5— L
Todél funkcijos
e T peRT | g lehkT

yra (4.14) lygties sprendiniai. Taigi kiekviena nj kartotinumo Saknj Ay

atitinka ny sprendiniy. Saknis A1, ..., \,, atitinka sprendiniai
M peM® | gmTlehT
e/\27;7 xe)\gav, . 7xn2—16k2w7
ekmz’ xeAmx’ o ’xnmflekmm.
Sie sprendiniai yra tiesiSkai nepriklausomi (zr. skyrelj). Jy yra lygiai

n. Todél jie apibrézia (4.14) lygties fundamentaliaja sprendiniy sistema.
Bendrajj (4.14) lygties sprendinj galima uZraSyti taip:

m

Y= Z Pk(x)e/\”;

k=1

Pk(l') = Ckl + kaQ + -+ xnk_lcknk.

4. Tegu A1, ..., Ay yra (4.14) lygties skirtingos nq, ..., n,, kartotinumo ko-
pleksinés Saknys.

Jeigu A = a + i yra charakteristinio polinomo kompleksine k kartot-
inumo Saknis, tai jungtiné kompleksiné Saknis A = a — i3 taip pat yra k
kartotinumo. Todél

DI T L P

e)\ac’xe)\x’ o ’Ik—le)\x
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yra (4.14) lygties tiesiSkai nepriklausomi kompleksiniai sprendiniai (jrody-
mas yra toks pats kaip 3 atveju). Atskire realig ir menama dalis, gausime
2k (4.141) lygties realius sprendinius

xkfl ax

e*® cos Bx, xe** cos Bz, . . ., e*® cos Bz,

€™ sin Bz, e sin Bz, . . ., £¥1e® sin B

Taigi kiekvieng kompleksiskai jungting charakteristinio polinomo Sakny
pora A, A kartotinumo k atitinka 2k tiesiskai nepriklausomy ( ) lygties
sprendiniy.

Tegu A\, = ag +i0k, k=1,...,m. Tada

6)\1{1:’ xe}\lz’ . ,xnlfle)\lw’
e)\yc’ xekgac, ,$n2—16>\2x’
AT perm® L phmlgAme

yra (4.14) lygties tiesiSkai nepriklausomi kompleksiniai sprendiniai. Be to,
ju yra lygiai n. Todél jie apibrézia ( ) lygties fundamentaliaja spren-
diniy sistema (vir§ kompleksiniy skai¢iy lauko). Siq sprendiniy realios ir
menamos dalys

e cos Brx, xe®* cos By, . . ., ™ " Le*® cos Bz,
e sin frx, xe™ 7 sin Bz, . . ., 2™ " Le® T sin Bz,
k = 1,2,...,m yra (4.11) lygties realus sprendiniai. Jie yra tiesigkai

nepriklausomi ir jy yra lygiai n. Todél jie apibrézia (1.11) lygties fun-
damentaliaja realiy sprendiniy sistema (vir§ realiy skai¢iy lauko). Siuo
atveju bendrajj ( ) lygties sprendinj galima uZzraSyti taip:

Y= Z Py (x)e™ * cos Brx + Z Ry (x)e™ * sin frx;
k=1 k=1
Py(z) = Cpy + 2Cra + -+ + 2™ Cpp,.-
Ry(x) = Gy + 2Cly + - - + 2™ 'Oy, -

Pastaba. Atvejis, kai dalis Sakny yra realios ir kartotinés, o kita men-
amos ir kartotinés nagrinéjamas analogiskai.
Pavyzdziai:
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1. Rasime diferencialinés lygties
y'+ 4y +3y =0

bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties A\? + 4\ 4+ 3 = 0 Saknys \; =
—1, Ao = —3 yra realios ir skirtingos. Todél nagrinéjama diferencialiné
lygtis turi du tiesiskai nepriklausomus sprendinius y; = e™%, yo = ¢73%, o
ju tiesinis darinys

y=Cre ® 4+ Che 3

yra bendrasis Sios diferencialinés lygties sprendinys.

2. Rasime diferencialinés lygties
y@ 44y =0

bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties A\* + 4 = 0 Saknys A =
144, A3 4 = —1 ¢ yra kompleksinés. Be to, S8aknys A1, A2 ir A3, Ay yra
kompleksiskai jungtinés. Jas atitinka dvi poros kompleksiskai jungtiniy
sprendiniy:

e(lii)m —1+i)x

=e(cosz +isinz), e =e 7(cosx L isinx)
éig sprendiniy realiosios ir menamos dalys
e cosx, e’ sinx, e “cosx, e Tsinx
yra realus tiesiSkai nepriklausomi sprendiniai. Jy tiesinis darinys
y = (Cicosz + Cysinz)e” + (Cscosx + Cysinz)e™™
yra bendrasis nagrinéjamos diferencialinés lygties sprendinys.
3. Rasime diferencialinés lygties
y(5) _ 6y(4) + gy(3) =0
bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties
N6\ +N =0 NV -3)2=0
Saknys Aj 23 = 0, Ay5 = 3 yra realios ir kartotinés. Sakni A = 0 atitinka
trys realus sprendiniai: 1, z ir 2, o $aknj A = 3 du realus sprendiniai: €3*
ir ze3*. Tagiau tada jy tiesinis darinys

y = Oy + Cox + C32? + (Cy + Cs2)e”

yra bendrasis nagrinéjamos diferencialinés lygties sprendinys.
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4.5 TIESINES NEHOMOGENINES LYGTYS
SU PASTOVIAIS REALIAIS KOEFICIENTAIS

Nehomogeninés lygties
Ly:=y"™ +py™ Y+ +puy =q(z), qeCla,b), (4.15)

su pastoviais koeficientais p1,...,p, € R atskirajj sprendinj galima rasti kons-
tanty varijavimo metodu. Taciau, kai funkcija

m

() = Qz)e"”, Qz) = g2, G ER, gn#0,  (4.16)

i=0
8i sprendinj galima rasti neapibreéztiniy koeficienty metodu.

4.8 teorema. Tegu (1.15) lygties koeficientai p1,...,p, € R, o funkcija q
yra apibrézta (4.16) formule. Tada

1. Jeigu p néra charakteristinio polinomo Saknis, tai (1.15) lygtis turi atskira

sprendinj
m

y = R(x)e!”, R(zx)= mei, T # 0.
i=0

2. Jeigu p yra charakteristinio polinomo Saknis ir k yra jos kartotinumas, tai
(4.15) lygtis turi atskira sprendinj
y = 2"R(x)e"”, R(z) = Zrixi, T 7 0.

Be to, abiem atvejais polinomas R apibréZiamas vienareikSmiai.

< Funkcija y = 2* R(x)e’®, k > 0 yra (4.15) lygties sprendinys, tada ir tik tada,
kai

L(z"R(z)e"") = Q(z)e!” = Zqixie“x. (4.17)
=0
Reigkinys
L(sz(z)e"m) = L(z riztther) = Z ri L(z"Thet®) =

i=0 i=0

m di+k m d11+k

Zrim Let? = Z’rim (P(/,L)e'ux) =

=0 i=0

m i+k

S (r D2 Gl PO (et e,

i=0  j=0
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Pagal prielaida p yra charakteristinio polinomo k& kartotinumo Saknis (jeigu p
néra charakteristinio polinomo Saknis, tai laikome, kad jos kartotinumas lygus
nuliui). Todél

P(u)=P'(p)=---=P¥ () =0, P®(n)#0
ir m i+k ]
L(z"R(z)e"") = Z (ri Z ¢l P9 (,u)a:”k_j) e, (4.18)
=0 j=k

Sulygine (4.17) ir ( ) formulése koeficientus prie vienody x laipsniu, gausime

m

a0 : Z’”iclfiiip(kﬂ)(#) = qo,
i=0

als S CEHT PRIy = g,
i=1

v NG PN = g,
1=s8

™ rpCEL PR (1) = qm-

Kadangi P*) (1) # 0, tai kiekvienoje i3 8iy lygybiy koeficiento r;, su maziau-
siu indeksu i, daugiklis nelygus nuliui. Todél koeficientas r,, vienareikSmiai
apibréziamas i§ paskutiniosios lygybés. Po to koeficientas r,,_1 vienareiks-
miai apibréziamas i$ prieSpaskutiniosios lygybés ir t.t. Taigi visi koeficientai
r1,...,T,n randami vienareikSmiai. >
Pastaba. Teorema ir jos jrodymas lieka teisingi ir tuo atveju, kai p1,
.., pn € C, o funkcija ¢ : (a,b) — C.
P astaba. Neapibréztyjy koeficienty metoda galima taikyti ir tuo atveju,
kai

m
q(x) = Z‘h(ﬂﬂ)a gi(z) = Qi(x)e"™;
i=1
¢la Q;,i=1,...,m yra m; laipsnio polinomas.

P astaba. Neapibréztyjy koeficienty metoda galima taikyti ir tuo atveju,
kai

q(z) = Q(z)e*” cos Bz, (4.19)

q(z) = Q(x)e*” sin fz; (4.20)

¢ia @ yra m-ojo laipsnio polinomas. Siuo atveju reikia pasinauduoti formulémis
Re Q(z)el®t9? — Q(2)e®® cos fz  ITm Q(z)e*T* = Q(x)e* sin Bz
ir pastebéti, kad funkcija y = ¢ + i yra lygties
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sprendinys tada ir tik tada, kai jos realioji dalis ¢ yra lygties

Ly = Q(x)e*” cos Bz

sprendinys, o menamoji dalis ¢ yra lygties
Ly = Q(x)e*" sin fz

sprendinys.

I5vada. Tarkime, funkcija ¢ yra apibrézta ( ) arba (4.20) formulémis
ir p yra charakteristinio polinomo k kartotinumo Saknis. Tada ( ) lygtis turi
atskira sprendinj

y = xFea® (B(x) cos Bz + R(z) sin ﬂx);
¢ia B ir R yra m-ojo laipsnio polinomai su neapibréztiniais koeficientais.
Pavyzdziai:
1. Rasime nehomogeninés diferencialinés lygties
y" +y = dxe”

bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties A2 + 1 = 0 Saknys A\; o = +i
yra kompleksinés. Todél homogeniné lygtis turi du kompleksiskai jung-
tinius sprendinius

e =cosx+isinz, e ' =cosx—isinx

Siy sprendiniy realioji ir menamoji dalys yra homogeninés lygties ralus
tiesiSkai nepriklausomi sprendiniai. Todél jy tiesinis darinys

yp = Crcosz + Cosin

yra homogeninés lygties bendrasis sprendinys.
Rasime nehomogeninés lygties atskirajj sprendinj. Kadangi 1 # +i, pa-
starajj sprendinj galima ieskoti pavidalu

Yo = (Az + B)e”.

Istate taip apibrézta funkcija i nehomogenine diferencialine lygti, gausime
tapatybe
(Az 4+ 2A+ B)e® + (Az + B)e” = 4xe”.

Suprasting ja i§ e” ir sulygine koeficientus prie vienody x laipsniy rasime:
A =2 B = -2 Taigi y, = (22 — 2)e®. Kartu bendrasis nehomogeninés
lygties sprendinys

y=Cicosz + Cysinz + (2o — 2)e”.
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2. Rasime nehomogeninés diferencialinés lygties
y' -2ty =e"/a

bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties A2 —2A+1 = 0 Saknys A\; o = 1
yra realios ir kartotinés. Todél homogeniné lygtis turi realius sprendinius
e” ir xe”. Jy tiesinis darinys

yn = (C1 + Cax)e”

yra homogeninés lygties bendrasis sprendinys.

Rasime atskiraji nehomogeninés lygties sprendinj. Kadangi nagrinéjamos
diferencialinés lygties deSiné pusé neturi specialaus pavidalo, tai atskirojo
sprendinio ieSkosime konstanty varijavimo metodu. Tegu

Yo = C1(2)e” + Ca(x)ze”;

¢ia C4 ir Cy yra nezinomos funkcijos. Joms rasti sudarome diferencialiniy
lygéiy sistema

Ci(x)e* +  Cix)ze™ = 0
Ci(z)(e®) + Chi(x)(ze®) = €*/a.
Sios sistemos determinantas
| e re® oz | 1 x o
w(z) = e ze® +e” 1 1+2 ¢

Pagal Kramerio formule

0 ze”
erlr xze® + e’
Ci(aﬁ) = / w(x) =-1 = Cl(l‘) =x+ CIO,
e’ 0
e’ evlx 1

Atmete ¢ia constantas Cg ir Cyg randame nehomogeninés lygties atskirajj
sprendinj
Yo = xe® +1n|z| - ze®.

Bendrasis nehomogeninés lygties sprendinys
y = —ze® +In|z| - ze® + (Cy + Cax)e”.
Tiesine lygti

Ly = y(") +p1y(”—1) 4+ -+ ppy = q(aj) (4.21)
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su kintamais koeficientais p1,...,p, kartais pavyksta, jvedus naujg nepriklau-
soma kintamajj, suvesti j lygti su pastoviais koeficientais. Tegu 7 = g(z) yra
naujas nepriklausomas kintamasis. Tada

dy
/ _ %Y
y - dTg Y
Py o dy
no_ %I 9d n
o7 + i
d™y n. dy
m = W,
y dT”g + + dTg

state Sias funkcijos vy iSvestiniy reikSmes j lygti ir padaline i§ ¢'", gausime
Istate jos y u i ygtiir p ¢Sy, g
n-os eilés tiesine lygti

d"y dn_ly dy DPn q
P—+ -+ P, 1=+ —y=
drm + ldT”*1 + + 1d7’ * g’"y

Koeficientas prie funkcijos y bus pastovus, jeigu

m-

gln = CpTh
t.y. kai

r = g(z) = / /Cpn(a) da. (4.22)

Taigi ( ) lygti su kintamais koeficientais galima (jvedus nauja nepriklau-
somag kintamaji 7) suvesti j lygtj su pastoviais koeficientais tik tuo atveju, kai
naujasis kintamasis yra apibréztas (4.22) formule.

Pavyzdys. Nagrinésime Oilerio lygt;

2y ™ iy ey + pay = g(a);

¢ia p1,...,pn — pastovus koeficientai. Taskas x = 0 yra Sios lygties ypatingas
taskas. Taciau kiekviename i§ intervaly (—o0,0) ir (0,4+00) yra patenkintos
sprendinio egzistavimo ir vienaties teoremy salygos. ISnagrinésime atvejj kai
x> 0.

Pagal (1.22) formule

T :/ VCppx—dr = /Cp,Inx.

Paéme ¢ia C = p, !, gausime keitinj

T=Inx
Suskaic¢iuosime iSvestines
g w1
dr z’
yo- L Ly (oL
dr? 22 dr 22 dr? dr/) 2%’

o dy - dy 1
m = (TY @) L
y (G + -+ ) - )—

xn
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Istate Sias funkcijos y iSvestiniy reiksmes j Oilerio lygtj, gausime lygtj

dan dn—l
ey + a1 Y

dy T
g TGy Tt anoa s any = gle)

dr

su pastoviais koeficientais a1, ..., a,.
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4.6 TIESINES 2-OS EILES LYGTIES SU PASTOVIAIS
REALIAIS KOEFICIENTAIS SPRENDINIY TYRIMAS

Tiesine antros eilés lygti
Ly :=vy" +2ay + by = q(x) (4.23)
su pastoviais realiais koeficicientais a, b atitinka charakteristiné lygtis
A +2aX+b=0.

Sios lygties Saknys

AM=—-a—Va2—-b, I=-—-a-++a%-0>.

I8skirsime tokius atvejus:
1. éaknys A1, Ag yra realios ir skirtingos, t.y.

a’>—b>0.

2. éaknys A1, A2 yra realios ir sutampa, t.y

a® —b=0.

3. gaknys A1, A2 yra kompleksinés ir jy realioji dalis nelygi nuliui, t.y.

a>—b<0, a#0.

4. éaknys A1, A2 yra menamos, t.y.

a=0, b>0.

Kiekviena i3 8iy atveju iSnagrinésime atskirai.

1. Tegu A1, Ao € Rir A1 # A2, A1 < A\o. Tada bendrasis homogeninés lygties
Ly = 0 sprendinys
y = CL1eM™ + Oye2®.

Atskira (41.23) lygties sprendinj galima rasti konstanty varijavimo metodu.

Sudarome sistema
CreM® £ Cher?™ =0,  Ci e + Chhae?® = q(x).

Jos sprendinys
xT

_ 1 —A1S
Crlo) = 5 [ alo)e ™ ds,

Z1
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xT

1 _
Cy(z) = m/q(s)e A28 (s,

T2
Todél atskirajj nehomogeninés lygties sprendinj galima apibrézti taip:

x x

Pla) = < /()*Md L /()*Md
r) = —— S)e S _— S)e S
M- )] NN ) ’

Z1 Z2

Cia integravimo rézius 1, ro reikia parinkti taip, kad integralai su atitin-
kamais réziais konverguoty.

Tegu 1 yra apréztas ( ) lygties atskirasis sprendinys. Tada
Yy = 016)\193 =+ 026)\29: + QZ)(I)

yra bendrasis Sios lygties sprendinys. Jeigu A\; > 0, tai taip apibréztas
sprendinys bus apréztas tada ir tik tada, kai C; = Cy = 0. Jeigu \g < 0,
tai visi (4.23) lygties sprendiniai yra aprézti. Be to, y(x) — (z), kai
T — 00.

2. Tegu A\; = Ay = —a,a® = b ir a # 0. Tada bendrasis homogeninés lygties
Ly = 0 sprendinys
y=Cre " 4+ Coxe ",

Atskirasis (4.23) lygties sprendinys

x

Y(x) =e % /(x — s)q(s)e*® ds.

Z1

Ji galima rasti konstanty varijavimo metodu. Bendrasis (4.23) lygties
sprendinys
y = Cre” " + Coze™ " + 9 (x).

Tarkime, funkcija ¢ yra aprézta, max |g(z)| < M. Isskirsime du atvejus:
a>0ir a < 0. Tegu a > 0. Imkime z; = —o0. Tada

[(x)] < e M / (x — s)e* ds = M/a?

ir galima jrodyti, kad ¢(xz) — 0, kai  — %oc0. Be to, jeigu funkcija ¢ yra
periodiné su periodu w, tai galima jrodyti, kad funkcija v taip pat yra
periodiné su periodu w. Analogiski teiginiai yra teisingi ir atveju a < 0.
Cia tik reikia paimti 21 = occ.
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3. Tegu A\ = —a — i, A2 = —a+if,a = a,8 = Vb — a?. Tada bendrasis

homogeninés lygties Ly = 0 sprendinys
y = Cre” " cos Bx + Coe™  sin fu.

Atskirasis ( ) lygties sprendinys

cos Bx

3 /q(s)ea(sfz) sin fs ds.

xT2 1

_ sin Bz r a(s—a) B
Y(x) 3 /q(s)e cos Bsds

Ji galima rasti konstanty varijavimo metodu. Paéme x; = x5 perraSysime
pastaraja formule taip:

Y(x) = %/q(s)eo‘(s_w) sin(z — s)Bds.

Tarkime, funkcija ¢ yra aprézta, max|q(z)| = M. Isskirsime du atvejus:
a>0ir a < 0. Tegu a > 0. Imkime 21 = —oo. Tada
[(@)| < M/ap.

Tarkime toliau, ¢(z) — 0, kai * — +oo. Tada galima jrodyti, kad ¢ (z) —
0, kai x — =+o0o. Be to, jeigu funkcija ¢ yra periodiné su periodu w, tai
funkcija 1 tap pat yra w — periodiné.

Analogiski teiginiai yra teisingi ir atveju a < 0. Cia tik reikia paimti
xr1 = Q.

Teigiamoms « reikdmeéms bendrasis ( ) lygties sprendinys
y = Cre” " cos B + Cre™“ sin Bx + (x),

yra apréztas, kai x > 0. Neigiamoms « reikSméms jis yra apréztas, kai
z < 0.

Tegu a = 0,8 = Vb, b > 0, \; = —i3, A\y = +i3. Siuo atveju ( ) lygti
galime perraSyti taip:
v+ 5%y = q(x). (4.24)
Homogeninés lygties
y'+ 5y =0
bendrasis sprendinys

y = C1 cos Bz + Cy sin Gx.

Atskirasis (4.24) lygties sprendinys

T T

sinﬁﬁx / q(s) cos Bsds.

Z1 x2

Y(x) = _cosﬂﬂ:v /q(s) sin Bsds +
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Ji galima rasti konstanty varijavimo metodu. Bendrasis ( ) lygties
sprendinys

y = Cy cos fx + Cysin fx + ¢(z) = Csin(fzr + 7) + ¥ (z);

¢ia C = /C? + C%,7 = arctg(Cy/C1). Jis yra apréztas tada ir tik tada,
kai yra apréztas atskirasis (4.24) lygies sprendinys 1.

Funkcija ¢ yra aprézta, jeigu yra aprézti integralai:

Qs(z, 1) = /q(s) sin Bsds, Q.(x,z2) = /q(s) cos fsds.

Tadiau, jeigu Sie integralai yra neaprézti, tai dar nereiskia, kad funkcija
taip pat yra neapreézta.

Tarkime, funkcija ¢ yra aprézta ir periodiné su periodu w. Tada galima
irodyti, kad integralai @, Q. yra aprézti, jeigu fw # 27m. Jeigu fw =
27mm, tai Sie integralai yra aprézti tada ir tik tada, kai

w w
/q(s) sin Bsds = 0, /q(s) cos Bsds = 0. (4.25)
0 0
Tegu 1 = x5 = —oo. Tada atskirasis (4.24) lygties sprendinys
Y(x) = _co;ﬁx / q(s)sin Bsds + smﬁﬁw / q(s) cos Bsds =

% / q(s)sin(z — s)B ds.

Kai Sw # 27m, jis yra apréztas. Jeigu yra patenkintos ( ) salygos, tai
atskirasis sprendinys yra apréZtas ir kai fw = 27m. Be to, abiem atvejais

rt+w

1 _ B
Y(r+w) = 5_4 q(s)sin(x +w —s)Bds =

ITarkime, funkcija ¢ galima skleisti Furje eilute
oo
2k . 27k
q(y) = ao + Z ap cos —y + by sin —y |;
pt w w

w w w

1 2 27k 1 27k
ap = — /q(s) ds, a, = — /q(s) cos Lsds, b = — /q(s) sin s ds.
w w w w w
0 0 0

Todél salyga reiskia, kad Siame skleidinyje koeficientai ay, ir by, lygus nuliui.
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% / q(s +w)sin(x — s)Bds = Y(x),

t.y. atskirasis sprendinys ¢ yra periodiné su periodu w funkcija.

Tarkime, y yra (4.24) lygties periodinis sprendinys su periodu T. Tada
Ye+T)=y'(2), yv'(x+T)=y"().

Todél reiskinys kairéje ( ) lygties puséje yra periodiné su periodu T'
funkcija. Kartu 8ios lygties deSiné pusé yra periodiné su periodu 7' funk-
cija. Taigi T yra funkcijos ¢ periodas. Tacdiau funkcijos ¢ periodas yra w.
Todél T' = mw, m — sveikas teigiamas skai¢ius.

Kiekviena ( ) lygties sprendinj galima i8reiksti formule
y(x) = Csin(fz +7) + ¢ (x);

Cia v — atskirasis ( ) lygties sprendinys.

Tarkime, atskirasis sprendinys 1 yra periodiné su periodu w funkcija.
Tada bendrasis sprendinys y yra periodiné su periodu 7T funkcija tada ir
tik tada, kai 0T = 2wk, k — sveikas teigiamas skaic¢ius. Jeigu fw = 2mm,
tai bendrasis sprendinys y yra periodiné su periodu 1" = w funkcija.

Tarkime, Sw = 27wm ir (4.25) salygos yra nepatenkintos. Funkcija

x x

sinﬂﬁx /q(s) cos s ds =

0 0

P(x) = _cosﬁﬁx /q(s) sin Bsds +

1 x
3 /q(s) sin B(x — s) ds.

yra atskirasis ( ) lygties sprendinys. Kiekviena nepriklausomo kinta-
mojo reikSme x atitinka sveikas teigiamas skai¢ius n toks, kad z —nw < w.
Todél atskirajj sprendinj v galima perrasyti taip:

] nw ' 1 T .
Y(x) = 3 O/q(s) sin B(z — s)ds + 67;[ q(s)sin B(z — s) ds.

Antrasis i8 8iy integraly yra apréztas, o pirmasis integralas

1

=]

/q(s) sin B(x — s)ds = n/q(s) sin Bs ds — oo,
0 0

kai n — oo. Todél atskirasis sprendinys ¥ (z) — oo, kai £ — oo. Taigi
atskirasis sprendinys ¢ yra neapréztas. Kartu yra neapréztas ir bet kuris
( ) lygties sprendinys. Tokia situacija yra vadinama rezonansu.
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Pavyzdys. Nagrinésime lygtj
y" + %y = Asinaxz, A>0.
I8skirsime du atvejus:

L a# 5
2. a=0.

Pirmuoju atveju atskirasis sprendinys

P(x) = 7 sin .

Bendrasis sprendinys

A
y201sinﬂ$+02cosﬁx+m

sinax = Csin(fz + 1) +

sin ax;

¢ia C = /C? + C3, 7 = arctg(Cy/Cy). Taigi pirmuoju atveju visi sprendiniai

yra aprezti.
Antruoju atveju atskirasis sprendinys

Y(x) = 721—; cos fx.

Bendrasis sprendinys

y=Csin(fz+71) — 1;1—; cos fBzx.

Taigi antruoju atveju visi sprendiniai yra neapreézti ir turime rezonansa.

Priminsime, kad ¢(x) = A sin ax. Todél funkcijos ¢ periodas w = 27 /«. Jeigu

8 = a =27 /w, tai integralas

/q(s) sin Bsds = A/sinassinﬂs ds = gw #0.
0 0

Taigi antruoju atveju (4.25) salygos yra nepatenkintos.
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4.7 KRASTINIS UZDAVINYS
Tiesinés n-os eilés lygties
Ly :=y™4pi(2)y™ Vb 4pu(a)y = g(x), =€ (ab), g€ Clab) (4.26)

bendrasis sprendinys turi n laisvyjy konstanty. Kosi uzdavinio atveju yra n
pradiniy salygy, kurios vienareikSmiskai apibrézia ieSkomajj sprendinj. Ben-
druoju atveju galimos ir kitokios salygos. Jas galima apibrézti jvairiai. Taciau
jeigu 8iy salygy yra n ir jos yra nepriklausomos, tai galime tikétis, kad jos vien-
areikdmiskai apibreézia ieskomajj sprendinj. Tokiy salyguy pavyzdys yra krastinés
salygos:

n

Li(y) == Z(Oéiky(kfl)(a) + @‘ky(k*l)(b)) =0, i=1,...,m
=1

Gia oy, Bik, 0; — fiksuoti realieji skaiciai.

Atkreipsime démes;j j tai, kad pradinés salygos yra atskiras kraStiniy salyguy
atvejis, kai
1, kaii=k;

= O Vi k=1, ..m o= O =
Bir ! M ik = Ok {o, kaii % k.

Kai n = 2 daznai yra nagrinéjamos krastinés salygos

ary'(a) + awy(a) = o1, By (b) + Bay(b) = oo.

Tegu
L = colon(Ly,...,L,), o =colon(oy,...,0n).

Tada krastines salygas galima uzrasyti taip:
Ly =o. (4.27)
Akivaizdu, kad taip apibréztos krastinés salygos yra tiesinés, t.y.
L(y +9) = Ly + Ly,
L(Ay) = ALy, VAeR.

Ieskosime ( ) lygties sprendinio, tenkinancio ( ) krastines salygas. Toks
uzdavinys vadinamas krastiniv uZdaviniu. Jeigu q(z) = 0, Vz € (a,b) ir 0 = 0,
tai ( ), (4.27) krastinis uzdavinys vadinamas homogeniniu. PrieSingu atveju
krastinis uzdavinis vadinamas nehomogeniniu.

Pradzioje nagrinésime homogeninj krastinj uzdavinj

Ly=0, Ly=0. (4.28)

Akivaizdu, kad funkcija y(x) = 0,z € [a,b] yra Sio uzdavinio sprendinys. I§ves-
ime buting ir pakankama salyga kada ( ) uzdavinys turi tik trivialy sprendinj.
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Tegu ¢1,...,0, yra lygties Ly = 0 fundamentalioji sprendiniy sistema.
Tada Sios lygties bendrasis sprendinys

y=Cip1(x) + -+ Cppn(z), Ci,...,Cp €R.

Pareikalave, kad jis tenkinty krastine salyga Ly = 0, gausime n tiesiniy algebri-
niy lygéiy sistema

Sios sistemos determinantas
Li(p1) Li(p2) L1 (¢n)
La(p1)  La(p2) L2 ()
A= .
Ln(p1) La(p2) ... La(en)

15 tiesinés algebros yra Zzinoma, kad ( ) sistema turi tik trivialy sprendinj tada
ir tik tada, kai A # 0. Taigi ( ) krastinis uzdavinys turi netrivialy sprendinj
tada ir tik tada, kai A = 0.

Pastaba. Jeigu ( ) uzdavinys yra Kosi uzdavinys, tai determinantas
A yra Vronskio determinantas.

Krastinj uzdavinj su nehomogeninémis krastinémis salygomis visada gal-
ima redukuoti j krastinj uzdavinj su homogeninémis krastinémis salygomis. I
tikryjy, tegu h — kokia nors n karty diferencijuojama funkcija ir Lh = 0. Tada
apibréze nauja ieSkoma funkcija

u=1y—h,
gausime to paties pavidalo lygtj
Lu=Ly—Lh=qg—Lh=4,
ta¢iau jau su homogenine krastine salyga
Lu=Ly—Lh=0—-0=0.
Todél toliau nagrinésime krastinj uzdavinj

Ly =g, (4.30)

Ly = 0. (4.31)
4.9 teorema. Tarkime (4.28) uZdavinys turi tik trivialy sprendinj. Tada

(1.30), (4.31) krastinis uzdavinys turi vienintelj sprendinj. Be to, jj galima
apibrézti formule

b
o(z) = / Gz, 5)q(s) ds; (4.32)

dia funkcija G yra apibrézta kvadrate Q = [a,b] X [a,b] ir tenkina salygas:
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1. Funkcija G ir visos jos iSvestinés pagal kintamajj x iki (n — 2)-os eilés
imtinai yra tolydZios kvadrate Q.

2. Igvestiné 0" 1G/0x"1 yra tolydi, kai x # s. Istrizainéje s = z ji turi
trukj
o 1G(s+0,5) O 'G(s—0,s)

Oxrn—1 Oxrn—1 =1

3. Kiekvienam fiksuotam s € [a,b], funkcija G, kaip kintamojo x funkcija,
tenkina homogenine lygtj Ly = 0 (kai x # s) ir (1.31) homogenine krastine

salyga.
< Tegu 1, ..., p, yra homogeninés lygties Ly = 0 fundamentalioji sprendiniy
sistema. Tada (7r. skyrelj) funkcija
k(S
V(a) = Crpa) -+ Cupala) + D ute) [ S Shato) s

yra ( ) lygties bendrasis sprendinys; ¢ia W yra Vronskio determinantas, o
determinantai W, yra Vronskio determinanto adjunktai, gaunamai isbraukus
elementa esantj k-jo stulpelio ir n-os eilutés sankirtoje.

Pazymékime
k(a5 = Y- onlo) e
k=1
Glaa < s <z <b Tada
e1(s) p2(s) ... pnls)
1 : : - :
K*(z,s) = : : : : (4.33)
W o2 (s) o2 (s) . o)
p1(z) pa(z) .. palT)

Apibrézkime funkcija
K(z,s) = K*(x,s), ka%a <s<z<b;
0, kaia <x <s<hb.
Laisvas konstantas C, ..., C,, apibrézkime taip:

b

Cr = /ck(s)q(s) ds;

a

Gia ¢ : (a,b) — R — tolydzios funkcijos. Tada

y(x) = /G(x,s)q(s) ds, (4.34)
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n

G(z,s) = Z ek (8)pr(z) + K(z, 5). (4.35)
k=1
Funkcijos K* i8vestinés pagal kintamajj x iki n — 2 eilés imtinai taske z = s
lygios nuliui, nes ji yra proporcinga determinantui su dviem vienodom eilutém.
Todeél funkcija G tenkina pirmaja teoremos salyga. Be to,

O 1G(s+0,s) B O 'G(s—0,s)

amnfl 6x”*1

©1(s) wa(s) ... pnl(s)
1 : : : )
W(s) | ") o8 2 (s) oo ol H(s) '

n—1 n—1 n—1
P @) V@) el TV (@)
Todeél funkcija G tenkina antraja teoremos salyga.
Su kiekviena fiksuota parametro s reik§me funkcija G(z,s) yra funkcijy

©1,--., @y tlesinis darinys. Todél, kai  # s, funkcija G(z,s) kintamojo x
atzvilgiu tenkina homogenine lygti L G(x,s) = 0. Priminsime, kad apibréziant
funkcija G tolydzias funkcijas ci, ..., ¢, pasirinkome laisvai. Pareikalaukime,

kad funkcija G tenkinty homogening krastine salyga
LG =0.

Perrasykime $ig salyga taip:
> els)Ljor + LK =0, j=1,2,...,n.
k=1

Sios sistemos determinantas A # 0, nes homogeninis krastinis uzdavinys turi
tik trivialy sprendinj. Be to, funkcijos L;K, kaip kintamojo s € [a,b] funkci-
jos, yra tolydzios. Todél pastaroji sistema vienareikSmiskai apibrézia segmente
[a, b] tolydzias funkcijas ¢y, . . ., ¢, 0 funkcija G su taip parinktomis funkcijomis
ci1,...,cy tenkina homogenine krastine salyga. Kartu homogenine kraztine sa-
lyga tenkina ir funkcija y:

Ly = /LG(I, s)q(s)ds = 0.

Taigi jrodéme, kad (4.30), (4.31) krastinio uzdavinio sprendinys egzistuoja, jj
galima apibrézti (4.34) formule ir funkcija G tenkina visas tris teoremos salygas.
Beliko jrodyti, kad ( ) formule apibréztas sprendinys yra vienintelis.

Tegu y1, y2 — du ( ), ( ) krastinio uzdavinio sprendiniai. Tada ju
skirtumas yra homogeninio krastinio uzdavinio sprendinys. Taciau pagal teore-
mos salyga toks uzdavinys turi tik trivialy sprendinj. Todél Sis skirtumas yra
tapaciai lygus nuliui, t.y. y1(z) = y2(z),Va € [a,b]. >
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Funkcija G, tenkinanti 1) — 3) teoremos salygas, vadinama Gryno funkcija.
Teoremoje jrodéme, kad Gryno funkcija egzistuoja, jeigu homogeninis krastinis
uzdavinys turi tik trivialy sprendinj. Jeigu pastaroji salyga yra patenkinta, tai

teoremos 1) — 3) salygos vienareik§miSkai apibréZia funkcija G. Norint tuo
isitikinti pakanka pastebéti, kad dviejy Gryno funkcijy skirtumas yra homoge-
ninio kraztinio uzdavinio sprendinys.

Pastaba. I8 teoremos jrodymo iSplaukia, kad (4.30), (4.31) krasti-
nio uzdavinio sprendimas susiveda j Gryno funkcijos konstravima. Atkreipsime
démesj j tai, kad Gryno funkcija priklauso nuo operatoriy L ir L koeficienty,
tac¢iau nepriklauso nuo funkcijos gq.

Pavyzdys. Tegu n = 2. Nagrinésime krastinj uzdavinj

Ly :=y" +pi(a)y + p2(x)y = q(x),

Liy = a1y’ (a) + azy(a) =0,
Loy = 51y (b) + B2y(b) = 0.

Bendruoju atveju Gryno funkcija yra apibréziama kaip homogeninés lyg-
ties tiesiS8kai nepriklausomy sprendiniy tiesinis darinys. Nagrinéjamu atveju ho-
mogeniné lygtis Ly = 0 turi du tiesiSkai nepriklausomus sprendinius 1, ©s.
Juos galima parinkti taip, kad pirmasis sprendinys ¢; tenkinty pirmaja, o
antrasis sprendinys @9 antraja kraStines salygas. Todél Gryno funkcija galima
apibrézti taip:

Is tikryjy, taip apibrézta Gryno funkcija automatiskai tenkina teoremos
trecia salyga. Be to, ji tenkins pirma ir antra teoremos salygas, jeigu

c1(s)p1(s) = ca(s)p2(s),

c2(s)gh(s) = ea(s)gh(s) + 1.

Sios salygos c1, ¢y atzvilgiu apibrézia nehomogenine dviejy tiesiniy algebriniy
lyg¢iy sistema, kurios determinantas yra nelygus nuliui. Todél pastaroji sistema
turi vienintelj sprendinj.

P astab a. Homogeninis krastinis uzdavinys visada turi trivialy sprendinj.
Taciau jis gali tureéti ir netrivialy sprendinj. Nagrinékime krastinius uzdavinius:

{y”+y=0, {y”+y=0,
y(0) = 0,y(7/2) =0, y(0) = 0,y(7) = 0.

Pirmasis i8 jy turi tik trivialy sprendinj y = 0. Antrasis uzdavinys, be trivialaus
sprendinio y = 0, turi ir netrivialy sprendinj y = sin . Taigi netrivialaus spren-
dinio egzistavimas priklauso ne tik nuo lygties bei krastiniy salygy koeficienty,
bet ir nuo intervalo, kuriame ieskomas sprendinys.
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Galimi ir tokie uzdaviniai, kai tiesiogiai krastinés salygos néra apibréziamos.
I8nagrinésime tokio uzdavinio pavyzdj. Tarkime, reikia rasti lygties

Ly :=y™ +pi(2)y™ " + -+ pul2)y = q(x), (4.36)

periodinj sprendinj; ¢ia pi,...,p, — tolydzios funkcijos, o ¢ — periodiné su pe-
riodu w funkcija.

Tarkime, y = @(x) yra (4.30) lygties w periodinis sprendinys. Tada jis
tenkina krastines salygas:

Lip = ¢(0)—pw) =0

Lap = ¢(0) - p(w) =0

o : (4.37)
Lup = ¢ D(0) = gD (w) = 0.

Teisingas ir atvirksdias teiginys. Tegu y = ¢(x) yra (4.36) lygties sprendinys,
tenkinantis (1.37) krastines salygas. Tada funkcija y = ¥(z) = ¢(z + w) taip
pat yra (4.30) lygties sprendinys. Be to,

$(0) = p(w) = (0),..., "7 D(0) = eV (w) = "1 (0).

Vadinasi sprendiniai 1 ir ¢ tenkina tas pacias pradines salygas. Pagal Kosi
uzdavinio sprendinio vienaties teorema jie sutampa, t.y. ¢(z + w) = (z), V.

Taigi (4.36) lygtis turi w periodinj sprendinj tada ir tik tada, kai (4.30),
( ) krastinis uzdavinys turi sprendinj. Pagal teorema pastarasis uzdavi-
nys turi vienintelj sprendinj, jeigu atitinkamas homogeninis uzdavinys turi tik
trivialy sprendinj.

Tegu Ay, ..., \, yra charqakteristinio polinomo P 8aknys. Tarkime, papras-
tumo délei, kad jos visos yra skirtingos. Tada bendrasis homogeninés lygties
Ly = 0 sprendinys

y=C1eMT 4o 4 Cret?,

Pareikalave, kad jis tenkinty ( ) krastines salygas, gausime

Ch (1 — e’\l“’) + Cp (1 - e>‘"‘”) =0,
Ci)\ (1 — eAQ“’) +o 4+ Colp (1 - eAnW) =0, (4.38)
O A7 (1 e’\lw) +o+ CpAnt (1 — e/\”“’) =0
Si sistema turi vienintelj sprendinj Cy = --- = C,, = 0, jeigu jos determinantas

yra nelygus nuliui. Taigi ( ) lygtis turi vienintelj w periodinj sprendinj, jeigu

(1 _ eAw}) .. (1 — e/\n“’) det ,1 . ._ . # 0. (4.39)
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Kadangi Vandermondo determinantas

/\1 )\2 e )\n
det . . . . # 07
)\;1,—1 )\;—1 . )\Z,fl

tai ( ) nelygybeé yra teisinga tada ir tik tada, kai

.
M m k=1,....,n, meZ
w

Analogiskas teiginys yra teisingas ir tuo atveju, kai Saknys A1,..., A, yra kar-
totines.



Siame skyriuje nagrinésime pirmos eilés tiesiniy lyg¢iy sistema

y1 = pu(@yr+- + pn(@)yn + @ (),
y/2 = p21(x)y1 + - +p2n(x)yn + Q2(-73)a
yn = Pa1(@)y1 + -+ Do (@) yn + gn(@);

¢ia pij, q; € C(a,b), i,j =1,...,n. Pazyméje
y = colon(y1,...,yn),q = colon(qi,...,qn), P = {pi;},

perraSysime ja vektorinéje formoje

y' =P(x)y +q(). (5.1)
Pagal teorema (5.1) sistemos sprendinys, tenkinantis pradine salyga

y(xo) = o, o0 € (a,b)

egzistuoja, yra vienintelis ir jj galima pratesti j visa intervala (a, b).

Jeigu ¢(z) = 0, tai sistema vadinama homogenine. PrieSingu atveju — ne-
homogenine. I8 pradziy nagrinésime homogeniniy lygéiy sistema. Po to,
skyrelyje, parodysime, kad tiesinés nehomogeninés lyg¢iy sistemos sprendimas
susiveda j tiesinés homogeninés lygéiy sistemos sprendimg.

5.1 TIESINES HOMOGENINIU LYGCIu SISTEMOS
Nagrinésime tiesiniy homogeniniy lygéiy sistema,

y' = P(z)y. (5.2)
Jos sprendiniai turi svarbiy isskirtiniy savybiy.

5.1 lema. Tiesinés homogeninés lygciy sistemos sprendiniy aibé yra tiesiné
erdvé, t.y.

1. Jeigu vektoriné funkcija ¢ yra (5.2) sitemos sprendinys, tai cp taip pat
yra Sios sistemos sprendinys, ¢ — skaliariné konstanta;

2. Jeigu vektorinés funkcijos o ir v yra (5.2) sitemos sprendiniai, tai ¢ + 1)
taip pat yra Sios sistemos sprendinys.
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< Tegu vektorinés funkcijos ¢ ir ¢ yra (5.2) sitemos sprendiniai. Tada

d
P(x)cp = cP(x)p = cp’ = d—(cap),
x
d
P()(p+¢) = Pa)p+ Pla)d = ¢ + 9" = (o +4)»
I§vada. Jeigu vektorinés funkcijos ¢!, ..., ¢™ yra (5.2) sistemos spren-

diniai, tai jy tiesinis darinys
crpt 4+ ™
taip pat yra (5.2) sistemos sprendinys.

5.2 lema. Teguy = ¢ +iv yra kompleksinis (5.2) lyg¢iy sistemos, su realiais
koeficientais p;j,1,j = 1,...,n, sprendinys. Tada jo realioji ir menamoji dalys
taip pat yra Sios diferencialiniy lygciy sistemos sprendiniai.

<4 Pagal (5.1) lema
¢ + iy’ = P)p+iP(a)p.
Sulygine realig ir menama dalis, gausime

' = P(x)p, ' =Px)>

Apibrézimas. Sakysime, vektorinés funkcijos ¢, ..., 0™ : (a,b) —
R™ yra tiesiskai nepriklausomos, jeigu lygybeé

ot (@)+ - eme™(z) =0, Vz € (a,b)

yra galima tik tuo atveju, kai ¢; = -+ = ¢, = 0. PrieSingu atveju sakysime,
kad vektorinés funkcijos ¢!, ..., ™ yra tiesiskai priklausomos.

Vektorinés funkcijos ¢!, ..., o™ yra tiesiskai priklausomos, jeigu egzistuoja
konstantos cy, ..., cn, i8 kuriy bent viena nelygi nuliui, tokios, kad

a1t (x) + -+ emp™(x) =0, Vr € (a,b).

Jeigu vektorinés funkcijos ¢!, . .., ™ yra tiesigkai priklausomos, tai kiekviename
fiksuotame taske zg € (a,b) vektoriai ¢! (zo),..., ™ (zo) yra tiesigkai priklau-
somi. AtvirStinis teiginys yra neteisingas. Taciau, jeigu vektoriai o!,..., @™
yra (5.2) sistemos sprendiniai ir jie yra tiesiskai priklausomi kokiame nors taske
xo € (a,b), tai jie yra tiesiskai priklausomi visame intervale (a,b). Tiksliau yra
teisinga teorema.

5.1 teorema. Tegu ¢',...,¢™ : (a,b) — R™ yra (5.2) sistemos sprendiniai
ir kokiame nors taske ¢ € (a,b) vektoriai o*(zp),..., 9™ (xo) yra tiesiskai pri-
klausomi, t.y.

1o (o) + -+ emp™(20) =0, Y cf £0.
=1

Tada
clcpl(x) + i Fene™(xz) =0, Vz € (a,b).
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<4 Pagal lemos i8vada funkcija
p(z) = 19 (@) + - + ™ (@)

yra (5.2) sistemos sprendinys. Be to, taske z¢ € (a,b) jis tenkina homogenine
pradine salyga
¢(x0) = c19'(z0) + -+ + ™ (w0) = 0.

Vektoriné funkcija ¥ (x) = 0 taip pat tenkina (5.2) sistema ir ta pacia homogen-
ine pradine salyga. Pagal sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema (Zr.
teorema) $ie sprendiniai sutampa, t.y. p(z) = 0,Vz € (a,b). >

Apibrézimas. Sakysime, o', ¢? ..., " yra (5.2) sistemos sprendiniy
erdvés bazé, jeigu bet kokj Sios sistemos sprendinj, vieninteliu budu, galima
iSreiksti pavidalu

(p(l‘)zcl(pl(l')—i-—‘rcn(pn(l‘), Cla---aanR-
Konstantos ¢y, ..., ¢, vadinamos sprendinio ¢ koordinatémis Sioje bazéje.

5.2 teorema. Bet kokie n tiesiskai nepriklausomi (5.2) sistemos sprendiniai
yra Sios sistemos sprendiniy erdvés bazé.

a4 Tegu @', ... " — n tiesiskai nepriklausomi (5.2) sistemos sprendiniai. Pa-
gal teorema vektoriai ! (xg), ..., " (o) yra tiesiskai nepriklausomi, Vg €
(a,b). Todél sie vektoriai yra erdvés R™ bazeé.

Laisvai pasirenkame (5.2) sistemos sprendinj . Vektorius ¢(xo) € R™. I3-
reiske ji per bazinius vektorius ¢!(xg),. .., 9" (x0), gausime

P(xo) = 10" (o) + -+ + cn"™ (o).

I§ sios lygybés matome, kad vektoriai v(zo), ! (z0),. .., " (z0) yra tiesiskai
priklausomi taske zg. Pagal teorema jie yra tiesiskai priklausomi visame
intervale (a,b) (su tais paciais koeficientais), t.y.

Y(x) = ot (x) + -+ cpp™ ().

Isvada. Bet kokie (5.2) sistemos sprendiniai o!,..., o™ yra Sios siste-
mos sprendiniy erdvés bazé, jeigu kokiame nors taske zy € (a,b) vektoriai
ot (wg),..., 9" (xg) yra tiesiskai nepriklausomi. Be to, bet kokie n + 1 &ios sis-
temos sprendiniai ¢!, ..., ", "1 yra tiesiskai priklausomi.

Atkreipsime demesj j tai, kad (5.2) sistemos sprendiniy erdvés bazé egzis-
tuoja. Vektorius ¢!, ..., " galima apibrézti kaip Kosi uzdaviniy

y/ = P(x)y, y(lCo) = (1a07‘~~a0)7
y = P(x)y, y(ze)=1(0,1,...,0),
y = P(x)y, yl(zo)=1(0,...,0,1);

sprendinius.
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Sprendiniy erdvés bazé daznai yra vadinama fundamentaligja sprendiniy sis-
tema. Tegu @', ..., " yra (5.2)sistemos fundamentalioji sprendiniy sistema.
Tada funkcija

p(z) = c19' (2) + - + e () (5:3)

su laisvais koeficientais cy,...,¢, yra (5.2) sistemos bendrasis sprendinys. IS
tikryjy, funkcija ¢, apibrézta (5.3) formule, yra (5.2) sistemos sprendinys su
kiekvienu konstanty rinkiniu ¢q,...,¢,. Tegu y = ¢(x) yra koks nors (5.2)
sistemos sprendinys. Tada tiesiné algebriniy lygciy sistema

P(w0) = 19" (o) + -+ + cnp™ (20)

turi vienintelj netrivialy sprendinj cJ, ..., 2. Funkcija

po(z) = e () + - + " (@)

taip pat yra (5.2) sistemos sprendinys tenkinantis salyga ¢o(z¢) = ¥ (z0). Pagal
sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema po(z) = ¥(x),Vax € (a,b). Taigi
funkcija ¢ galima isreiksti (5.3) formule.
Tegu ¢',...,¢" — fundamentalioji sprendiniy sistema, ® — i§ vektoriy ¢!,
.., " sudaryta matrica. Matrica ® vadinama fundamentaliaja matrica, o
determinantas W(z) = det ®(x) — Vronskio determinantu. Pazyméje ¢ =
colon(eq, ..., ¢,) bendraji (5.2) sistemos sprendinj galime uZrasyti taip:

o(x) = D(x)e. (5.4)

Tegu @ yra (5.2) sistemos fundamentalioji matrica ir ¥ yra kokia nors kita
Sios sistemos fundamentalioji matrica. Tada egzistuoja neiSsigimusi matrica C

tokia, kad
O(z) = U(x)C. (5.5)

5.3 teorema. Teiginiai

1. W(x) =0, Vz € (a,b);

2. W(xo) = 0, kokiame nors taske xy € (a,b);

3. Sprendiniai ©',..., " — tiesiskai priklausomi;
yra ekvivalentus.

< Irodysime, kad 1 = 2 = 3 = 1. Implikacija 1 = 2 yra akivaizdi. Tarkime,
W(z0) = 0,29 € (a,b). Tada vektoriai p!(x),...,p"(x) yra tiesiskai priklau-

somi. Pagal teorema sprendiniai ', .., " yra tiesiskai priklausomi. Taigi
i¥ 2 = 3. Tarkime, sprendiniai ¢!, ...,¢" yra tiesi¥kai priklausomi. Tada vek-
toriai p!(x),...,¢"(x), © € (a,b) yra tiesiskai priklausomi ir i§ juy sudarytas

determinantas yra lygus nuliui. >
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Tegu ¢',..., " — fundamentalioji sprendiniy sistema, W = det ® — ja ati-

tinkantis Vronskio determinantas, o* = colon(kt, .-, Prn)s k=1,...,n. Tada
eul(@) - R oo en(@)
W(z) = : S :
o) 0 Pk oo Pan(T)

Jo iSvestine

e1(x) o @ e Pn()

pn(@) o P e Pan(2).
Kiekviena i3 funkcijy " yra (5.2) sistemos sprendinys. Todél

n
/
Pki — E PijPrj
=1
ir

n
eu(r) - P1jPk; .- ©n1(x)
=1

n J

W)=Y

k=1

wln(x) e lpnjwkj ce @nn(x)

J

Isskleide determinanta po sumos Zenklu, gausime suma determinanty su koefi-
cientais p;;, i§ kuriy vienas prie koeficiento p;; lygus W(z), o kiti lygus nuliui.
Taigi

W'(x) = (i pn') W (z).

Si lygtis yra pirmos eilés tiesiné homogeniné diferencialiné lygtis. Jos sprendinys

W(z) = W(xo) exp Zpii(:r)d:r . (5.7)

ui

Pastaroji formulé vadinama Liuvilio formule.
Nagrinéjant (5.2) sistema lygiagreciai patogu nagrinéti jungtine sistema

y' = —P*(z)y; (5.8)

¢ia P* — transponuota matrica matricai P. Tarkime, ®(z) yra (5.2) sistemos
fundamentalioji matrica. Tada

O z)®(2) = E;
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Gla F — vienetiné matrica. Jos iSvestiné
d d
o (@ '(2)@(2)) =0 <« o (@ '(2))@(2) + @' (z)P(z)®(z) = 0.

Suprastine abi Sios lygybés puses i§ neiSsigimusios matricos ®(z), gausime for-
mule

d

%(Qfl(:r)) = & 1(z)P(x).
I5 tiesinés algebros Zinome, kad (AB)* = B*A*. Todél pastaraja formule galima
perraSyti taip:

d _ * " _ *

%(‘1) Y2)) = —P*(z)(2 ' (2))".
Taigi matrica (<I>_1(9c))* yra jungtinés sistemos fundamentalioji matrica. Jeigu
U(z) yra kokia nors jungtinés sistemos fundamentalioji matrica, tai egzistuoja
neissigimusi matrica C' tokia, kad

U(z)= (27 (2))'C = U(2) =C*"d 7 (z) = U (2)®(z)=C". (5.9)

Tegu ¢ = colon(epy,...,p,) ir ¥ = colon(¢y,...,1¥,) yra atitinkamai (5.2)
ir (5.8) sistemy sprendiniai. Tada

d n n n
s (Z ‘Piwi) = O+ > it =
i=1 i=1 i=1
n n n n
Z Zpij%@bi - Z Zpiﬂﬁj% =0,
i=1j=1 i=1 j=1
jeigu p;; = pj;. Taigi, jeigu Zinome kokj nors (5.8) sistemos kokj nors sprendinj
1 ir matrica P yra simetriné, tai neintegruodami (5.2) sistemos galime paraSyti
jos bendrajj integrala

Z it = const. (5.10)
i=1
Jeigu P*(z) = —P(x), tai (5.2) sistema vadinama savijunge. Savijungés

sistemos koeficientai turi tenkinti salyga

pij(z) = —pji(z).
I3 sios salygos gauname p; = 0,Vi = 1,...,n. Savijunges sistemos atveju (5.9)
formuléje galima imti ¥(x) = ®(z). Taigi savijungéms sistemoms yra teisinga
formulé

O (2)P(x) =C': (5.11)
¢ia C' — pastovioji matrica.

Tegu ¢ = colon(ep, ..., p,) — koks nors savijunges sistemos sprendinys. Pa-

gal (5.11) formule

Z ©2(z) = const.
k=1

Todél kiekvienas atskiras savijungés sistemos sprendinys yra apréztas. Tiksliau
kiekvieno savijungés sistemos sprendinio euklidinis ilgis yra pastovus.



5.2 NEHOMOGENINES TIESINIU LYGCIU SISTEMOS 161

5.2 NEHOMOGENINES TIESINIY LYGCIY SISTEMOS

Tegu ¢ = colon(v1,...,1¥,) yra koks nors tiesinés nehomogeninés lygé¢iy siste-
mos
vy =P(x)y+q(z), pij,q € Cla,b),i,j=1,2,....,n (5.12)

sprendinys. Padare keitinj y = u+1), gausime tiesine homogenine lyg¢iy sistema

u' = P(x)u. (5.13)
Tarkime ¢!, ..., ©" yra Sios sistemos fundamentalioji sprendiniy sistema in-
tervale (a,b), ® = (¢!,..., ") — fundamentalioji matrica. Tada jos bendrasis

sprendinys
u=c1o"(x) + -+ o™ (x) = ®(x)e, ¢ =colon(cy,...,cp).

Kartu
y =) + 19" (2) + - + cnp™ (@) = P(2) + D(2)c (5.14)

yra (5.12) sistemos sprendinys. Irodysime, kad ( ) formulé apibréZia bendrajj
(5.12) sistemos sprendinj juostoje = € (a,b), y € (—00,00).

Akivaizdu, kad kiekvienam konstanty rinkiniui ¢y, ..., ¢, ( ) formulé api-
brézia ( ) sistemos sprendinj. Tegu y = ¢(x) yra Kosi uzdavinio

y' =Py +q(), ylwo) =0
sprendinys. Tiesiné algebriniy lygé¢iy sistema

P(xo) + 1 (wo) + -+ + ™ (w0) = Yo

turi vienintelj sprendinj, nes jos determinantas nelygus nuliui. Pazymékime ji
&}, ...,c. Tada funkcijos

yra to paties Ko8i uzdavinio sprendiniai. Pagal Kosi uzdavinio sprendiniy vie-
naties teorema jie sutampa. Taigi kiekviena Kosi uzdavinio sprendinj galima
isreiksti (5.14) formule.

Isvada. Bendrasis ( ) sistemos sprendinys iSreiskiamas formule

y = () + u(z);

¢ia 1) — koks nors atskirasis (5.12) sistemos sprendinys, o u — bendrasis (5.13)
sistemos sprendinys.

Tegu 1, .. ., p, — fundamentalioji (5.13) sistemos sprendiniy sistema, ® — i§
ju sudaryta fundamentalioji matrica. Rasime atskirajj ( ) sistemos sprendinj.
Jj ieskosime konstanty varijavimo metodu.

Apibrézkime funkcija
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¢a c¢: (a,b) — R™ — vektoriné funkcija. Istate taip apibrézta funkcija i ( )
sistema, gausime

' (z)c(z) + () (x) = P(z)®(x)c(z) + q(2).
Fundamentalioji matrica ® tenkina homogenine sistema, t.y.
' () = P(z)P(x).

Todél vektoriné funkcija ¢ turi tenkinti sistema

Sios sistemos determinantas

W(z) = det &(z) # 0.
Todél ja galima i8spresti ¢’ atzvilgiu, t.y.

d(z) = d H(x)q(x).

Suintegrave Sig lygybe nuo x¢ iki z, gausime

x

o(z) = / 3 (r)q(r) dr + co;

zo
¢ia ¢p — pastovus vektorius. Atmete ji randame atskirajj ( ) sistemos spren-
dinj

W) = @(x)/qu(f)q(r) dr. (5.15)

Bendrasis (5.13) sistemos sprendinys
u=®(z)c;

¢ia ¢ € R™ — pastovus vektorius. Todél ( ) sistemos bendrasis sprendinys

x

y = &(z) / &1 (1)q(r) dr + B(x)e. (5.16)

Zo
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5.3 TIESINIY LYGCIY SISTEMOS SU PASTOVIAIS
REALIAIS KOEFICIENTAIS

Nagrinésime sistema

y' = Py+q(z), (5.17)
kurioje matricos P elementai p;; yra pastovus realieji skai¢iai, vektoriaus ¢ el-
ementai ¢; € C(a,b), ¢ = 1,2,...,n. Sios sistemos sprendimas susiveda j ho-
mogenines sistemos

y' =Py (5.18)

sprendima. I8 tikryjy, jeigu Zinome kokia nors ( ) sistemos fundamentaliaja
sprendiniy sistema, tai konstanty varijavimo metodu galime rasti ( ) sistemos
atskiraji sprendinj. Kartu galime rasti ir jos bendraji sprendinj. Todél toliau
nagrinésime (5.18) sistema.

Atskirojo ( ) sistemos sprendinio ieSkosime pavidalu

Az
b

Yy =ae a = colon(ay,...,an).

Istate taip apibrézta funkcija i ( ) sistema, gausime
\ae® = Pae?® <= Pa = \a.

Tai yra tiesiné homogeniné n algebriniy lygéiy sistema aq, ..., a, atzvilgiu.
Apibrézimas Parametro A reikSmé, su kuria egzistuoja netrivialus sis-
temos Pa = Aa sprendinys, vadinama matricos P tikrine reiksme, o ja atitinkan-
tis netrivialus sprendinys a — tikriniu vektoriumsi.
Sistema Pa = Aa turi netrivialy sprendinj tada ir tik tada, kai

p(A) :=det(P — AE) = 0. (5.19)

Taigi A yra matricos P tikriné reik§mé tada ir tik tada, kai A yra ( ) lygties
Saknis. Si lygtis vadinama charakteristine lygtimi ( ) sistemai. Parametro A
atzvilgiu kairioji charakteristinés lygties pusé yra n-ojo laipsnio polinomas p(A).
Jis vadinamas charakteristiniu polinomu. I8 tiesinés algebros yra zinoma, kad n-
ojo laipsnio polinomas turi lygiai n Sakny. Tegu A1, ..., A, yra charakteristinio
polinomo Saknys. Atskirai iSnagrinésime tris atvejus:

1. gaknys Al,y-.., Ap yra skirtingos ir realios.
2. Saknys A1, ..., Ay yra skirtingos, taciau tarp ju yra kompleksinés.
3. Kai kurios i§ Sakny Aq,..., A\, yra kartotinés.

_ I8 pradziu iSnagrinésime atvejj, kai Saknys A1, ..., A, yra skirtingos ir realios.
Siuo atveju funkcija
p(A) =det(P — \E)

lygi nuliui tagkuose A = \;, ¢ = 1,...,n. Jos isvestiné p'(\)[x=n, # 0, Vi =
1,...,n. Todél matricos P — \;E rangas lygus n — 1, Vi = 1,...,n. Taciau tada
algebriniy lygciy sistema

(P—X\NE)a' =0,
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turi vienintelj, daugiklio tikslumu, netrivialy sprendinj

a' = colon(al,...,a;), Vi=1,...,n,

o vektorinés funkcijos
ateM® ... a"eM” (5.20)

yra (5.18) sistemos sprendiniai. Be to, jie yra tiesiskai nepriklausomi (patikrin-
kite). Todél vektorinés funkeijos ( ) yra fundamentalioji sprendiniy sistema.

ISnagrinésime antrajj atvejj. Tarkime, Saknys Aq,..., A, yra skirtingos, ta-
¢iau tarp jy yra kompleksinés. Tegu viena i§ kompleksiniy Sakny o = « + i(.
Tada 0 = a— i taip pat yra kompleksiné Saknis, t.y. kompleksinés Saknys jeina
poromis. Sakni o atitinka algebriniy lyg¢iy sistema

(P—0oE)a=0.

Kadangi visos Saknys yra skirtingos, tai $i sitema turi vienintelj, daugiklio tik-
slumu, netrivialy kompleksinj sprendinj a = u + v ir

ae” = (u+ w)e*FI® = (u -t iv)e (cos fz + isin fr)

yra ( ) sistemos kompleksinis sprendinys'. Atskyre jame realia ir menama
dalis, gausime du realius (5.18) sistemos sprendinius

(ucos fx —vsin fzx)e®,  (vcos Sz + usin fx)e™”.

Lengvai galima jsitikinti, kad kompleksigkai jungtine Saknj ¢ = a — i3 atitinka
ta pati realiy sprendiniy pora. Kartu kiekviena kompleksiskai jungtiniy Sakny
porg atitinka du realus sprendiniai, o skirtingas n Sakny atitinka lygiai n realiy
sprendiniy. Be to, Sie sprendiniai yra tiesiSkai nepriklausomi. Norint tuo
isitikinti reikia grjzti nuo trigonometriniy prie rodikliniy funkcijy.

I8nagrinésime treciajj atvejj. Tarkime, dalis Sakny Ay, ..., A\, yra kartotinés.
Jeigu kurios nors Saknies, pavyzdziui A1, kartotinumas lygus vienetui, tai nepri-
klausomai nuo to kokios yra kitos 3aknys, ja visada atitinka sprendinys ae*®,
a = colon(ay,...,a,) — netrivialus algebriniy lyg¢iy sistemos (P — )\1E)a =0
sprendinys.

Tegu A* yra charakteristinio polinomo k kartotinumo Saknis. Matematinés
indukcijos metodu jrodysime, kad Sig Saknj atitinka sprendinys

P;c,l(az:)eA T Proq(x) = colon(Pklfl(gc), o PE(2));

¢ia Pl (z),..., PP (z) yra s < k — 1 laipsnio polinomai, turintis visumoje
lygiai k laisvy koeficienty.

I Kompleksiné funkcija y = u + v yra ( ) sistemos sprendinys, jeigu
u' + v’ = Pu+ iPv.

Tuo atveju, kai matricos P koeficientai yra realus, kompleksinio sprendinio realioji ir menamoji
dalys taip pat yra ( ) sistemos sprendiniai.
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Kai k = 1 saknj A* atitinka vienintelis, daugiklio tikslumu, netrivialus spren-

dinys
acr’®, a= colon(ay,...,an).
Todél viena i§ koeficienty ag, . .., a, galime pasirinkti laisvai.

Tarkime, suformuluotas teiginys yra teisingas, kai k& = r. Irodysime, kad jis
yra teisingas, kai k = r 4+ 1. Tegu A* yra kokia nors charakteristinio polinomo
r 4+ 1 kartotinumo Saknis. Sig Saknj, daugiklio tikslumu, atitinka netrivialus
sprendinys

aer'®,  a=colon(ay,...,ay).
Vienas i§ koeficienty aq,...,a, yra nelygus nului. Todél jj galima pasirinkti
laisvai. Pavyzdziui, jeigu a; # 0, tai galime imti a; = 1.
Apibrézkime nauja ieskomg funkcija v formule

Y= Qu; (5.21)
Cia
1 0 0
as 1 0
Q= :
a, 0 1

Istate taip apibrézta funkcija j sistema, gausime
€ a a a
Qu = PQu <= v = Q 'PQu. (5.22)

Matricos Q determinantas det @ = 1. Todél egzistuoja atvirstiné matrica Q!
ir det Q' = 1. Be to,

1 0 0
Q—l —as 1 0
—a, O 1

Pagal vektoriaus a apibrézima Pa = A*a. Pasinaudoje §ia savybe tiesiogiai ga-
lime jsitikinti, kad

A* P12 cee Pin
0-1PQ 0 po2—agpiz ... pon — a2pin
0 Pn2 — GnP12 c+v DPnn — QnPin

Pagal indukcine prielaida

det(P — AE) = (A= M"Y F(A),  f(Vaoar £0.
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Pasinaudoje gauta matricos Q! PQ israiska ( ) sitema galime perraSyti taip:

up = ANy +pioug + ...+ Praln
uy = (p22 — agp12)ug + ... + (P2n — a2P1n)Un
. (5.23)
o
U, = (Pn2 — @np12)uz + ... + (Pnn — nP1in)tn
Atmete joje pirmaja lygti, gausime sitema
uh = (paz — agp12)ue + ... + (P2n — A2P1n)Un,
: (5.24)
u/n == (pn2 - (171]712)162 +...+ (pnn - anpln)un-

Charakteristinis (5.23) sistemos polinomas
det(Q7'PQ — AE) = det Q"1 (P — \E)Q =
det Q7' det(P — AE)det Q = det(P — AE) = (A — A*)"TLF ().

Antra vertus

det(Q71PQ — AE) = (A — A)A(N);

¢ia A(N) yra ( ) sistemos charakteristinis polinomas. Sulygine pastarasias
formules, gausime

AN =A=A)F), F(N)a=a- #0.

Taigi A* yra ( ) sistemos charakteristinio polinomo r kartotinumo Saknis.
Pagal indukcine prielaidg Sia Saknj atitinkantj ( ) sistemos sprendinj galima
iSreiksti formule

U9 = P27

2 (2)eN T, g = P (2)eN

¢ia P? |,...,P" , yras < r—1 laipsnio polinomai, kuriose laisvy konstanty yra
r. Istate taip apibréztas funkcijas j pirmaja ( ) sistemos lygtj ir suintegrave
ja pagal kintamaji =, gausime Sios lygties sprendinj

uy = PH(z)er®
su nauja laisva konstanta. [state u1,...,un i ( ), gausime
y= QPT(I)G)\*Ia PT(I) = COIOH(P7”17P7"2—17 e aP;L—l)'

Belieka tik pastebéti, kad vektoriaus QPFP,.(x) koordinatés yra s < r laipsnio
polinomai ir juose laisvyjy konstanty yra lygiai r + 1.

Pastaba. Kartotinés Saknies atveju atskiruosius homogeninés sistemos
sprendinius galima ieSkoti ir kitu metodu. Tarkime, A yra charakteristinio poli-
nomo k kartotinumo Saknis. Pirma atskirajj sprendinj ieSkome pavidalu

4,01 — ale)\z;
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¢ia a' yra koks nors homogeninés sistemos Pa' = Aa' netrivialus sprendinys
(tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme A). Antra sprendinj ieskome
pavidalu

4,02 _ a26>\z +a1.’L'€>\I;

¢ia a2 yra koks nors nehomogeninés sistemos Pa? = Aa?+a! netrivialus sprendi-
nys (prijungtinis vektorius). Tesdami tokius skai¢iavimus, k-ajj sistemos spren-
dinj ieskome pavidalu
k—1
1 X Az

k k_A\z k—1_. Az
=ae +a rxe™ + ...+ a ———e"
4 k=1

¢ia a* yra koks nors nehomogeninés sistemos Pa* = Aa® + a*~' netrivialus
sprendinys.

Tegu A\* yra charakteristinio polinomo k karotinumo kompleksiné Saknis.
Tada jungtiné Saknis A* taip pat yra k kartotinumo Saknis. Sakni A* atitin-
ka kompleksinis sprendinys Pk_l(a:)exf su k kompleksiniy laisvy konstanty.
Atskire jame realig ir menamg dalis, gausime porg realiy sprendiniy. Kiekvie-
name i§ jy yra k laisvy konstanty. Taigi kiekviena realia charakteristinio poli-
nomo Saknj k kartotinumo atitinka sprendinys su k laisvy konstanty. Kiekviena
kompleksiniy k kartotinumo Sakny pora atitinka realus sprendinys su 2k laisvy
konstanty. Visuma charakteristinio polinomo Sakny atitinka sprendinys su n
laisvy konstanty. IS jo galima iSskirti lygiai n realiy, teisiskai nepriklausomy
sprendiniy, t.y. galime sukonstruoti fundamentaliaja sprendiniy sistema. Kartu
galime rasti bendrajj homogeninés sistemos sprendinj.

Pavyzdziai:

1. Rasime sistemos

YL =Y1 — Yo, , <1 4)
— Yy = Y
{yé = —4y1 + 2 -4 1 7

y = colon(y, y2) bendrajji sprendinj. Charakteristinés lygties

’1A -1

_ 2 _ _ 9 _
) 1A‘_0 = AN-22-3=0

Saknys Ay = —1, Ay = 3 yra realios ir skirtingos. Todél atskirus na-
grinéjamos sistemos sprendinius ieskome pavidalu:

@' = colon(by,by)e™, % = colon(dy,ds)e>".

Istate pirmajj sprendinj j sistema gausime algebrine homogenine dviejy
lygéiy sitema

by =by — — by =
1= b1 — bo, — 2by — by =0,
—by = —4by + by —4by + 2by = 0.
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Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1, by = 2 gausime atskirajj
sprendinj ¢! = colon(1,2)e~%. Istate i nagrinéjama sistema sprendinj (2
gausime sistema

3d; = dy — do, 2dy + ds = 0,
<
3dy = —4d; + d» 4dy + 2ds = 0.

Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme d; = 1, do = —2 rasime atskirajj
sprendinj p? = colon(1, —2)e3?. Taigi bendrasis nagrinéjamos sistemos
sprendinys

cre” % + ¢9e? >

_ 1 2 _
y=ay tept= ( 2c167% — 2¢9e3®

Rasime sistemos

Y =vy1 + Y2, 1 1 0
Yh = —u1 + Y2 — Y3, —= y=-11 -1 [y,
Y5 = 3y2 + Y3, 0 3 1

y = colon(y1, y2, y3) bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties

1-x 1 0
-1 1-X —1 |=0 <= (1-=-MDA\=22+5)=0
0 31—\

Saknys Ay = 1, Ada = 1+ 24, A3 = 1 — 2:. éakni A1 atitinkantj atskiraji
sprendinj galime iegkoti pavidalu ¢! = colon(by, b, b3)e®. Istate taip api-
brézta sprendinj j lygti gausime algebrine homogenine trijy lygéiy sistema

by = b1 + bo, by =0,
by = —by + by — b3 <~ —by — b3 =0,
bs = +3bs + b3 3by; = 0.

Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1 gausime b3 = —1. Taigi
atskirasis sprendinys ¢! = colon(1,0, —1)e®. éakni Ao atitinka kompleksi-
nis sprendinys ¢ = colon(dy, do, d3)€(1+2i)$ su kompleksiném laisvom kon-
stantom dy, do, d3. Istate taip apibrézta sprendinj j lygtj gausime algebrine
homogenine trijy lygéiy sistema

(1 + 21)d1 =dy + do, 2idy = da,
(1 + 21)d2 =—di+dy —ds — 2idy = —d; — d3,
(1 + QZ)dg = +3ds + d3 2ids = 3ds.

kintamuyjuy di, ds,ds atzvilgiu. Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme
do = 2i¢ randame: dy = 1, d3 = 3. Todél kompleksinis sprendinys

@ = colon(1, 2i, 3)e1+2)z
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Atskyre jame ralia ir menama dalis gausime du realius sprendinius
! = colon(cos 2, —2sin 2z, 3 cos 21)e?,
¢? = colon(sin 2z, 2 cos 2z, 3 sin 2z )e®.

Kompleksine 8aknj A3 atitinka ta pati realiy sprendiniy pora. Taigi ben-
drasis nagrinéjamos sistemos sprendinys

c1 + ¢o cos 2x + c3 sin 2x
Y= clgol + 02902 + 03g03 =e” —2¢9 sin 2x + 2¢3 cos 2x
—c1 + 3co cos 2x + 3c3 sin 2z

3. Rasime sistemos
Y1 =y1— Y2 +ys, 1 -1 1
yo=ty1+yp -y, = y=[1 1 -1 |y,
y/3 = —Y2 + 2y3a
y = colon(y1,y2,y3) bendraji sprendinj. Charakteristinés lygties

1-x -1 1
I 1-X -1 |=0 <= (2-M)O0-1)*=0

Saknys A\ = 2, Ao = 1, A3 = 1. Saknj \; atitinkantj atskirajj sprendinj
galime ieskoti pavidalu ¢! = colon(by,bs, b3)e?®. Istate taip apibrézta
sprendinj j lygti gausime algebrine homogenine trijy lygciy sistema

2b1 = by — by + b3, by +by — b3 =0,
2by = by + by — b3 <~ by — by — b3 =0,
%y = —by + 2bs by = 0.

Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1 gausime b3 = 1. Taigi atski-
rasis sprendinys ¢! = colon(1,0,1)e?*. Antrosios charakteristinio poli-
nomo Saknies kartotinumas lygus dviem. Todél kity atskiry sprendiniy
galima ieSkoti pavidalu

@ = colon(by + box,dy + dox,y1 + Y2x)€”.
Istate taip apibrézta sprendinj j lygti gausime lygybes
by + (b1 + bax) = (by + box) — (di + dax) + (71 + 727),

do + (di + dox) = (b1 + box) + (d1 + dox) — (11 + Y27)
Y2 + (71 +27) = —(di + dow) + 2(71 + 727).

Sutrauke panaSius narius jas perraSysime taip:
(2 —d2)x +y1 —d1 — b2 =0,
(b2 =y2)x + by =71 —d2 =0,
(’Yg —d2)$+’}/1 —d1 — Y2 =0.
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Sios lygybés bus teisingos su visais € R tada ir tik tada, kai

72_d2:05
b2—’)/2=0,
72*d2:0a

y1—di — by =0,
by —y1 —d2 =0,
’}/1—d1—’)/220.

Kadangi 8aknies kartotinumas r = 2, tai pastarosios algebrinés Sesiy lygciy
sistemos sprendiniy aibé priklauso nuo dviejy laisvy konstanty. I8sprende
Sig sistema atzvilgiu konstanty by ir v, randame:

Yo = ba, do = ba, d1 =1 — b2, by = 71 + ba.

Tegu by = 1,77 = 0. Tada v9 = 1,dy = 1,d; = —1,b; = 1. Kai by =
0,71 = 1 turime v =0, dy =0, d; = 1, by = 1. Taigi antraja kartotinumo
r = 2 8aknj atitinka du tiesisSkai nepriklausomi sprendiniai

©* = colon(1 4z, -1+ z,z)e®, > = colon(1,1,1)e”,
o bendrasis nagrinéjamos sistemos sprendinys
c1e%® + co(1 + x)e® + cze”

y =10t + cap? + c390° = co(x — 1)e* + cze”
c16%% 4 coze® + c3e®

4. Rasime nehomogeninés sistemos

{?/1 = Y2 + q1(x),

0 1
<=>y'=Py+Q(x),P=< )
yh = —2y1 — 2y2 + q2(x) -2 -2

y = colon(y1,y2), ¢ = colon(q1,q2) bendraji sprendinj. Charakteristinés

lygties
- ! =0 <= M+22+2=0
-2 —2—X | -
Saknys Aj 2 = —1+1% yra kompleksinés. Jas atitinka homogeninés sistemos

kompleksiniai sprendiniai

12 = ( == > o(—1Ei)z

u + Z"UQ

Konstantas u; = 1,v1 = 1,us = —2, v = 0, daugiklio tikslumu, randame
i§ lygties

. up + 11 . 0 1 up + 11
( 1+Z)( U + 1V > - ( -2 =2 ) ( U + 1V >
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Kompleksinis sprendinys

¢1<122>41Hn(]j;)ew@@x+mm@

- cosz —sinz + i(cosz+sinz) \
—2cosx — 12sinx

_o [ cosz —sinx) . _g [ cosxz+sinzx
e + e . .
—2cosz —2sinzx
Jo realioji ir menamoji dalys yra realus homogeninés sistemos sprendiniai.
Todél homogeninés sistemos bendrasis sprendinys

_ cosx — sinx) _ cosz + sinx

xr xr

=cie + coe . =
Yn ! ( —2cosx ) 2 ( —2sinx )

1! () + c29? ().
Atskirojo nehomogeninés sistemos sprendinio ieskosime pavidalu
Yo = (@)c(z) = c1(x)p’ () + c2(2)9? (2);

¢la ¢ = colon(cy, cz) — ieskoma vektoriné funkcija, o ® — fundamental-
ioji matrica, sudaryta i§ vektoriy ¢!, p2. Istate taip apibrézta funkcija j
nehomogenine sistema, gausime lygti

&' (@)e(x) + ()¢ (@) = PO(2)e(z) + q(x) & ¢(z) = 8~ (w)q(x).
Atvirkstiné matrica

1/ —9s B o
<I>_1(x): 1( 2sin cosx blnx)

—e .
2 2cosx cosxr —sinx
Todél

z 1 _ . _ _ .
c(x)/es< 2sin s coss — sin s )q(s)dercO.

2 2cos s coss —sin s
o)

Atmete ¢ia pastovy vektoriy ¢y randame atskiraji sprendinj

(@)= e® cosx —sinx cosx +sinx
Ya —2cosT —2sinz

1 o[ —2sins —coss—sins q1(s)
.— e . ds.
2 2coss  coss—sins q2(s)

Zo

Taigi nehomogeninés sistemos bendrasis sprendinys

y=c19'(z) + c29°(2) + ya ().
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5.4 FUNDAMENTALIOSIOS MATRICOS STRUKTURA

Konstruojant (5.18) tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos fundamentaliaja ma-

trica skyrelyje nuosekliai ieSkojome jos atskirus tiesiSkai nepriklausomus
sprendinius. Cia pateiksime kitg fundamentaliosios matricos konstravimo me-
toda.

I8 pradziy nagrinésime tiesine homogenine sistema
y =Py, PeR™, y=colon(yi,...,¥n)- (5.25)
Jos sprendinio, tenkinancio pradine salyga

y(@o) = yo, (5.26)

ieSkosime pavidalu

y(z) =e*Fe, ¢ =colon(cy,...,c,) € R™. (5.27)

Rasime §ios funkcijos i8vesting. Remiantis (1.37) formule,
Y (z) = Pe*Fc = Py(x).

Todél funkcija y(z) = e*Fc yra ( ) sistemos sprendinys. Pareikalave, kad
taske x = x¢ jis tenkinty ( ) pradine salyga, gausime

IDP —I[)P

e cC= 1o T c=e Yo

Is ¢ia isplaukia, kad funkcija
y(z) = @m0y, (5.28)

yra (5.25) sistemos sprendinys, tenkinantis (5.26) pradine salyga. Pagal viena-
ties teorema bet kuris kitas sprendinys, tenkinantis (5.26) pradine salyga, su-
tampa su $iuo sprendiniu savo apibrézimo srityje. Todél formulé ( ) apibrézia
bendrajj ( ) sistemos sprendinj.

Norint rasti ( ) sistemos fundamentaliaja sprendiniy matrica, reikia rasti
matricos e*F arba kokios nors kitos fundamentalios matricos stulpelius. Tegu
Q yra tokia nei$sigimusi matrica, kad P = QJQ !, J — Zordano matrica. Tada

ezP _ QezJQ—l

yra (5.25) sistemos fundamentalioji matrica. Matrica e*F'Q = Qe*’ taip pat yra
( ) sistemos fundamentalioji matrica. Todél pakanka rasti fundamentaliosios
matricos Qe®’ stulpelius.

Zordano matrica

J=diag{Js; (A1), Js,, (Am)},  sS1+ -+ Sm =0
Ja atitinkanti eksponenté

e — diag{ezlﬂ(}q)7 o ezJSm(Am)};
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Gia Jy,(\i) yra Zordano langeliai. Be to,

1 zsi—Z :Esi,*l

(s;=2)1 (si—1)!

(31—3)’ (§7—2)'

o
—_

0o 0 ... 1 T
0 0 0 1

Tegu @1,...,¢n it q1,..., ¢, yra matricy Qe®”’ ir @ stulpeliai. Tada

Y1 = €A1IQ17
s1—1
05, = e/\m(%ql+...+mqsl_1 —I—qsl)
Pn—sm+1 = GAMIQn—sm-&-la
sm—1
Pn = erm? (an—sm+l + .. FTgn-1 + Qn)-
Jeigu matrica P neturi kartotiniy tikriniy reikSmiy, t.y. s1 =--- = s, = 1, tai

vektoriai
0; =eM%q, Yi=1,2,...,n.

Vektoriai ; turi tokj patj pavidala ir tuo atveju, kai matrica P turi kartotines
tikrines reikSmes, taciau kiekvieng kartotine tikrine reikSme atitinkantis Zordano

langelis yra diagonalus. Vektorius q1,...,q, galima rasti is salygos
PQ =QJ.
Pavyzdys. Rasime sistemos
vi = oyt
Y = —y1+3y2

fundamentaligja matrica. Matricos

r(4s)

tikrinés reik§més Ay = Ay = 2. Tikrinis vektorius ¢ = colon(1,1) randamas
is lygties Py = 2¢p. Prijungtinis vektorius 1) = colon(1,2) randamas i3 lygties
Py = ¢+ 2¢. Tegu @ yra matrica, sudaryta i§ vektoriy ¢ ir ¥, t.y. Q = (¢, V).
Tada Zordano matrica

J:Q‘lPQ:<(2) ;)
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Matrica

2¢ 0 0 =z
:cJ—(O 2x)+(0 0>—217E+£CT.

Matricos F ir T komutuoja. Todél

2z
zJ _ 2zE T __ € 0 1 =z 2z 1 =z
©c T e _<0 e%)(o1>_e (o 1)'

Nagrinéjamos sistemos fundamentalioji matrica

e””P:Qe””‘]lee%( l:xm 1ix )

Toliau nagrinésime tiesine nehomogenine sistema
y' = Py+aq(@); (5.29)
¢la g = colon(qy, . ..,q,) — Zinoma vektoriné funkcija. I§ pradziy tarkime, kad
q(x) = 0. Tada pastaroji sistema yra homogeniné ir jos bendrasis sprendinys

yn(z) =e"Fe, c=(c1,...,cn) ER™.

Atskirojo nehomogeninés sistemos sprendinio ieskosime konstantu varijavimo
metodu

ya(z) = e*Fe(x);
¢a ¢ = c¢(x) — ieskoma vektoriné funkcija. Istate taip apibrézta funkcija i ( )
sistema, gausime

Pe*Pe(z) + P (z) = Pe*Fe(x) + q(x).

Suprastine panasius narius, gausime

d(z) = e *Pq(x).

Suintegrave $ig lygti nuo z( iki z, randame
xr
c(z) = /e*TPq(T) dr + é.
o
Atmete ¢ia pastovy vektoriy ¢, randame nehomogeninés sistemos atskirajj spren-

dinj

Yaolx) = e“”P/e*TPq(T) dr = /e(I*T)Pq(T) dr.
xo Zo
Bendrasis nehomogeninés sistemos sprendinys
x
y(x) = yn(x) + ya(z) = e"Fe + / e P (1) dr. (5.30)

Zo
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Sis sprendinys tenkins (5.26) pradine salyga, jeigu

7I(]P

c=¢e€ Yo-

Istate pastaraja vektoriaus c iSraigka i (5.30), gausime (5.29) sistemos sprendinj

x

y(x) = @m0 Py 4 / e@=NPq(r)dr, (5.31)

Zo

tenkinantj ( ) pradine salyga.
P avyzdys. Rasime sistemos

y' = Py +q(x)

sprendinj, tenkinantj pradine salyga y(0) = 0. Cia

P9 ) ww- (00,

Matricos P tikrinés reikSmeés A\y = —1414, Ao = —1—1. Sias tikrines reik§mes
atitinka kompleksiniai tikriniai vektoriai w + v ir u — iv, u = colon(1, —2),
v = colon(1,0). Jie randami i§ lygéiy:

Plu+iv)=(-1+14i)(u+iv), Plu—iv)=(-1—1i)(u—iv).

I8 vektoriy u ir v sudarome matrica

a=wo=( 1 ).

0 -1
2 1
Matrica P atitinka Zordano matrica

J:Q*PQ:(_} 11>=—((1) (1))+(01 é):—E+T.

Matricos —F ir T' komutuoja. Todél

Atvirkstiné matrica

| —

Q' =

zJ _ ,—zE T

Matricos —xzF eksponenté
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ir t.t. Todél matricos T eksponenté

S (_ 1)k a2t So ()b e
ool — 1;::0( 1) k) kz::o< 1 2k+1)! _( cosx sinz )
= &, L2k &, 22k ~\ —sinz cosz
- kz_l()(_l)k R kz_:o(_l)k E]

kB

Padaugine matrica e~*¥ i matricos e*T, gausime

o — cosx sinz
e’ =e . .
—sinx cosx

Taigi matrica

sinx + cosx sinx
—2sinx cosr —sinx

ea:P _ Qea:JQfl —e T (
Pagal prielaida y(0) = 0. Todél nagrinéjamos sistemos sprendinys

xT

) = [ Pg(rydr =

0

x—17)+ cos(x — ) sin(z — 7)

= je—@_f) < sin( —2sin(z — 7) cos(z — 7) — sin(a — 7) ) q(t)dr.
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5.5 TIESINES SISTEMOS SU PASTOVIAIS KOEFICIENTAIS
KANONINIS PAVIDALAS

Tegu P € R™™ — pastovioji matrica. Nagrinésime homogenine sistema

y' = Py. (5.32)
Keitiniu
y=Qu, det@Q#0,
ji susiveda | sistema
v = Q1 PQu.
Pagal teorema matricg () galima parinkti taip, kad
Q~'PQ = J;
¢ia J — Zordano matrica. Kartu sistema galima suvesti ] paprastesne sis-
tema
o' = Ju. (5.33)

Si sistema vadinama kanonine. Tegu
J =diag{Js, (A1),..., Js,, (Am) }.

Tada ( ) sistema galima perraSyti taip:

/
wy = Arug + ug,
/
Uy = Aug + ug,
!/ _
Ug, = AlUsy,
/ —
uz),—sm-‘,-l = )\mun—sm+1 + Up—s,,+2,
un—sm+2 = Amun73m+2 + Un—s,,+3,
u, = AmUn.

Pastaroji sistema turi svarby privalumag prie§ bendro pavidalo sistema. Visu
pirma ji i8siskaido i m nepriklausomy sistemy. Kiekvieng i$ 8iy sistemy gali-
ma suintegruoti atskirai. Bendrajj sistemos sprendinj lengvai galima apibrézti
nuosekliai ja integruojant, pradedant nuo paskutinés sistemos lygties. Antra
— nagrinéjant jvairius diferencialiniy lygéiy teorijos klausimus, pakanka Siuos
klausimus istirti kanoninéms sistemoms.

Tegu n = 2. Matricos P tikrinés reik8més

1
Mo = 5(Sp P+ VD), D= (SpP)?—4detP.
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randamos i§ charakteristinés lygties det(P — AE) = 0, kuria galima uZrasyti
taip:
A2 — (Sp P)A +det P = 0;

2
¢a Sp P = > py;. Tiesiogiai galima jsitikinti, kad
i=1

M4+ =SpP, A -Xy=detP.

Dvimadiu atveju Zordano matrica J gali turéti vieng i§ keturiy pavidaly:

(A0 (A0 a1 [ a B\
J1_<01 )\2)7J2_<0 )\>7J3_(0 )\)7‘]4_(_6 0)7

Gia A1, Ao, A\, a, 0 — realus skaiciai.

Isskirsime tris atvejus:

1. Matricos P tikrinés reik8més yra realios ir skirtingos (tai bus tada ir
tik tada, kai D > 0). Siuo atveju tikrines reikSmes A1, Ao atitinka du tiesiskai
nepriklausomi tikriniai vektoriai a, b. Jie randami i8 lygéiy

Py=XNy, i=12.
Tegu @ yra matrica, sudaryta i$ 8iy vektoriy. Tada

PQ = (Pa, Pb) = (Aa, \2b) = QJ1;

Taigi Zordano matrica J = Q 1PQ = J;.

2. Matricos P tikrinés reik8meés yra realios ir sutampa, t.y. A\1 = Ao = A
(tai bus tada ir tik tada, kai D = 0). Siuo atveju yra galimos dvi skirtingos
situacijos, kai matrica P yra diagonali ir nediagonali. Tarkime, matrica P yra

diagonali. Tada
A0
p(}0)=m

¢ia E — tapati matrica. Siuo atveju bet kokiai neisigimusiai matricai @) yra
teisinga lygybé
Q'PQ =P

Tai reiskia, kad matricos P ekvivalentiskumo klaséje yra tik viena matrica P ir
P =J,.

Jeigu matrica P yra nediagonali, tai matricos P — AE rangas lygus vienetui
ir matrica P turi tik viena (daugiklio tikslumu) tikrinj vektoriy a. Jj randame
i lygties Pa = Aa. Prijungtinj vektoriy b randamas i§ lygties

Pb=a+ \b.
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Tegu @ yra matrica, sudaryta i$ vektoriy a, b. Tada

PQ = (Pa, Pb) = (Aa,a + A\b) = QJ3;

Al
n=(5 1)

Taigi Zordano matrica J = Q1 PQ = Js.

3. Tarkime, matricos P tikrinés reikSmés A; o = o % ¢ yra kompleksinés
(tai bus tada ir tik tada, kai D < 0). Siuo atveju jas atitinka du kompleksigkai
jungtiniai tikriniai vektoriai y = u + v, y = w — tv. Jie randami i§ lygties

P(u+iv) = (a +i08)(u + iv).
Atskyre Sioje lygtyje realig ir menama dalis, gausime
Pu=oau—pv, Pv=_pu+ av.
Tegu Q = (u,v). Tada
PQ = (Pu, Pv) = (au — Bu, fu+ av) = QJy;

a 3
N

Taigi Zordano matrica J = Q7' PQ = Jj.
Kai n = 3, Zordano matrica J gali turéti viena i§ keturiy pavidaly

A 0 0 A 0 0
J1 = 0 X 0 |, Jo= 0o x 1],
0 0 X3 0 0 A
A1 0 A0 0
Js=1 0 X 1 |, Jy= 0 a 0 ];
0 0 A 0 -0 «

Gia A1, A2, Az, A, o, B € R. Atkreipsime démesj, kad pirmaja, antraja ir ketvirtaja
Zordano matricas galima isskaidyti j blokus, kuriy eilé lygi vienetui arba dviem.
Tokia blokiné Zordano matricos struktira leidzia kanonine sistemg iSskaidyti i
kelias nepriklausomas sistemas. Pavyzdziui, ( ) sistema, kai J = Jy, galima
i8skaidyti taip:

I
;o uy = aug + fus,
up = Aug, 7

u; = —fug+ aus,

Kai n = 4, Zordano matrica J turi vieng i trijy pavidaly:

A 0 0 0 A1 00

M 0 0 A 10 0 XA 10
J1<0 N)’J2 001 "B oo 1]

0 0 A 00 0 A
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¢ia M ir N antros eilés Zordano langeliai, A\q
sistema iSsiskaido j dvi dviejy lygéiy sistemas:

()= (i) (0
U U2 Uy

ir A € R. Kai J = Jj, kanoniné

)-+(2)

o kai J = Jo — ] vieng vienos lygties ir vieng trijy lygciy sistemas:

o
uy =
I T
uy = Aiug, uy =
uy =

)\UZ + us,
Aug + ug, .
)\U4
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5.6 KANONINIY SISTEMY PLOK3TUMOJE
FAZINIAI PORTRETAI

Tegu P yra antros eilés kvadratineé matrica ir J yra jg atitinkanti Zordano
matrica. Tada tiesing sistema

y =Py

atitinka kanoniné sistema
y' = Jy. (5.34)

Istirsime Sios sistemos pusiausvyros tasky charakterj, priklausomai nuo charak-
teristinio polinomo p(A) Sakny, t.y. nuo matricos P tikriniy reik8miy Aq, Ao.
Kadangi panasiy matricy charakteristiniai polinomai sutampa, tai

SpP =SpJ =X+ Az, detP =detJ =X\

Tarkime, matricos J tikrinés reiksmeés A1, Ao yra realios, skirtingos ir nelygios
nuliui. Tada ( ) sistema galima perraSyti taip:

Yi =My, Ya = Aoy
Jos bendrasis sprendinys

)\120

y1(z) = 1M, yp(w) = 2™, c1, 0 €R. (5.35)

I8skirsime tris atvejus:
1. Tikrinés reikSmés Aj, A2 yra neigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai
detP > 0, D > 0ir SpP < 0. Tegu A\; < A2 < 0. Tada |y;(x)] — O ir

ly2(z)| — 0, kai & — oo. Taigi visos nagrinéjamos sistemos trajektorijos artéja j
koordinaciy pradzia. Eliminave i§ ( ) lygciu kintamaji =, gausime lygtj

yr = cly2 M, e =crfleaM

I8 jos isplaukia, kad ( ) sistemos trajektorijos yra parabolés'. Be to, A1 /Ay >
1. Todél visos jos liecia agj yo (7r. pav.)

2. Tikrinés reik8meés A1, Ay yra prieSingy zenkly. Tai bus tada ir tik tada, kai
det P <0, D > 0. Tegu \; < Ao. Tiksliau tegu A; < 0 < Ag. Tada |y1(x)| — 0,
ly2(x)] — oo, kai & — oo. Kadangi A;/Aa < 0, tai trajektorijos yra hiperbolés
(7. pav.).

3. Tikrinés reik8més Aq, Ay yra teigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai
det P>0,D>0ir SpP > 0. Tegu 0 < A\; < Ag. Tada |y1(x)] — o0, |y2(z)| —
00, kai * — oo. Kadangi A\1/A2 > 0, tai trajektorijos yra parabolés’. Be to,
A1/A2 < 1. Todél jos visos liecia agj y; (7r. pav).

115 tikryjy tikrosios parabolés yra gaunamos tik tuo atveju, kai A1/A2 = 2.
215 tikryjy tikrosios hiperbolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1/A2 = —1.
318 tikryjy tikrosios parabolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /Ao = 1/2.
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Ya /7 L Y2
W W ﬁ U1 m
5.1 pav. 5.2 pav. 5.3 pav.

Pusiausvyros taskas, pavaizduotas ir paveiksléliuose, vadinamas maz-
go tasku, o pusiausvyros taskas, pavaizduotas paveikslélyje — balno tasku.

Tarkime, tikrinés reikSmeés Aj, Ay sutampa ir nelygios nuliui. Tai bus tada ir
tik tada, kai det P > 0 ir D = 0. Tegu A\; = Ay = X # 0. ISskirsime du atvejus:

1. Tarkime, matrica J yra diagonali. Tada ( ) sistema galima perraSyti
taip:

Y1 =y1, Yo = Ay

Jos bendrasis sprendinys

y1(z) = 1™, ya(x) = cpe™”
Tegu A > 0. Tada |y1(z)| — oo, |y2(x)] — o0, kai x — oo. Jeigu A < 0, tai
ly1(x)] — 0, |y2(x)| — 0, kai  — co. Eliminave i§ pastaryjy lygéiy kintamajj z,
gausime lygt]

Y1 =ky2, k=ci/ca

Taigi sistemos trajektorijos yra spinduliai, iSeinantys iS koordinaciy pradZzios,
kai A > 0, ir jeinantys j koordinaciy pradzia, kai A < 0 (7r. ir pav.). Pu-

siausvyros taSkai, pavaizduoti ir paveiksléliuose, vadinami Zvaigzdiniais
mazgais.
Y2 Y2
hn n
5.5 pav. 5.4 pav.

2. Matrica J néra diagonali. Tada turime sistema

Vi =Mty ys = Ao
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Jos bendrasis sprendinys

Az

yi(z) = (c1 + cax)e™,  yo(z) = coe™”.

Jeigu A > 0, tai |yi(x)] — oo, |y2(x)] — o0, kai  — oco. Jeigu A < 0, tai
ly1(z)| — 0, |y2(x)| — 0, kai  — oco. Eliminave i3 pastaryjy lygéiy kintamajj ,
gausime sitemos trajektorijy lygtj

c 1
i = Lyo 4+ <yaIn 2,
C2 A C2

Isvestiné dy;/dys — oo, kai ya/co — +0. Todél visos trajektorijos liefia agj
y1 koordinac¢iy pradzios taske. Geometriné vieta tasky, kuriuose trajektorijos
keicia kryptj, apibréZiama lygtimi ¢j = 0. I§ pirmosios sistemos lygties gauname,
kad tai yra tiesé

L:dy1 +y2=0.

Fazinis sitemos portretas, kai A < 0 ir A > 0, pavaizduotas ir paveikslé-
liuose. Abiem atvejais pusiausvyros taskas vadinamas issigimusio mazgo tasku.

Y2 Y2
— I I L
— ] .
Y1 Y1
\ //
— —
5.6 pav. 5.7 pav.

Tarkime, tikrinés reikSmés yra kompleksiSkai jungtinés: A = a + i3, A =
a — if. Tai bus tada ir tik tada, kai D < 0. Siuo atveju ( ) sistema galima
perrasyti taip:
y1=ayr + By, ys =Py +aye
(zr. skyrelj). Ivede polines koordinates

y1 =rcosf, yo =rsinb,

gausime sistema

Jos sprendinys
r=ree*”, 0=~0y— [Bx.
Taigi
y1 = roe*® cos(fp — Bx), y2 = ree*” sin(fy — Px).
Jeigu o < 0, tai |y1(z)] — 0, |y2(x)] — 0, kai © — +o0. Jeigu a > 0, tai

egzistuoja seka {zj} tokia, kad |y;(zx)| — o0, |y2(zk)| — oo, kai xp — +o0.
Jeigu « = 0, tai visos trajektorijos yra 27/ periodinés funkcijos.
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Tarkime, a = 0, t.y. tikriné reikSmé A yra grynai menama (tai bus tada ir
tik tada, kai Sp P = 0). Siuo atveju trajektorijos yra koncentriski apskritimai
su centru koordinadiy pradzioje (7r. pav.). Pusiausvyros tagkas, pavaizduo-
tas paveikslélyje, vadinamas centro tasku. Tegu a # 0. Tada trajektorijos
yra spiralés. Kai & — oo ir @ < 0(< Sp P < 0), fazinis taskas juda spirale,
artédamas prie koordinac¢iy pradzios (Zr. pav.), o kai @ > 0 (& Sp P > 0),
fazinis taskas juda spirale, toldamas nuo koordinaciy pradzios j begalybe (7r.

pav.). Pusiausvyros tagkas, pavaizduotas , paveikskéliuose, vadi-
namas zZidinio taSku. Visais atvejais judéjimg pries ar pagal laikrodzio rodykle,
nusako koeficiento 3 Zenklas.

BB )
S & &

5.8 pav. 5.9 pav. 5.10 pav.

Tarkime, det J = A1 - Ay = 0. Jeigu A\; = 0, 0 Ay # 0, tai ( ) sistema
galima perraSyti taip:

y1="0, y5=Aayo.
Jos bendrasis sprendinys

yi(x) =c1, ya(x) = coe”.

I8 ¢ia iSplaukia, kad bet kuris tagkas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas.
Kai Ay > 0 (A2 < 0), trajektorijos yra i§ y; aSies iSeinantys (jeinantys) spin-
duliai, lygiagretus yo aSiai. Fazinis sistemos portretas, kai Ao > 0 ir Ay < 0,
pavaizduotas ir paveiksléliuose.
Jeigu A\ = A9 = 0 ir matrica J néra nuliné, tai ( ) sistema galima per-
raSyti taip:
y1=y2, y3=0.

Jos bendrasis sprendinys
y1(z) = c2w, y2(z) = c2.
I8 ¢ia iSplaukia, kad bet kuris taskas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas, o

trajektorijos yra tiesés, lygiagrecios y; aSiai. Fazinis sistemos portretas pavaiz-
duotas paveikslélyje.
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Y2 U1 Y2

U hn 2

5.11 pav. 5.12 pav. 5.13 pav.

Kanoninés sistemos y' = Jy pusiausvyros tasko charakteris priklauso nuo
Zordano matricos .J tikriniy reik8miy. Tiksliau, nuo charakteristinio polinomo
p(A) koeficienty Sp J ir det J. Kadangi panaSiy matricy charakteristiniai poli-
nomai sutampa, tai Sp J = Sp P, det J = det P. Todél tiesiniy sistemy 3’ = Py
pusiausvyros taskus galima klasifikuoti lygiai taip pat kaip ir jas atitinkandiy
kanoniniy sistemy pusiausvyros taskus. Pavyzdziui, jeigu kokios nors kanoninés
sistemos 3y’ = Jy pusiausvyros tagkas yra zidinys, tai visy jg atitinkanciy tiesiniy
sistemy pusiausvyros taskai taip pat yra zidiniai.

det P

@@@

N
A

5.14 pav.

SpP

Kiekviena fiksuota reikSmiy Sp P ir det P pora atitinka charakteristinis poli-
nomas p(A). Savo ruoztu charakteristinis polinomas p(\) vienareiksmiskai api-
brézia kanonine sistemg y’ = Jy bei jos pusiausvyros taska. Kartu yra apibreé-
Ziamas ir su 8ia sistema susijusios tiesinés sistemos 3y’ = Py pusiausvyros taskas.
Taigi kiekviena reikSmiy Sp P, det P porg atitinka tam tikras tieisnés sistemos
y = Py pusiausvyros taskas. Si atitinkamybeé geometriskai pavaizduota
paveikslélyje

Tegu Q yra neiSsigimusi matrica, kurios pagalba matrica P suvedama j Zor-
dano pavidala J. Tada transformacija y = Qu deformuoja kanoninés sistemos
uw' = Ju fazin] portreta ] tiesinés sistemos y' = Py fazinj portreta. Kadangi
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tokia transformacija yra tiesiné ir tolydi, tai trajektorijy geometrinis vaizdas
islieka toks pats. Jos gali buti tik kiek iStemptos (suspaustos) ir pasuktos apie
koordinaciy pradzia. Pavyzdziui, sistema

, 5 4 4 5

—_ - /:7 - =
y1—3y1 3y2, Yo 3y1 3y2

tiesine transformacija
Y1 =2u1 +ug, Y2 =ui + 2u
suvedama ] kanoninj pavidala
r r
Uy = uq, Uy = —U2.

Siuo atveju Zordano matricos tikrinés reiksmés A\; = 1, \y = —1. Todél pusiau-
svyros taSkas yra balno taskas. Kanoninés sistemos bendrasis sprendinys

up = c1e®, us = coe "

Fazinis sitemos portretas pavaizduotas paveikslélyje. Grize prie kintamyjuy
Y1, Y2, gausime

y1 = 2c1€” + o™, yo = cre” 4 2c0e” 7.

Is siy lygciy eliminave kintamaji x, gausime nagrinéjamos sistemos trajektorijy
lygti
(Y2 = 2y1)(v1 — 2y2) = ¢

¢ia ¢ = 9cycy. Taigi nagrinégjamos sitemos trajektorijos yra hiperbolés. Jy fazinis
portetas pavaizduotas paveikslélyje.

u2 Y2

L
i
177

5.15 pav. 5.16 pav.
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5.7 NEHOMOGENINES SISTEMOS PERIODINIAI SPRENDINIAI

Tegu P € R™"™ — pastovi matrica, ¢ = colon(qi, ..., q,), ¢; — tolydzios w peri-
odinés funkcijos, w > 0. Nagrinésime tiesine nehomogening sistema,

y' = Py + q(x). (5.36)

5.4 teorema. Tegu Aq1,...,\, — tikrinés matricos P reikSmés, A\, 2”71”,
t=+v—-1,Ym=1,...,n, k € Z. Tada (5.30) sistema turi vienintelj w periodinj
sprendinj.
< Tegu ® — homogeninés sistemos fundamentalioji matrica. Tada bendrasis
(5.36) sistemos sprendinys (7zr. (5.16) formule)

xT
i) = Bale+ [ 2B (S)a(s) dss
0
¢ia ¢ — pastovus vektorius. Nagrinéjamu atveju fundamentaligja matrica galima
apibrézti taip:
(z) = ™.
Tada

T

y(z) = e+ /eP(I_s)q(s) ds.
0

Pasinaudoje Sia formule ir funkcijos g periodiskumo salyga, gausime

Ttw x
ylr +w) = eP@twle 4 / ep(””w*s)q(s) ds = Pt 4 /eP(Ifs)q(s) ds =
0 Sw
z 0
ereP“’c—F/eP(z*s)q(s) ds + /ep(zfs)q(s) ds.
0 Zw

Funkeija y tenkins periodiodiskumo salyga y(x + w) = y(z), jeigu
0
efzelfwe 4 /ep(wfs)q(s) ds = ef?c.
—Ww
I8 Sios lygybés isplaukia, kad

0
ePve /eP(*S)q(s) ds = c.
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I gauta lygybe galima ziuréti kaip tiesine nehomogenine algebriniy lygéiy sistema

(ep“’ - E)c =— /O eP9q(s) ds

vektoriaus ¢ atzvilgiu. Ji turi netrivialy sprendinj tada ir tik tada, kai matrica
eP’¥ — FE yra neiSsigimusi. Pagal teorema matricos et tikrinés reik§meés
yra MY . e @ Todél matrica e*” — E bus neissigimusi tada ir tik tada, kai
A £ 1. Ym=1,...,n, t.y. kai \,w # 2nki, k € Z. >
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5.8 TIESINES SISTEMOS SU PERIODINIAIS KOEFICIENTAIS

Tegu P = {p;;} yra kvadratiné n-tos eilés matrica, kurios koeficientai p;; — toly-
dzios w periodinés funkcijos, w > 0. Tokias matricas vadinsime w periodinémsis.
I8 pradziy nagrinésime tiesine homogenine sistema

y' = P(z)y. (5.37)

5.5 teorema. Tegu P — w periodiné tolydi matrica. Tada kiekviena (5.37)
sistemos fundamentaliajg matricg ® galima iSreiksti sandauga

®(z) = B(x)e?; (5.38)

¢ia B — neiSsigimusi w periodiné matrica, o A — matrica su pastoviais koeficien-
tais.

< Laisvai pasirenkame kokia nors (5.37) sistemos fundamentaliaja matrica
®. Tada
&' (2 +w) = Pz +w)®(z + w).

Pagal teoremos salyga P(z + w) = P(x). Todél
P (r 4 w) = P(x)®(z + w).

I5 ¢ia isplaukia, kad matrica ¥(z) = ®(z + w) taip pat yra fundamentalioji.

Tada (7r. skyrelj) egzistuoja neissigimusi pastovioji matrica C' tokia, kad
U(zr) = ®(x)C. (5.39)
Matrica C' yra vadinama monodromijos matrica. Pagal teorema teorema

egzistuoja jos logaritmas Ln C. Apibrézkime matricas
1
A==-1InC, B(z)=d(x)e .
w

I8 antrosios formulés isplaukia, kad

ir (5.38) salyga yra patenkinta. Pasinaudoje pirmaja formule, gausime
Bz 4+ w) = ®(z + w)e A0+ = & (g)Ce A+ =

O(r)eWe A AT = &(2)e” 4% = B(x).

Taigi matrica B yra w periodine. > ~
Tegu @ yra kita ( ) sistemos fundamentalioji matrica ir C' yra ja atitin-
kanti monodromijos matrica, t.y.

d(z+w)=d(z)C.
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Tada egzistuoja neiSsigimusi pastovioji matrica @ tokia, kad

Taciau tada
Dz +w) =0z +wQ ' =0@)CQ ! = o(x)QCQ.
Sulygine 8ig ir (5.39) formules, gausime
C=QCQ .

Taigi visos monodromijos matricos yra panaSios. Kartu galime tvirtinti, kad
visy monodromijos matricy tikrinés reik§meés yra vienodos. Pazymékime Sias
tikrines reik8mes p1, . .., pn. Tikrinés reik8mes pq, . . ., p, yra vadinamos ( )
sistemos multiplikatoriais.

I8 fundamentaliyjy matricy aibés iSskirkime normuota taske x = 0 funda-
mentaliaja matrica ®. Priminsime, kad fundamentalioji matrica ® yra vadinama
normuota taske x = 0, jeigu ®(0) = E, E — vienetiné matrica. Normuota
fundamentaliaja matrica atitinka monodromijos matrica C. Ja galima rasti i§
formulés

d(w) =P(0)C =C.
Is Sios formulés taip pat iSplaukia, kad
det ®(w) =detC =pg - ... fip.

Pagal Liuvilio formule

det () = det ®(0) exp{/ipii(s) ds} = exp{/zn:pii(s) ds}.
o =1 i=1

0

Todél

n

det ®(w) = exp{/Zp“'(s) ds} =p1 ... . (5.40)

0
5.6 teorema. Tegu P — w periodiné tolydi matrica. Tada:

1. Jeigu p yra (5.37) sistemos multiplikatorius, tai egzistuoja Sios sistemos
sprendinys ¢ toks, kad

o(x + w) = pp(). (5.41)

2. Jeigu egzistuoja (5.37) sistemos netrivialus sprendinys ¢ toks, kad yra
teisinga (5.41) formulé, tai p yra (5.37) sistemos multiplikatorius.
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< Tegu p yra ( ) sistemos multiplikatorius, & — Sios sistemos normuota
fundamentalioji matrica. Pagal (5.40) formule

det(®(w) — nE) = 0.

Kartu galime tvirtinti, kad p yra matricos ®(w) tikriné reiksme. Sia tikrine
reikSme atitinka tikrinis vektorius yyg.

Tegu ¢ yra ( ) sistemos sprendinys, tenkinantis pradine salyga ¢(0) = yo.
Tada jj galima iSreiksti formule

p(x) = 2(2)yo-
Priminsime, kad monodromijos matrica C' = ®(w). Todél
ol +w) =0z +w)yo = 2(z)Cyo = 2(2)2(w)yo = L(x)uyo = ().

Irodysime antrajj teoremos teiginj. Tegu ¢ yra ( ) sistemos netrivialus
sprendinys tenkinantis ( ) salyga. Papildikime §j sprendinj iki fundamenta-
liosios sprendiniy sistemos, t.y. tegu ¢, ¢a, ..., v, — fundamentalioji sprendiniy
sistema. Siq sprendiniy sistemg atitinka monodromijos matrica C. Pagal api-
brézima

((p(l‘ + (.«J), 902(5C + w)’ BERE) wn(x + w)) = ((p(l‘), 902(9:)’ BERE) 9071(56))07 C= {Cij}'

Sulygine §iy matricy pirmuosius stulpelius, gausime
P(z +w) = clip(@) + c2192(x) + - -+ + cnrpn(a) = pep(a).
Perrasykime $ig lygybe taip:
(c11 = wp(a) + carpa(x) + - + cppn(z) = 0.

Kadangi funkcijos ¢, @a, ..., @, yra tiesiSkai nepriklausomos, tai pastaroji for-
mulé yra teisinga tada ir tik tada, kai ¢1; = p, co1 = -+ = ¢p1 = 0. Taigi
monodromijos matrica

Ho C12 Cin

0 coo Con
C = .

0 cp2 ... Can

Todél p yra jos tikriné reiksmé. Kartu p yra (5.37) sistemos multiplikatorius. >
Isvada. Jeigu bent vienas (5.37) sistemos multiplikatorius lygus viene-
tui, tai §i sistema turi netrivialy w periodinj sprendinj. Ir atvirksciai, jeigu
( ) sistema turi netrivialy w periodinj sprendinj, tai bent vienas Sios sistemos
multiplikatorius lygus vienetui.
Tegu ® yra ( ) sistemos fundamentalioji matrica. Pagal teorema
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Priminsime, kad B — w periodiné matrica, o A — neiSsigimusi matrica su pasto-

viais koeficientais. Pagal teorema egzistuoja neiSsigimusi matrica @ tokia,
kad
A=QJIQ™
Ga J — Zordano matrica. Tada (7r. skyrelj)
eAac — QerQ_1~

Todél fundamentalioji matrica
®(z) = B(z)Qe’* Q7.
Siad formule galima perrasyti taip:
®(z) = B(z)e’®;

da ®(z) = ®(z)Q — fundamentalioji matrica, o B(x) = B(x)Q — periodiné su
periodu w matrica. Istirsime fundamentaliosios matricos ® struktura.

Tegu Aq,..., A, — matricos A tikrinés reikSmeés. Skaiciai A1,..., A, yra va-
dinami ( ) sistemos charakteristiniais rodikliais. Priminsime, kad matrica A
yra susijusi su monodromijos matrica C. Tiksliau yra teisinga formulé

A= anC.
w

Analogiska formulé yra teisinga ir $iy matricy tikrinéms reikSmeéms (Zr.
skyrelj), t.y.

1 .
)\j:;Lnuj, Vi=1,...,n.

Be to, matricy A ir C' tikrinés reikmés yra to paties kartotinumo ir kiekvieng
kartotine tikrine reikSme atitinka tokie patys elementarus dalikliai.

Pastaba. Atkreipsime démesj, kad realios charakteristiniy rodikliy dalys
yra apibréziamos vienareikSmiskai, o menamos dalys yra apibréziamos 2mki/w,
k € Z tikslumu.

Tegu
J = diag{Js, (M), Ja,, () s
m
Cia s; yra tikrinés reikdmeés )\; kartotinumas, 3 s; = n. Pagal teorema
i=1
e diaLg{efJ-el(Al)7 ., e (Am)}_

Kiekvienas Sios kvazidiagonalinés matricos langelis turi tokia struktura:

>\'i$

1
Aix
(i 2)!6 ’
Aix xdi
0 e e G

e

zeti . A

)\iCE
s (A0 — €

0 0 eti®
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Tegu @', ..., ¢" ir bl,...,b" yra matricy ® ir B stulpeliai. Tada

¢1 _ 6}6)\11’~
@2 — (b1$+b2)6)‘lm7
g = (51 7(;”;1:11)' R 581>6)‘1‘T,
@n—sm—&-l. — (N)n.—sm—s—le)\mzn7
¢7l—sm+2 _ (Bn_s7"’+1.1? + Bn—sm+2)6)\mm’
R

Is 8iy formuliy matome, kad tiesinés sistemos su periodiniais koeficientais fun-
damentaliosios matricos struktura yra analogiska tiesinés sistemos su pastoviais
koeficientais fundamentaliosios matricos strukturai. Todél naturalu tikétis, kad
tiesine sistema su periodiniais koeficientais galima suvesti j tiesine sistema su
pastoviais koeficientais.

Apibrézkime nauja ieskomg funkcija, v formule

Pagal apibrézima matrica B yra diferencijuojama. Todél
B'(x)u+ B(x)u' = P(z)B(x)u (=1v).
Kadangi matrica B yra neiSsigimusi, tai pastaraja formule galima perrasyti taip:
v = B7Y(2)(P(z)B(z) — B'(z))u.

Irodysime, kad matrica B~!(z)(P(x)B(z) — B'(z)) = A. Visu pirma pastebési-
me, kad

B'(z) = ®'(x)e™ 4" — ®(x)Ae™ % = P(z)®(x)e™ 4" — &(x)Ae™ 4%,

B7l(z) = Mo ().

Todél
B™!(2)(P(z)B(x) — B'(x)) = e @~ (2) P(2)®(z)e ¥~

eATD(z)P(x)®(2)e™ A 4+ AT (2) D (x) Ae™ AT = e Ae™ AT = A.

Taigi (5.37) sistema su periodiniais koeficientais keitiniu y = B(z)u galima
suvesti j sistema
u = Au (5.42)

su pastoviais koeficientais.
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P astaba. Bendru atveju matrica
1

A=—InC
w

yra kompleksiné, netgi ir tuo atveju, kai matricos C, ® ir P yra realios.
Tarkime, P yra w periodiné reali matrica. Irodysime, kad (5.37) sistema
galima suvesti ] tiesine sistema su pastoviais realiais koeficientais netgi ir tuo
atveju, kai matrica A yra kompleksiné.
I matrica P galime Ziuréti kaip j 2w periodine matrica. Tegu C yra mono-
dromijos matrica atitinkanti perioda w. Tada

Oz + 2w) = O(z +w)C = &(x)C?.

I ¢ia igplukia, kad C? yra monodromijos matrica atitinkanti perioda 2w. Ga-
lima jrodyti, kad matrica C? turi realy logaritma. Todél visada egzistuoja 2w
periodiné funkcija B tokia, kad keitiniu

y = B(z)u
(5.37) sistema susiveda j (5.42) sistemag su pastoviais realiais koeficientais.

Tarkime, ¢ : R” — R — tolydi w periodiné funkcija. Nagrinésime nehomogen-
ine sistema

y'=P(x)y+q(@). (5.43)
Tegu y = () yra Sios sistemos sprendinys, tenkinantis salyga
y(0) = y(w). (5.44)

Kadangi matrica P ir funkcija ¢ yra w periodinés, tai funkcija ¢ (z) = ¢(z + w)
taip pat yra ( ) sistemos sprendinys. Be to,

Taigi sprendiniai ¢ ir 1 tenkina ta pacia tiesine sistema ir taske ¢ = 0 sutampa.
Taciau tada, remiantis vienaties teorema, galime tvirtinti, kad Sie sprendiniai
sutampa, t.y.

ox) =p(r+w), VreR.
Is sia isplaukia, kad (5.43) sistemos sprendinys y = ¢(z) yra w periodinis tada
ir tik tada, kai jis tenkina (5.44) salyga.

5.7 teorema. Tarkime, visi (5.37) sistemos multiplikatoriai i, ..., [, ne-
lygus vienetui. Tada (5.413) sistema turi vienintelj w periodinj sprendinj.
< Bendrasis ( ) sistemos sprendinys yra apibréztas formule

T

y(x) = &(x)C +/(I>(z)(1>71(5)q(5) ds.

Zo
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Tegu ®(x) yra (5.37) sistemos fundamentalioji matrica normuota taske z = 0.
Tada pastaraja formule galima perraSyti taip:

y(z) = (x)y(0) + / B() @ (s)q(s) ds. (5.45)

Sis sprendinys yra w periodinis tada ir tik tada, kai jis tenkina (5.44) salyga,
t.y.

(0) = B@y(0) + [ (@)@ (s)als) ds. (5.46)
0

Atzvilgiu vektoriaus y(0) tai yra tiesiné algebriné n lygiy sistema. Ji turi
vienintelj sprendinj tada ir tik tada, kai jos determinantas

det(E — ®(w)) # 0.
Taciau
det(E — @(w)) = (1 —p1) .- (1 = ).

Todeél ( ) sistema turi vienintelj sprendinj tada ir tik tada, kai visi multip-
likatoriai p1, ..., 1y yra nelygus vienetui. >

Tarkime, P — pastovioji matrica. Tada sistemos 3y’ = Py fundamentaligja
matrica normuota taske x = 0, galima apibrézti taip:

O(x) = ™.

Tegu matricos P tikriniy reik8miy aibéje néra skaiciy 27wki/w, k € Z. Tada ma-
tricos E — e’ determinantas nelygus nuliui ir i§ (5.44) salygos vienareiksmigkai

randame
w

y(0) = (E — ey~ [ e@=91Pg(s) ds.
/

Siuo atveju nehomogeninés sistemos
y' = Py+q(z) (5.47)

bendrasis sprendinys

x

eI y(s) ds +/6(I*S)Pq(s) ds.
0

y(x) _ eazP(E o ePw)fl

St~

Padaugine pastaraja formule i3 kairés i§ matricos E — e, gausime

w x

(E — eP9)y(z) = e*F [/ eI y(s) ds —l—/e_qu(s) ds—

0 0
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/e(‘”_s)Pq(s) ds] =P / e*Fq(s) ds,
0 r—w
arba .
y(z) = (B —e™)7! / eI (s) ds. (5.48)

Taigi, jeigu matricos P tikriniy reikSmiy aibéje néra skaiciy 27ki/w, k € Z, tai
( ) sistemos w periodinj sprendinj galima apibrézti ( ) formule.

5.8 teorema. Tegu A1,...,\, yra matricos P tikrinés reikSmés, A — realus
skaicius toks, kad
Relhi <A, Vi=1,....n

ir xg fiksuotas taskas. Tada egzistuoja teigiama konstanta M tokia, kad
[®(2)] < Mer®,  Va > xg;
¢ia ®(x) — bet kokia homogeninés sistemos y' = Py fundamentalioji matrica.

< Tegu @ — kokia nors homogeninés sistemos vy’ = Py fundamentalioji ma-
trica. Tada jg galima iSreiksti formule

d(z) = e"I'C;
¢ia C' — pastovioji neiSsigimusi matrica. Matricos ® norma
1@(@)l| < nllC]lle"|.
Is formulés e*” = Q~'e’*Q isplaukia, kad matrica
e’ = {pij(x)e*};

¢ia p;j(z) polinomai, kuriy laipsnis nevirsija tikrinés reik¥meés \; kartotinumo.
Sios matricos elementai

Dij (.Z‘)(i)\ﬂ = pij (x)e(Re >\¢—)\)xelm )\ixe)\z.

Todél
(Re Xi—N)z |6)\m.

= |pij(x)e
Pagal teoremos salyga Re A\; — A < 0. Todél reigkiniai

|pij(z)et™

e(ReXi=Nz| _ o

|pij ()

kai x — oo. Kartu jie yra aprézti ir galime tvirtinti, kad egzistuoja teigiama
konstanta K tokia, kad

N < KeM, Vij=1,....n,x > x.

pij ()
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Taigi
1@ ()| < Mer;

¢ia M =n||C|K. >
Isvada. Tegu ReX; <A <0,Vi=1,...,n. Tada

|®(z)]| < Mer — 0,
kai x — oo.

5.9 teorema. Tegu \1,...,\, yra (5.37) sistemos charakteristiniai rodikliai,
A — realus skaicius toks, kad

Rehi< A, Vi=1,...,n

ir xo fiksuotas skaic¢ius. Tada egzistuoja teigiama konstanta M tokia, kad
|®(x)]| < Mer; Vo > x;

¢ia ®(x) — bet kokia (5.37) sistemos fundamentalioji matrica.

< Tegu ®(z) yra kokia nors (5.37) sistemos fundamentalioji matrica. Tada
ja galima iSreiksti (5.38) formule, t.y.

¢ia B(z) — w periodiné matrica, o A — pastovioji matrica. Matricos ®(z) norma
A
@[] < nl|B(@)[[[le*]-

Matrica B(z) yra tolydi (netgi diferencijuojama) ir w periodiné. Todél visi jos
elementai yra aprézti, t.y. egzistuoja teigiamas skaic¢ius K7 toks, kad

|IB(z)|| < K1, VzeR.
Matricos A tikrinés reikSmeés yra (5.37) sistemos charakteristiniai rodikliai. To-
dél

ed?]| < KeM, Vi >z

(7. teoremos jrodyma). Kartu yra teisingas jvertis
|®(z)]| < Me*®;  Va > xo;

da M =nK K. >
Isvada. Tegu Re\; < A <0, Ve =1,...,n. Tada

1@ (2)|| < Me* — 0,

kai z — oo.
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Tegu D yra kokia nors sritis erdvéje R, F : D — R — Zinoma funkcija,

u = u(x) — ieSkoma funkcija, apibrézta srityje Q C R, x = (21,...,2,) € Q,
Ugy s - - -, Uy, — funkcijos u dalinés isvestinés, u, = (ug,, ..., Uz, ). Lygti
F(zr,u,u;) =0, z€Q, (6.1)

vadinsime bendrgja pirmos eilés daliniy iSvestiniy diferencialine lygtimi. Reis-
kinys kairéje (6.1) lygties puséje turi priklausyti nuo ieskomos funkeijos daliniy
iSvestiniy. Sia salyga galima uzrasyti taip:
n

> 2 (x,t,p) #0, V(,t,p) € D.

i=1
Jeigu funkcija F' yra tiesiné tik ieSkomos funkcijos w daliniy iSvestiniy atzvil-
giu, tai (6.1) lygtis vadinama kvazitiesine pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygtimi.
Tiksliau lygtis

Zm T, u)ug, = f(z,u), (6.2)
i=1

kurioje bent vienas i§ koeficienty a; nelygus nuliui, vadinama kvazitiesine pirmos
eilés daliniy i8vestiniy lygtimi. Jeigu funkcija F' yra tiesiné ieSkomos funkcijos
w ir jos daliniy i$vestiniy atzvilgiu, tai (6.1) lygtis vadinama tiesine pirmos eilés
daliniy i8vestiniy lygtimi. Tiesine pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygti galima
uzrasSyti taip:

Zal X)ug, +alx)u = f(x). (6.3)

Jeigu (6.3) lygtyje f(x) = 0, tai tokia lygtis vadinama tiesine homogenine pirmo-
sios eilés daliniy i8vestiniy lygtimi. Daznai yra nagrinéjama specialaus pavidalo
tiesiné homogeniné pirmosios eilés daliniy iSvestiniy lygtis

Z a;(z)ug, = 0. (6.4)
i=1
Apibrézimas. Funkcija u € CHQ'), ' C Q, vadinsime (6.1) lygties
atskiru sprendiniu srityje ', jeigu
1. Vz € & taskas (z,u(x),uz(x)) € D,
2. F(z,u(x),uy(z)) =0, Vre.
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Jeigu funkcija v = u(z) yra (6.1) lygties atskirasis sprendinys srityje Q', tai
aibé tagky {(z,u) : ¥ € ', u = u(x)} erdvéje R*! apibrézia n-matj pavirsiy.
Ji vadinsime (6.1) lygties integraliniu pavirsiumi. Visy (6.1) lygties atskiry
sprendiniy Seimg vadinsime Sios lygties bendruoju sprendiniu. Tokio sprendinio
struktura iS esmés skiriasi nuo paprastuosios diferencialinés lygties sprendinio
strukturos.

P avyzdys. Rasime daliniy iSvestiniy lygties

Uy = YU,

su dviem nepriklausomais kintamaisiais x, y, bendrajj sprendinj. gioje lygtyje i
kintamajj y galima ziuréti kaip | parametra. Tada tai yra paprastoji pirmosios
eilés diferencialiné lygtis, kurios sprendinys

u=Cly)e’;

¢la C' — bet kokia tolydi funkcija. Taigi pirmosios eilés daliniy i8vestiniy lygties
bendrasis sprendinys priklauso ne nuo vienos laisvos konstantos, o nuo vienos
laisvos funkcijos.

Formuluojant Kosi uzdavinj paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorijoje vienas
i§ kintamyjy yra laikomas nepriklausomu, o kiti kintamieji yra ieSkomos funkci-
jos, kurios turi tenkinti atitinkamas pradines salygas fiksuotai nepriklausomo
kintamojo reikSmei. Jeigu (6.1) daliniy iSvestiniy lygt] galima iSspresti kokios
nors iSvestinés, pavyzdziui u,,, atzvilgiu

Uy, = G(Ty Uy Ugyy .. Uy, ), T E L, (6.5)

tai Ko8i uzdavinj tokiai lygéiai galima formuluoti analogiskai: rasti diferencijuo-
jama funkcija wu, kuri srityje 2 tenkinty (6.5) lygtj ir pradine salyga

|rc1::vlo =(x9,...,2n); (6.6)
¢ia 1 — glodi savo argumenty funkcija. Atkreipsime démesj j tai, kad lygtis 1 =
z10 kintamyjy @1, z2,. .., x, erdvéje apibrézia glody n — 1 dimensijos pavirsiy

erdvéje R™ (kai n = 2 — tiese, kai n = 3 — plok§tuma ir t.t.). Sis pastebéjimas
leidzia daliniy iSvestiniy lygéiy teorijoje (6.0) pradine salyga pakeisti bendresne
pradine salyga

¢($2,~~~73€n); (67)

u|x1:g(x2,...,xn) =
¢ia g — glodi savo argumenty funkcija.
Jeigu daliniy iSvestiniy lygtis yra kvazitiesiné, tai KoSi uzdavinj galima for-
muluoti taip: rasti diferencijuojama funkcija w, kuri srityje Q tenkinty (6.2)
lygtj ir pradine salyga
ulg = ¥(2); (6.8)
¢ia S — glodus n — 1 dimensijos pavirius erdvéje R™, kiekvieno tasko xg € S
aplinkoje ji galima apibrézti lygtimi w(xz) = 0, w — diferencijuojama minétoje
aplinkoje funkcija, tenkinanti salyga

iwii (z) #0,
=1
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1 — glodi pavirgiuje S funkcija.

Kai n = 2 lygtis w(z) = 0 kintamyjy z1, 22 plokStumoje apibrézia kreive I, o
kintamyjy 1, z2, u erdvéje cilindra [ x R C R3. Lygtis u = ¢ (x),z € [ apibrézia
kreive v C I x R, kurios projekcija j kintamyjuy x1, zs plokStuma yra kreive [.
Todeél isspresti (6.2), (6.8) Kosi uzdavinj geometriskai reiskia rasti integralinj
pavirsiy, kuris eina per kreive ~.
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6.2 TIESINES HOMOGENINES LYGTYS

Tegu aq,...,a, — diferencijuojamos srityje {2 C R™ funkcijos, tenkinanc¢ios sa-
lyga:
n
> ai(x) #£0, VreqQ
i=1

Nagrinésime tiesine homogenine lygti
n
Z a;(r)uy; = 0. (6.9)
i=1
Akivaizdu, kad funkcija u = const yra $ios lygties sprendinys. Ieskant likusiy
sprendiniy patogu lygiagre¢iai nagrinéti autonomine sistema:

#;=ai(x), i=1,....,n (&z=a(x)); (6.10)

Cia x; yra ieskomos kintamojo t funkcijos, &; = dx;/dt. Sios autonominés sis-
temos trajektorijos erdvéje R™ apibréZia kreives, kurios vadinamos (6.9) lygties
charakteristikomis. Erdvéje R™ jos apibrézia n — 1 dimensijos pavirsiy, kurj
vadinsime charakteristiniu pavirSiumi.

Pagal prielaida koeficientai a; vienu metu nelygus nuliui. Todél ( ) sis-
tema srityje (2 neturi pusiausvyros tasky. Remiantis teorema galime tvirt-
inti, kad diferencijuojama funkcija u : @ — R yra (6.9) lygties sprendinys tada
ir tik tada, kai ji yra (6.10) autonominés sistemos integralas (Zr. teorema).
Pastarojo teiginio jrodymas remiasi formule

dei(t)
Tar ;UI (z)a;(w)

du(p(t)) _ \~ du(x)

z=p(t) e=p(t)

i=1

Priminsime, kad diferencijuojama funkcija u yra ( ) sistemos integralas sri-
tyje €, jeigu kintamojo ¢ atzvilgiu u(p(t)) = const, Vo : $(t) = a(e(t)). Taigi
norint rasti (6.9) lygties visus sprendinius, reikia rasti visus nepriklausomus
(6.10) sistemos integralus.

Pagal prielaida srityje Q néra (6.10) sistemos pusiausvyros tasky. Todél
Vao € Q bent viena i8 funkcijy a; Siame taske nelygi nuliui. Tarkime, a1 (z0) # 0.
Tada aq(xz) # 0 pakankamai maZoje Sio tasko aplinkoje ¢ C 2. Eliminave
is ( ) sistemos nepriklausoma kintamajj ¢, gausime pirmos eilés normaliaja
diferencialiniy lygéiy sistema

d d
dzy _ ax(z)  don _ an(2) (6.11)
dry  aq(x) dxy a1(x)
su n — 1 lygtimi. Remiantis teorema kiekvieno tasko xg € ) aplinkoje ji
turi n — 1 nepriklausomus integralus us(x), ..., u,(x) ir bet kokie n ios siste-

mos integralai yra priklausomi. Taigi, jeigu u yra koks nors ( ) sistemos inte-
gralas, nepriklausantis nuo kintamojo ¢, tai egzistuoja diferencijuojama funkcija
U tokia, kad

u=U(ug,...,U). (6.12)



202 6 PIRMOS EILES DALINIU ISVESTINIU LYGTYS

Patikrinsime, kad taip apibrézta funkcija uw yra (6.9) lygties sprendinys. I8
tikryjy,

zn:ai(fﬂ)uzi (z) = iai(x) (Zn: U, (ug, ... up) ukm) =
=1 i=1 k=2

2”: (zn: a’i(x)ukzi) U, (ugy .. u,) = 0.

k=2 i=1

Taigi bet kurj (6.9) lygties sprendinj galima i8reiksti (6.12) formule. Todél (6.12)
formule apibrézta sprendinj galima vadinti bendruoju (6.9) lygties sprendiniu.

P avyzdys. Rasime homogeninés lygties

Uy, + Uy, =0
bendrajj sprendinj. Sig lygtj atitinka autonominé sistema
1 =1, @9=1
Suintegrave ja gausime, kad nagrinéjamos lygties charakteristikos yra tiesés
ry=t+c, x2=1+cCo.

Eliminave i$ ju kintamajj ¢, rasime autonominés sistemos pirmajj integrala u =
x1 — z2. Todél bendrasis nagrinéjamos daliniy iSvestiniy lygties sprendinys

u=U(x — x2);

¢ia U — bet kokia diferencijuojama funkcija.

Tegu S C R™ yra glodus n — 1 dimensijos pavirsius, 1 — glodi pavirSiu-
je S funkcija. Nagrinésime Ko8i uzdavinj: rasti funkcijg w, kuri pavirsiaus S
aplinkoje tenkinty (0.9) lygti, o pavirsiuje S pradine sqlygq

ul =) (6.13)

Be to, tegu pavirSiy S kiekvieno tasko zo € S aplinkoje galima apibréZzti lygtimi
w(x) = 0. Cia w — tolydziai diferencijuojama nagriné¢jamoje aplinkoje funkcija,
tenkinanti salyga

6.1 teorema. Jeigu pavirsius S nei viename savo taske neliecia (6.9) lygties
charakteristiky, tai pakankamai mazoje jo aplinkoje egzistuoja vienintelis Kosi
uzdavinio (6.9), (6.13) sprendinys.
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< Laisvai pasirenkame taska z* = (z7,...,z}) € S. Pagal prielaida pavirsius
S nelie¢ia (6.9) lygties charakteristiky. Todél tagke x* reiskinys

Z W, (x)al(x) 7é 0.

Tarkime, konkretumo délei, wy, (z*) # 0 ir ay1(2*) # 0. Tada pastarosios ne-
lygybés yra teisingos pakankamai mazoje tasko x* aplinkoje ir Sioje aplinkoje
pavirgiy S galima apibrézti lygtimi 1 = g(za,...,z,). Kadandgi a;(z) # 0 tai
i5 (6.10) sistemos galima eliminuoti parametra t. Rezultate gausime neautonom-
ine n — 1 lygciy sistema:

dry _ay(on,....2,)

dﬁrl a1(x17...,xn) fk(x)a k N ,n (6 )

Atkreipsime démesj j tai, kad funkcija w yra (6.14) neautonominés sistemos
integralas tada ir tik tada, kai ji yra ( ) autonominés sistemos integralas (Zr.
skyrelj).
Tegu
xk = xi(T1,20), 2o = (T10,---,%no) k=2,...,n

yra ( ) sistemos bendrasis sprendinys Kosi formoje (jis apibréZia trajektorija,
einancia per laisvai pasirinkta taska zo € S i8 pakankamai maZos tasko z*

aplinkos). Sis sprendinys priklauso nuo n parametry zig,...,Zno. PaZymeéje
(220, .-+, 2Tn0) = (C2,...,¢pn) := ¢, gausime lygtis:
xk:xk(xhg(c)vc) = <Pk($1,c)a k:2,...,n, (615)

kurios apibrézia ( ) sistemos bendrajj sprendinj, priklausantj nuo n—1 laisvos
konstantos. Remiantis (3.35) formule dalinés igvestinés

o dap(a1,9(c), ) Ig(c) n Oxy(x1,9(c),c)
86{7‘ 83?10 (9Cj 8047'

dzi(w1,9(c).c) 5~ w1, 9(c), ) Dg(c) :
B R Ph e P UICICI

Matricos {Opr/0c;} determinantas

det{%} _ det{%} -det {5ij - fi(g(C),C)igiié)} #0

Cj

I5 tikryjy, pirmasis determinantas desinéje lygybés puséje yra teigiamas (zr.
(3.30) formule), o antrasis determinantas

et {8, = 100,02} 1= Y- B fi0(0).0) 20
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nes pavirsius S nei viename savo taske nelie¢ia (6.9) lygties charakteristiky.
Todeél ( ) lygtis galima iSspresti parametry ¢ € R*~1 atzvilgiu:

ca = u2(x),...,cn = up(x).

Rezultate gauname n — 1 nepriklausomus (6.14) sistemos integralus us(z), .. .,
un () ir bendrajj (6.9) lygties sprendinj galime uzrasyti formule

u=U(ug,...,up);

¢ia ¥ — tolydziai diferencijuojama funkcija.
Pavirsiaus S taskuose

xp = xk(g9(c),g(c),c) =cp, Vk=2,...,n
Todél integralai us(z), ..., u,(x) pavirsiaus S taskuose tenkina salygas:
up(g(xo, ... xn), @, xy) =2, Vk=2,... n.

Pavirgiuje S funkcija

v(x) =YP(g(za, ..., 2n), T2, ., Tpn) = V(Tay ..., Ty).

Apibrézkime funkcija ¥ formule ¥ = v. Funkcija u = ¢(u, ..., u,) yra (6.9)
lygties sprendinys. Be to, pavirsiuje S ji tenkina pradine salyga
WD)y sy ) =

Y(ug(g(za, .. &n), T2,y ooy Ty ey un(g(Ta, oo Tp), Ty e X)) =
U(xa,y. .., xp) = ¢(x)|

Taigi taip apibrézta funkcija u pakankamai maZoje tasko xg aplinkoje yra Kosi
uzdavinio sprendinys. Jis yra vienintelis, nes funkcija ¥ apibréziama viena-
reikSmiai. TaSka zy € S pasirinkome laisvai. Todél galime tvirtinti, kad na-
grinéjamas Kos§i uzdavinys, pakankamai mazoje pavirSiaus S aplinkoje, turi
vienintelj sprendinj. >

Pavyzdziai:

r1=g(x2,....,Tyn)"

1. I8sresime Kosi uzdavinj

_ .2
x5.

Tolg, — T1Ug, =0, | _ =

Sudarome lygtj atitinkanéia autonoming sistema,
Ty =T9, &= —T1.
Eliminave i$ Sios sistemos kintamajj ¢, gausime lygti

dafg X1

d.’El .’£2.
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Tai yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Jos bendrasis integralas
x% + m% = const.

Vadinasi nagrinéjamos pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygties bendrasis
sprendinys
u=U(z] + z3).

I8 pradinés salygos gauname W(z3) = x3. Taigi funkcija ¥(t) = ¢ ir na-
grinéjamo Kogi uzdavinio sprendinys u = x% + z3.
2. Puserdvéje x1 > 0 rasime homogeninés lygties

Uz, A (03 4 23) Uy + (23 + 29)Ugy =0

sprendinj, tenkinantj pradine salyga

.2 .2
‘x1:1*$2 x3.

Nagrinéjama lygti atitinka autonominé sistema
. _ . _ 2 . _ 2
xr1 =T, To = I + x3, xr3 = I + xo.

Pirmosios lygties sprendinys x; = cje?. Istate taip apibrézta funkcija j
antra ir trecia lygtis, gausime sistema

. 2 2t . 2 2t
Ty = cie” +x3, I3 =cje” + Ta.

I8 pirmosios Sios sistemos lygties atéme antraja gausime lygtj

d
— (2 —x3) = —(22 — 3
(2 = w3) = (2 — 73),
kuria suintegrave randame nagrinéjamos autonomineés sistemos pirmajj in-
tegrala
— —t — —
Ty — T3 = Co€ = (o —x3)r1 =C201 = uy = (T2 — x3)7T7.

Kartu paskutine sistemos lygti galime perrasyti taip:

T3 = cfe% + coet + x5

Tai yra tiesiné pirmosios eilés diferencialiné lygtis. Jos bedraji sprendinj

Co _
T3 = C3et + C%th — 56 ¢

galima rasti, pavyzdziui, konstanty varijavimo metodu. Eliminave kin-
tamajj t ir pasinaudoje formule ¢ico = (22 — 3)xz1, randame dar viena
autonomineés sistemos integrala

2 2
C2C1 T3+ X2 — 2x Cc3 T3 + 9 — 2x

_ 8 2
T3 = —r1+ ] —
C1 21’1 21‘1 C1 2.’51
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Taigi nagrinéjamos lygties bendrasis sprendinys

)

T3 + Ta —Qx%)

u = \If(’l.Ll,’UQ) = \Il((x2 - ZB)xh 2:1:1

¢la U — bet kokia diferencijuojama funkcija. Taske xz; = 1 integralai
up = Ty — T3, uz = (x3 + x3 — 2)/2. Reikalaujame, kad rastas sprendinys
tenkinty pradine salyga

u|a:1:1 = U(zy — a3, (3 + 22 — 2)/2) = 23 — 23.

Taske x1 = 1 reiskinys
x5 — 13 = (19 — x3) (w2 + 23) = uy - 2(uz + 1)

Todél funkcija ¥ apibréziame taip: U(uj,ug) = 2uq(ug + 1). Taigi na-
grinéjamo Kosi uzdavinio sprendinys

xr3 + x9 — 296%

u:2x1(x2—x3)( +1) = (zg — x3) (20 + T3 — 227 + 221).

2931
Puserdvéje 1 > 0 rasime Kos$i uzdavinio

T1Uy, + Tolg, + T3Ug, = 0, u| =9+ 23

11:2

sprendinj. Pastaraja lygt] atitinka autonominé sistema
Ty =z, k=1,2,3.

Jos trajektorijos yra tiesés iSeinancios i$ koordinaciy pradzios ir puserveéje
1 > 0 neliecia pavir§iaus x; = 2. Eliminave kintamajj ¢ i§ autonomineés
sistemos, gausime dviejy lygéiy neautonomine sistema

dl’g T2 deg I3
dr:y x1 dri  m1
Si sistema turi du nepriklausomus integralus w; = za/x1, us = wz/x1.

Kartu jie yra ir autonominés sistemos nepriklausomi integralai. Todél
bendrasis nagrinéjamos lygties sprendinys

u=Y(uy,uz);

¢la ¥ — bet kokia diferencijuojama funkcija. Taske z; = 2 integralai
up = T2/2, ug = x3/2. Todél

ul, o = (w22, 23/2) = w5 + w3 = 2(ur +us)|, _,

ir funkcija ¥ apibréziame taip: W(uq, us) = 2(uq + uz). Taigl nagrinéjamo
Kosi uzdavinio sprendinys

u=2(u1 + ug) = 2(z2 + xz3) /1.
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4. Srityje z1 > 0, 2 > 0, z3 > 0 rasime Kosi uzdavinio

VT1Ugy + /ToUy, +/T3Ug, =0, u|wg:1 =T — T2

sprendinj. Nagrinéjama lygtj atitinka autonominé sistema

il =\, "tQZ\/SIJg "1'73:\/‘T3.

Suintegrave ja randame

2v/xy =t+cy, 2vy/xo=t+co, 2y/x3=1+cC3.

Eliminave i8 iy lyg¢iy kintamajj ¢ gausime autonominés sistemos du nepri-
klausomus integralus

VI — Vs = (a1 —¢3)/2, iz — a3 = (2 —c3)/2.

Taigi nagrinéjamos daliniy iSvestiniy lygties bendrasis sprendinys

u=W(Vr1 = I3,/T2 = /T3);

¢ia ¥ — bet kokia diferencijuojama funkcija. IS pradinés salygos gauname

U(yET - 1,yF - 1) = (VI — (VEa).

Taigi funkcija
U(t,7) = (t+1)> = (1 +1)%

Kartu nagrinéjamo Kosi uzdavinio sprendinys
u=(1+ a1 — x3)° — (1 + VT2 — V73)*.

Pastaba. Jeigu (6.1) teoremos salygos yra nepatenkintos, tai (6.9),(6.13)
Kosi uzdavinys sprendinio gali neturéti, arba sprendinys gali buti ne vienin-
telis. Pavyzdziui, lygties u,, + u,, = 0 bendrasis sprendinys v = U(z7 — x2),
kur ¥ — bet kokia diferencijuojama funkcija. Apibrézkime pradine salyga taip:
Uz, =z, = Y(x1). Kadangi tiesé 1 = x5 yra charakteristika, tai i§ pradinés
salygos gauname W(0) = ¢ (x). Taigi, jeigu funkcija ¢ néra konstanta, tai na-
grinéjamas Ko8i uzdavinys sprendinio neturi. Jeigu funkcija v yra pastovi, Kosi
uzdavinio sprendinys néra vienintelis. Be to, jeigu pradine salyga apibrésime
ne charakteristikoje (pavyzdziui, u|y,—2., = ¥(x1)), o funkcija 1 néra diferen-
cijuojama, tai funkcija u = ¢)(2x; — 2x2) nebus sprendinys (pagal apibrézima
sprendinys yra diferencijuojama funkcija).
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6.3 KVAZITIESINES LYGTYS

Tegu ay, ..., a, ir b — diferencijuojamos srityje G € R**! funkcijos, tenkinané¢ios
salyga

Za?(m,p) #0, V(z,p) €G.
i=1

Nagrinésime kvazitiesine lygtj

Zai(x,u)uzi = b(z,u). (6.16)

i=1
Jos sprendinio ieSskosime neiSreikstinés funkcijos pavidalu
v(r,u) =0, veCYG), v, #0.
Diferencijuodami 8ia lygti pagal kintamaji x; gauname sarysj
Vg, + Uyly, = 0.

Padaugine ( ) lygti i§ v, ir pasinaudoje Siuo sarysiu gausime, kad funkcija v
yra tiesinés homogeninés pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygties

Zai(;v,u)vzi +b(z,u)v, =0 (6.17)
i=1

sprendinys. Teisingas ir atvirkstinis teiginys. Jeigu funkcija v yra ( ) lygties
sprendinys, tenkinantis salyga v, # 0, tai neidreikstiné lygtis v(x,u) = 0 api-
brézia (6.16) lygties sprendinj u.

Gauta, ( ) homogenine lygtj atitinka autonominé sistema

{ b= aiw,u), =1, (6.15)

= b(x,u).

Sios autonominés sistemos trajektorijos erdvéje R™! apibrézia kreives, ku-
rios vadinamos ( ) lygties charakteristikomis. Erdvéje R"+! charakteristikos
apibrézia n dimensijos pavirsiy, kuris vadinamas charakteristiniu pavir§iumi.
Kadangi funkcijos a; vienu metu nelygios nuliui, tai ( ) sistema neturi pu-
siausvyros tasky.

Tegu vy (x, u), ..., v,(x,u) yra (6.18) autonomineés sitemos nepriklausomi in-
tegralai. Tada ( ) lygties bendrasis sprendinys

v(z,u) = V(v (z,u),...,op(z,u));

¢ia U — bet kokia diferencijuojama funkcija. Jeigu taip apibréztos funkcijos v
iSvestiné v, # 0, tai lygtis

U(vy(z,u),...,op(z,u) =0 (6.19)



6.3 KVAZITIESINES LYGTYS 209

apibrézia (6.16) lygties sprendinius neisreikstiniu pavidalu.
Pavyzdys. Puserdvéje x3 > 0 rasime daliniy iSvestiniy lygties

T1Ug, + ToUg, + T3Uy, = mu, mER.
bendrajj sprendinj. Siad lygti atitinka keturiy autonominiy lygé¢iy sistema
=z, =123, 4=mu.

Ji turi tris nepriklausomus integralus

1 xo U
vl(x,u):;?), vo(z,u) = =’ Ug(m,u):x—m.
3

Todél nagrinéjamos lygties sprendiniai apibréziami neisreikstine lygtimi

1 T2 U
\II(—,—,—) = 0.
m
r3 I3 Tg

Issprende pastaraja lygti atzvilgiu paskutinio kintamojo rasime nagrinéjamos
lygties sprendinj
_ om Tl T2
(@) = o3 (I)(xg’ ac3)
Taigi nagrinéjamos lygties sprendiniai yra m-to laipsnio homogeninés funkcijos
(visoms leistinoms parametro A reiksméms tenkina salyga u(Az) = \™u(x)).

P astab a. Neisreikstineé ( ) lygtis gali apibrézti ne visus (6.16) lygties
sprendinius. Gali egzistuoti tokie ( ) sprendiniai, su kuriais ( ) lygtis ta-
patingai netenkinama kintamuyjy (z, u) atZvilgiu, taciau kai u = ¢(x) tenkinama
tapatingai kintamuyjy « atzvilgiu. Tokie ( ) lygties sprendiniai vadinami spe-
cialiaisiais sprendiniais.

P avyzdys. Nagrinésime lygtj

(1= vVu—x1 — x2) g, + Ugy = 2.

Jos sprendinio ieskome neisreikstinés funkcijos pavidalu v(z1, 22, u) = 0. Tada
funkcijai v gauname homogenine daliniy iSvestiniy lygti

(1 = Vu— 1 — 22)Vg; + Vgy + 20, = 0.

éiq lygti atitinka trijy autonominiy lyg¢iy sistema

£.E1:(1+\/U75L’171L‘2), ‘C.Egil, u=2.

Is antros ir trecios lygties randame zo = ¢t 4 ¢1, u = 2t 4 c5. Eliminave i§ 8iy
lygé¢iy kintamajj ¢ gauname pirmajj integrala v; = v — 2z5. IS treciosios lygties
atéme pirmaja ir antraja, gausime paprastaja diferencialine lygtj su atskiriamais
kintamaisiais

d
a(u—ml —I3) = —/u —x — xa.
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Jeigu u — x1 — xo # 0, tai Sios lygties bendrasis sprendinys
2Vu—x1 —x9 =c—t.

Eliminave kintamajj ¢ rasime integrala vo = 2 + 24/u — 21 — z2. Taigi bendra-
sis nagrinéjamos daliniy i§vestiniy lygties sprendinys apibréziamas neisreikstine

lygtimi
v(z1, T, u) = V(u — 2x9, 9 + 24/u — 21 — x2) = 0.

Jeigu u — x1 — 29 = 0, tai turime specialyjj sprendinj v = 1 + 2. Jo negali-
ma gauti i§ bendrojo sprendinio. Funkcija v, apibrézta lygtimi v = v — x1 —
T2, yra homogeninés daliniy iSvestiniy lygties vy, + vz, + 2v = 0 sprendinys.
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad specialiojo sprendinio taskuose nagrinéjamos
lygties vieno i§ koeficienty i$vestiné néra tolydi (tiksliau yra neaprézta). Todél
Siuose taskuose yra nepatenkintos autonominés sistemos sprendiniy egzistavimo
ir vienaties teoremos salygos.

Tegu S C R™ yra glodus n — 1 dimensijos pavirsius, 1 — glodi pavirsiu-
je S funkcija. Nagrinésime Ko8i uzdavinj: rasti funkcijg w, kuri pavirsiaus S
aplinkoje tenkinty (0.10) lygti, o pavirSiuje S pradine sqlygq

u’s = w(x)|s; (6.20)

Be to, tegu pavirSiy S kiekvieno tasko zo € S aplinkoje galima apibréZzti lygtimi
w(x) = 0. Cia w — tolydziai diferencijuojama nagrin¢jamoje aplinkoje funkcija,
tenkinanti salyga

2": w2 (z) > 0.
i=1

Erdvéje R" ! lygtis w(z) = 0 apibréZia n-matj cilindra S x R.

6.2 teorema. Jeigu cilindras S x R nei viename savo taske neliecia (6.10)
lygties charakteristiky, t.y.

Zwmi(x)ai(x,u) 7é 0, V(SL',’U,) € (S X R) N Ga

tai pakankamai mazoje jo aplinkoje egzistuoja vienintelis Kosi uzdavinio (6.16),
(6.20) sprendinys.

< Laisvai pasirenkame taska (z*,v*) € S xR. Kadangi cilindras S xR nelie¢ia
(6.16) lygties charakteristiky, tai kiekviename jo taske

Z @; (LE, u)wxi (.’t) 7é 0.
i=1

Tarkime, kokioje nors tasko (z*,u*) aplinkoje aj(x,u) # 0 ir w,, (z) # 0. Tada
( ) autonominé sistema ekvivalenti n neautonominiy lygéiy sistemai
drr  ap(z,u) du b(x,u)

=22V k=2 ... — = 6.21
dry  ai(z,u)’ R, ay(z,u)’ (6:21)
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o pavirsiy S galima apibreézti iSreikstine lygtimi
x1 =g(x9,...,Zp).
Tegu
gk = (21, 20,u0), uw=u(x1,x0,u0), k=2,...,m (6.22)

yra (6.21) sistemos bendrasis sprendinys Kosi formoje (jis apibrézia trajektorija
einancia per laisvai pasirinktg taska (zq, ug) € S X R i§ pakankamai maZos tasko
(z*,u*) aplinkos). Sis sprendinys priklauso nuo n 4 1 parametry 1o, 20, . . . ,
Tno, uo. Kadangi taskas zo € S, tai parametrai x1g, 20, ..., T yra susieti
lygtimi 21 = g(z2,...,z,). PaZyméje up = c1,x20 = ca,...,Zno = ¢, gausime
(6.21) sistemos bendrajj sprendinj

xp = xr(x1,9(ca, ... n),Coy. . Cnyc1) = r(x1,0), k=2,...,n,
u=u(x1,g(ca,...,¢n),Cay...,Cn,c1) :=@(x1,¢), c=(c1,...,Cn),
kuris priklauso nuo n laisvy konstanty cj, ¢, ..., cp. Sias lygtis galima iSspresti
parametry ¢ € R™ atzvilgiu (7r. skyrelio teoremos jrodyma)
a =vn(z,u), cx=uve(z,u), k=2,...,n.

Rezultate gausime ( ) neautonomineés sistemos n nepriklausomy integraly
ve(x,u), k=1,...,n,
tenkinanciy cilindro S x R taskuose salygas:

vE(g(Ta, .o Tn)y Tay ooy Ty u) =2k, k=2,...,m,

v1(g(T2y .. Tn), Ty oy Ty ) = U (6.23)

Tada lygtis (Zr. (6.19) formule)
\I’(UlaUZa-"avn):O7 \I/u#o

apibrézia bendrajj ( ) lygties sprendinj neiSreikstiniu pavidalu. Pavirsiaus S
tasSkuose funkcija

(X)) =P(g(T2y ..., Tn), Tay ..., Tp) = 1/3(1‘2, cey ).

Imkime ~
U(vy,v2,...,0n) =01 — (V2 ..., 0p).

Tada pavirsiaus S taskuose funkcija u tenkins (6.20) Kosi salyga

\If(vl,vg,...,vn)‘ ):u—w(g(xg,...,xn),xg,...,xn) =0.

z1=9g(T2,...,Tn

Taigi ( ) lygtis, su taip apibrézta funkcija ¥, apibrézia Kosi uzdavinio spren-

dinj neiSreikstiniu pavidalu. Rastas sprendinys yra vienintelis, nes pradiné sa-

lyga iSskyré rasta sprendinj, i§ bendrojo sprendino, vienareik§miai. >
Pavyzdziai:
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1. Rasime lygties

ToUly, + T1UUL, = X122
sprendinj, tenkinantj pradine salyga
a4+ ut=a® x1=a, a#0.
Nagrinéjamos lygties charakteristikos yra autonominés sistemos
i’l = XU, (tg = T1u, U= T1X2
trajektorijos, arba ja atitinkan¢ios neautonominés sistemos

dzy U dxo u

% N .1‘17 % a To
integralinés kreiveés. ISsprende §ig sistemg randame bendruosius integralus

v1=xf—u2, v2:x§—u2.

Todél bendrasis nagrinéjamos lygties sprendinys apibréziamas neisreiks-
tine lygtimi
U(vy,v2) =vg — P(vy) = 0;

¢ia & — diferencijuojama funkcija. IS pradinés salygos gauname
a? —2u? = ®(a® —u?) =0 B(t) =2t — a’.
Taigi nagrinéjamos lygties sprendinys « apibréziamas neisreikstine lygtimi

222 — 22 —u? =’

Srityje G = {(x1,72,u) € R3 : 21 > 0,29 € R,u > 0} rasime lygties
T1UUg, + ToUUL, = —X1X2
sprendinj, tenkinantj pradine salyga
psz = 73
Nagrinéjamos lygties charakteristikos yra autonominés sistemos
T] = T1U, To = ToU, U= —T1T3
trajektorijos, arba ja atitinkan¢ios neautonominés sistemos

dry o du —X9

dr,  x, dr,  u
integralinés kreivés. ISsprende Sios sistemos pirmaja lygti, gausime jos
bendrajj sprendinj
To = C127.
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Istate taip apibrézta funkcija j antraja sistemos lygti, gausime lygti su
atskiriamais kintamaisiais

udu = —cizy dry.

Jos bendrasis sprendinys

u=1/ca — 123

I8sprende gautas lygtys parametry c;, co atzvilgiu, randame neautonomi-
nés sistemos bendruosius integralus
T2

2
V] = —, VU2 =U" +21T2.
Z1

Srityje G jie nepriklausomi, nes determinantas

Uiz, Vlu
V2zy Vau

=2u/x; #0.

Todél bendrasis nagrinéjamos lygties sprendinys apibréziamas neisreiks-
tine lygtimi
U(v1,v2) = vg — @(v1) = 0;

¢ia & — diferencijuojama funkcija. Pagal prielaida U|x2:m§ = 7%, o inte-
gralai vi[y,—,2 = T1, V2[y,—02 = 28 + 23, Todél yra teisinga lygybé

x? + 3[::13 — (1) =0,

kuri vienareikSmiskai apibrézia funkcija ®. Taigi nagrinéjamo Kosi uz-
davinio sprendinys apibréziamas neisreikstine lygtimi

T9\6 To\3
u? + 2120 = (—2) + (—2> .
I X

I8sprende ja u atzvilgiu randame ieSkoma sprendinj

6 3
UZWZ) +(2) - oz
Z1 Z1
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Ivairus fizikos ir mechanikos uzdaviniai aprasomi diferencialinémis daliniy iSves-
tiniy lygtimis. DaZniausiai tai tiesinés antros eilés lygtys. Paprasciausios i§ jy
yra Puasono (Laplaso)

—Au=f, (Au=0),

Silumos laidumo
u —a’Au = f
ir bangavimo

Uy — a’Au = f
lygtys. Cia

n
Au = E Uy, a;
i=1

yra n-matis Laplaso operatorius.
Nagrinésime tiesines antros eilés lygtis

Za” uxx]JrZa? )y, +alx)u = f(x). (7.1)

i,j=1

I8skirsime tris lygéiy klases, kurioms priklauso Puasono, $ilumos laidumo ir
bangavimo lygtys.

Tarkime, (7.1) lygtyje funkcijos a;j;, a;, a ir f yra apibréztos srityje @ C R™.
I8 koeficienty prie antros eilés iSvestiniy sudarome kvadratine forma

n

A(m,f) = Z aij(x)fifj’ §= (617 s 7£n) € R™ (72)

ij=1

Tiesinéje algebroje jrodoma, kad (7.2) kvadrating forma fiksuotame tagke 2° € Q
naudojant neiSsigimusia tiesine transformacija

n
:ZCkinka i:17"'7n7

galima suvesti j kvadraty suma,

Az €) = Z ai;(2°)&:&; = Zx\knk, (7.3)

ij=1
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Gia:

1, kail =k,

> ai(@)CriCiy = \iedly, 8, = {0 kai [ # k

,j=1

Be to, visi koeficientai A, yra realus, nes {a;;} yra simetriné matrica.

Pagal kvadratiniy formy inercijos désnj teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui
koeficienty skaicius nepriklauso nuo parinktos neiSsigimusios transformacijos,
suvedandios §ig forma j kvadraty suma. Todél yra galima tokia tiesiniy antros
eilés lygéiy klasifikacija.

Apibrézimas. (7.1) lygtis taske 2° yra (o, 3,7) tipo, jeigu (7.3) kvad-
ratinéje formoje yra « teigiamy, 8 neigiamy ir v lygiy nuliui koeficienty Ag.

Pastaba. Savaime aisku, kad tipus (o, 8,7) ir (8, «,v) galima sutapa-
tinti. Be to, jeigu (7.1) lygtyje koeficientai a;; yra pastovus, tai visuose erdvés
R™ taskuose §i lygtis yra to paties tipo.

Is§skirsime tris atvejus:

1. Visi koeficientai A\, # 0 ir yra vienodo zenklo. Tada (7.1) lygtis tagke z°
yra (n,0,0) arba (0,7n,0) tipo ir vadinama elipsine lygtimi taske x°.

2. Visi koeficientai Ay # 0 ir vieno i3 jy Zenklas skiriasi nuo kity. Tada (7.1)
lygtis tagke z¥ yra (n—1,1,0) arba (1,n—1,0) tipo ir vadinama hiperboline
lygtimi taske x°.

3. Vienas i§ koeficienty, tarkime Ay, lygus nuliui, o kiti nelygus nuliui ir
vienodo Zenklo. Tada (7.1) lygtis tagke 2° yra (n—1,0, 1) arba (0,n—1,1)
tipo. Jeigu, be to, dar

n
> ai(a)Cri #0, (7.4)

i=1
tai (7.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi taske z°. Jeigu (7.1) salyga yra
nepatenkinta, tai (7.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi placigja prasme.

P astaba. Vietoje nepriklausomy kintamyjy x1, ..., z, iveskime naujus
nepriklausomus kintamuosius

n
Yk :ZCMCUZ', k=1,...,n.
=1

Atlike elementarius skai¢iavimus, gausime, kad (7.1) lygtj taske 2° galima uzra-
Syti taip:

Z Alyyyn + Z Ay, +au = f; (7.5)
k=1 k=1
¢ia koeficientai Ay, = Y a;(2°)Cy;. Taigi parabolinés lygties atveju (7.4) papil-

i=1
doma salyga rodo, kad koeficientas Ay, prie iSvestinés u,, nelygus nuliui. Tuo
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atveju, kai (7.4) salyga yra nepatenkinta, t.y. kai koeficientas Ay = 0, (7.5) lyg-
tyje néra funkcijos u iSvestiniy kintamojo y, atzvilgiu. Taciau tada j §j kintamajj
galima ziuréti kaip j laisvajj parametra.

Apibrézimas. Sakysime, (7.1) lygtis yra elipsiné, hiperboliné arba
paraboliné srityje €2, jeigu ji yra tokia kiekviename srities 2 taske. Toliau na-
grinésime tik iy trijy tipy lygtis.

7.1 teorema. Neissigimusi nepriklausomy kintamuyjy transformacija (nebu-
tinai tiesiné) lygties tipo nekeicia.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [2] knygoje.

Pavyzdziai:

1. Puasono (Laplaso) lygti

atitinka kvadratiné forma

Az, €)=Y &

k=1

Visi jos koeficientai nelygus nuliui, vienodo zenklo (lygus 1) ir nepriklau-
so nuo konkretaus tasko x € R". Todél Puasono ir Laplaso lygtys yra
elipsinés lygtys visoje erdvéje R™.

2. Silumos laidumo lygti
up —a’Au = f

atitinka kvadratiné forma

A(Jf,t,f) = _GQZ&% +O'€'r2L+17 5: (gla-- -7£n+1) S Rn+1'

k=1

Vienas i§ Sios kvadratinés formos koeficienty lygus nuliui, o kiti nelygus
nuliui ir vienodo Zenklo. Be to, visi lygties koeficientai nepriklauso nuo
konkretaus tasko (x,t) € R™ x R. Todél silumos laidumo lygtis yra
paraboliné lygtis visoje erdvéje R™ x R.

3. Bangavimo lygtj
Uy — a’Au = f

atitinka kvadratiné forma

A(.ﬁ,t,f) = —CL2 Zglg +1 '51%—1-17 5: (gla s 7£n+1) € RnJrl'

k=1

Visi jos koeficientai nelygus nuliui ir vieno i§ jy Zenklas skiriasi nuo kity.
Be to, lygties koeficientai nepriklauso nuo konkretaus tasko (z,t) € R" xR.
Todél bangavimo lygtis yra hiperboliné lygtis visoje erdvéje R™ x R.
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4. Pateiksime pavyzdj lygties, kurios tipas priklauso nuo konkretaus srities

tagko. Plokstumoje R? nagrinésime Trikomio lygti
YUgr + Uy =0,  (z,y) € R?.
Sig lygtj atitinka kvadratiné forma

Az, y,&n) =y +1-n>, &neR.

Pusplokstuméje y > 0 jos koeficientai nelygus nuliui ir vienodo Zzenklo,
pusplokstuméje y < 0 jos koeficientai nelygus nuliui ir skirtingy zenkly,
o tieséje y = 0 vienas i§ koeficienty lygus nuliui. Todél pusplokstumeéje
y > 0 Trikomio lygtis yra elipsiné, pusplok$stuméje y < 0 — hiperboliné,
o tieséje y = 0 — paraboliné. Trikomio lygtis atsiranda nagrinéjant kieto
kuno judéjima dujose grei¢iu, artimu garso grei¢iui. Sritj y < 0 atitinka
judéjimas greiiu, vir§ijanc¢iu garso greitj, o sritj y > 0 — mazesniu uz garso

greitj.
Pastaba. Jeigu lygtis

F(z,u,ug, tge) =0

netiesiné, tai jos tipas priklauso ne tik nuo tasko x, bet ir nuo konkretaus spren-
dinio. Norint apibréZti netiesinés lygties sprendinio wuy taske 20 tipa, reikia

suskai¢iuoti dalines i§vestines F,,_ _ ir i§ koeficienty

;@

aij(ﬂﬂoauo){lg” L j=1..n,
2 Y t=17
sudaryti kvadratine forma

n

> i (@0, uo)&;.

ij=1

Toliau lygties tipas apibréziamas taip pat kaip tiesinés lygties atveju.
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7.2 TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY SU PASTOVIAIS
KOEFICIENTAIS KANONINIS PAVIDALAS

Nagrinésime antros eilés tiesine lygtj
n n
Z QijUg,z; + Z Ay, +au = f. (76)
i,j=1 i=1

Tarkime, Sioje lygtyje koeficientai a;; = aj;, a; ir a yra pastovus, o f — kintamojo
x funkcija, apibrézta srityje @ C R™.

Vietoje kintamuyjy z1,...,x, apibrésime naujus nepriklausomus kintamuo-
sius

n
ykzzckix’ia kzlaana
=1

¢ia {Ck;} — kokia nors neiSsigimusi matrica. Tada (7.0) lygtis virs lygtimi
n n
Z Apity, .y, + ZAkuyk +au=f. (7.7)
k=1 k=1

Sioje lygtyje koeficientai
- Oyi Oy —~ Ok
Ag = E A :E i— kJ=1,...,n.
kl k i:1@ oz, n

Aij o~
Ox; Ox;
irj=1 Lo

Matrica {Cy; } parinkime taip, kad matrica { Ay} buty diagonali. Tiksliau, tegu
matrica {Cj;} yra tokia, kad

A= aiiCriClj = M, Yk, 1=1,...,n.

i,j=1

Tada (7.7) lygti galima uZrayti taip:
Z Aolyyyp + Z Apuy, +au=f, A, = ZaiCM, k=1,....,n. (7.8)
k=1 k=1 i=1

Sioje lygtyje kiekviena iS koeficienty A galima prilyginti +1, —1 arba 0. I3
tikryjy, jeigu kuris nors koeficientas, tarkime A1, igyja kitokia reikSme, tai at-
likus transformacija

1
Z1 = Y1,
VARSY
. e A1
koeficientas prie iSvestinés u,, ., bus lygus m, ty. 1.
1

Taigi (7.6) lygtj visada galima suvesti j paprastesne (7.8) lygti, kurios ma-
trica, sudaryta i$ koeficienty prie antros eilés iSvestiniy, yra diagonali. Vadinasi,
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(7.8) lygtyje néra misriy antros eilés i§vestiniy. Toks (7.0) lygties pavidalas vad-
inamas kanoniniu.
Pavyzdys. Suvesti lygtj

Ugy oy + 2Usgy 2y — 2Uz 25 + 2Usyz, + OUggey =0
j kanoninj pavidala. Sig lygtj atitinka kvadratiné forma
Az, €) = &8 + 2616 — 26163 + 265 + 6¢5 =

(G +& -6+ (L4862 +28)° =0 +n5 +035;

m ==& +& — &, e =& + &, N3 = 2.
Issprende sig lygéiy sistema kintamuyjuy &, &2, &3 atzvilgiu, gausime

1 1
§1=m =+ s, &2 =12 = s, &3 = s
Todél
1 -1 1 1 0 0
cC=(0 1 —1/2 |, ¢c"=| -1 1 0
0 0 1/2 1 —1/2 1/2
Darome keitinj y = C7Tz ir suskai¢iuojame funkcijos u antros eilés dalines

iSvestines pagal naujus nepriklausomus kintamuosius. Rezultate gausime na-
grinéjamos lygties kanoninj pavidala

Uyyy; T Uysys + Uysys = 0.

Atkreipsime démesj ] tai, kad ir (7.8) lygti galima suprastinti. Tuo tikslu
vietoje funkcijos u apibrésime nauja nezinoma funkcija

1 — At Ar, kailg, #0,
— — s = k::l,...7 .
v = exp {2 ;Pkyk} u, Pk {0’ kai A, = 0, "

Tada (7.8) lygtis virs lygtimi

D My + Y (Ak = Aspr)uy, + Av = F; (7.9)
k=1 k=1

Pastarosios lygties koeficientai Ay — Axpx lygus nuliui tokioms indeksy & reiks-
méms, kurioms A # 0. Todél yra teisingi tokie teiginiai:
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1. Jeigu (7.6) lygtis yra elipsiné (tarkime, Ay = 1, Vk = 1,...,n), tai ja
galima suvesti j lygti

Av+Av=F, Av= Zvykyk'
k=1

2. Jeigu (7.6) lygtis yra paraboliné (tarkime, A\, = —1, Vk=1,...,n—1,0
An = 0), tai ja galima suvesti j lygtj

n—1
v—Av+Av=F, Av= Zvykym t= yjn
k=1

3. Jeigu (7.6) lygtis yra hiperboliné (tarkime, A\, = =1, Vk=1,...,n—1,0
An = 1), tai ja galima suvesti j lygtj

n—1

v —Av+Av=F, Av= Zvyww t=1yn.
k=1

Aisku, kad kiekviename fiksuotame taske j kanoninj pavidala galima suvesti
ir tiesine (kvazitiesing) lygtj su kintamais koeficientais. Taciau kiekviename
taSke reikia apibrézti sava transformacija, leidZiancig tai atlikti.

Pastaba. Dviejy nepriklausomy kintamyjy atveju tiesiné hiperboliné
antros eilés lygtis turi kanoninj pavidala

Ugg — Uyy + AUy + buy +cu = f. (7.10)

Jis dar vadinamas pirmuoju kanoniniu hiperbolinés lygties pavidalu. Jeigu ( )
lygtyje ivesime naujus nepriklausomus kintamuosius

E=z+y, n=z-y
tai gausime tokj antros eilés hiperbolinés lygties kanoninj pavidala:
Ugn + QU +gun +cu = f. (7.11)

Jis yra vadinamas antruoju kanoniniu hiperbolinés lygties pavidalu. Akivaizdu,
kad atlikus transformacija

v= ), y=E—n),

( ) lygtis susiveda j (7.10) lygti.
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7.3 DVIEJY NEPRIKLAUSOMY KINTAMUJY ATVEJIS

Tiesine antros eilés lygtj su kintamais koeficientais fiksuotame taske galima su-
vesti j kanoninj pavidala. Kokioje nors tasko aplinkoje to, bendruoju atveju,
padaryti negalima. Tiksliau, jeigu nepriklausomy kintamyjy skaic¢ius yra dides-
nis uz du, tai net mazoje tasko aplinkoje ne visada galima rasti neiSsigimusia
nepriklausomy kintamyjy transformacija, kuri suvesty lygtj i kanoninj pavidala.
[8imti sudaro dviejy nepriklausomy kintamuyjy atvejis. ISnagrinésime jj.

Tiesine antros eilés lygti su dviem nepriklausomais kintamaisiais galima
uzrasSyti taip:

a(x, Y)uge + 2b6(, Y)Ugy + (@, Y)tyy + ... =0 (7.12)

Tarkime, pakankamai mazoje tasko (xg,yo) aplinkoje U funkcijos a,b ir ¢ ir jy
pirmosios eilés dalinés iSvestinés yra tolydZios. I koeficienty prie antros eilés
iSvestiniy sudarykime kvadratine forma

Az, y,&,m) = alz,y)& + 2b(x,y)én + c(z, y)n*. (7.13)

Kiekviename fiksuotame aplinkos U taske (z,y) 8ia forma galima suvesti j ka-
noninj pavidala. I8 tiesinés algebros kurso yra zinoma, kad (7.13) kvadratinés
formos, suvestos j kvadraty suma, teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui koeficienty
skaicius lygus atitinkamai teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui charakteristinio
polinomo
a(z7y) - A b(:E7y)
b(iL’, y) C(.’ﬂ, y) - A

sakny skaifiui. Tegu A\;(z,y) ir As(x,y) yra charakteristinio polinomo Saknys.
Tada jy sandauga

=0

M@, y)ha(z,y) = alz,y)e(z,y) — 0 (2, y) (7.14)
ir galimi tokie atvejai:

1. gaknys A1, Ao yra vienody Zenkly ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir tik
tada, kai
b —ac < 0. (7.15)

Siuo atveju (7.12) lygtis yra vadinama elipsine lygtimi

2. Saknys A, Ao turi skirtingus zenklus ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir
tik tada, kai
b — ac > 0. (7.16)

Siuo atveju (7.12) lygtis yra vadinama hiperboline lygtimi.
3. Kuri nors i8 Ssakny A1, A2 lygi nuliui. Taip bus tada ir tik tada, kai
b —ac = 0. (7.17)

Siuo atveju ( ) lygtis yra vadinama paraboline lygtimi.
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Pastaba. Saknys A1, Az vienu metu negali buti lygios nuliui. Jeigu abi
Saknys yra lygios nuliui, tai lengvai galima jsitikinti, kad koeficientai a, b ir ¢
taip pat yra lygus nuliui. O tai prieStarauja tam, kad ( ) lygtis yra antros
eilés lygtis.

Vietoje kintamyjy z, y apibrésime naujus nepriklausomus kintamuosius

§=&(x,y), n=nxy).

Tarkime, funkcijos £ ir i aplinkoje U yra dukart diferencijuojamos, o jakobianas

§o &y

0.
Nz Ty 7

Tada funkcijos u i8vestinés
Uy = uffr + UMy, Uy = Ufgy + uyny,

Ugy = u{&fi + 2u§n§x77x + Umﬂ}i + ufga:x + UyNzz,
2 2
Uyy = “€$§y + 2ugn&yny + UnpTy + UgSyy + UnTlyy,

Uy = Uge€a&y + Ugy(Eany + EyM) + UngyNay + Uelay + UnNay.

Pasinaudoje Siomis formulémis, (7.12) lygtj perraSysime taip:

A(f, 7])11{5 + 23({, n)ugn + C(E, n)u,m +...=0; (7.18)

¢la koeficientai
A(€&,m) = a&l + 266, + &7,

C(&n) = ani + 2bneny + e,
B(&,m) = a&ane + b(Eamy + §yna) + c§ymy-
Tiesiogiai galima jrodyti, kad

2

§o &y

B? — AC = (b — ac)
Ne Ty

(7.19)

Si lygybé (dvimadiu atveju) parodo, kad neiSsigimusi transformacija lygties tipo
nekeicia.

Funkcijas ¢ ir n parinksime taip, kad ( ) lygtis jgytu paprasciausia pavi-
dala. Taip bus tada ir tik tada, kai dalis ( ) lygties koeficienty prie antros
eilés i8vestiniy bus lygi nuliui. Prilygine nuliui koeficienta A, gausime lygtj

a&y + 2b&,&y + c€) = 0. (7.20)

ISnagrinésime tris galimus atvejus:
1. Tegu ( ) lygtis aplinkoje U yra hiperboliné. Jeigu abu Sios lygties
koeficientai a ir ¢ yra lygus nuliui, tai koeficientas b # 0 ir ( ) lygtis turi
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kanoninj pavidala. Tarkime, vienas i§ koeficienty, pavyzdziui a, nelygus nuliui.
Tada (7.20) atitinkanti charakteristiky lygtis

ay’® —2by +c=0. (7.21)
turi du skirtingus integralus

o(z,y) = const, Y(x,y) = const.
Pagal prielaida funkcijos a, b ir ¢ yra tolydziai diferencijuojamos tasko (zo, yo)
aplinkoje U. I8 bendrosios paprasty diferencialiniy lygéiy teorijos yra Zinoma,
kad funkcijos ¢ ir ¢ yra dukart diferencijuojamos aplinkoje U (aplinka U i§

anksto paimta pakankamai maza). Todél naujus nepriklausomus kintamuosius
& ir n galima apibreézti taip:

§=E8(x,y) = w(x,y), n=n(r,y)=1b(,y).

Atlikus tokia transformacija ( ) lygtyje, koeficientai A ir C' bus lygus nuliui.
Be to, lengvai galima jsitikinti, kad tokios transformacijos jakobianas yra nely-
gus nuliui. Remiantis (7.19) formule galima tvirtinti, kad koeficientas B # 0.
Padalije (7.18) lygtj is 2B, suvesime ja | antrajj kanoninj pavidala

Ugy + ... =0. (7.22)
Keitiniu R R
=8+, n=E§-1
( ) lygtis susiveda j pirmajj kanoninj pavidala
u€£*Uﬁﬁ+...:0. (7.23)

Pastaba. Lygti, kurig galima suvesti j ( ) pavidala, kartais pasiseka
suintegruoti, t.y. rasti formule, apibréziancia visus lygties sprendinius.
Pavyzdys. Rastilygties

Uggy — Uyy = 0

bendrajj sprendinj. Tai yra hiperboliné lygtis. Ji yra pirmojo kanoninio pavi-
dalo. Keitiniu
E=z+y, n=z-y
8i lygtis susiveda ] lygti
Ugn = 0,

kuri yra antrojo kanoninio pavidalo. Tegu u¢ = v. Tada
v, = 0.

Sios lygties bendrasis integralas yra v = f (£), f — bet kokia diferencijuojama
funkcija. Integruodami lygtj

ug = f(§),
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gausime

= / F€) dg + p(n) = p(€) +¥(n);

¢a @ ir ¢ — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Grize prie seny
kintamyjuy x ir y, gausime nagrinéjamosios lygties bendra sprendinj:

u(z,y) = p(r+y)+ v —y).
2. Tarkime, ( ) lygtis aplinkoje U yra paraboliné, t.y. reiskinys
b —ac = 0. (7.24)

Jeigu bent vienas iS koeficienty a arba c lygus nuliui, tai ir koeficientas b = 0.
Siuo atveju (7.12) lygtis jau turi kanoninj pavidala. Tarkime, koeficientas a # 0.
Tada ( ) charakteristiky lygtis turi viena bendra integrala

o(x,y) = const.
IS bendrosios diferencialiniy lygéiy teorijos yra zinoma, kad funkcija ¢ aplin-

koje U yra dukart tolydziai diferencijuojama. Laisvai parinkime kokia nors
diferencijuojama aplinkoje U funkcija 1 tokia, kad jakobianas

Pz Py
Yo Py

(jeigu ¢y # 0, tai galima imti ¢ (z,y) = x).
Vietoje kintamyjy z ir y apibrézkime naujus nepriklausomus kintamuosius

£0 (7.25)

§=E&(z,y) = v(x,y), n=nry) =Y,y

Kadangi funkcija ¢ tenkina ( ) lygti, tai ( ) lygtyje koeficientas A = 0. I
( ) formulés, ( ) salygos iSplaukia, kad koeficientas B = 0. Irodysime, kad
koeficientas C' # 0. Jeigu koeficientas C buty lygus nuliui, tai ( ) lygtis buty
pirmosios eilés lygtis. Peréje joje nuo kintamuyjy € ir i prie seny kintamuyjy z ir y,
gausime (7.12) lygtj, kuri yra antros eilés lygtis. Taciau padarius nepriklausomy
kintamyjy transformacija, lygties eilé nepadidéja. Gauta prieStara rodo, kad
C # 0. Todél, padalije ( ) lygtj 18 C, suvesime ja } kanoninj pavidala

Uy + - .. = 0. (7.26)

Pastaba. Atkreipsime démesj j tai, kad pastarosios lygties nariai, pa-
zymeéti daugtaskiu, turi priklausyti nuo u¢. PrieSingu atveju j Sig lygtj gali-
ma ziuréti kaip j paprasta diferencialine lygti, kurios kintamasis £ yra laisvasis
parametras.

3. Tarkime, ( ) lygtis yra elipsiné aplinkoje U, t.y. aplinkoje U reiskinys

b? —ac < 0. (7.27)
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Siuo atveju ( ) charakteristiky lygtis turi du kompleksiskai jungtinius ben-
drus integralus p(z,y) = const ir p(z,y) = const. Tegu

p(z,y) = ¢(z,y) + iY(z,y);
¢la: ¢ — realioji, o ¢ — menamoji funkcijos p dalys. Vietoje kintamyjy z ir y
galima jvesti naujus nepriklausomus kintamuosius
E=¢xy) =¢(xy), n=nzy)=1vy).

Atlikus tokia transformacija, ( ) lygties koeficientas B bus lygus nuliui, o ko-
eficientai A ir C' sutaps. Norint tuo jsitikinti, reikia atskirti realiaja ir menamaja
lygties

apl + 2bpapy + cpy =0

dalis ir pastebéti, kad
1
A=C=-(ac— b*) (5 +1by) # 0.
Taigi padalije ( ) lygti i8 bendros koeficienty A ir C reik§meés, suvesime ja j

kanoninj pavidala
Ugg + Upy + ... = 0. (728)
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7.4 PAGRINDINIAI UZDAVINIAI

Daugelis fizikos ir mechanikos uzdaviniy aprasomi antros eilés lygtimis. Pa-
prasc¢iausios i$ jy yra:

1. Puasono (elipsiné) lygtis
Au=—f(z)

arba, kai f = 0, Laplaso lygtis

Au = 0;

n ~

Gia: = (21,...,2Tn) € R™, Au = > uy,,,. Sios lygtys aprago jvairius
i=1

stacionariuosius procesus ir pusiausvyros uzdavinius.

2. Silumos laidumo (paraboliné) lygtis
ug — a’Au = f(x,t),
aprasanti jvairius Siluminius procesus izotropiniame vienaly¢iame kune.
3. Bangavimo (hiperboliné) lygtis
uy — a*Au = f(z,1),

aprasanti garso, elektromagnetiniy bangy, hidrodinamikos, stygos ir mem-
branos svyravimy procesus.

Sios lygtys yra geriausiai iSnagrinétos, ir su jomis dazniausiai tenka susidurti
spendziant praktinius uzdavinius. Suformuluosime Sioms lygtims tris pagrin-
dinius uzdaviniy tipus.

1. Kos§i uzdavinys formuluojamas $ilumos laidumo arba bangavimo
lygtims. Silumos laidumo lygties atveju reikia rasti funkcija u, kuri Vo € R™, t >
0 tenkinty lygtj

uy — a?Au = f(x,t)

ir Vo € R" pradine salyga

u|t:0 = ¢(x).
Bangavimo lygties atveju Kosi uzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija wu,
kuri Vo € R™, t > 0 tenkinty lygtj

ug — a’Au = f(x,t)
ir Vo € R™ pradines salygas
u’t=0 = @(m)a ut|t=0 = w(x)

Krastiniy salygy Siuose uzdaviniuose néra.
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2. Krastinis uzdavinys formuluojamas Puasono arba Laplaso
lygtims. Abiem atvejais reikia rasti funkcija u, kuri srityje 2 C R™ tenkinty
Puasono (Laplaso) lygtj

Au=—f(z) (Au=0),

ir pavirgiaus S = 02 taskuose vieng i$ krastiniy salygu:

ul ¢ = @(x) — pirmoji krastiné salyga,

ou

—| =1(x) — antroji krastiné salyga,

an’S ¥(x) ] alyg
ou n ’ () — trecioji krastiné sal
— ou| = p(x) — trecioji krastiné s a;
onls s 12 ] alygas;

¢ia Ou/On — funkcijos u i8vestiné iSorinés normalés kryptimi pavirSiuje S. Pra-
diniy salygy néra.

Jeigu Laplaso lygtis nagrinéjama kartu su pirmaja krastine salyga, tai toks
uzdavinys vadinamas pirmuoju, arba Dirichlé, uzdaviniu, jeigu su antraja —
antruoju, arba Noimano, uzdaviniu, o jeigu su treciaja — treciuoju krastiniu
uzdavinu.

3. MisSrusis uzdavinis formuluojamas Silumos laidumo arba ban-
gavimo lygtims. Reikia rasti funkcijg w, kuri cilindre Qr = Q x (0,7),  C R®
tenkinty Silumos laidumo

uy — a?Au = f(x,t)

arba bangavimo
uy — a*Au = f(z,t)

lygti, atitinkamas pradines salygas (Zr. Kosi uzdavinj) ir vieng i§ krastiniy
salygu:

u|S = p(x,t) — pirmoji krastiné salyga,

ou

—| =(x,t) — antroji krastiné salyga,

n s = Y(@:1) ] alyg
Ou) ’ (z,t) — trecioji krastiné sal
— ou| = p(x,t) — treciofi krastiné a.
onls s Hw ) alyg
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7.5 FURJE ARBA KINTAMUJY ATSKYRIMO METODAS

Kintamyjy atskyrimo metoda galima taikyti gana placiai tiesiniy lygciy klasei.
Lygtis Mu + Nu = 0 priklauso Siai klasei, jeigu diferencialiniy operatoriy M
ir N koeficientai yra skirtingy kintamyjuy funkcijos ir ieSkomosios funkcijos u
i8vestinés jeina j reiskinius Mu ir Nu tik pagal skirtingus kintamuosius. Tarkime,
v ir w yra funkcijos, priklausancios nuo 8iy skirtingy kintamyjy ir v = vw.
Tada lygtj Mvw + Nwv = 0 galima suskaidyti j dvj lygtis. Siy lygéiy atskiryjy
sprendiniy sandauga yra atskirasis lygties Mu + Nu = 0 sprendinys. Bendraji
sprendinj gausime paéme tokiy sprendiniy tiesinj darinj.
Rasime vienmatés bangavimo lygties

Ut — Uge =0, x € (a,b), t >0, (7.29)
sprendinj, tenkinantj pradines

u|t=0 = p(z), ut}t:o =¢(z), =z€la,b] (7.30)

ir kraStines

u+oug| =0, u+ﬂum|x=b:0, t>0 (7.31)

r=a
salygas.
Tegu u = v(x)T(t). Istate taip apibrézta funkcija i (7.29) lygtj ir atskyre

kintamuosius, gausime

T"(t)  vee(2)

@) o)
Kairéje 8ios lygybés puséje yra kintamojo ¢, o deSinéje — kintamojo x funkci-
ja. Sios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Pazymékime
bendraja juy reikSme raide —A. Tada funkcija u = vT yra ( ) lygties spren-
dinys, jeigu funkcija T yra lygties

T + AT =0, (7.32)

o funkcija v — lygties
—Upy = AV (7.33)

sprendinys. Be to, funkcija u = v T tenkins ( ) krastines salygas, jeigu Sias
salygas tenkins funkcija v. Taigi funkcijai v gavome Sturmo—Liuvilio uzdavinj:
rasti tas parametro A\ reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus (7.33) lygties
sprendinys, tenkinantis krastines salygas

U—l—avx’w:a =0, U+ﬂvﬁf|z:b = 0. (7.34)
Tokios parametro A reikSmeés vadinamos tikrinémis reik§mémis, o jas atitinkan-
tys netrivialus sprendiniai —tikrinémis finkcijomis.
. Te-g.u {)\k-}:ozl- yr.a.( ), ( ) uzdavinio tikrinég-reikémés ir {vk };021 -
jas atitinkancios tikrinés funkcijos, ortonormuotos erdvéje La(a, b). Kiekvienam
A = A\ rasime bendrajj (7.32) lygties sprendinj. Neigiamiems A

Ty, = Cipe V Xelt 4 CoreV [Aklt
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Teigiamiems Ay
Tr = Cipcos v/ At + Cop sin /A t.

Tuo atveju, kai A\, =0,
T = Cip +tCq.

Kiekviena i§ funkeijy vpTx, k = 1,2,..., tenkina ( ) lygti ir ( ) kraStines

salygas. Todél funkcija .
= Z Ty (t)vk(z)
k=1

taip pat tenkina (7.29) lygtj ir (7.31) krastines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (7.30) pradines salygas, gausime

m
Z akch \/ |)\k t +
k=1

| Akl t) vk (z)+

ﬁh

+ Z akcos\/it—l—

k=m+1

sm \/7t)vk (7.35)

¢ia: m — neteigiamy tikriniy reikSmiy skai¢ius, ar = (o, vg), by = (Y, vg) —
funkcijy ¢ ir ¢ Furjé koeficientai. Jeigu tikriné reiksmé )\, = 0, tai ( )
formuléje vietoje funkeijy ch /| Ay | ¢ ir sh \/|Am | t reikia imti atitinkamai

1ir¢.
Zinant (7.33), (7.31) uzdavinio tikrines reik&mes ir tikrines funkcijas, lengvai
galima rasti ir nehomogeninés lygties

~ |~
3_

Ut — Uz = f(z,t), x€(a,b), t >0, (7.36)
sprendinj, tenkinantj homogenines pradines
u|t:O =0, ut|t:0 =0, z€]la,b (7.37)

ir (7.31) krastines salygas. Jo ieSkosime tokiu pavidalu:

= Fi(t) vi()
k=1

Istate taip apibrézta funkcija u i ( ) lygti, gausime
SO (R () + AFl) vnle) = £, ).
k=1

Funkeijos v, yra tiesiskai nepriklausomos (jrodykite). Todél funkcija Fj, Vk =
1,2, ..., turi tenkinti paprastaja diferencialine lygti

F(t) + M Fi(t) = fu(t); (7.38)
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Ga fr = (f,vr) yra funkcijos f Furjé koeficientai kintamojo x atZvilgiu. Be to,
is ( ) isplaukia, kad funkcija F} turi tenkinti pradines salygas

F.(0) =0, F/(0)=0. (7.39)

Nehomogeninés (7.38) lygties sprendinys, tenkinantis (7.39) pradines saly-
gas,

t
\/1)\7 fsin VA (t = 7T) fr(T) dT, kai k> m,
mfsh\/|/\k (t—71) fr(r kai k<m.

Todél formaly (7.36)

Fi(t) =

(7.37), (7.31) uzdavinio sprendinj galima isreiksti eilute

ilvk \/T/Sh\/|>\k|(t7')fk(7‘)d’l'+

+ Z vg(z \ﬁ/sm\r (t—71) fr(r (7.40)

k=m+1

Bendruoju atveju nehomogeninés (7.36) lygties sprendinio, tenkinancio (7.30)
pradines ir nehomogenines krastines salygas

u+au$|x:a =v(t), u—l—ﬁuI’x:b =u(t), t>0, (7.41)
galima ieskoti tokiu pavidalu:
uU=w—+w.

Siuo atveju funkcijg w reikia parinkti taip, kad ji tenkinty (7.11) kradtines saly-
gas. Tada funkcijai w gausime krastinj uzdavinj

wtt_wwx:f_wtt+www7 xe(a7b)at>07

w o= -0l wily=v-wil_, w€lab],

w+awm| =0, w+ﬁwm|x=b:0, t>0,

r=a
su homogeniném krastiném salygom. Savo ruoztu §j uzdavinj galima isskaidy-
ti j du uzdavinius taip, kad vieno uzdavinio pradiné ir krastiné salygos buty
homogenineés, o kito lygtis ir krastiné salyga buty homogeninés.
ISnagrinésime vienmatés Silumos laidumo lygties atvejj. IS pradziy rasime
lygties
Ut — Ugy =0, xE(a,b), t >0, (7.42)

sprendinj, tenkinantj pradine

ul,_o = ¢(), z€lab, (7.43)
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ir ( ) krastines salygas. Siuo atveju vietoje (7.32) lygties gausime diferenci-
aline lygti
T’ + AT =0, (7.44)

o (7.33) lygtis ir ( ) krastinés salygos isliks tos pacios.
Kai A = A\, bendrasis ( ) lygties sprendinys
Tk(t) = Ck G_Akt.

Todél funkeija uy, = v Ty, Vk = 1,2, ..., tenkina (7.42) lygtj ir (7.31) krastines
salygas. Taciau tada funkcija

Z'Uk che kt )

taip pat tenkins (7.42) lygtj ir (7.31) kraStines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (7.43) pradine salyga, gausime formule

Z ay e vy (), (7.45)

kurioje ar = (¢, vx) yra funkcijos ¢ Furjé koeficientai.
Nehomogeninés lygties

Up — Uy = f(2,t), xz€(a,b), t>0, (7.46)
sprendinj, tenkinantj pradine
u’t:O =0, z€lab)], (7.47)

ir (7.31) krastines salygas, galima igreiksti eilute

D=3 @) i) (7.48)
k=1

t
0/6 =T f () dr

Fy + M\ Fr = fi(t), Fr(0) =0,

sprendinys. Cia f; = (f,v) yra funkcijos f Furjé koeficientai.

Bendruoju atveju (7.46) lygties sprendinj, tenkinantj (7.43) pradine ir (7.41)
krastines salygas, galima rasti lygiai taip pat kaip ir bangavimo lygties atveju.

Pastaba. Vietoje vienmacio Laplaso operatoriaus ¢ia galima imti dvi-
matj, trimatj ir aplamai n-matj Laplaso operatoriy. Reikia tik rasti atitinkamo
Sturmo-Liuvilio uzdavinio tikrines reiksmes ir tikrines funkcijas. Be to, vietoje
Laplaso operatoriaus galima imti bet kokj bendresnj tiesinj elipsinj operatoriy,
kurio koeficientai nepriklauso nuo kintamojo ¢.

Pavyzdziai:

kurioje

yra Kosi usdavinio
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1. Kintamuyjy atskyrimo metodu rasime krastinio uzdavinio

Ut — Uz =0, 2 € (0,1), t >0,

u(a;, O) = @(x)a ut(x70) = ¢($)7 (749)
w(0,t) =0, wu(l,t)=0

sprendinj. Atskirojo bangavimo lygties sprendinio ieSkome pavidalu u =
v(x)T(t). Istate taip apibrézta funkcija j lygti ir atskyre kintamuosius
gausime lygybe

T//(t) /U//(:L,)

()~ v(@)’
Ji yra teisinga tik tuo atveju, kai abi jos pusés yra pastovios. Pazymékime
bendra jy reikSme —\. Tada funkcijai T gausime lygtj

T" + \T =0,

o funkcijai v lygtj
—Vgy = AU.

Be to, funkcija v dar turi tenkinti krasStines saglygas
v(0) =0, wv(l)=0.

Teigiamoms A reik8méms pastaroji lygtis turi du tiesiskai nepriklausomus
sprendinius

v1 = cosVAz, vy =sinVAz.

Todél bendrasis jos sprendinys
U = €1 COS Vz + c9 sin Vz.
Pareikalave, kad jis tenkinty homogenines krastines salygas gausime:
c1 =0, cosin VAL =0.

Kadangi ieskomas sprendinys turi buti netrivialus, tai konstanta co # 0.
Taigi A turi tenkinti lygtj
sin VAL = 0.
wk

I8sprende ja randame tikrines reikSmes A\; = (T) ,k=1,2,...Kiekviena

tikrine reikSme A atitinka tikriné funkcija

. mkx
VE = Cof SIN T

Ji apibréziama pastovaus daugiklio cgp tikslumu. Konstantas cop paren-
kame taip, kad

l
/v,%(ac)dx: 1L,Vk=1,2,...
0
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I8 siy salygy randame

2 2 .| mkx
Cof = 7, 'Uk;(l') = jsm T

Neigiamoms A reik§méms du tiesiSkai nepriklausomi sprendiniai

Kai A =0,

o bendrasis sprendinys
v(x) = ¢1 + com.

Pareikalave, kad v tenkinty homogenines krastines salygas v(0) = 0, v(l) =
0 abiem atvejais gausime: ¢; = co = 0. Tai reiskia, kad neteigiamy tikriniy
reik8miy néra.

Imkime lygtyje T” + AT = 0 parametrag A = \. Tada gausime lygti, kurios
bendrasis sprendinys

Ti(t) = ag cos v/ Mgt + bg sin v/ Axt.

Funkcijos vy, ir T}, yra sukonstruotos taip, kad jy sandauga T} - vi tenkina
(7.49) lygti ir homogenines krastines salygas. Todél tokiy sandaugy suma

u(z,t) = Z T () vk ()
k=1

taip pat tenkina ( ) lygti ir homogenines krastines salygas. Konstantas
ay ir by parinksime taip, kad taip apibrézta funkcija u tenkinty pradines
salygas. I§ pirmos pradinés salygos gauname lygybe

> axvi(e) = p(a).
k=1

Padaugine abi Sios lygybés puses i§ v,, ir rezultata suintegrave nuo 0 iki [
randame

l
A = /ga(x)vm(x) dx. (7.50)
0

Cia pasinaudojome tuo, kad tikrinés funkcijos {vk }1;“;1 yra ortonormuotos
erdvéje Lo (0,1), t.y.

l
1, kaik=
P {1 b
0, kaik #m.
0
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Pareikalave, kad funkcija u tenkinty antraja pradine salyga gausime lygybe
Z bV Apv(z) = ¥(2).
k=1
I8 jos lygiai taip pat randame
. l
bm = \/T? /¢(J;)U7n(x) dx. (751)
0

Taigi nagrinéjamo krastinio uzdavinio sprendinys

u(z,t) = Z(ak cos /Mgt + by sin mt)vk(x);

k=1

¢ia koeficientai ay, ir by, yra apibrézti (7.50) ir (7.51) formulémis.
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7.6 INTEGRALINIY FURJE TRANSFORMACIJY METODAS

Nagrinésime Kogi uzdavinj

— 0P Uy = R, ¢
U — A Ugzy = 0, rz€eR, >0, (7.52)
Uli=o = (), xR
Irodysime, kad jo sprendinj galima iSreiksti Puasono formule:
- ! - oy 753
U(xat)*m /6 a?t o(y) dy. (7.53)

I8vesdami ja naudosime integralinj Furjé transformacijos metoda. Taikydami §j
metoda, manysime, kad visi atliekami veiksmai yra teiséti.

Priminsime, kad tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos kintamojo x
atzvilgiu apibréziamos formulémis:

1 T . 1 7
u(é,t) = — eu(x, t) de, /e_“C&A t)dg, i =+v—1.
€0 === [ eutet = §0)de, i =T

Funkcijy u; ir ug, Furjé transformacijos:

ug (&,t) = e uy (2, t) do =

g ~—3

=5 \/%/ ey (x, t) dw) = u(&,t),

17,
Upe (E,1) = — ey (2, 1) dr =
6.0 = 7= [ )
1

= \/—27_ /(—z’f)emfuw(w,t) dr =

_ \/% / (—ie)2e ™ u(, £) da = —E20(E, ¢).

Pritaike Furjé transformacijos operatoriy abiems $ilumos laidumo lygties pu-
séms, gausime paprastaja diferencialine kintamojo ¢ atzvilgiu lygti

ﬂt + a2§2@ =0.
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I kintamajj ¢ galima ziuréti kaip j parametra. Si lygtis yra tiesiné pirmos eilés
lygtis, ir jos bendrasis sprendinys

Q) = C(&)e e,

Kadangi

21

u(£,0) = 1_/ eSu(x,0) dr = \/127__/ e () dz = P(£),
tai

ir
U, t) = p(ee e,

Pritaike Sios lygybés abiems puséms atvirkstinj Furjé transformacijos opera-
toriy, gausime

u(z,t) =

1 . 2.2
ixg —a“&°t
— e %2 (& d€.

Vietoje funkcijos ¢ jstatykime jos integraling iSraisks ir sukeiskime integravimo
tvarka. Tada gausime formule

= —i(z—y)é—a’€>t _
uet) =5 [ ([ e ) o(y) dy
= /G(x—y,t)w(y)dy;
Cia
1 )
Gz —y,t) = o / e i deg.

Suskai¢iuosime integrala

U T
G(x,t):y/e*”g*a“df.

™
Tuo tikslu isskirsime pilnajj kvadrata
2

—a2¢%t — iag = —(a’¢% + i) = —|a?t(£ + z%)z + 307)
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ir integrala G(x,t) perraSysime taip:
o] 2
1 _ 22 —a2t( +zi)
G(z,t) = —e 4%t / e $+inm de. (7.54)

Parodysime, kad integralas
o0

I= /6_“2“3””0)2 ds

— 00

nepriklauso nuo parametro oy.
Tegu [ — uzdaras konturas kompleksinéje kintamojo z = s + i0 plokStumoje

(zr. pav.).

o
g0
-N 0 N s
7.1 pav.
Pagal Kosi teorema
N 0
o=/e‘“2tz2dz= /e‘“2t(5+if’0)2ds+/e‘“2t(N+i0>2da+
—N oo
—N g0
2,2 2 : N2
/e_a ts ds+/e—“ H=N+i0) g, (7.55)
N 0
Kadangi
T 2 2Nz 22
‘/e—a t(£N +io) da‘ < @ tN /ea [l
0 0

kai N — oo, tai peréje (7.55) formuléje prie ribos, gausime

o0 oo
2 SRy 2,2
/e—a t(s +i00)” gg — /e—a ts® .
— 00 — 00

Be to, integralas

00_22 1 00_2
/eats d5:/exdx:ﬁ.
av't av't
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Todél funkcija

1 _a

G(x,t) = 7(47m2t)1/26

(7.56)

Tokiu budu formalyjj' (7.52) Kosi uzdavinio sprendinj galima iSreiksti (7.53)
formule. UzraSysime ja tokiu pavidalu:

T jo—y?
u(z,t) = / Gz —y,t)e(y)dy = m / e 4%t p(y)dy.  (7.57)

Funkcija G yra vadinama Silumos laidumo lygties fundamentaliuoju sprendiniu
(arba Gryno funkcija).
Pastaba. Galima jrodyti, kad funkcija u, apibrézta (7.53) formule, yra
( ) Kosi uzdavinio sprendinys, jeigu funkcija ¢ yra tik tolydi ir aprézta.
Kosi uzdavinio

(7.58)

up — aug, = f(z,1), reR, t>0,
Ult=o = 0, r € R,

formalyjj sprendinj rasime taikydami Diuamelio principa. Tuo tikslu V7 > 0
rasime formalyjji Ko8i uzdavinio

Vg — a2z = 0, reR, t>rT,
uli=r = f(z,7), r € R,

sprendinj. Pagal (7.57) formule

oo

v(x, t,7) = /G(:c—y,t—r)f(y,T)dy.

—o0
Tiesiogiai galima patikrinti, kad funkcija

t oo

(e, t) = jv(x,t,T) dr :/ / Glz—yt— 7)) dydr  (7.59)
0 —00

0

yra ( ) Kosi uzdavinio formalusis sprendinys.
Sudéje ( ) ir ( ) Kosi uzdaviniy sprendinius, gausime funkcija

uz, 1) = / Gl — g, )ply) dy + / / Gla—y,t — 1) f(y.7) dydr, (7.60)
—00 0 —

ISakydami formalusis sprendinys turime omenyje, kad 8is sprendinys formaliai tenkina
lygti ir pradine salyga. Reikia dar parodyti, kad taip apibréztas sprendinys tenkina reikiamas
glodumo salygas.
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kuri yra formalusis Kosi uzdavinio

up — a*ug = f(x,t), zeR, t>0,
u|t:0 = 30(1')7 z €R,

sprendinys.

Integralinj Furjé transformacijy metoda galima taikyti ne tik jvairiy Kosi
uzdaviniy sprendimui, bet ir Kragtiniy uzdaviniy sprendimui. Naudojant sinu-
sine Furjé transformacija rasime krastinio uzdavinio

Upt — P Ugy = 0, x>0, t>0,
ult—o = (), utlt—o = ¥(z), x>0, (7.61)

sprendinj. Tegu funkcija w yra (7.01) krastinio uZzdavinio sprendinys. Jos
sinusiné tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos kintamojo z atzvilgiu
apibréziamos taip:

S, t) = \/Z/u(:c,t) sinz€dx, u(x,t)= \/z/as(ﬁ,t)sinzﬁdf.
0 0

Pritaike sinusine Furjé transformacija funkcijai us gausime

U (€,t) \/7/1”,5 (x,t)sinzé de = —u S(&,t) =g, (&, ).

Jeigu funkcija u begalybéje kartu su savo iSvestine u, lygi nuliui, tai integruo-
dami dalimis gausime, kad funkcijos u,, sinusiné Furjé transformacija

Uze (E,1) = \/z/um(%t) sin z€ dx = —\/z/uz(;v,t)gcosxfdx =
0 0
\/7/ u(z, t) sinxé doe = —£2u* (€, 1).

Taigi pritaike sinusine Furjé transformacija abiejoms ( ) bangavimo lygties
puséms, gausime tiesine antros eilés lygti

att(é. t) +a 52/\5(5775) = 07 t> 07
kurioje kintamasis £ yra parametras. Sios lygties bendrasis sprendinys

u’(&,t) = c1(€) cosa&t + o (&) sin akt.
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Kadangi funkcija u tenkina ( ) pradines salygas, tai jos sinusiné Furjé trans-
formacija %® turi tenkinti pradines salygas

Wlimo = 8°(€),  Uflimo = ¥°(£), €>0.

Panaudoje Sias salygas randame

al©) =), el = ”’S)
Taigi funkcijos v sinusiné Furjé transformacija
u®(§,t) = 9°(&) cos alt + T/)sa(;) sin a&t.

Pritaike abiejoms Sios lygybés puséms atvirkstine sinusine Furjé transformacija,
randame ieSkoma funkcija

~

u(z,t) = \/z/(ﬁ(g) cos a&t + ad09) sin aft) sin € d€. (7.62)
0

ag

Integrala deSinéje Sios lygybés puséje iSskaidome j du integralus. Pirmasis i$ jy

\/zo/ ?°(€) cosatsinz€ dé = ;\/20/ (&) (sin(z + at) + sin(z — at)¢) d§ =

%(@(w + at) + sign(z — at)p(|z — atl)).
Antrasis
\/E/ ¢;(§) sin aétsin € d€ = ;\/z/ wsa(;) (Cos(asfat)f—cos(x+at)f) g =
0 0
) 5 oo z4at 1 z+at
2@\/;/ / qzs(f) sin s€ dsd€ = % / ¥(s)ds.
0 z—at |z—at|

Istate Sias integraly iSraiskas j (7.62) formule gauname

z+at

(¢(z + at) + sign(z — at)p(|z — at])) + i / P(s)ds. (7.63)

|z—at|

u(x,t) =

N |
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7.7 CHARAKTERISTIKY METODAS
Teskosime vienmatés bangavimo lygties
Upt — AP Upy = f(x,1), TER, t >0, (7.64)
sprendinio, tenkinanc¢io pradines salygas:
uli—o = @(x), Utli—0 = ¥(z), = € R; (7.65)

¢ia f, ¢, ¥ — Zinomos funkcijos.
Bangavimo lygtj atitinka charakteristiky lygtis z'> — a? = 0. Integruodami
ja, randame dvi charakteristiky klases:

x — at = const, x + at = const. (7.66)

Kadangi (7.64), (7.65) Kosi uzdavinys yra tiesinis, tai jj patogu iSskaidyti j du
paprastesnius Kosi uzdavinius:

Upt — a* Uy = 0, uli—o = (), ut|i=o = ¥(x) (7.67)

ir
Upy — @ Uy = f(2,1), Uli=o = 0, us|i—o = 0. (7.68)

Is pradziy rasime ( ) Kosi uzdavinio sprendinj. Tuo tikslu vietoje kinta-
muyjy x ir ¢ apibrésime naujus nepriklausomus kintamuosius

&=z — at, n=ux+at.
Tada homogeniné bangavimo lygtis virs lygtimi
Ugn = 0.

Jos bendrasis sprendinys
u = c1(§) + c2(n);

¢a ¢ ir co — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Istate j Sita, formule
vietoje kintamyjy & ir n jy iSraiskas kintamaisiais x ir ¢, gausime homogeninés
bangavimo lygties bendrajj sprendinj

u=c1(z — at) + c2(x + at). (7.69)

Funkcijas ¢; ir ¢o parinksime taip, kad funkcija u tenkinty ( ) pradines saly-
gas, t.y. pareikalausime, kad funkcijos ¢ ir co tenkinty lygéiy sistema

1(@) + co(z) = p(2),

—acy(x) + acy(z) = ¥ (z).
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Suintegrave antraja lygtj, gausime dviejy lyg¢iy su dviem nezinomomis funkci-
jomis sistema. Sios sistemos sprendiniai

1 1/ c
ci(z) = sp(x) — — [ P(r)dr — —,
2 2a0/ 2a

1 1
cale) = gola) + 5 [ wlr)dr+ o
0

¢ia ¢ — laisvoji konstanta. Pirmoje formuléje argumenta x pakeiskime x — at, o
antroje formuléje = + at. Istate gautas funkcijy ¢q, co iSraiskas j (7.69) formule,

gausime ( ) Kosi uzdavinio sprendinj
1 1 z+at
u(z,t) = 3 (o(z — at) + p(z + at)) + % / P(7) dT. (7.70)
r—at

Pastaroji formulé vadinama Dalambero formule.

Tarkime, funkcija ¢ yra diferencijuojama, o funkcija ¢ — dukart diferencijuo-
jama. Tada funkcija u, apibrézta ( ) formule, yra dukart diferencijuojama,
tenkina homogening bangavimo lygtj ir (7.65) pradines salygas. Be to, jeigu
Sitos salygos yra patenkintos, tai i8 (7.70) formulés isplaukia, kad (7.67) Kosi
uzdavinio sprendinys yra vienintelis.

Pastaba. Jeigu ( ) Kosi uzdavinio sprendinys nagrinéjamas tik tri-
kampyje, apribotame tiesémis

x — at = const, z + at = const, t =0,

tai (7.65) pradines salygas pakanka apibrézti tik $io trikampio pagrinde (7r. 6.2
pav.).
r+at=cr—at=c
t

/N

.2 pav.

Rasime (7.68) Kosi uZzdavinio sprendinj. Tuo tikslu kiekvienam 7 > 0 su-
darome pagalbinj uzdavinj:

Uy — aPUgp =0, 2 €R, t > T, (7.71)

Vlt=r = 0, Vi|t=r = f(z, 7). (7.72)
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Jeigu funkcija f yra diferencijuojama, tai pagal Dalambero formule ( ), ( )
Kosi uzdavinio sprendinys

v(z,t,7) = / fy,

Parodysime, kad funkcija

/’U x,t,T) (7.73)

0

yra (7.68) Kosi uzdavinio sprendinys. Kadangi funkeija v yra (7.71), (7.72) Kosi
uzdavinio sprendinys, tai

t t
ut:U(x,t,t)—f—/vt(ac,t,T /vt x,t,7)dr,
0 0
t t
utt—vta:tt—l—/vttxtrdT— —|—/vtta:t7'7'
0 0
t
Upy — AUy = +/ ver (2, t,T) azvm(x,t,T)] dr = f(x,1).
0

Taigi funkcija u, apibrézta (7.73) formule, yra (7.68) Kosi uzdavinio sprendinys".

1Sitas metodas vadinamas Diuamelio principu. Jo esmé yra ta, kad tiesinés nehomogeni-
nés daliniy iSvestiniy lygties Kosi arba miSraus uzdavinio su nulinémis pradinémis salygomis
sprendinj galima iSreiksti atitinkamu homogeninés lygties sprendiniu. Pavyzdziui, Kosi uz-
davinio
uge + Lu = f(x,t), zeR" t>0,
ult=0 = 0, utlt=0 = 0

sprendinj galima i8reiksti formule

kurioje v(z,t, T) yra Kosi uzdavinio

vee + Lv =0, zeR™, t>T,

Vlt=r =0, vt|t=r = f(z,T)
sprendinys, o L — tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo t ir
kuriame kintamojo ¢ atzvilgiu yra ne aukStesnés kaip pirmos eilés iSvestinés. Analogiskai yra
konstruojamas ir Kosi uzdavinio
us + Mu = f(z,t), z€eR™, t>0,
U|t:0 =0

sprendinys. Cia M - tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo
kintamojo ¢ ir kuriame yra iSvestinés tik pagal kintamuosius x.
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Akivaizdu, kad ( ), ( ) Kosi uzdaviniy sprendiniy suma, t.y. funkcija

xz+at
1 1
u(z,t) = 3 ((z —at) + p(z + at)) + % Y(y) dy +
x—at
) t z+a(t—T)
2—/ / y, T) dydT, (7.74)
0 z—a(t—7)

yra (7.64), (7.65) Kosi uzdavinio sprendinys. Funkcija u yra dukart diferen-
cijuojama, jeigu funkcijos v ir f yra diferencijuojamos, o funkcija ¢ — dukart
diferencijuojama.

Pastaba. Naudojant ( ) formule, galima rasti ne tik Kogi, bet ir
miSraus uzdavinio sprendinj. Sprendziant misryjj uzdavinj, reikia turéti omenyje
tai, kad funkcijos ¢y ir co apibréZtos ne visoms argumenty reik§méms. Argu-
mentai x — at ir x + at gali ir nepriklausyti funkcijy ¢y, c¢o apibrézimo sritims.
Taigi, sprendziant misry uzdavinj, reikia tinkamai pratesti funkcijas ¢;, ¢ arba
(tai visiskai ekvivalentu) ¢ ir .
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7.8 DUKART DIFERENCIJUOJAMY FUNKCIJY
INTEGRALINE ISRAISKA

Tegu Q — aprézta erdvéje R™ sritis, S = 00 — dalimis glodus pavirgius, o
u,v € C%(Q). Laisvai pasirenkame tagka z¥ € Q. Pakankamai maziems e rutulys
B.(29) C Q. Tokiems ¢ apibrégime sritj Q.(2°) = Q\ B.(z9). Jos pavirSius
09 (2°) = SU S.(2°) (zr. pav.)

7.2 pav.

Kadangi u,v € C2(Q.(29)), tai srityje Q. (2°) yra teisinga Gryno formulé
Ju v
/ (vAu — uAv)dx = / (vﬁ—n - ua—n> ds. (7.75)
Q. (x0) SUS. (9)

Nagrinéjant ja, patogu iSskirti atvejus: n > 2 ir n = 2. Tarkime, n > 2, o
v=72"" r=|r—2°. Akivaizdu, kad v € C?(Q.(20)). Be to, srityje Q.(z°) ji
tenkina Laplaso lygtj. Todél

uAvdr = 0.

Qe (20)
Kadangi u € C%(Q), tai egzistuoja konstanta c tokia, kad

1 [ 71
‘ / vAudx‘Sc / o davzc//rnf2 dSdr =
0 S,

B.(z9) B.(x9)

g 52
= C|Sl|/rdr = C|Sl|?.
0

/ vAude/vAudx,
Q

Qe (z9)

kai ¢ — 0. Sferos S.(2°) tagkuose v = £2~". Todél

ou 1

. < = —
’ / vandS’_c / Sz dS = eS| 0,
Se(x9) Se(x9)

Todél
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kai e — 0. Be to, funkcijos v iSvestiné normalés kryptimi

(91) _ a 2—ny\ __ 1-n __ 1—-n
m- o (r* ") =(n—-2)r =(n—-2)e "
Todél
ov B en ja 1
/ u%dS’— / (n —2)ur dS—(n—2)|Sl|‘S€| / udS.
Se(z0) Se(x0) Se(z9)

Pagal vidutiniy reik¥miy teorema egzistuoja taskas 7 € S.(z") toks, kad

1

|Se|
Se(x0)

udS = u().

Kadangi funkcija u yra tolydi, tai u(Z) — wu(2°), kai ¢ — 0. Peréje ( )
formuléje prie ribos, kai ¢ — 0, gausime formule

B ou ov 0
/vAudx = /(va—n —ua—n) dS — (n —2)|S1|u(z")].
Q S

Padalije ja i3 (n — 2)|S1] ir 2° pakeite x, o @ — y, rezultata uzrasysime taip:

ute) = = [ B - yhauyay+ [ (B o) G2~
Q S Y
u(y)aE('aiy_yD) ds,, Blz) = mm?f”. (7.76)

Tegu srityje © funkcija u tenkina Laplaso lygti. Tada ( ) formuléje integralas
sritimi 2 yra lygus nuliui ir yra teisinga paprastesné formulé

e) = [ (e =) G~ H= M a5, @

on,

S
Pastabos:

1. Formulés (7.76) ir (7.77) jrodytos, kai n > 2. Tagiau jos islieka teisingos ir
kai n = 2. Norint tuo jsitikinti, pakanka (7.75) formuléje paimti v = Inr
ir pereiti prie ribos, kai ¢ — 0. Rezultate gausime tokias pacias formules
tik su

2. Galima jrodyti, kad ( ) formulé islieka teisinga ir apréztos srities iSoréje,
jeigu tik sioje srityje funkcija u tenkina Laplaso lygtj ir u(z) — 0, kai
2] = oo (ar. [3] ).
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Apibrézimas. Funkcija u yra harmoniné apréztoje srityje €2, jeigu
u€ C?(Q) ir Vo € Q tenkina Laplaso lygtj. Funkcija u yra harmoniné neapréz-
toje' srityje Q, jeigu u € C%(Q), Va € Q tenkina Laplaso lygtj ir

u(z) = O(|z|*™"), (7.78)

kai |z| — oo.

Funkcija F kai n = 2 ir kai n > 2 tenkina Laplaso lygtj (patikrinkite) bet
kokioje srityje €2, jeigu tik taskas 0 ¢ Q. Todél, kai n = 2, ji yra harmoniné
bet kokioje apréztoje srityje 2 C R"™, jeigu tik 0 ¢ €. Neapréztoje srityje ji
néra harmoniné. Kai n > 2, funkcija F yra harmoniné tiek apréztoje srityje,
tiek ir neapréztoje srityje €2, jeigu tik taskas 0 ¢ Q. Funkcija F yra vadinama
fundamentalivoju (kartais singuliariuoju) Laplaso lygties sprendiniu. Jj galima
rasti ieSkant Laplaso lygties sprendinio, priklausancio tik nuo spindulio r = |z|.
Norint tuo jsitikinti, reikia paraSyti Laplaso lygtj sferinése koordinatése:

n—1

E'(r) + E'(r) = 0.

r

Bendrasis 8ios lygties sprendinys

B(r) = {617“2_" + ca, n>2,

c1Inr + ¢, n=2.

Atmete konstanta co ir atitinkamai parinke konstanta ¢, gausime fundamentaly
Laplaso lygties sprendinj.

1 §is harmoninés funkcijos apibrézimas néra visuotinai priimtas. Kartais sakoma, kad funk-
cija u yra harmoniné kokioje nors srityje €2, jeigu ji Sioje srityje yra dukart diferencijuojama
ir tenkina Laplaso lygtj.
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7.9 PAPRASCIAUSIOS HARMONINIY FUNKCIJY SAVYBES

7.2 teorema. Tarkime, kokioje nors srityje Q@ C R™ funkcija u yra dukart
diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygtj. Tada Sioje srityje ji yra be galo dife-
rencijuojama.

< Laisvai pasirenkame taska z° € Q. Tegu ' C Q — grieztai vidiné sritis;
S = 0Q' — glodus pavirsius; 20 C Q. Pagal teoremos salyga u € C?(Q). Todél
funkcija u € C%(Q) ir yra teisinga formulé

u(w) = [ (B(z - o) Ouw) _ ) 22U =8 g5, veqm.

On, on,

Sl

Tegu Q" tagko 20 aplinka tokia, kad Q7 C €. Pastarojoje formuléje pointe-
graliné funkcija yra tolydi kintamyjy x € Q”, y€ S’ atzvilgiu ir be galo difer-
encijuojama kintamyjy x € Q" atzvilgiu. Remiantis teorema apie integraly,
priklausanéiy nuo parametro, diferencijavima po integralo Zenklu, u € C* ().
Kadangi tagkas z° € () pasirinktas laisvai, tai funkcija u € C>®(Q2). >

7.3 teorema (vidurinés reiksmés teorema). Tarkime, srityje Q@ C R™ funk-
cija u yra dukart diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygtj. Tada

u(r) = — / u(y)dS,, VYrxeQ, R>0: Bgr(z) C Q. (7.79)

a Tegu Bg(z) C Q. Tada funkcija u € C?(Bg(z)) ir yra teisinga formulé

uw) = [ (B -G —un = g, (70

on, On,
Skr(z)

Sferos Sr(x) taskuose funkcija
E(|lz —yl) = E(R),

o jos normaliné iSvestiné

OB(c—y) _ 1
8ny ‘SR|
Be to,
uy) o _ _
/ on, s, = / Au(y) dy = 0.
SR(m) BR(I)

Todeél ( ) formule galima perraSyti taip:

1
u(x):@ / u(y) dSy.>

SR(:L’)
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7.4 teorema (atvirkstiné vidurinés reiksmés teorema). Tegu Q C R™ yra ap-
rézta sritis, u € C(Q) ir (7.79) formulé yra teisingaVx €, R > 0: Bgr(z) C Q.
Tada srityje Q) funkcija u yra harmoniné.

< I8 pradziy jrodysime, kad uwe€ C*(Q). Tegu § yra pakankamai maZzas
teigiamas skaicius, o f — kokia nors intervale (—4,d) be galo diferencijuojama
neneigiama ir finiti funkcija. Akivaizdu, kad Ve € Q\ {z €Q : dist(z, S) < 4§}
rutulys Bs(z) C 2. Todél Ve € Q\{zx € Q : dist(z, S) <}, ir VR <0 yra teisinga
( ) formulé. Padauging ja i§ R"~! f(R) ir rezultata suintegrave parametro R
atzvilgiu nuo 0 iki §, gausime

4 §
n—1 _ L n—1 " _
ua) [ R ar = [ oom iy m) [t as,
0 0 Sr(x)
1 1
N |5'1|B(/) Flz = yhuly) dy = |51|Q/f(|ﬂf — y)u(y) dy.

Padalije 8ig formule i§
)
/ R"'f(R)dR,
0

rezultata uzraSysime taip:

[
uw) = (I8l [ B war) [l -yhutn) s (780
0 Q

Esminis skirtumas tarp (7.79) ir (7.81) formuliy yra tas, kad (7.81) formuléje
integravimo sritis nepriklauso nuo kintamojo x. Todél galime pasinaudoti teo-
rema apie integraly, priklausan¢iy nuo parametro, diferencijavimg po integralo
zenklu. Nagrinéjamuoju atveju pointegraliné funkcija yra be galo diferencijuo-
jama kintamuyjy z atzvilgiu ir tolydi abiejy kintamyjy z,y atzvilgiu. Be to,
integravimo sritis 2 yra aprézta. Todél funkcija u, apibrézta ( ) formule,
srityje Q\ {x € Q : dist(z,S) <d} yra be galo diferencijuojama. Artindami § j
nulj, gausime, kad u e C*().

Irodysime, kad funkcija u tenkina Laplaso lygtj. Laisvai pasirenkame taska
x € Q ir teigiama skai¢iy R tokj, kad Br(z) C Q. Tada funkcija u € C?(Bg(z))
ir yra teisinga formulé

uw) == [ B~y Au(y)dy +
Br(z)
+ [ (Bl 85‘15?:) — uly) 8E(g’;y_ Y as,. (7.82)
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Sferos Sr(x) taskuose | — y| = R. Todél

ou ou
| Ble- 5 as, sy [ Bas,~mm [ suw)ay
Sr(z) Y Sr(z) Y Br(x)

Be to,
OE(|lz —yl) 1

on, S|

Pasinaudoje (7.79) formule, gausime

[ w ™G, = o [ s, = i)

Sr(w) Sr(z)

Istate gautas integraly idraiskas j ( ) formule, perrasysime ja tokiu pavidalu:

(E(R) — E(r))Au(y) dy = 0; (7.83)
Br(z)
Ciar = |z —y|. Akivaizdu, kad Yy € Br(z) reiskinys E(R) — E(r) yra neigiamas.
Todeél ( ) lygybé yra galima tik tuo atveju, kai rutulyje Br(x) funkcija Au
keicia zenkla. Vadinasi, egzistuoja taskas T € Br(z) toks, kad

Au(z) = 0. (7.84)

Kiekviena konkrety skai¢iy R atitinka savas taskas € Br(z) ir T — =z, kai
R — 0. Kadangi ue C?(Q), tai (7.31) lygybéje galima pereiti prie ribos, kai
R — 0. Taigi taske x € Q) funkcija u tenkina Laplaso lygtj. Kadangi taska z € Q)
pasirinkome laisvai, tai

Au(z) =0, VreQ,

o tai ir reiskia, kad srityje 2 funkcija v yra harmoniné. >

7.5 teorema (harmoniniy funkcijy maksimumo principas). Tegu u yra harmo-
niné funkcija apréztoje srityje Q, S = 0 ir u € C(f2). Tada maZiausia ir didZi-
ausia reikSmes ji jgyja pavirSiuje S.

< Pagal teoremos salyga funkcija u € C (). Todél ji yra aprézta ir egzistuoja
tagkas 20 € Q, kuriame funkcija u jgyja didziausig reik§me. Tegu u(2?) = M =

max u(x). Reikia jrodyti, kad 2° € S. Tarkime priesingai, kad 2°€ Q. Tada
e

pakankamai maziems R rutulys Br(z%) C Q. Remiantis 10.2 teorema,

1
u(z®) = —— / u(y) dSy.
|Sk|
Sr(z?)
Taciau Sita lygybé yra galima tik tuo atveju, kai

u|5R(xo) = u(mo) = M.
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Pasirinke vietoje R skaifiy R’ < R, gausime

U’ISRl(CDO) = u(mo) = M.
Todél galima tvirtinti, kad u(r) = M, Vz€ Bgr(2?). Irodysime, kad u(z) =
M, Vxe.
Laisvai pasirenkame taska z* € Q. Tegu [ yra kokia nors lauzté, gulinti srityje
Q ir jungianti tagkus z*, 20 (Zr. pav.).

7.3 pav.

Tegu
0= %dist{l,@ﬂ}.

LauZtéje | parenkame taskus z', ...,z taip, kad buty patenkintos nelygybés

1 ) )
§5<|xl+1ﬂfc1\<5, Vi=0,1,...,N;

gia 2Nt = z*. Tagkas z' € Bs(z%) ir rutulys Bs(2?) C Q. Todél u(x) =

(z° , V€ Bs(x9). Tagkas 22 € Bs(z!) ir rutulys Bs(x!) C Q. Todél
u(x) = M, Vzx€ Bs(z!). Tesdami $ita procesa N-uoju Zingsniu gausime, kad

(r) = M, Vz€Bs(xzN+1). Tadiau z* = 2Nl € Bs(zN*+1). Todél u(x*) =
u(z’) = M. Kadangi taskas x* € Q) pasirinktas laisvai, tai u(z) = M, Vo €.
Pagal teoremos salyga funkcija u € C(Q). Todél u(x) = M, Va € Q. Taigi, jeigu
funkcija u didziausig reikSme jgyja srities {2 vidiniame taske, tai ji yra konstanta
(8iuo atveju teorema yra triviali). PrieSingu atveju, kai u(zx) # const, didziausia
reikime funkcija u jgyja taske 2 € S.

Siame irodyme funkcija u pakeite —u, gausime, kad maziausig reikSme funk-
cija u jgyja pavirSiuje S. >

Isvada. Jeigu harmoniné funkcija yra konstanta pavirsiaus S taskuose,
tai ji yra konstanta visoje uzdaroje srityje 2.

Pastaba. Neapréztos srities atveju yra teisingas analogiskas teiginys.
Jeigu funkcija v yra dukart diferencijuojama neapréztoje srityje Q ir tenkina
Sioje srityje Laplaso lygtj, tai funkcija u srityje £ negali turéti nei lokalaus
minimumo, nei lokalaus maksimumo tasky. Tiksliau, jeigu taske xg yra teisinga
nelygybé

u(zg) >u(x) Vo:lr—axol<e,e>0

arba
u(zo) <ulx), Vo : |z —xo| <&, e >0,



252 7. ANTROSIOS EILES DALINIU ISVESTINIU LYGTYS

tai funkcija u yra pastovi visoje srityje €.
Tegu dukart diferencijuojama funkcija u yra Dirichlé uzdavinio:

Au(z) = f(z), z€Q, u(z)=¢(z), x€S (7.85)

sprendinys ir jj galima iSreiksti formule

wm:—/Em—mmmw@+

o Bul) 0B =)
+!(ﬂw DG () Jas,. @

on,

Be to, tegu Vz € ) egzistuoja funkcija g(z,y) tokia, kad
Ayg(z,y) =0, yeQ, g(z,y) = —E(lz —y]), y€S, (7.87)

ir yra teisinga Gryno formulé:

/[g(w‘,y)M(y) —u(y)Ag(z,y)] dy =

Q
_ / {g(x,y)agrg‘z) —u(y)aga(z;y)} ds. (7.88)
S
Tada (7.85) uzdavinio sprendinys
we) = [Gfay - [ S omas @)
Q S

dia G(z,y) = g(x,y) + E(|z — y|). Funkcija G(x,y) yra vadinama Gryno funk-
cija. Ja naudojant, bendrojo pavidalo Dirichlé uzdavinio sprendimas susiveda j
konkretaus (7.87) Dirichlé uzdavinio sprendima. Jeigu f(z) = 0, t.y. funkcija u
tenkina Laplaso lygtj, tai ( ) Dirichlé uzdavinio sprendinys

u(z) = — %@(y) ds. (7.90)

Isvesdami ( ) formule, reikalavome, kad funkcijos w ir g tenkinty ( )
ir ( ) integralines formules. Sios formulés yra teisingos, jeigu pavirSius S
ir funkcijos u, g tenkina reikiamas glodumo salygas. PavyzdZziui, pakanka
reikalauti, kad pavirgius S buty dalimis glodus, o funkcijos u, g€ C%(Q).
Taigi, jeigu yra Zinoma, kad ( ) ir ( ) Dirichlé uzdaviniy sprendiniai yra
pakankamai glodzios funkcijos, tai visi atlikti veiksmai yra teiséti ir ( ) for-
mulé apibrézia ( ) Dirichlé uzdavinio sprendinj.

P astaba. Prie tam tikry papildomy salygy galima jrodyti, kad Sie teig-
iniai yra tiesingi kai §) yra apréztos srities iSoré.
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Noimano uzdavinio

Au(z) = f(z), €9, =¢(x), €S, (7.91)

formalus sprendinys

mm=—/Gmmﬂm@+/emwwww+/www;
Q S S

ieskomas analogiskai. Cia G(z,y) = E(|z —y|)+ g(z,y), funkcija g(z, ), Vz €Q
yra specialaus Noimano uzdavinio
9g(x,y) _ OE(lz —yl)

Ayg(z,y) =0, yeQ, on, = T 1,yes, (7.92)

sprendinys. Noimano uzdavinio sprendiniai yra apibréziami konstantos tik-
slumu. Atitinkamai ja parinkus, integralui

/udS

S

galima suteikti bet kokig i§ anksto apibrézta reiksme. Todél j §j integrala galima
ziuréti kaip j laisvaja konstanta. Paéme ja lygia nuliui, gausime formalujj ( )
Noimano uzdavinio sprendinj

uw) =~ [ G Wy + [ Gyt ds. (r.99)
Q S

Visi kiti sprendiniai gaunami pridéjus prie jo laisvaja konstanta.
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7.10 DIRICHLE UZDAVINIO SPRENDIMAS RUTULYJE
IR JO ISOREJE

Nagrinésime Dirichlé uzdavinj
AU((E) =0, ze€ BR(O)v u(x)|weSR = Sp(x)v pe C(SR) :

Sprendziant § uZdavinj, panaudosime (7.90) formule. Tiksliau, tarsime, kad
Dirichlé uzdavinys rutulyje Bgr(0) turi sprendinj ir jis yra pakankamai glo-
dus. Po to iSvesime integraline formule, apibréziancia sprendinj. Pabaigoje
jrodysime, kad tokiu budu sukonstruota funkcija i$ tikryjy yra ieSkomasis Di-
richlé uzdavinio sprendinys.

Tarkime, kad nagrinéjamo Dirichlé uzdavinio sprendinys egzistuoja. Pa-
zymékime jj raide u ir tegu u€ C?(Bg(0)). Sukonstruosime Gryno funkcija
G(x,y). Tuo tikslu laisvai pasirenkame taska x € Br(0). Raide 2’ paZymésime
taska, simetrinj taskui x sferos Sg atzvilgiu. Tai reiskia, kad taskai z ir 2’ guli
viename spindulyje, iseinan¢iame i§ koordinaciy pradzios, ir |z||z'| = R?. Raide
¢ pazymékime taska sferoje Sg. Taskus 0, z, z’ ir & sujunkime atkarpomis (zr.

pav.).

Trikampiai Agge ir Aggre yra panasus, nes taske 0 jie turi bendra kampa ir
prie jo proporcingas kragtines.

7.4 pav.

éiad kraStiniy proporcingumo salyga galima uzrasyti taip:

lz] _ R

R 2|
Kitos trikampiy Agze, Aogare krastinés taip pat yra proporcingos. Pazyméje
r=|z—=¢&|, ' =|2 — &, $iy krastiniy proporcingumo salyga uzrasysime taip:

T2 (7.94)

Toliau, konkretumo délei, nagrinésime atveji n > 2. Atkreipsime démesj j tai,
kad dydziai r ir 7’ yra proporcingi, o

- () 50

||

IPuasono lygties atveju Dirichlé uzdavinys susiveda j Dirichlé uzdavinj Laplaso lyggiai.
Todél ¢ia nagrinésime tik Dirichlé uzdavinj Laplaso lygciai.
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Tegu y € Bgr(0) ir ' = |2’ — y. Tada funkcija E(r’), kaip kintamojo y funkcija,
Va € Br(0) yra harmoniné rutulyje Br(0). Todél funkcija

s = (2)" s

yra Dirichle uzdavinio

Ayg(z,y) =0, ye Br(0), g(z,y) = —E(r), r =z —y|, yeSr(0),

sprendinys. Taigi Gryno funkcija

G(z,y) = E(r) — < i )H E@).

]

Pagal ( ) formule formaly Dirichlé uzdavinio sprendinj rutulyje Br(0) galima
uzraSyti taip:
9G(x,¢)

U(l‘) - 8n§

(). (7.95)
Sr(0)
Suskaic¢iuosime Gryno funkcijos normaline iSvestine

0o () e -

= ﬁ [Tn%l cos(r,ng) — (%)n 271/”%1 Cos(r',ng)]. (7.96)
Pagal kosinusy teorema,
R? 4+ r? — |z|?
cos(r,ng) = —
cos(r’, ng) = R? 472 — |2/)? _ R2 +R2|x|_2r2j RYz| 2
2r'R 2rR2|z|-1

Istate sias iSraiskas j ( ) formule ir suprastine panagius narius, gausime

0G(z,§) 1 R®—|zf?

S o 2 P = K(a,6).
Ong |S1]  Rrm (z,€)
Taigi (7.95) formule galima perraSyti taip:
u(w) = [ K(w.p(€)dSn, € Ba(0). (7.97)
Sr

Funkcija K(z,&) yra vadinama Puasono branduoliu, o (7.97) formulé — Pua-
sono formule.

Pastaba. Puasono formulé isvesta, kai n > 2. Atvejis n = 2 na-
grinéjamas analogiskai. Reikia tik atkreipti démesj i tai, kad (7.95) formulé
yra teisinga ir, kai n = 2.
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7.6 teorema. Tegu ¢ € C(Sg). Tada funkcija u, apibrézta (7.97) formule,
rutulyje Br(0) tenkina Laplaso lygtj ir sferos Sg(0) taskuose sutampa su funk-
cija .

< I8 pradziy jrodysime papras¢iausias funkcijos K savybes.
1. Funkcija K(z,&) >0, Vo € Br(0), £ € Sr(0).
2. Rutulyje Br(0) funkcija K(z,€) tenkina Laplaso lygtj

ALK (z,€) =0, VEeSg(0).
< Fiksuokime taska € € Sg(0). Funkcija K nuo funkcijos

R2 _ ‘1}|2
rn

V(z) =

skiriasi tik pastoviu daugikliu. Todél pakanka jrodyti, kad funkcija V tenkina
Laplaso lygtj. Suskai¢iuosime jos iSvestines:

2 (R — &)

VT”' (I) = rn 2 )
2 ],‘,‘(.Z‘i — fz) R2 - |$‘2
Viﬂi ($) = _ﬁ +4n 2 -n rnt2 +
(B2 — |af*) (i — &)?
+n(n +2) " :

Susumave iSvestines V., nuo 1 iki n, gausime

2n || (z,6) L R® —|zf? (R? — |z|?)
AV(x):_ﬁ+4”rn+z _4nr”+2 s +n(n+2) ) =
92 2 _ 2 _ 2
_ 2 + 4]x| 4(z, &) + 2R? — 2|x] —0b.
rn+2
3. Integralas
/ K(z,£)dSgr =1, VYae Bgr(0). (7.98)

Sr(0)

< Funkcija u(z) = 1€ C%(Bg(0)). Be to, rutulyje Bg(0) ji yra harmoniné
ir sferos Sr(0) taskuose lygi vienetui. Todél ja galima iSreiksti (7.97) formule,
kuri, kai ¢ = 1, virsta ( ) lygybe. >

Kintamuyjy « € Br(0), £ € Sg(0) atzvilgiu funkcija K(z, &) yra be galo difer-
encijuojama, o funkcija ¢ sferoje Sg(0) yra tolydi. Remiantis teorema apie
integraly, priklausanc¢iy nuo parametro, diferencijavima po integralo Zzenklu,
funkcija u, apibrézta ( ) formule, rutulyje Br(0) yra be galo diferencijuojama
ir jos iSvestines galima skaiGiuoti po integralo Zenklu. Pasinaudoje antra funkci-
jos K savybe, galime tvirtinti, kad funkcija u tenkina Laplaso lygtj. Irodysime,
kad funkcija w€ C(Bg(0)) ir u(¢) = ¢(§), Y& € Sr(0). Laisvai pasirenkame
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taska & € Sg(0), skai¢iy € > 0 ir taska x € Bg(0), artima taskui £. Remiantis
trecia funkcijos K savybe, skirtumas

() — (€)= / K (2, 7)(p(n) — 9(€)) dSy.
Sr(0)

Tegu p yra koks nors teigiamas skai¢ius ir £,(¢) = Sr(0) N B,(¢). Tada

u@) - @l<| [ Kot - o) as, [+
,(8)

+‘ / K (z,n)(p(n) — () dS,,‘.
S0\, (6)

Pazymékime paskutiniy dviejy integraly modulius atitinkamai I; ir I,. Pasi-
naudoje 1 ir 3 funkcijos K savybémis, jvertinsime I :

L < - K ds, < — .
V< max o) = @@ [ Kl dS, < max o) - o)
Z,(8)

Skai¢iy p parinksime taip, kad I; < ¢/2. Tai padaryti galima, nes ¢ €
C(Sgr(0)). Kadangi funkcija ¢ yra aprézta, tai

1 (R —|2*)|Sk]|

I, <2 max max
2= e Sn0) ()] neSrONZ,(©) |z —n[" [S1|R -
c. ., oy €
< 2 (R?— <=
<R faft) < 5.

jeigu tik taskas x yra pakankamai arti tasko £ € S. Tokiems z yra teisinga
nelygybé
lu(z) = (&)l <&, VoeSr(0).

Taigi funkcija u € C(Bg(0)) ir u(§) = ¢(£), VE € Sr(0). >
Tarkime, funkcija u yra apibrézta srityje Q C R™, n > 2. Fiksuokime skaic¢iy
R > 0 tokj, kad @ C Bg(0). Kiekvienam taskui z € 2 priskirkime taska

_ T pe
y_|l'|2 ’

simetrinj sferos Sg(0) atzvilgiu. Tada sritj 2 atitiks sritis
Q=qyeR": y= LPF, r€eN,.
||

Tegu

R"? Y 52
U(y) - |y|n,2 U(WR )a yEQ
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Taip apibrézta funcija v vadinsime funkcijos u Kelvino transformacija.
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad
Rn+2

Ayv Azu.

"yt

I5 Sios formulés iSplaukia, kad funkcija v tenkina Laplaso lygti srityje {2 tada ir
tik tada, kai funkcija v tenkina Laplaso lygtj srityje Q.

Tarkime, sritis () yra neaprézta (taip bus tada, kai taskas 0 € Q) ir funkcija
v srityje @ yra harmoniné. Tada funkcija

u(x) ﬁ U(LR2>

" a2 P2

tenkina Laplaso lygtj srityje © \ {0} Taske = 0 funkcija u galima apibrézti
taip, kad ji buty harmoniné visoje srityje 2.

7.7 teorema. Tegu ¢ € C(Sg(0)). Tada funkcija

2 p2
)= | WE= R ¢y dSe, yeR™\ Bal0)

151 Rly—¢”
Sr(0)
yra Dirichlé uzdavinio
Av(y) =0, y €R™\ Bg(0),
v(y) = ¢(y), y € Sr(0),
u(y) = O(lyl*™™), ly| — oo,

sprendinys.
< Dirichlé uzdavinio
Au(z) =0, € Bgr(0), wu(z)=¢(x), z€Sgr(0),
sprendinys
RQ _ |.’IJ|2
wr) = —— T p(§) dS,
SN / R — g #1O) 95%

Sr(0)
(zr. (7.97) formule). Funkcijos u Kelvino transformacija
Rn72 y 1 y 2 R2
o) = () = oo [ gl dse

Iyl 151 ] Rly — €&
Sr(0)

yra Dirichlé uzdavinio rutulio Br(0) iSoréje sprendinys. Pastarojoje formuléje
pereidami nuo kintamuyjy « prie kintamyjy y, pasinaudojome tuo, kad |z| =
Ry~ ir o — €| =y — €l|l=| R~ =y — €|RJy| " »
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